
Kapitel 0
Was ist Information?

Wir leben bekanntlich im Informationszeitalter, der
”
Rohstoff Infor-

mation“ ist ein wesentlicher Wirtschaftsfaktor, und auch für unser Zu-
sammenleben ist Information so wichtig, daß seit einigen Jahrzehnten
viele im Gefolge des amerikanischen Mathematikers NORBERTWIENER

(1894–1964) und des amerikanischen Soziologen D. BELL (1919–2011)
von einer Informationsgesellschaft reden. Was aber ist Information? Und
wie kann man sie messen?

Erstaunlicherweise gibt es auf keine dieser beiden Fragen eine allgemein
akzeptierte Antwort.

§1: Ein Beispiel

Es ist Wahlkampfzeit, und viele Politiker bemühen sich, unsere Stimmen
zu bekommen. Deshalb lädt auch Amadeus Wohlgeraten von der Partei
für Gesundheit und Wohlstand (PGW) zu einer Informationsveranstal-
tung, wo er sich und seine Ziele vorstellen möchte. Welche Information
erhalten die Teilnehmer dieser Veranstaltung?

Aus der Sicht von Amadeus Wohlgeraten sollen sie lernen, daßnur er
und seine Partei sich wirklich für ihre Interessen einsetzen und daß nur
sie im Falle eines Wahlsiegs Gesundheit und Wohlstand für alle Bürger
bringen werden; die Gegenparteien haben nur Krankheit und Armut zu
bieten. Das betrachtet er als die wesentliche Information in seiner Rede.

Seine Anḧanger, die alles das schon längst wissen, warten auf die griffi-
gen Slogans, die die PGW für solche Zwecke entwerfen ließ, um an den
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richtigen Stellen ihre Begeisterung zu zeigen; als einzigeInformation
nehmen sie mit nach Hause, daß sie die Stimmung im Saal dominierten.

Der Redakteur der Lokalzeitung mußte im Laufe seines Lebensschon
viel zu viele Wahlversammlungen besuchen; er kann sich bereits im
Voraus ziemlich genau denken, worum es in der Rede gehen wird. Ihn
interessiert nur, ob Amadeus Wohlgeraten auf dem Weg zum Podium
stolpert, ob es lustige Versprecher gibt oder, idealerweise, eine Saal-
schlacht; diese Information genügen, um seinem bereits eine Woche
zuvor geschriebenen Bericht die endgültige Form zu geben.

Das Modehaus, das zu den Sponsoren der Partei für Gesundheit und
Wohlbefinden z̈ahlt, ist vertreten durch den für die Kundenzeitschrift
zusẗandigen Mitarbeiter. Was erüber die gesunden und günstigen Stoff-
qualiẗaten der angebotenen Waren schreiben wird, ist natürlich un-
abḧangig vom Verlauf der Versammlung; er möchte aber zumindest
noch erẅahnen, welchen Anzug mit optimal passender Krawatte Ama-
deus Wohlgeraten für diesen Abend aus dem großen Angebot des Mo-
dehauses ausgewählt hat.

Der Vorsitzende des̈ortlichen Vereins der Kaulquappenfreunde kann
sich nicht erkl̈aren, wie sich jemand mit Politik beschäftigen kann, ob-
wohl es noch so viele offene Fragenüber Kaulquappen gibt. Trotzdem
muß er alle Wahlveranstaltungen besuchen, denn wer auch immer die
Wahl gewinnt, wird seine Kaulquappenpolitik möglicherweise danach
ausrichten, ob er sich von den Kaulquappenfreunden unterstützt fühlt
oder nicht. Den Vortrag faßt er kurz als

”
übliches Politikergeschẅatz“

zusammen; doch in der nächsten Ausgabe desKaulquappenfreundskann
er in denInformationen aus dem Vorstandstolz vermelden, daß er mit
dem PGW-Kandidaten Amadeus Wohlgeratenüber die wichtige Rolle
der Kaulquappenzucht für Gesundheit und Wohlstand der Bevölkerung
gesprochen habe.

Die Partei f̈ur Sorgenfreies Wohlbefinden, einer der Hauptkonkurrenten
der Partei f̈ur Gesundheit und Wohlstand, möchte Wohlgeratens Rede
naẗurlich genau analysieren; da jegliche Art von Ton- und Videoaufnah-
men verboten sind, schicken sie einen Stenographen, der dieRede Wort
für Wort mitschreibt. Da dieser zum Mitdenken keine Zeit hat,ist für
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ihn der Informationsgehalt der Veranstaltung einfach die Folge der zu
notierenden Worte.

Der Organisator einer Wahlwette möchte wissen, wie sich die Wahlchan-
cen von Amadeus Wohlgeraten durch die Veranstaltung verändern, so
daß er die Wettquoten gegebenenfalls neu festlegen kann. Die Informati-
on, die er mitnimmt, ist eine neue Schätzung f̈ur die Wahrscheinlichkeit
eines Siegs der Partei für Gesundheit und Wohlbefinden, basiert auf die
bekannten Umfrageergebnisse und seine Einschätzung von Stimmungs-
wandeln im Saal.

Der Mathematiker, der sich mit Information beschäftigt, darf sich nicht
darauf beschränken, dieses Geschehen einfach in einen mehr oder we-
niger n̈utzlichen Formalismus zwingen; er möchtequantitativbeschrei-
ben, was hier geschehen ist; zumindest für den Wettanbieter sollte es
sogar m̈oglich sein, die gewonnene Information direkt in Euro und Cent
umzurechnen.

Angesichts der Vielzahl von Interessen der Beteiligten wird es dabei
sicherlich nicht reichen, die an diesem Abend vermittelte Information
durch eine einzige Zahl zu beschreiben; bei jedem einzelnenmüssen
wir sowohl sein Vorwissen als auch seinen Umgang mit dem Gesagten
ber̈ucksichtigen. Was bei ihm ankommt, wurde möglicherweise bereits
einigen Verarbeitungsschritten entworfen, z.B. weil er dank des L̈arm-
pegels nur einen Teil der Rede hören kann, und auch er verarbeitet die
ankommende Information weiter (War von Kaulquappen die Rede?),
bevor ein Teil des Ergebnisses in sein Gedächtnis wandert. Schon jetzt
können wir einen wesentlichen Aspekt dieser Informationsverarbeitung
festhalten: Wie auch immer wir Information quantitativ fassen werden
muß offensichtlich gelten, daß sie durch diese Verarbeitung höchstens
abnehmen kann. Das heißt allerdings nicht unbedingt, daß sie dadurch
weniger n̈utzlich werdenmuß:Eine ungeordnete Sammlung von meh-
reren Millionen Datens̈atzen ist oft deutlich weniger nützlich als ein
Satz von daraus abgeleiteten statistischen Kenngrößen. Die Information
dar̈uber ist zwar naẗurlich in den Datens̈atzen enthalten, sie zu extrahie-
ren kann aber aufwendig sein. Auch mit solchen Fragen muß sich ein
Mathematiker bescḧaftigen.
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Am einfachsten zu fassen ist wohl noch die Information aus Sicht des
Stenographen: In erster Näherung k̈onnten wir einfach z̈ahlen, wie vie-
le Zeichen er zu Papier gebracht hat. Aber selbst das ist nicht wirklich
wohldefiniert, denn Stenographen arbeiten schließlich auch mit Kürzeln,
die verwendet werden können, aber nicht m̈ussen, und wenn sich Ama-
deus Wohlgeraten zu oft wiederholt haben sollte, erfand derStenograph
vielleicht auch noch ad hoc neue Kürzel für einige besonders häufi-
ge Phrasen. Die Frage, wie weit der dabei optimieren kann, führt uns
zur SHANNONschen Informationstheorie und, in letzter Konsequenz, zur
algorithmischen Informationstheorie.

Um das Vorwissen des Lokalredakteurs ins Spiel zu bringen, können
wir die Information, die er bereits vor der Veranstaltung hatte, verglei-
chen mit seinem Informationsstand danach; die Differenz ist die neu
gewonnene Information. Dies führt uns auf den Begriff der bedingten
Information.

Im Falle des Buchmachers müssen wir zwei Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen miteinander vergleichen: Die Siegwahrscheinlichkeiten der
einzelnen Kandidaten so, wie er sie vor der Veranstaltung einscḧatzte,
und die entsprechenden Zahlen, nach denen er künftig seine Pr̈amien be-
rechnet. Die gewonnene Information aus seiner Sicht ist somit eine Art
Distanz zwischen zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen,die wir sp̈ater
als KULLBACK -LEIBLER-Distanz formalisieren werden; der finanzielle
Wert der Information l̈aßt sichüber die Erwartungswerte für seinen
Gewinn bez̈uglich der beiden Verteilungen quantifizieren.

Die Analysten in der Zentrale der Partei für Sorgenfreies Wohlbefin-
den werten nicht nur den (nach der Veranstaltung in ihren Computer
übertragenen) Bericht des Stenographen aus, sondern zahlreiche weite-
re Berichte von̈ahnlichen Veranstaltungen. Sie müssen einerseits diese
Berichte nach Gemeinsamkeiten gruppieren, um so einenÜberblick
über die gegnerische Strategie zu bekommen; andererseits müssen sie
aber auch Ausreißer finden, die sich vielleicht als Wahlkampfmunition
eignen k̈onnten. Da sie auch die entsprechenden Daten anderer politi-
scher Gegner auswerten müssen, haben sie viel zu tun und wollen ihre
Arbeit möglichst automatisieren. Die mathematischen Verfahren, die
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sie dabei anwenden können, werden uns im zweiten Teil der Vorlesung
bescḧaftigen.

§2: Information in sprachlicher Sicht

Die Etymologie des WortesInformation trägt leider nur wenig zum
Versẗandnis dieses Begriffs bei: Das lateinischeinformatioentḧalt den
Wortstammforma,Form oder Gestalt, und informatio wurde im Sinne
von Bildung oder Unterricht gebraucht. Bei der Aufnahme desWorts
in die deutsche Sprache im 15. bis 16. Jahrhundert verschob sich die
Bedeutung zuNachrichtoderUnterrichtung(über einen Sachverhalt),
und diesen Sinn hat das Wort heute auch in anderen modernen Sprachen.

Information hat also etwas mit der̈Ubermittlung von Nachrichten zu
tun; eine mathematische Theorie der Information muß sich daher ins-
besondere auch mit der Struktur von Nachrichten beschäftigen. Daf̈ur
interessiert sich selbstverständlich nicht nur die Mathematik; schon in
der Logik von ARISTOTELES(384–322) finden sicḧUberlegungen, die
in diese Richtung gehen, und auch die Grammatiker befassen sich schon
seit weitüber Tausend Jahren mit entsprechenden Fragen.

Einen wesentlichen Schritt in Richtung auf eine mathematische Be-
schreibung von Sprache leistete 1879 der Philosoph FRIEDRICHLUDWIG

GOTTLOB FREGE (1848–1925) mit seinerBegriffsschrift,in der er die
mathematische Logik in ihrer heutigen Form begründete. Sein Versuch,
die gesamte Mathematik auf Logik zu reduzieren, scheitertezwar, f̈uhrte
aber zur Entwicklung alternativer Ansätze sowohl zur Grundlegung der
Mathematik als auch zur allgemeinen Untersuchung formalerSysteme
und schließlich auch natürlicher Sprachen.

Vor allem durch die Arbeiten des amerikanischen Philosophen CHARLES

WILLIAM MORRIS(1901–1979) entstand ab Ende der Dreißigerjahre die
Semiotikals allgemeine Lehre von den Zeichen und ihrer Verwendung.
Er unterscheidet drei Aspekte:

1. Die Syntax,in der es um die Zeichen selbst und die Regeln für ihre
Aneinanderreihung geht.
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2. Die Semantik,die sich mit der Bedeutung von Zeichenfolgen
bescḧaftigt.

3. Die Pragmatik,in der es um derenGebrauchgeht: Dazu z̈ahlen bei-
spielsweise unterschiedliche Bedeutungsebenen (Kopf, Haupt, R̈ube),
aber auch unterschiedliche Ziele, die mit einem Wort oder Satz erreicht
werden sollen: Der AusrufFeuer! etwa kann zwar bedeuten, daß es
brennt, kann aber beim Militär auch der Befehl zum Schießen sein und
bei einem Raucher die Bitte, ihm die Zigarette anzuzünden.

Die klassische Informationstheorie beschränkt sich auf rein syntaktische
Aspekte; bei der Suche nach Information stehen dagegen semantische
Aspekte im Vordergrund. Pragmatik spielt bei der mathematischen Be-
handlung von Information bislang keine Rolle.

Sobald wir von praktischen Anwendungen der Information reden,
kommt allerdings ein neuer, bislang noch nicht erwähnter Gesichts-
punkt ins Spiel: Information kann einen teilweise sogar beträchtlichen
wirtschaftlichen Wert darstellen. Informationenüber den Zustand eines
Landes oder einen Unternehmens beeinflussen beispielsweise die Preise
von Aktien, und je nachdem wie früh oder sp̈at jemand darauf reagiert,
kann er viel Geld gewinnen oder verlieren.

Der Wert solcher Informationen kann allerdings nicht objektiv beziffert
werden: Die Nachricht, daß in einer südafrikanischen Goldmine eine
neue stark erzführende Ader entdeckt wurde, ist wertlos für jemanden,
der kein Geld f̈ur Aktienkäufe hat oder grundsätzlich nur in Europa inve-
stiert; für einen s̈udafrikanischen Investor dagegen kann die Information
einen betr̈achtlichen Wert haben.

Auch für ihn kann eine entsprechende Meldung allerdings völlig wertlos
sein, etwa weil er sie schon seit Tagen kennt und längst darauf reagiert
hat. Wenn wir vom Wert einer Information sprechen wollen, kann es sich
daher immer nur um den Wert für eine bestimmte Person mit bestimm-
ten Interessen handeln; insbesondere ist deren Vorwissen ein wichtiger,
wenn auch bei weitem nicht der einzige Aspekt. Wir werden daher ei-
ne ganze Reihe weiterer Maße benötigen, um auch solche Situationen
mathematisch zu beschreiben.
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Shannons Informationstheorie

Die bekannteste quantitative Definition von Information geht zur̈uck
auf CLAUDE SHANNON; Bücher mit Titeln wieInformationstheoriebe-
fassen sich meist ausschließlich damit. Die inhaltliche Interpretation
von Information spielt hier keinerlei Rolle, es geht nur um ihre siche-
re Übermittlung. Sicherheit bezieht sich dabei sowohl auf denSchutz
vor Übertragungsfehlern (durch fehlererkennende und -korrigierende
Codes) als auch auf die Geheimhaltung (Kryptographie).

CLAUDE ELWOOD SHANNON (1916–2001) wurde in Pe-
toskey im US-Bundesstaat Michigan geboren; 1936 ver-
ließ er die University of Michigan mit sowohl einem
Bachelor der Mathematik als auch einem Bachelor der
Elektrotechnik, um am M.I.T. weiterzustudieren. Sei-
ne 1938 geschriebene DiplomarbeitA symbolic analy-
sis of relay and switching circuitsbildet die Grundlage
der digitalen Informationsverarbeitung auf der Grund-
lage der hier entwickelten Schaltlogik; seine Disserta-
tion 1940 befaßte sich mit Anwendungen der Algebra
auf die MENDELschen Gesetze. Danach arbeitete er bis
1956 bei den Bell Labs, wo er ẅahrend des zweiten

Weltkriegs insbesonderëuber die Sicherheit kryptographischer Systeme forschte. Seine
Mathematical theory of cryptographywurde aus Geheimhaltungsgründen erst 1949 zur
Veröffentlichung freigegeben. Seine wohl bekannteste Arbeitist die 1948 erschienene
Mathematical theory of communication,in der er die fehlerfreiëUbertragung von Nach-
richtenüber einen gestörten Kanal untersuchte. Von 1956 bis zu seiner Emeritierung 1978
lehrte er am M.I.T., das er dadurch zur führenden Universität auf dem Gebiet der Informa-
tionstheorie und Kommunikationstechnik machte. Zu seinenzahlreichen Arbeiten z̈ahlt
auch eineüber die mathematische Theorie der Jongliermuster, anhandderer Jongleure
eine Reihe neuer Muster gefunden haben; auch konstruierte er mehrere Jonglierroboter.
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§1: Die Entropie einer Quelle

Gerade weil der SHANNONsche Informationsbegriff der in den Wissen-
schaften am weitesten verbreitete ist, müssen wir uns als allererstes klar
werden, was er nicht ist: Es geht nicht darum, den Informationsgehalt
einer einzelnen Nachricht zu messen.

Im 1949 erschienenen BuchThe mathematical theory of communicati-
on,das SHANNONs gleichnamige Arbeit von 1948 zusammen mit einer
ausf̈uhrlichen Einleitung von WARREN WEAVER entḧalt, schreibt letzte-
rer zu Beginn vonx2.2:

The wordinformation,in this theory, is used in a special sense that mus not be
confused with its ordinary usage. In particular,informationmust not be confused
with meaning.

In fact, two messages, one of which is heavily loaded with meaning and the other
of which is pure nonsense, can be exactly equivalent, from the present viewpoint,
as regards information. It is this, undoubtedly, that Shannon means when he says
that "’the semantic aspects are necessarily irrelevant to the engineering aspects."‘
But this does not mean that the engineering aspects are necessarily irrelevant to
the semantic aspects.

To be sure, this word information in communication theory relates not so much
to what youdo say, as in what youcouldsay.

SHANNON betrachtet Nachrichten also stets vor dem Hintergrund einer
Auswahl; was er messen will, sind die Wahlmöglichkeiten des Senders
und die Ungewißheit des Empfängersvor Übermittlung der Nachricht.

Ein solcher Ansatz kann nur funktionieren, wenn sowohl für den Sen-
der als auch den Empfänger klar ist, welche Nachrichten grundsätzlich
übertragen werdenkönnten.Zu diesem Zweck geht SHANNON aus von
einem festenAlphabetA. Darunter versteht er irgendeine endliche Men-
ge, deren Elemente zwar als Buchstaben bezeichnet werden, die aber
auch elektrische Signale, ASCII-Zeichen, Ereignisse und vieles andere
sein k̈onnen.

Der Sender wird modelliert durch eine Nachrichtenquelle,die eine Fol-
ge von Buchstaben des AlphabetsA produziert. In den seltensten Fällen
werden dabei alle Buchstaben mit der gleichen Häufigkeit vorkommen;
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in SHANNONs Ansatz ist daher jedem Buchstabenxi 2 A eine Ḧaufig-
keit pi zugeordnet. Natürlich müssen allepi � 0 sein und ihre Summe
gleich eins; bei einem Alphabet ausn Buchstaben liegt das Tupel der
Wahrscheinlichkeiten also in der Menge�n =

n

(p1; : : : ; pn)

�� pi � 0 für allei und

nXi=1

pi = 1

o

.

Mathematisch gesehen ist eine Nachrichtenquelle also einediskrete Zu-
fallsvariable, die Werte ausA annimmt.

Ausgangspunkt f̈ur die Quantifizierung von Information ist dermittle-
ren Informationsgehalt eines Buchstabens. Da dieser Informationsge-
halt sicherlich nicht von den Namen der Buchstaben abhängt, k̈onnen
wir H einfach als eine Funktion der Buchstabenwahrscheinlichkeitenpi

betrachten; wir suchen also für jede naẗurliche Zahln eine FunktionH:�n ! R�0, so daßH(p1; : : : :pn) der mittlere Informationsge-
halt eines Buchstabens aus einemn-elementigen Alphabet ist. wobeip1; : : : ; pn die Häufigkeiten der einzelnen Buchstaben sind.

Eine solche Funktion sollte nach SHANNON vern̈unftigerweise die fol-
genden Bedingungen erfüllen:
1. H ist stetig, denn natürlich sollen kleineÄnderungen an denpi nicht

zu sprunghaften̈Anderungen am Informationsgehalt führen.
2. Die FunktionL(n) = H�

1n ; : : : ; 1n� ist monoton wachsend, d.h.
wenn wir eine Quelle haben, die die Buchstaben ihres Alphabets mit
gleicher Wahrscheinlichkeit ausstößt, steigt der Informationsgehalt
pro Buchstabe mit der Buchstabenanzahl. Beispielsweise liefert ein
Meßfühler mehr Information, wenn er eine größere Aufl̈osung hat.

Etwas technischer und schwerer zu verstehen ist SHANNONs dritte For-
derung: Vor jeder̈Ubertragung eines Buchstabens steht der Sender vor
einer Wahl. Wenn er diese Wahl in mehrere Teilentscheidungen zerlegt,
soll sich dadurch nichts an der Gesamtinformationändern. Konkret: IstC eine Teilmenge des AlphabetsA, so kann der Sender in einem ersten
Schritt entweder ein Element vonA nC ausẅahlen oder sich dafür ent-
scheiden, ein Element ausC zu senden. Im letzteren Fall muß er dann
in einem zweiten Schritt konkretisieren, welches der Elemente ausC
er senden will. Wenn wir der Einfachheit halber annehmen, daßA n C
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die erstenm dern Elemente vonA entḧalt und die Summe der Wahr-
scheinlichkeiten f̈ur die Elemente ausC gleich p� ist, soll dann also
gelten
3. H(p1; : : : ; pn) = H(p1; : : : ; pm; p�) + p�H� pm+1p� ; : : : ; pnp� �, fallsp� =

Pni=m+1 pi > 0 ist. (Der Faktorp� vor dem zweiten Sum-
manden kommt daher, daß nur mit Wahrscheinlichkeitp� überhaupt
eine zweite Entscheidung getroffen wird, und die Nenner in den
Argumenten sind notwendig, da der Buchstabeai mit i > m die
Wahrscheinlichkeitpi=p� hat, falls bereits feststeht, daß ein Buch-
stabe ausC gesendet wird.)

Vielleicht hilft der folgende Spezialfall, diese Bedingung etwas besser
zu verstehen:

Lemma: A = fa1; : : : ; amg undB = fb1; : : : ; bng seien zwei endli-
che Alphabete, wobeiai mit Wahrscheinlichkeitpi und bj mit Wahr-
scheinlichkeitqj auftrete. Gibt man dem Element (ai; bj) 2 A� B die
Wahrscheinlichkeitpiqj , so istH(: : : ; piqj ; : : :) = H(p1; : : : ; pm) +H(q1; : : : ; qn) ,

bei zwei unabḧangigen Zufallsvariablen addieren sich also die mittleren
Informationsgehalte.

Beweis:Wir wenden Forderung 3 an auf die TeilmengeC = famg �B

vonA�B. Hier istp� =

Pnj=1 pmqj = pm, also folgtH(: : : ; piqj ; : : :| {z }i=1;:::;mj=1;:::;n ) = H(: : : ; piqj ; : : :| {z }i=1;:::;m�1j=1;:::;n ; pm) + pmH(q1; : : : ; qn) .

Auf den ersten Summanden links können wir das gleiche Argument an-
wenden und die Paare mitam�1 abspaltenusw.;wir erhalten schließlichH(: : : ; piqj ; : : :| {z }i=1;:::;mj=1;:::;n ) = H(p1; : : : ; pm) +

mXi=1

piH(q1; : : : ; qn)

= H(p1; : : : ; pm) +H(q1; : : : ; qn) .
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Satz: Zu jeder Familie von FunktionenH:�n ! R�0, die obige drei
Bedingungen erf̈ullt, gibt es eine reelle Zahla > 1 so daßH(p1; : : : ; pn) = � nXi=1

pi loga pi

ist, wobeipi logpi für pi = 0 als Null interpretiert werden soll. Insbe-
sondere istH bis auf einen positiven Faktor eindeutig bestimmt.

Beweis:In einemersten Schrittbeschr̈anken wir uns auf den Fall, daß
alle pi gleich sind, betrachten also für jedesn 2 N nur den einen WertL(n) = H�

1n ; : : : ; 1n�.A1 bis Am seienm voneinander unabhängige Quellen, die jeweilsr

verschiedene Buchstaben mit gleicher Wahrscheinlichkeit1=r liefern;
der Informationsgehalt jeder dieser Quellen ist alsoL(r). Das ProduktA1�� � ��Am entḧaltrm Tupel, die allesamt mit derselben Wahrschein-
lichkeit 1=rm auftreten; die Gesamtinformation ist alsoH�

1rm ; : : : ; 1rm�

= L(rm) .

Aus dem gerade bewiesenen Lemma folgt induktiv, daß dies dieSumme
der Informationsgehalte der QuellenAi ist, d.h.L(rm) = mL(r).
Nun betrachten wir natürliche Zahlenr; s;m; n mit rm � sn � rm+1;
dann ist (unabḧangig von der Basis des Logarithmus)m logr � n logs � (m + 1) logr oder

mn � logs

logr � m + 1n .

Wegen der in Forderung zwei postulierten Monotonie vonL gilt die Un-
gleichungL(rm) � L(sn) � L(rm+1); wie wir gerade gesehen haben,
können wir diese auch schreiben alsmL(r) � nL(s) � (m + 1)L(r) .

Division durchnL(r) macht darausmn � L(s)L(r) � m + 1n ,

Kap. 1: Shannons Informationstheorie 12L(s)=L(r) und logs= logr liegen daher beide im Intervall

�mn ; m+1n �
, so

daß ����L(s)L(r) � logs

logr ���� � 1n
sein muß. Dan beliebig groß geẅahlt werden kann, gilt dies für allen 2 N , d.h. L(s)L(r) =

logs

logr oder L(s) =
L(r)

logr � logs .

Somit istL(s) proportional zu einem Logarithmus, wobei die Propor-
tionalitätskonstanteL(r)= logr wegen der Monotonie sowohl vonL als
auch des Logarithmus positiv sein muß. Mithin gibt es eine reelle Zahla > 1 mitL(n) = loga n für allen 2 N .

Im speziellen Fall von Quellen, die alle Buchstaben mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit ausgeben, ist der Satz damit bewiesen.

Im zweiten Schrittverlangen wir von den Wahrscheinlichkeitenpi nur
noch, daß es sich dabei um positive rationale Zahlen handelt. Wir be-
trachten also ein AlphabetA = fa1; : : : ; ang ausn Buchstaben, dereni-ter die Wahrscheinlichkeitpi = gi=g habe mitgi 2 N . Da die Summe
allerpi gleich eins ist, muß dabei

P gi = g sein.

Weiter betrachten wir ein AlphabetB ausg Buchstabenb1; : : : ; bg, die
allesamt die gleiche Wahrscheinlichkeit 1=g haben. Diese Buchstaben
verteilen wir aufn disjunkte TeilmengenBi � B derart, daßBi ausgi

Buchstaben besteht. Durchn-fache Anwendung der dritten Forderung
erhalten wir die Gleichung

H�1g ; : : : ; 1g� = H(p1; : : : ; pn) +

nXi=1

piH� 1gi ; : : : ; 1gi� .

Die Funktionen mit lauter gleichen Argumenten können wir durch Lo-
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garithmen ausdrücken und erhalten dannH(p1; : : : ; pn) = H�1g ; : : : ; 1g�� nXi=1

piH� 1gi ; : : : ; 1gi�

= loga g � nXi=1

pi loga gi =

nXi=1

pi�loga g � loga gi�

= � nXi=1

pi loga gig = � nXi=1

pi loga pi ,

wie behauptet.

Als dritten Schrittbetrachten wir den allgemeinen Fall. Wir gehen al-
so aus von einer Familie von FunktionenH:�n ! R , die alle drei
Forderungen SHANNONs erf̈ullt. Wie wir bereits wissen, ist dannH(p1; : : : ; pn) = � nXi=1

pi logpi ,

falls wir für allepi positive rationale Zahlen einsetzen. Auf der rechten
Seite steht eine Funktion, die für alle positiven reellen Werte derpi

stetig ist; die Funktion links muß nach SHANNONs erster Forderung
stetig auf�n sein. Da zwei stetige Funktionen, die für alle rationalen
Werte aus einer offenen Mengeübereinstimmen, dort gleich sind, gilt
obige Gleichung im Innern von�n, also f̈ur alle positiven reellen Werte
derpi.
Bleibt noch der Fall, daß eines oder mehrere derpi verschwinden. In
diesem Fall ist die rechte Seite nicht definiert, denn die Logarithmus-
funktion hat an der Stelle Null einen Pol. Im Satz war vereinbart, daß wir
für pi = 0 den Termpi logpi als Null interpretieren; wenn wir zeigen
können, daß dadurch die Funktion stetig auf�n fortgesetzt wird, folgt
Gleichheit auch in diesem Fall.

Offenbar gen̈ugt es, einen einzelnen Summanden zu betrachten; nach
der Regel vonDE L’H ÔPITAL ist für den naẗurlichen Logarithmus

limp&0

p logp = limp&0

logp

1=p = limp&0

1=p�1=p2
= limp&0

(�p) = 0 ,
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und da jeder andere Logarithmus proportional zum natürlichen ist, haben
wir diesen Grenzwert auch für Logarithmen zu einer beliebigen Basis.
Damit ist der Satz vollständig bewiesen.

Damit sind wir allerdings noch nicht ganz fertig: Zwar wissen wir nun,
daß jede Funktion, die SHANNONs drei Bedingungen genügt, die ange-
gebene Form haben muß, wir wissen aber noch nicht, ob esüberhaupt
solche Funktionen gibt. Dazu m̈ussen wir noch nachprüfen, daß die
Funktionen H(p1; : : : ; pn) = � nXi=1

pi loga pi
alle drei Bedingungen erfüllen.

Die Stetigkeit ist klar, daH nur durch Grundrechenarten und Loga-
rithmen definiert ist. Auch mit der zweiten Bedingung gibt eskeine
Probleme, dennL� 1n� = H� 1n; : : : ; 1n� = � nXi=1

1n log
1n = logn

ist eine monoton wachsende Funktion. Die dritte Bedingung schließlich
ist erfüllt, denn f̈urm < n undp� = pm+1 + � � � + pn istH(p1; : : : ; pn) = � nXi=1

pi loga pi

= � mXi=1

pi loga pi � p� loga p� + p� loga p� � nXi=m+1

pi loga pi

= H(p1; : : : ; pm; p�) +

nXi=m+1

pi(loga p� � loga pi)
= H(p1; : : : ; pm; p�)� nXi=m+1

pi loga pip�

= H(p1; : : : ; pm; p�) + p�H�pm+1p� ; : : : ; pnp� � .

Damit haben wir f̈ur die Definition des Informationsgehalts nur noch
die Freiheit, die Basisa des Logarithmus festzulegen; die traditionelle
Wahl ista = 2.
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Definition: Die Entropie einer QuelleAmit einemm-buchstabigen Al-
phabet und Wahrscheinlichkeitpi für das Auftreten desi-ten Buchstaben
ist H(A) = � mXi=1

pi log2 pi .

Der NameEntropie ist ein Kunstwort, das der deutsche Physiker RUDOLF CLAUSIUS

(1822–1888) in seiner Arbeit

R. CLAUSIUS: Über verschiedene für die Anwendung bequeme Formen der
Hauptgleichungen der Ẅarmetheorie,Annalen der Physik und Chemie125
(1865), 353-400

einführte. Auf Seite 390 schreibt er:

Sucht man f̈urS einen bezeichnenden Namen, so könnte man: : : von der Gr̈oßeS

sagen, sie sey derVerwandlungsinhaltdes K̈orpers. Da ich es aber für besser
halte, die Namen derartiger für die Wissenschaft wichtiger Größen aus den alten
Sprachen zu entnehmen, damit sie unverändert in allen neuen Sprachen ange-
wandt werden k̈onnen, so schlage ich vor, die GrößeS nach dem griechischen
Worteη

,
τροπή, die Verwandlung, die Ent rop ie des Körpers zu nennen. Das

WortEntropiehabe ich absichtlich dem WortEnergiemöglichstähnlich gebildet,
denn die beiden Größen, welche durch diese Worte benannt werden sollen, sind
ihren physikalischen Bedeutungen nach einander so nahe verwandt, daß eine
gewisse Gleichartigkeit in der Benennung mir zweckmäßig zu seyn scheint.

Die GrößeS, von der er hier spricht, hilft unter anderem bei der Erklärung, warum Ẅarme
nie von einem k̈alteren zu einem ẅarmeren K̈orper fließen kann; wie LUDWIG BOLTZMANN

(1844-1906) sp̈ater gezeigt hat, kann sie auch mikroskopisch definiert werden durch eine
Formel, die eng mit der hier zu definierenden SHANNONschen Entropie verwandt ist.

Als erstes Beispiel betrachten wir eine ZufallsvariableX, die alle Werte
aus dem AlphabetA mit gleicher Wahrscheinlichkeit annimmt. FallsA
ausn Buchstaben besteht, ist alsop(a) = 1=n für allea 2 A und damitH(X) = �Xa2A p(a) = �Xa2A 1n log2

1n = � log2
1n = log2n .

Speziell im Fall einer Zweierpotenzn = 2r ist das gleichr und ent-
spricht der Tatsache, daß man 2r Objekte durchr Binärziffern eindeutig
bezeichnen kann.

Im Falle eines AlphabetsA = fa; b; ; d; eg aus f̈unf Buchstaben und
einer ZufallsvariablenY , die diese mit Wahrscheinlichkeitenp(a) = 1

2
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undp(b) = p() = p(d) = p(e) = 1

8 annimmt, istH(Y ) = �1
2

log2
1
2

� 4 � 1
8

log
1
8

=
1
2

+
4
8

� 3 = 2 ,

aber naẗurlich gibt es keine M̈oglichkeit, f̈unf Buchstaben mit nur zwei
Binärziffern zu bezeichnen. Mit der Kodierunga = 0; b = 100;  = 101; d = 110 und e = 111

kommen wir aber immerhinim Durchschnittmit zwei Binärziffern aus,
denn in der Ḧalfte aller F̈alle haben wira, wofür eine Ziffer ausreicht, und
in der anderen Ḧalfte der F̈alle brauchen wir drei Buchstaben, im Mittel
also zwei. F̈ur eine ZufallsvariableZ, die jedes Element vonAmit Wahr-
scheinlichkeit15 annimmt, ist dagegenH(Z) = log2 5 � 2;321928095,
und hier gibt es offensichtlichkeineKodierung, bei der wir im Durch-
schnittH(Z) Binärziffern brauchen, denn das arithmetische Mittel aus
fünf naẗurlichen Zahlen muß ein Vielfaches von1

5 sein. Die n̈achstgr̈oße-
re Zahl mit dieser Eigenschaft wäre 2;4, und das k̈onnen wir tats̈achlich
erreichen, zum Beispiel mit der Kodierunga = 00; b = 01;  = 10; d = 110 und e = 111 .

SHANNONs Entropiebegriff steht also offensichtlich im Zusammenhang
mit der mittleren Anzahl von Bin̈arziffern, mit der wir die Buchstaben
aus dem Alphabet kodieren können; wie genau dieser Zusammenhang
aussieht, werden wir in K̈urze untersuchen.

§2: Konvexität

SHANNONs drei Forderungen reichen zwar aus, um die Entropie (bis auf
eine positive Konstante) eindeutig zu charakterisieren; der Begriff wäre
aber nicht sonderlich n̈utzlich, wenn wir nicht noch eine ganze Reihe
weiterer Aussagen herleiten könnten. So erwarten wir beispielsweise,
daß eine Quelle, die einen bestimmten ihrer Buchstaben mit einer sehr
hohen Wahrscheinlichkeit produziert, einen kleineren mittleren Informa-
tionsgehalt hat als eine, bei der alle Buchstaben mit ungefähr gleicher
Wahrscheinlichkeit vorkommen. Mit Aussagen dieser Art werden wir
es auch noch in anderen Zusammenhängen zu tun haben; deshalb lohnt
es sich, das Problem etwas allgemeiner anzugehen.
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Definition: a) EineTeilmenge� � Rn heißtkonvex,wenn zu je zwei
PunktenP;Q 2 � und jede reelle Zahl� aus dem abgeschlossenen
Intervall [0; 1] auch der Punkt (1� �)P + �Q in � liegt, wenn� also
mit je zwei Punkten auch deren Verbindungsstrecke enthält.
b) Eine Funktionf :� ! R auf einer konvexen Teilmenge� � Rn

heißtkonvex,wenn f̈ur je zwei PunkteP;Q 2 � und jedes� 2 [0; 1]
gilt: f�(1� �)P + �Q� � (1� �)f (P ) + �f (Q) ,

wenn also der Graph vonf über jeder Verbindungsstrecke zweier PunkteP;Q 2 � unterhalb der Verbindungsstrecke der Punkte

�P; f (P )

�

und�Q; f (Q)

�

liegt. Sie heißtstrikt konvex,wenn dabei das Gleichheitszei-
chen nur f̈ur � = 0 und� = 1 gilt.
c) f heißt (strikt)konkav,wenn�f (strikt) konvex ist.

x1 x2

(x1;f (x1))
(x2;f (x2))

konvex x1 x2

(x1;f (x1))
(x2;f (x2))

konkav

Standardbeispiel einer konvexen Menge inRn ist für uns die Menge�n =

n

(p1; : : : ; pn)

�� pi � 0 für allei und

nXi=1

pi = 1

o
.

SindP = (p1; : : : ; pn) undQ = (q1; : : : ; qn) zwei Punkte aus�n, so ist

(1� �)P + �Q =

�

(1� �)p1 + �q1; : : : ; (1� �)pn + �qn� .

Da allepi undqi nichtnegativ sind, gilt f̈ur � 2 [0; 1] dasselbe f̈ur die
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Zahlen (1� �)pi + �qi, undnXi=1

�

(1� �)pi + �qi� = (1� �)

nXi=1

pi + � mXi=1

qi = (1� �) + � = 1 ,

so daß auch (1� �)P + �Q in �n liegt.

Gerade bei der Definition einer konvexen Funktion erscheintes etwas
seltsam, daß wir bei der Definition den Graphen nurüber Strecken
betrachten. Die Definition beschränkt sich auf diesen Fall, weil es sich
um eine Eigenschaft handelt, die sich in vielen Fällen leicht nachpr̈ufen
läßt; tats̈achlich gilt aber eine viel allgemeinere Aussage. Um sie auch für
den Fall der strikten Konvexität zu formulieren, brauchen wir zunächst
eine weitere Definition:

Definition: a) Eine TeilmengeA � Rn heißtr-dimensionaler affiner
Unterraum vonRn , wenn es einen PunktP0 2 Rn gibt, so daß die
Verbindungsvektoren

��!P0P für die s̈amtlichen PunkteP 2 A einenr-
dimensionalen Untervektorraum vonRn bilden.
b)mPunkteP1; : : : ; Pm 2 Rn sindin allgemeiner Lage,wenn es keinen
(m � 2)-dimensionalen affinen UnterraumA � Rn gibt, der alle diese
Punkte entḧalt.

Zwei Punkte sind also genau dann in allgemeiner Lage, wenn sie ver-
schieden sind; von dreien erwarten wir zusätzlich, daß sie nicht auf einer
Geraden liegen, und von vieren, daß es keine Ebene gibt, die alle drei
entḧalt.

Lemma: a) Eine Teilmenge� � Rn ist genau dann konvex, wenn für
jedesm 2 N gilt: SindP1; : : : ; Pm 2 � und ist (�1; : : : ; �m) 2 �m, so
liegt auch�1P1 + � � � + �mRm in�.
b) Eine Funktionf :�! R auf einer konvexen Teilmenge� � Rn ist
genau dann konvex, wenn für jem PunkteP1; : : : ; Pm 2 � und jedes
Tupel (�1; : : : ; �m) 2 �m gilt:f (�1P1 + � � � + �mPm) � �1f (P1) + � � � + �mf (Pm) .

c) Eine Funktionf :� ! R auf einer konvexen Teilmenge� � Rn ist
genau dann strikt konvex, wenn für je m PunkteP1; : : : ; Pm 2 � in
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allgemeiner Lage und jedes Tupel (�1; : : : ; �m) 2 �m gilt:f (�1P1 + � � � + �mPm) � �1f (P1) + � � � + �mf (Pm)

mit Gleichheit genau dann, wenn ein�i = 1 ist und dieübrigen�j

verschwinden.

Beweis:Die Definition der Konvexiẗat ist jeweils gerade der Fallm = 2
des Lemmas, die der strikten Konvexität die F̈allem = 1 undm = 2; zu
zeigen ist also nur die Gegenrichtung. Der Fallm = 1 ist dabei in allen
drei F̈allen trivial; wirklich zu zeigen sind also nur die Fälle m � 3.
Wir beweisen diese jeweils durch vollständige Induktion mit dem Fallm = 2 als Induktionsanfang.

a) Wir habenm PunkteP1; : : : ; Pm 2 � und ein Tupel (�1; : : : ; �m)
aus�m. Für�m = 1 verschwinden allëubrigen�j , und die Behauptung
ist trivial; wir können uns also beschränken auf den Fall�m 6= 1. Dann
können wir durch 1� �m dividieren und das (m� 1)-Tupel

(��1; : : : ; ��m�1) =

� �1

1� �m ; : : : ; �m�1

1� �m� 2 �m�1

betrachten. Nach Induktionsannahme liegt der PunktP � = ��1P1 + � � � + ��m�1Pm�1

daher in�, und nach Definition der Konvexität gilt dasselbe f̈ur
(1� �m)P � + �mPm =

Pmi=1�iPi.
b)f sei konvex,P1; : : : ; Pm seien wieder Punkte aus�und (�1; : : : ; �m)
ein Tupel aus�m, undP � sei der oben definierte Punkt. Nach Indukti-
onsannahme ist dannf (P �) � ��1f (P1)+ � � �+��m�1f (Pm�1), und nach
Definition der Konvexiẗat vonf ist außerdemf�(1� �m)P � + �mPm� = f (�1P1 + � � � + �mPm)� (1� �m)f (P �) + �mf (Pm) = �1f (P1) + � � � + �mf (Pm) .

c) Wir müssen nur noch zeigen, daß für Punkte in allgemeiner Lage
Gleichheit nur gilt, wenn alle�i mit einer Ausnahme verschwinden und
die Ausnahme damit gleich eins ist.
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Falls�m = 1 ist, gibt es nichts mehr zu zeigen; wir können uns also auf
den Fall�m < 1 beschr̈anken. Dann k̈onnen wir wie oben den PunktP �
definieren.

Für PunkteP1; : : : ; Pm in allgemeiner Lage sind auch die beiden PunkteP � undPm in allgemeiner Lage, denn zwei Punkte sind genau dann in
allgemeiner Lage, wenn sie verschieden sind, und wäreP � = Pm, so
wärePm eine Linearkombination vonP1 bisPm�1, läge also im von die-
sen Punkten aufgespannten (m� 2)-dimensionalen affinen Unterraum.
Somit istf (�1P1 + � � � + �mPm) = f�(1� �m)P � + �mPm)

= (1� �m)f (P �) + �mf (Pn)

genau dann, wenn�m = 0 oder�m = 1 ist. Den Fall�m = 1 haben wir
bereits ausgeschlossen; also ist�m = 0. Dann aber folgt die Behauptung
sofort aus der Induktionsannahme.

Die Aussage unterb)wird auch alsUngleichung vonJENSENbezeichnet;
er bewies sie in einem Vortrag vom 17. Januar 1905 vor der dänischen
Mathematikergesellschaft, wobei er allerdings nur voraussetzte, daß die
Funktionf auf einem reellen Intervall definiert ist und dort die Unglei-
chungf (x) + f (y) � 2f�x+y

2

�
erfüllt, was auf den ersten Blick etwas

schẅacher aussieht als die hier betrachtete Definition der Konvexität,
nach dem Resultat von JENSENaberäquivalent dazu ist.

Der d̈anische Mathematiker Johan Ludwig William
Valdemar Jensen (1859–1925) studierte ab 1876 an
der Københavns Tekniske Skole unter anderem Ma-
thematik, Physik und Chemie. Sein Interesse konzen-
trierte sich immer mehr auf die Mathematik; zwischen
1879 und 1925 veröffentlichte er rund vierzig wis-
senschaftliche Arbeiten. Er war allerdings nie an ei-
ner Universiẗat ẗatig und war auch von der Ausbil-
dung her im wesentlichen Autodidakt. Sein gesam-
tes Berufsleben arbeitete er als Telephoningenieur bei
der d̈anischen Telephongesellschaft. Außer der heute
nach ihm benannten Ungleichung bewies er unter ande-
rem auch S̈atze im Umkreis der RIEMANN-Vermutung.

Wenn wir die�i als Wahrscheinlichkeiten interpretieren, können wirb)
undc) auch als Aussagen̈uber Erwartungswerte interpretieren:
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Lemma: Für eine diskrete ZufallsvariableX und eine

n

konvexe
konkave

o

Funktionf auf dem Wertebereich vonX gilt: E �f (X)

� n��o f�E (X)

�

.

Im Falle einer strikt

n

konvexen
konkaven

o

Funktion gilt Gleichheit genau dann,

wennX einen seiner Werte mit Wahrscheinlichkeit eins annimmt.

Für mindestens zweimal stetig differenzierbare Funktionenläßt sich die
Konvexiẗat leicht anhand der zweiten Ableitung̈uberpr̈ufen. Im Fall
einer Variablen haben wir einfach das

Lemma: a) Eine mindestens zweimal stetig differenzierbare Funktionf : I ! R auf einem IntervallI � R ist genau dann konvex, wenn ihre
zweite Ableitung aufI keine negativen Werte annimmt; sie ist genau
dann konkav, wennf 00 auf I keine positiven Werte annimmt.
b) Falls f 00 im Innern vonI nur positive Werte annimmt, istf strikt
konvex aufI; falls f 00 dort nur negative Werte annimmt, istf strikt
konkav.

Beweis: a)Wir zeigen zun̈achst, daß im Falle der Konvexität die zweite
Ableitung in ganz (a; b) größer oder gleich null sein muß: Andernfalls
gäbe es einx0 2 (a; b) mit f 00(x0) < 0. Wir betrachten die Funktiong(x) =

def

f (x) � f 0(x0)(x � x0). Als Summe vonf und einer linearen

Funktion istg zweimal differenzierbar mitg0(x0) = f 0(x0)� f 0(x0) = 0 und g00(x0) = f 00(x0) < 0 .

Die Funktion g0(x) ist also in einem hinreichend kleinen Intervall
(x0�h; x0 +h) streng monoton fallend; sie ist daher positiv fürx < x0
und negativ f̈urx > x0. Somit istg streng monoton wachsend fürx < x0
und streng monoton fallend für x > x0; die Funktiong hat also beix0
ein lokales Maximum. F̈ur ein" < h ist daherg(x0 � ") < g(x0) und
damit ist auchf (x0) = g(x0) > 1

2

g(x0 � ") +
1
2

g(x0 + ") =
1
2

f (x0 � ") +
1
2

f (x0 + ") .

Dies widerspricht aber der Konvexitätsbedingung f̈ur x1=2 = x0� " und� = 1
2. Somit mußf 00(x) in ganz (a; b) größer oder gleich null sein.
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Umgekehrt seif 00(x) � 0 für allex 2 (a; b); wir müssen zeigen, daßf dann konvex ist. Seien alsox1 < x2 zwei beliebige Punkte aus (a; b)
undx = (1� �)x1 + �x2 mit � 2 (0; 1). Nach dem Mittelwertsatz gibt
es Punkte�1 2 (x1; x) und�2 2 (x; x2), so daßf 0(�1) =

f (x)� f (x1)x� x1
=

f (x)� f (x1)�(x2 � x1)
undf 0(�2) =

f (x2)� f (x)x2 � x =

f (x2)� f (x)
(1� �)(x2 � x1)

ist. Da f 00 nirgends negativ wird, istf 0 monoton wachsend und da-
mit insbesonderef 0(�1) � f 0(�2). Diese Ungleichung k̈onnen wir auch
schreiben als f (x)� f (x1)�(x2 � x1)

� f (x2)� f (x)
(1� �)(x2 � x1)

,

und dax1 < x2 ist, folgt darausf (x)� f (x1)� � f (x2)� f (x)
1� � .

Für � 2 (0; 1) ändert sich nichts an dieser Ungleichung, wenn wir mit�(1� �) multiplizieren; dies f̈uhrt auf

(1� �)f (x)� (1� �)f (x1) � �f (x2)� �f (x)

und damit die geẅunschte Ungleichungf (x) � (1� �)f (x1) + �f (x2) ,

die die Konvexiẗat vonf ausdr̈uckt. Damit ist die Behauptung für kon-
vexe Funktionen bewiesen.

Für konkave Funktionen folgt sie einfach daraus, daß�f für eine kon-
kave Funktionf konvex ist.

Korollar: Die Funktionf (x) = �x logx ist über dem Intervall [0; 1]
konkav.

Beweis:f 0(x) = �x � 1x � logx = �1� logx hat als Ableitung die
Funktionf 00(x) = �1=x, die im Intervallinnern̈uberall negativ ist.
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Damit gilt insbesondere für zwei beliebige Zahlenp1; p2 2 [0; 1], daß�p1 + p2

2
log2

p1 + p2

2

� 1
2

(�p1 log2 p1) +
1
2

(�p2 log2 p2)

oder �2 � p1 + p2

2
log2

p1 + p2

2

� �p1 log2 p1 � p2 log2 p2 .

Ersetzt man also im AusdruckH(p1; : : : ; pn) = � mXi=1

pi log2 pi

irgendwelche zweiverschiedeneWahrscheinlichkeitenpi undpj durch
ihren gemeinsamen Mittelwert1

2(pi + pj), so wird die Entropie gr̈oßer.
Damit folgt fast sofort

Satz: Fürm Zahlenp1; : : : ; pm 2 [0; 1] mit

mPi=1

pi = 1 gilt stets

0� H(p1; : : : ; pm) = � mXi=1

pi loga pi � logm ;

dabei steht rechts genau dann ein Gleichheitszeichen, wennalle pi

gleich 1=m sind und links steht genau dann eines, wenn allepi mit
einer Ausnahme verschwinden.

Beweis:Da H eine stetige Funktion auf der kompakten Menge�m

ist, nimmt sie sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum an. Wie
wir gerade gesehen haben, kann es im Maximum keine zwei echt ver-
schiedenenpi geben, also m̈ussen allepi = 1m sein und das Maximum
ist H�

1m ; : : : ; 1m� = m � �� 1m log2
1m� = � log2

1m = log2m .

Umgekehrt ist�pi log2 pi � 0 für allepi 2 [0; 1] mit Gleichheit genau
dann, wennpi = 0 oderpi = 1 ist. Eine Summe Null entsteht somit
genau dann, wenn allepi 2 f0; 1g sind, d.h. wenn genau einpi = 1 ist
und der Rest verschwindet.
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§3: Ein Beispiel

Um ein Gef̈uhl für den SHANNONschen Informationsbegriff zu bekom-
men, wollen wir ein bekanntes Ratespiel informationstheoretisch be-
trachtet: Gegeben sind zwölf gleich aussehende Kugeln, von denen
mindestens elf dasselbe Gewicht haben, sowie eine Balkenwaage. Man
finde mit ḧochstens dreimaligem Wiegen heraus, ob es eine Kugel mit
abweichendem Gewicht gibt, welche dies ist und ob sie leichter oder
schwerer als der Rest ist.

Auf diese Frage gibt es 25 m̈ogliche Antworten, die wir auf Grund unse-
res Informationsstands als gleich wahrscheinlich betrachten m̈ussen; die
korrekte Antwort hat somit einen Informationsgehalt von log2 25 Bit.
Beim Wiegen erhalten wir eines von drei möglichen Ergebnissen (linke
Seite schwerer, rechte Seite schwerer, beide Seiten gleichschwer); falls
es uns gelingt, die zu vergleichenden Kugeln so auszuwählen, daß alle
drei Ergebnisse gleich wahrscheinlich sind, bekommen wir eine Infor-
mation von log2 3 Bit pro Wiegen. Bei dreimaligem Wiegen wären das
3 � log2 3 = log2 33 = log2 27 Bit, was mehr ist als log2 25 Bit. Von daher
spricht also nichts gegen die Lösbarkeit der Aufgabe, allerdings haben
wir auch nicht viel Spielraum und m̈ussen daher bei jedem Wiegen un-
bedingt darauf achten, daß die drei möglichen Resultate mit zumindest
ungef̈ahr gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten.

Damit verbietet sich insbesondere der naheliegende Ansatz, zun̈achst
zwei Sechsergruppen von Kugeln miteinander zu vergleichen: Da die
Waage nur im Fall, daß alle Kugeln das gleiche Gewicht haben.im
Gleichgewicht ist, tritt hier einer der drei Fälle nur mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 1=25 auf, die beiden anderen jeweils mit 8=25, so
daß wir nur eine Information von� 1

25
log2

1
25

� 16
25

log2
8
25

� 1;202

Bit bekommen, was zu weit unter log2 3� 1;585 liegt.

Stattdessen sollten wir mit Vierergruppen arbeiten: Wir numerieren die
Kugeln von 1 bis 12 und vergleichen die Kugeln 1 bis 4 mit 5 bis 8.
In neun der 25 F̈alle erhalten wir das Ergebnisgleich schwer,nämlich
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genau dann, wenn die zu leichte oder zu schwere Kugel unter denen mit
Nummer 9 bis 12 zu finden ist oder aber alle Kugeln gleich schwer sind.
Die rechte Seite mit den Kugeln 1 bis 4 ist genau dann schwerer, wenn
entweder eine dieser vier Kugeln schwerer ist als die anderen oder wenn
eine der Kugeln 5 bis 9 leichter ist als die anderen, also in jeweils acht
Fällen. In den verbleibenden acht Fällen ist linke Seite schwerer; wir
haben also drei Ergebnisse mit Wahrscheinlichkeiten 9=25 und zweimal
8=25; unsere Information ist� 9

25
log2

9
25

� 16
25

log2
8
25

� 1;583 ,

was nur sehr knapp unter der maximal möglichen Information von
log2 3 Bit liegt, die wir hier naẗurlich nicht erreichen k̈onnen, da 25
nicht durch drei teilbar ist.

Wenn beide Seiten gleich schwer waren, wissen wir nicht nur,daß die
gesuchte Kugel, so sie existiert, eine Nummer zwischen neunund zẅolf
hat, sondern wir wissen auch, daß die Kugeln eins bis acht allesamt
das

”
übliche“ Gewicht haben. Wir haben somit

”
Referenzkugeln“, mit

denen wir entscheiden können, ob eine gegebene Kugel leichter oder
schwerer ist als der Rest.

Insgesamt haben wir neun mögliche F̈alle (alle Kugeln gleich schwer,
eine der Kugeln neun bis zẅolf leichterbzw.schwerer); wir sollten so
wiegen, daß jedes der drei möglichen Ergebnisse in drei der neun Fälle
eintritt.

Dazu k̈onnen wir beispielsweise die zwölfte Kugel auszeichnen und
als eine Gruppe von drei Fällen den nehmen, daß entweder alle Ku-
geln gleich schwer sind oder aber die zwölfte das falsche Gewicht hat.
In diesen drei F̈allen haben also die Kugeln neun bis elf das richtige
Gewicht.

Dies k̈onnen wir entscheiden, in dem wir sie mit drei Referenzkugeln
vergleichen, etwa den Kugeln eins bis drei; in den drei betrachteten
Fällen sind beide Seiten der Waage gleich schwer.

Falls die Kugeln eins bis drei schwerer sind als neun bis elf,ist eine der
letzteren leichter als der Rest, wofür es drei F̈alle gibt; in den verblei-
benden drei F̈allen, wenn eine der Kugeln neun bis elf schwerer ist als
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der Rest, sind auch die drei Kugeln zusammen schwerer als eins bis drei.
Hier erhalten wir also die maximal m̈ogliche Information von log2 3 Bit.

Falls die Waage im Gleichgewicht war, ist klar, wie wir weiter wie-
gen: Wir vergleichen Kugel zẅolf mit irgendeiner anderen Kugel und
erfahren, ob sie schwerer, leichter oder gleich schwer wie die anderen
Kugeln ist; in diesem Fall liefert uns also auch das dritte Wiegen eine
Information von log2 3 Bit.

In den beiden anderen Fällen wissen wir entweder, daß eine der drei
Kugeln neun bis elf leichter ist als der Rest oder daß sie schwerer
ist; wir müssen nur noch herausfinden, um welche der drei Kugeln es
sich handelt. Dazu k̈onnen wir beispielsweise die Kugeln neun und
zehn miteinander vergleichen: Sind sie gleich schwer, so hat elf das
abweichende Gewicht, andernfalls ist es im ersten Fall die leichtere, im
zweiten die schwerere der beiden Kugeln. Hier erhalten wir also beim
Wiegen wieder die maximal m̈ogliche Information von log2 3 Bit.

Damit sind alle F̈alle abgehandelt, bei denen die Waage beim ersten
Einsatz ausbalanciert war; bleiben noch die, daß eine der beiden Seiten
schwerer war.

Angenommen, die Kugeln von eins bis vier sind schwerer als die von
fünf bis acht. Dann ist entweder eine der Kugeln eins bis vier zu schwer
ist oder eine der Kugeln fünf bis acht zu leicht. Da wir in diesem
Fall acht gleich wahrscheinliche M̈oglichkeiten haben und acht nicht
durch drei teilbar ist, k̈onnen wir beim Wiegen keine Information von
log2 3 Bit bekommen; am meisten Information erhalten wir, wenn zwei
der m̈oglichen Ergebnisse in jeweils drei Fällen auftreten und das dritte
in zweien. Ein solches Experiment, falls wir es realisierenkönnen, liefert
eine Information von�2 � 3
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4

� 3
4

log2 3� 1;561

Bit, was etwas kleiner ist als log2 3� 1;585.

Im Gegensatz zur obigen Situation gibt es hier für jede Kugel nur noch
zwei Möglichkeiten: Wenn ihr Gewicht von dem der restlichen Kugeln
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abweicht, ist es im Falle der Kugeln eins bis vier notwendigerweise zu
schwer, bei den vier anderen notwendigerweise zu leicht. Wir können
deshalb keine Gruppe aus zwei Fällen konstruieren, indem wir nureine
Kugel betrachten; wir brauchen mindestens zwei.

Fassen wir also, die beiden Fälle Kugel eins zu schwerundKugel zwei
zu schwerzu einer Fallgruppe zusammen. Die restlichen sechs Fälle
sollen zwei Dreiergruppen bilden; aus Symmetriegründen sollte jede
von dieseneinender beiden F̈alle Kugel drei zu schwerundKugel vier
zu schwerenthalten sowie zwei F̈alle mit zu leichten Kugeln.

Damit ist klar, wie wir weiter vorgehen können: Wir legen beispielsweise
die Kugeln drei, f̈unf, sechs in die linke und vier, sieben, acht in die
rechte Waagschale. Die linke Waagschale geht nach unten, wenn drei
schwerer oder f̈unf oder sechs leichter ist, die rechte, wenn vier schwerer
oder sieben oder acht leichter ist. In den verbleibenden Fällen, daß eins
oder zwei schwerer ist, halten sich beide Seiten die Waage. In diesem
Fall müssen wir nur noch eins und zwei vergleichen; die schwerere der
beiden Kugeln ist die abweichende, und sie ist schwerer als der Rest.
Der Informationsgehalt dieses Vergleichs ist somit nur einBit.

In den anderen F̈allen vergleichen wir jeweils die beiden möglicherweise
zu leichten Kugeln. Ist eine davon tatsächlich leichter als die andere, ist
sie die L̈osung; andernfalls haben beide dasselbe Gewicht und die poten-
tiell schwerere Kugel ist wirklich schwerer als der Rest. Hier bekommen
wir also wieder log2 3 Bit Information.

Bleibt noch der Fall, daß die Kugeln von eins bis vierleichter sind
als die von f̈unf bis acht; indem wir die Begriffeleichterundschwerer
miteinander vertauschen, können wir diese genauso behandeln.

Beim ersten Wiegen erhalten wir somit eine Information von�16
25
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In den 9/25 aller F̈alle, in denen die Waage im Gleichgewicht ist, konnten
wir beim zweiten und dritten Wiegen jeweils die maximal mögliche
Information von log2 3 Bit realisieren, insgesamt also 2 log2 3 Bit. In den
übrigen F̈allen erhalten wir beim zweiten Wiegen nur eine Information
von 11

4 � 3
4 log2 3 Bit und beim dritten erhalten wir in einem Viertel der

Fälle nur ein Bit, ansonsten log2 3 Bit. Im Mittel bekommen wir somit
genau die ben̈otigte Information von�
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= log2 25 Bit .

Bei n Kugeln, von denen genau eine entweder schwerer oder leichter
als dieübrigen ist, haben wir offensichtlich keine Chance, das Problem
mit r-maligem Wiegen zu lösen, wenn log2(2n + 1)> r log2 3 ist oder,
äquivalent, 2n + 1 > 3r; schließlich k̈onnen wir beim Wiegen nie eine
größere Information als log2 3 Bit erhalten, und zumindest in einigen
Fällen erhalten wir zwangsläufig weniger Information. Man kann sich
fragen, ob wir im Falle log2(2n + 1) � r log2 3 immer eine Strategie
finden k̈onnen, bei der wir mitrmaligem Wiegen auskommen. In diesem
Fall sollte es also insbesondere möglich sein, mit dreimaligem Wiegen
nicht nur das Problem mit zẅolf Kugeln zu l̈osen, sondern sogar das mit
dreizehn.

Hier gibt es 27 M̈oglichkeiten; um beim ersten Wiegen die maxi-
mal mögliche Information zu bekommen, sollten wir ein Experiment
durchf̈uhren, bei dem jede der drei Alternativen genau neun Mal eintritt.
Beim ersten Wiegen gibt es aber im wesentlichen nur einen Parameter,
den wir beeinflussen k̈onnen: Wir ẅahlen irgendeine Zahlm � 6 und
legen in beide Waagschalen jeweilsm Kugeln. In je 2m Fällen geht
dann die linke oder rechte Waagschale nach unten; in den verbleibenden
27� 4m Fällen sind sie ausbalanciert. Da sich neun nicht in der Form
9 = 2m schreiben l̈aßt, k̈onnen wir somit schon beim ersten Wiegen
nicht die erforderliche Information von log2 3 Bit erreichen.


