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nü

tz
ts

ch
on

ei
n

ha
lb

er
B

lu
m

en
to

pf
?)

,u
nd

se
lb

st
be

ig
ut

te
ilb

ar
en

St
of

fe
n

w
ie

Fl
üs
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rä
nd

er
t–

w
as

le
id

er
se

hr
vi

el
ei

nf
ac

he
rg

es
ag

ta
ls

ge
ta

n
is

t.
Im

m
er

hi
n

st
el

lt
di

e
M

at
he

m
at

ik
au

ch
M

e-
th

od
en

zu
r

V
al

id
iti

er
un

g
vo

n
M

od
el

le
n

zu
r

V
er

fü
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tü
rl

ic
h

m
ei

st

� (

� �Z )
bz

w
.

� (

� �Z �[

)
an

st
el

le
vo

n

� (

� 1

�� 2
)

bz
w

.

� (

� 1

�� 2

�� 3
).

E
in

fa
-

K
ap

.2
:N

ic
ht

lin
ea

re
O

pt
im

ie
ru

ng
\

ch
e

B
ei

sp
ie

le
so

lc
he

n
Fu

nk
tio

ne
n

si
nd

et
w

a
di

e
Fu

nk
tio

n

� :

W
. 3 -
.

(

� �Z �[

)/ -
] � 2 +
Z 2 +[

2
,

di
e

je
de

m
Pu

nk
td

es

. 3 se
in

en
A

bs
ta

nd
vo

m
N

ul
lp

un
kt

zu
or

dn
et

,o
de

r
di

e
Fu

nk
tio

n

^ :

W
. 2 -
.

(

� �Z )/ - s
in

(
� +

Z )

S cos(

� #Z )
.

Z
um

be
ss

er
en

V
er

st
än

dn
is

ei
ne

r
ge

ge
be

ne
n

Fu
nk

tio
n

� :

U -
. ei

ne
r

V
er

än
de

rl
ic

he
n

w
ir

d
m

an
fa

st
im

m
er

de
re

n
G

ra
ph

_a` = de
f

H (

� �Z )

8U b
.KLKZ =

� (

� )

M

be
tr

ac
ht

en
,u

nd
hi

er
gi

bt
es

be
re

its
di

e
er

st
e

Sc
hw

ie
ri

gk
ei

tf
ür

Fu
nk

tio
ne

n
m

eh
re

re
rV

er
än

de
rl

ic
he

r:
F ü
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öh

en
li

ni
en

.E
nt

sp
re

ch
en

d
kö
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ck

t:

lim z { 0

x (

^ )

#y (

^ ) ^

=
0

.

B
ei

sp
ie

ls
w

ei
se

is
ta

ls
o

(1
+

^ )2
=

1
+

2

^ +

w (

^ )
un

d
si

n

^ =

^ +

w (

^ ),

de
nn

(1
+

^ )2
=

1
+

2

^ +

^ 2 m
it

lim z { 0

^ 2 ^ =li
m z { 0

^ =
0

un
d

lim z { 0si
n

^ #^ ^

=
lim z { 0si

n

^ ^#

1
=

1

# 1=0
.

N
ac

h
de

m
de

ut
sc

he
n

M
at

he
m

at
ik

er
E

D
M

U
N

D
L

A
N

D
A

U
,

de
r

di
es

e
Sc

hr
ei

bw
ei

se
ei

nf
üh

rt
e,

sp
ri

ch
tm

an
hi

er
vo

m
L

A
N

D
A

U
sc

he
n

kl
ei

ne
n

w .
A

ns
te

lle
vo

n

w (

^ )
kö
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kö

nn
en

w
ir

ga
nz

en
ts

pr
ec

he
nd

vo
rg

eh
en

:W
en

n
w

ir
et

w
a

di
e

Fu
nk

tio
n

� (

� �Z )
=

si
n

� co
s

Z au
f

. 2 in
de

rU
m

ge
bu

ng
de

s
Pu

nk
te

s
(1

� 1)be
tr

ac
ht

en
un

d
di

es
e

w
ie

de
r

su
kz

es
si

ve
um

de
n

Fa
kt

or
fü
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öß
er

un
g

um
de

n
Fa

kt
or

fü
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nn

en
w

ir
di

es
sc

hr
ei

be
n

al
s

� (

� +

^ �Z +

~ )
=

� (

� �Z )+

!^ +

"~ +

w� m
ax

> $ ^$ �
$ ~$;�

,

w
as

,
in

Ü
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fü
r

je
de

Fu
nk

tio
n

� ;
di

ej
en

ig
en

Fu
nk

tio
ne

n
zw

ei
er

V
er

än
de

rl
ic

he
r,

zu
de

ne
n

es
so

lc
he

Z
ah

le
n

! �" gi
bt

,
be

ze
ic

hn
en

w
ir

al
s

di
ffe

re
nz

ie
rb

ar
,w

as
si

ch
w

ie
im

E
in

di
m

en
si

on
al

en
w

ie
de

r
so

in
te

rp
re

tie
re

n
l ä
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fü

r
hi

nr
ei

ch
en

d
kl

ei
ne

Z
ah

le
n

^ �~ 8
. gi

lt

� (

� +

^ �Z +

~ )
=

� (

� �Z )+

!^ +

"~ +

w� m
ax

> $ ^$ �
$ ~$;�

.

M
it

di
es

er
D

efi
ni

tio
n

gi
bt

es
no

ch
ei

n
Pr

ob
le

m
:J

e
na

ch
de

m
,w

ie
di

e
M

en
-

ge

U au
ss

ie
ht

,l
ie

gt
de

rP
un

kt
(

� +

^ �Z +

~ )m
ög
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üs

se
n

al
so

vo
ra

us
se

tz
en

,
da

ß

U m
it

(

� �Z )
zu

m
in

de
st

fü
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nä
m

lic
h

da
ß

fü
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rü
ck

en
kö
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gü

lti
g:

W
en

n
di

e
Fu

nk
tio

n

� :

U -
. m

it

U V
.� im

Pu
nk

t(

� 1

�����
��� )8
U di

ff
er

en
zi

er
ba

r
is

t,
is

tf
ür

al
le

hi
nr

ei
ch

en
d

kl
ei

ne
n

re
el

le
n

Z
ah

le
n

^ �

� (

� 1
+

^ 1

�����
��� +^ �

)
=

� (

� 1

�����
��� )+

! 1

^ 1
+

SSS! �
^ � +w
> m

ax �$ ^ �$;

.

Se
tz

en
w

ir
da

ri
n

al
le

V
ar

ia
bl

en

� C auß
er

de
r

­ -t
en

au
f

ge
ei

gn
et

e
K

on
-

st
an

te
n

¦ C und
be

tr
ac

ht
en

w
ir

� � ind
er

U
m

ge
bu

ng
de

r
re

el
le

n
Z

ah
l

¦ � ,
so

ve
rs

ch
w

in
de

n
al

le

^ C auß
er

de
m

­ -t
en

un
d

� (

¦ 1

�����
¦ � +^
� ����
�¦�� )

=

� (

¦ 1

�����
¦�� )+

! �^ � +

w (

^ � ).
D

efi
ni

er
en

w
ir

ei
ne

Fu
nk

tio
n

� � (� � )
= de

f

� (

¦ 1

�����
� � ����
�¦�� ),

so
is

t

� � (¦ � +

^ � )=

� � (¦ � )
+

! �^ � +

w (

^ � ),
d.

h.

� � istd
if

fe
re

nz
ie

rb
ar

im
Pu

nk
t

¦ � mit
A

bl
ei

tu
ng

�t � (¦ � )
=

! � .
A

uc
h

hi
er

sc
hr

ei
be

n
w

ir
w

ie
de

r

� Q ® (� 1

�����
��� )=

§� § � �(

� 1

�����
� � )= de

f

�t � (� � )

K
ap

.2
:N

ic
ht

lin
ea

re
O

pt
im

ie
ru

ng
 v

un
d

be
ze

ic
hn

en
di

es
e

Fu
nk

tio
n

al
s

di
e

pa
rt

ie
ll

e
A

bl
ei

tu
ng

vo
n

� na
ch

� � ;
al

sd
an

n
is

t

gr
ad

� (

� 1

�����
��� )=

�� (

� 1

�����
��� )=

¡ ¯L¢� Q 1
(

� 1
�����
� � )

. . .
� Q °(� 1

�����
� � )£ ±L¤.

H
äu
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kü
ns

tli
ch

is
t,

un
d

in
de

r
Ta

t
ve

rh
al

te
n

si
ch

”gu
ta

rt
ig

e“
Fu

nk
tio

ne
n

ni
ch

ts
o:

L
em

m
a:

Fa
lls

� :

U -
. au

f
de

r
of

fe
ne

n
Te

ilm
en

ge

U V
.� st

et
ig

is
tu

nd
au

ch
al

le
pa

rt
ie

lle
n

A
bl

ei
tu

ng
en

vo
n

� do
rt

ex
is

tie
re

n
un

d
st

et
ig

si
nd

,i
st

� in

U di
ff

er
en

zi
er

ba
ru

nd

gr
ad

� (

� 1

�����
��� )=

�� (

� 1

�����
��� )=

¡ ¯²¢� Q 1
(

� 1

�����
� � )

. . .

� Q °(� 1

�����
� � )£ ±²¤.



 u

N
ic

ht
lin

ea
re

O
pt

im
ie

ru
ng

D
er

B
ew

ei
s

di
es

es
L

em
m

as
un

d
au

ch
di

e
fü
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fü
r

so
lc

he
Pu

nk
te

or
ie

nt
ie

rt
si

ch
al

le
rd

in
gs

ni
ch

ta
n

Pa
ßh

öh
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üb

lic
he

rw
ei

se
be

i
ko

m
pl

ex
en

Sy
st

em
en

de
r

Fa
ll

–
eg

al
ob

di
es

e
au

s
de

r
Te

ch
ni

k,
de

n
N

at
ur

-,
de

n
So

zi
al

-
od

er
de

n
W

ir
ts

ch
af

ts
w

is
se

ns
ch

af
te

n
ko

m
m

en
.

B
et

ra
ch

te
n

w
ir

et
w

a
ei

n
B

ei
sp

ie
l

au
s

de
r

M
ed

iz
in

:
N

ac
h

de
m

M
er

ck
M

an
ua

l
of

D
ia

gn
os

is
an

d
T

he
ra

py
,

R
ah

w
ay

N
H

,
15

19
87

(h
ie

r
zi

tie
rt

na
ch

E
.K

.
Y

E
A

R
G

E
S,

R
.W

.
SC

H
IN

K
W

IL
E

R
,

J.
V

.
H

E
R

O
D

:
A

n
in

tr
od

uc
ti

on
to

th
e

m
at

he
m

at
ic

s
of

bi
ol

og
y:

w
it

h
co

m
pu

te
r

al
ge

br
a

m
od

el
s,

B
ir

kh
äu
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hä
tz

t,
ab

er
im

gr
oß

en
un

d
ga

nz
en

is
td

ie
Ü
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tü
rl

ic
h

di
e

N
eb

en
be

di
ng

un
g

so
fo

rt
na

ch

^ au
fl

ös
en

:

^ =
10

0 %� 2,

un
d

w
ir

m
üs
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kö
nn

en
da

he
r

an
ne

hm
en

,d
aß

m
in

de
st

en
s

ei
ne

K
om

po
ne

nt
e

ni
ch

t
ve

rs
ch

w
in

de
t,

un
d

du
rc

h
U

m
nu

m
m

er
ie

ru
ng

de
rK

oo
rd

in
at

en
kö
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üb
er

im
pl

iz
ite

Fu
nk

tio
ne

n
(f

ür
de

ss
en

B
ew

ei
s

w
ir

le
id

er
ke

in
e

Z
ei

th
ab

en
)

ei
ne

U
m

ge
bu

ng

· vo
n

(

! 1

�����
! � D 1)

un
d

ei
ne

Fu
nk

tio
n

^ :

· -
. m

it

^ (

! 1

�����
! � D 1)

=
! � ,

so
da

ß �> � 1

�����
� � D 1�
^ (

� 1

�����
��� D 1)

; =
0

fü
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lö
st

w
er

de
n

ka
nn

,
be

tr
ac

ht
en

w
ir

ei
ne

A
nw

en
du

ng
au

s
de

n
W

ir
ts

ch
af

ts
w

is
se

ns
ch

af
te

n:
D

ie
G

es
am

tp
ro

du
kt

io
n

ei
ne

s
U

nt
er

ne
h-

m
en

s
od

er
ei

ne
s

St
aa

te
s

in
A

bh
än

gi
gk

ei
tv

on
X ei

ng
es

et
zt

en
R

es
so

ur
ce

n

K
ap

.2
:N

ic
ht

lin
ea

re
O

pt
im

ie
ru

ng
Rv

� 1

�����
� � wir

d
of

tm
od

el
lie

rt
du

rc
h

ei
ne

so
ge

na
nn

te
C

O
B

B
-D

O
U

G
L

A
S-

Fu
nk

tio
n

de
r

Fo
rm

É (

� 1

�����
� � )=

��Ê 1 1

���
�Ê ° � ,

be
na

nn
t

na
ch

de
n

be
id

en
W

is
se

ns
ch

af
tle

rn
,

di
e

di
es

es
M

od
el

l
19

28
fü
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nü

gt
,B

ed
in

gu
ng

en
m

it

Ð zu
be

tr
ac

ht
en

,d
en

n
du

rc
h

M
ul

tip
lik

a-
tio

n
m

it
m

in
us

E
in

s
ka

nn
m

an
je

de
U

ng
le

ic
hu

ng
m

it

� in
ei

ne
m

it

Ð
üb
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hä
ng

ig
,w

en
n

es
re

el
le

Z
ah

le
n

  0

�����
  �8
. gi

bt
,d

ie
ni

ch
ta

lle
sa

m
tv

er
sc

hw
in

de
n,

so
da

ß

  0

È ¥ 0
+

SSS +

  �È ¥ �

=

È 0

is
t.

M
it

di
es

er
D

efi
ni

tio
n

gi
lt

da
nn

D
ie

na
he

lie
ge

nd
e

V
er

al
lg

em
ei

ne
ru

ng
au

f
de

n
Fa

ll
m

eh
re

re
r

N
eb

en
be

-
di

ng
un

ge
n

is
td

ah
er

de
r

Sa
tz

:D
ie

Fu
nk

tio
n

� :

U -
. au

f

U V
.� ha

be
im

Pu
nk

t

Á =
(

! 1

�����
! � )8
U



RT

N
ic

ht
lin

ea
re

O
pt

im
ie

ru
ng

ei
n

E
xt

re
m

um
un

te
r

de
n

N
eb

en
be

di
ng

un
ge

n

� 1
(

Á )

Ð 0

�� 2(

Á )

Ð 0

����
����

(

Á ).

D
an

n
si

nd
di

e� +
1

V
ek

to
re

n

gr
ad

� (

Á )� g
ra

d

� 1
(

Á )� g
ra

d

� 2
(

Á )��
���

gr
ad

��� (Á )

lin
ea

r
ab

hä
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lö
sb

ar
si

nd
.I

n
al

le
n

an
de

re
n

Fä
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ufi
g

Sc
hw

ie
ri

gk
ei

te
n

m
it

de
n

da
m

a-
lig

en
R

eg
ie

ru
ng

en
;e

rl
eb

te
da

he
rm

eh
re

re
Ja

hr
e

im
E

xi
l

in
T

ur
in

un
d

sp
ät

er
in

Pr
ag

,
w

o
er

(m
it

se
hr

m
äß
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äf
tig

en
)f

ol
ge

nd
e

St
ra

te
gi

e
an

:W
ir

w
äh

le
n

ir
ge

nd
ei

ne
n

A
us

-
ga

ng
sp

un
kt

(

� 0

�Z 0
)

un
d

be
re

ch
ne

n
do

rt
de

n
G

ra
di

en
te

n

�� (

� 0

�Z 0
).

W
ei

te
r

ge
be

n
un

s
ei

ne
L

än
ge

¶ 0
fü
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nä

ch
st

en
Pu

nk
ts

(

� 2

�Z 2)
= de

f
(

� 1
+

^ 1

�Z 1
+

~ 1
),

un
d

so
w

ei
te

r.
In

je
de

m
Sc

hr
itt

er
hö
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üb
er

le
gt

,
w

ie
di

e
G

ra
di

en
te

n
in

de
r

U
m

ge
bu

ng
ei

ne
s

Sa
tte

lp
un

kt
es

au
ss

eh
en

,w
ir

d
sc

hn
el

lk
la

r,
da

ß
di

es
nu

r
se

hr
se

lte
n

pa
ss

ie
rt

.

A
bb

ild
un

g
20

ze
ig

te
in

ei
nf

ac
he

s
B

ei
sp

ie
lf

ür
ei

ne
n

m
it

de
rG

ra
di

en
te

n-
m

et
ho

de
zu

rü
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gu

ng
st

eh
en

,g
le

ic
h

è C = de
f

ªÜé Óê ë ì ½íïî =
1

ðÜé îê ë ì
.

Z
ur

W
ah

l
ei

ne
r

R
ic

ht
un

g
er

ze
ug

en
w

ir
un

s
da

he
r

ei
ne

Z
uf

al
ls

za
hl

ñ

zw
is

ch
en

nu
ll

un
d

ei
ns

un
d

ge
he

n
in

R
ic

ht
un

g

>z Ó � Ó; ,w
en

n

C D 1 A µ =
1

è µm
ñ �

C A µ =
1

è µ

is
t.

(D
ie

Fr
ag

e,
w

ie
la

ng
di

e
R

ic
ht

un
gs

ve
kt

or
en

im
w

ie
vi

el
te

n
Sc

hr
itt

se
in

so
lle

n,
w

ol
le

n
w

ir
hi

er
au

sk
la

m
m

er
n.

)

B
ie

ho
he

n
Te

m
pe

ra
tu

re
n

is
t

da
m

it
di

e
R

ic
ht

un
g

fa
st

vo
lls

tä
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