WoLrFcaNG K. SEILER A5, ZiMMER C201
Tel. 2515

Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 23. Dezember 2004

a) Konstruieren Sie zu einer gegebenen Funktion f € L?(R, C) und einer Konstanten Q > 0

b)

eine Funktion g mit der Eigenschaft, da8 g(w) = f(w) ist fiir |lw|] < Q und g(w) = 0 fiir
|lw| > Q!

Lésung: h(w) sei der Rechteckimpuls mit der Eigenschaft, dal h(w) =1 ist fiir jw| < Q

und h(w) = 0 sonst. Dann soll also gelten g(w) = ?(w) - h{w). Also ist die FOURIER-
Transformierte der gesuchten Funktion das Produkt der FOURIER-Transformierten von f
und h, d.h. g = f * h ist die Faltung von f mit h. Dabei ist
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Berechnen Sie die FOURIER-Transformierte von
2N+1
Z 5( (2N+1 —k) d) 1
Lésung
2N41 ° 2N+1 IN+1
~ 2N + 1 (2N k)d tw2N£1 g —iwkd
f(w):ZJé(t—(z ))dt_Ze BEL_ gl d Y
k=0 k=0
e d2N+1 ﬂwd 1w2N2+] - e—iwd(2N+2) B elw(N+1)d 1 _ o~ iwd(2N+2)
- Z 1 — e—iwd - eiw% 1 — e—iwd
elw(N—H) e*lw(N—H) s1n(N +1)(Ud
N eiw% — eiw% N sinw% ’
Sei nun a < % eine Konstante und g(t) = 1, falls es eine eine ganze Zahl 0 < k < 2N + 1

gibt, so daf3 ‘t — (% — k) d‘ < 4 ist; ansonsten sei g(t) = 0. Berechnen Sie auch die
FouRriERr-Transformierte von g !

Lésung: g ist die Faltung der gerade betrachteten Funktion f mit einem Rechteckimpuls
der Breite q, also ist g(w) das Produkt von f( ) mit dessen FOURIER-Transformierter
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d) Ein Student habe zum Zeitpunkt t = 0 der Modulklausur seinen maximalen Wissenstand

f)

in Hoéherer Mathematik erreicht. Wenn man davon ausgeht, dafl er einen gewissen Bruch-
teil 3 davon nie wieder vergifit, erfiillt der Anteil w(t), den er zur Zeit t nach der Priifung
noch beherrscht, nach dem deutschen Psychologen HERMANN EBBINGHAUS (1850-1909)
die Differentialgleichung w(t) = —y - (w(t) — ) mit einem vy € R. Bestimmen Sie w(t)!

Lésung: Man kann natiirlich ausmultiplizieren und die allgemeine Formel aus der Vorle-
sung anwenden; einfacher ist es aber, die Funktion y(t) = w(t) — B zu betrachten. Diese
hat dieselbe Ableitung wie w(t), geniigt also der Differentialgleichung

y(t) = —yy(t) mit Lésung y(t) = Ce Y'.
Also ist w(t) = B + Ce™Y*. Dabei muf} die Integrationskonstante C so bestimmt werden,
daB w(0) =B+ C =100% ist, d.h. C=1—p.
Fiir einen speziellen Studenten sei f = 10% und w(1 Jahr) = 60%. Wieviel hat er (ohne
zusétzliches Lernen) bis zum Wiederholungstermin nach einem halben Jahr vergessen?

Losung: In diesem Fall ist C gleich 90% und w(t) = 0,1 + 0,9¢~Y*. Auflerdem ist, wenn
wir die Zeit in Jahren messen,
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w(1)=0,14+09¢e Y =06= ¢ Y = g = v=—1In- =~ 0,5877866648 .
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Mithin ist w(1) = 0,1 +0,9e¥% = 0,1+ 0,9¢"V3 = 0,1 + 0,9\/§ ~ 0,7708203933
ungefahr 77%. Er hat also bis zum Wiederholungstermin etwa 23% des Stoffs vergessen.

Alternativ, ohne Berechnung von y: w(%) =0,140,9¢e7Y/2 =0,14+0,9ve ¥ =0,1 —1—0,9\/5.

Ein Erwachsener atmet etwa 16 Mal pro Minute je einen halben Liter Luft ein; die aus-
geatmete Luft enthalt 20% weniger Sauerstoff als die eingeatmete. Angenommen, 30 Stu-
denten sitzen in einem nicht geliifteten Seminarraum von 40 m3, dessen Luft anfinglich
20% Sauerstoff enthilt. Wieviel enthélt sie noch nach 90 Minuten?

Losung: Da die Zahlen ohnehin nur ungefédhr stimmen, miissen wir nicht unbedingt mit
der hier kleinstmdglichen Zeiteinheit von 1/16 Minute rechnen, sondern kénnen, ohne
groflen Einflufl auf das Ergebnis, mit vollen Minuten rechnen, wodurch sich angenehmere
Zahlen ergeben.

Der Seminarraum enthilt V = 40 m3 Luft, dessen Sauerstoffanteil zur (in Minuten gemes-
senen) Zeit t gleich y(t) sei. Jede Minute werden
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ther Luft eingeatmet; da Tausend Liter gleich einem Kubikmeter sind, ist das 4(2)880 =

T000 000 des Gesamtvolumens. Vorher war die Sauerstoffmenge y(t)V; nachher ist sie
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1000~ 10YHV+ 7500V YV = 75000

10007 = 10000 vV,

da der Sauerstoffgehalt der nicht eingeatmeten Luft natiirlich konstant bleibt. Damit sinkt
der Sauerstoffgehalt pro Minute um 10000U( ), d.h.
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Wg(t) und y(t) = Ce*1010200y(t) .

Y(t) =—



g)

h)

Die Integrationskonstante ist C = y(0) = 20% und
1 _129
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y(90) = Ee 10000 — ge—m ~ (0,1795255193.

Der Sauerstoffgehalt ist also auf knapp 18% gesunken.

Die stetig differenzierbare Funktion y(t) erfiille die Gleichungen v(t)?> = 1 und y(1) = 0.
Was kdénnen Sie iiber y(t) sagen?

Lésung: Da y(t) stetig differenzierbar ist, ist (t) stetig, mufl also entweder konstant
gleich eins oder konstant gleich minus eins sein. Damit gibt es die beiden Losungsklassen
y(t) = £t + C; die Anfangsbedingung y(1) = O erfiillen

yt)=t—1 und y(t)=—-t+1.

Bestimmen Sie fiir A; € R den Losungsraum des Differentialgleichungssystems

U1(t) =AMyr(t), v2(t) =A2y2(t), ... Un(t) =Anyn(t)!

Losung: Da jede Funktion nur in einer Gleichung vorkommt, ist y;(t) = Cie*t* mit einer
beliebigen Integrationskonstanten C;; der Losungsraum besteht also aus allen Funktionen
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Insbesondere ist der Losungsraum n-dimensional.

Erraten Sie eine spezielle Losung des Differentialgleichungssystems
x(t) =y(t), vt)=1-x(t)
und geben Sie dann die allgemeine Losung dieses Systems an!

Loésung: Wir konnen z.B. schauen, ob es eine Gleichgewichtslosung gibt, d.h. eine Lésung,
bei der beide Funktionen konstant sind. Dann verschwinden die Ableitungen, das System
wird also zu

O0=y(t) und 0=1-—x(t).

Damit ist x(t) = 1 und y(t) = 0 eine spezielle Losung.

Fiir eine beliebige Losung (:((3) erfiillt die Differenz (:((:))) zu dieser speziellen Losung

das homogene Gleichungssystem
x(t) =y(t) und Y(t) =—x(t).
Fiir jede Losung ist
%(t) =y(t) = —x(t), also %(t)+x(t) =0.
Dies ist die wohlbekannte Schwingungsgleichung mit allgemeiner Losung

x(t) = Crcost+ Cysint.
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Daraus ergibt sich sofort y(t) =x(t) = —C;sint+ C, cost.
Die allgemeine Losung des urspriinglichen Systems ist daher

x(t)) (Cicost+ Cysint+1
y(t)) \ —Cysint+ Cpcost /'

Finden Sie alle Lésungen der Differentialgleichung y(t) +y-sint =0!

(Hinweis: Was ist % Iny(t)?)

Loésung:
d o y(t) o . o _ (~ cost . ~
alny(t) O —sint = Iny(t) =cost+ C = y(t) = Ce mit CeR.

(Tatsdchlich hatte man natiirlich, wie in der Vorlesung bei y(t) = Ay(t), eine Fallunter-
scheidung beziiglich des Vorzeichens von y(t) machen miissen; der zweite Folgepfeil oben
ist strenggenommen falsch, und Iny(t) ist @ prior: nicht unbedingt definiert.)

FROHE WEIHNACHTEN

und

VIEL ERFOLG BELT DEN KLAUSUREN IM NEUEN TJAHR!



