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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 2. Dezember 2004

1
Richtig oder falsch: Die Funktion f(t) = TTe ist stark abfallend.
3
Losung: Falsch; beispielsweise bleibt t3f(t) = . nicht beschrankt fiir t — +oo.

ist stark abfallend.

1
Richtig oder falsch: Die Funktion f(t) =
cosht

Loésung: Richtig: Zunichst hat jede Ableitung von f die Form

P.(sinht,cosht)
() =—"——25—r,
cosh t

wobei Py, (x,y) ein Polynom vom Gesamtgrad héchstens n ist: Fiir n = 0 ist das klar mit
Po(x,y) = 1, und f(™*1)(t) ist die Ableitung von f(™)(t), also ist nach der Quotientenregel

B cosh™ ' t. 4 P, (sinht,cosht) — Pn(sinht,cosht) - (n+ 1)cosh™tsinht

f(n-H ) t dt
(t) cosh®™ "2 ¢
_ cosht- %Pn(sinh t,cosht) — P, (sinht,cosht)- (n+ 1)sinht
B cosh™ 2 ¢ '

Nach der Kettenregel

d—Pn(sinht, cosht) = iPn(sinht,cosh t)cosht + iPn(sinht,cosht) sinh t
dt ox oy

hat die Ableitung von P, (sinh t, cosh t) hchstens denselben Grad wie das Polynom selbst,
also hat der Zahler hochstens Grad n + 1, womit die Behauptung induktiv folgt. Insbe-
sondere ist spatestens jetzt klar, dafl f(t) beliebig oft differenzierbar ist.

Wir schreiben den Nenner um als

et + et \ ! 14+ e 2tyn+T
cosh™ 't = (%) = entit. ("}_ZTR — e+ Nty

wobei g(t) = (1 + e 24)™+1/2"*1 fiir t — oo durch positive Schranken nach oben und
nach unten beschrankt bleibt. Genauso konnen wir ihn auch umschreiben als

1 eZt n+1 _
—(n+1)t | ( + ) — e*(n—H)t (t) ,

n+1,
cosh t=e I g

wobei g(t) fiir t — —oo durch positive Schranken nach oben und nach unten beschriankt
bleibt. Den Zahler konnen wir entsprechend schreiben als

P, (sinht,cosht) = e ™th(t) = e™th(t),

wobei h(t) fiir t — oo und }~L(t) fiir t —» —oo betragsmiflig beschrankt bleibt. Insgesamt
ist also
fM(t) = e t'm(t) = e*m(t),

wobei m(t) fiir t — oo und m(t) fiir t —» —oo betragsmaflig beschréankt bleibt. Damit ist
klar, daB auch fiir jedes v € Ny der Betrag von t"f(™ (t) fiir t — #oo beschrankt bleibt.
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Richtig oder falsch: Die Funktion f(t) = e~ It! ist stark abfallend.

Losung: Falsch, denn sie ist im Nullpunkt nicht differenzierbar.

Richtig oder falsch: Die Funktion f(t) = te ! ist stark abfallend.

Losung: Falsch, denn sie ist fiir t — —oo nicht beschrankt.

Richtig oder falsch: Die Summe zweier stark abfallender Funktionen ist wieder stark
abfallend.

Losung: Richtig: Sie ist wieder beliebig oft differenzierbar, und

(f+9) ()] =

£7£(K) (¢) +t“g“‘)(t)\ <

trf) (t)‘ +

g ()
ist beschrankt fiir alle k,r € Ny.

Richtig oder falsch: Ist f stark abfallend, so auch jede Potenz f™ mit n € N.

Losung: Richtig: Mit der Differenzierbarkeit gibt es keine Probleme, und jede Ableitung
von f™(t) kann (via Kettenregel oder Produktregel) abgeschétzt werden durch Produkte
von Ableitungen von f(t).

Welche periodischen Funktionen sind stark abfallend?

Losung: Nur die Nullfunktion. Falls die Funktion ndmlich irgendwo einen von null
verschiedenen Wert annimmt, ist tf(t) fiir t — oo nicht mehr beschrankt.

Richtig oder falsch: Wenn die FOURIER-Transformierte von f € L?(R, R) existiert, ist f
stark abfallend.

Losung: Falsch; beispielsweise existiert die FOURIER-Transformierte eines Rechtecksim-
pulses, der als nicht differenzierbare Funktion aber nicht stark abfallend ist.

Die FOURIER-transformierbare Funktion f erfiille die Gleichung

f(t) 4+ 4€(t) — 3f(t) = g(t)

~

mit einer FOURIER-transformierbaren Funktion g. Driicken Sie f(w) durch g(w) aus!

Lésung: FouRIER-Transformation macht aus den beiden Seiten der Gleichung

27 . -~ —~ =~ a(w)
—w*f Hwf(w) —3f(w) = der f =
w f(w) + 4iwf(w) (w)=9g(w) oder f(w) Ty
Laut Vorlesung ist L£{t™}(s) = sf}% Konstruieren Sie mit Hilfe dieser Beziehung jene

Stammfunktion F(t) von f(t) = t™, fiir die F(0) = a ist!
Losung: F(t) erfiillt die Gleichung F(t) = f(t) und F(0) = a; daher ist

L{A™H(s) =sL{F(t)}(s) —a und

n! a 1 (m+N a 1 .
gn+2 S_TL+1 gn+2 S_n+]£{t }(S)+£{(1}(S)

L{F(t)}(s) = L{t™}(s) + % -

n+1
Alsoist F(t) =
n+1

bekommen héatte.

+a, was man natiirlich auch einfacher ohne LAPLACE-Transformation



k) Was ist L{e }(s)?

Losung: L{e*'}(s) = L{1}(s —A) = PR

) Fiir welche s € C existiert £ {%} (s)?

Losung: Fiir keine; das Integral hat stets Konvergenzprobleme an der unteren Grenze;
siehe Skriptum.

m) Zeigen Sie: L{tf(t)}(s) = —%E{f(t)}(s) !

Losung: Da man, absolute Konvergenz der Integrale vorausgesetzt, die Integration iiber t
und die Differentiation nach s miteinander vertauschen kann, ist

d d T _st o T d —st _ T —st _
aL{f(t)}(s) =% f(t)e stdt = e (f(t)e™®Y) dt = — | tf(t)e " dt = —L{tf(t)}(s).
0 0 0
n) Was ist L{t*f(t)}(s)?
d2

Losung: L{t2f(t)}(s) = L{t(tf(t)) }(s) = —%E{tf(t)}(s) = S LU)(s)

0) Was ist £{t2004¢=2005}(5)?

2004! e—2005 2004!
.. . [+2004 2005 —2005 42004 _
Losung: L{t"7" e Hs)=e L{t“7}(s) = 52005 (¢5)2005

Randbemerkung fiir Interessierte: Der Zahlenwert von 2004! ist

533261680968262254540362294300681187196919596677805511775445400855553815370572071274134625024175008954367839937868
813468681813094034303816007150212547811683755804358944845510090371213285728815067029776453419052916783813278662561
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115551509685872943666542105241924094499858034330594611823608849136960946042771764877866628244930423040868937126913
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237714176668068502689798134631542428488409734619513510752347924833592790377544650354837541693972047116552455408514
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und 2093 ~ 2,385285427 - 104009
(Ich erwarte nicht, da8 Sie diese Zahlenwerte in der Klausur auswendig kennen.)
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t)

Was ist £{t2004e—2005t)(5) ?

2004!

L('isung: E{t2004672005t}(s) _ L:{t2004}(s +2005) — W

Losen Sie das Anfangswertproblem
X(t) +x(t) =0, x(0) =sina, x(0)=cosa

via Laplace-Transformation und beweisen Sie so die Additionsformel fiir sin(t + a)!
Losung: Fiir X(s) = £{x(t)}(s) ist s2X(s) — sx(0) — x(0) + X(s) = 0, also

ssina + cosa

X(s) = —sing- ——— +cosa- = L{sin acost + cos asin t}(s) .

1
s2+1 s2+1 s2+1
Da sin(a + t) das Anfangswertproblem offensichtlich 16st, folgt (modulo der noch nicht
gezeigten Umkehrbarkeit der LAPLACE-Transformation) sin(a+t) =sinacost+cosasint.
Wie kann man auf dhnliche Weise die Additionsformel fiir den Kosinus herleiten?

Lésung: cos(a + t) 16st das Anfangswertproblem %x(t) + x(t) = 0 mit x(0) = cos a und
x(0) = —sin a. Hier folgt entsprechend

scosa—sina

s . 1 . .
X(s) = 5 =cosacost——— —sina- 5—— = L{costcosa—sintsina}.
s2 41 s

+1 s2+1

Somit ist cos(t + a) = costcosa —sintsin a.

Lésen Sie das Anfangswertproblem y(t) = Ay(t) und y(0) = c mit Hilfe von LAPLACE-
Transformationen!

Losung: L{y(t)}(s) = sL{y(t)}(s) — c = AL{y(t)}, also ist

L)) = —— = cL{)(s =) = Llce™)(s) = y(t) = ce™.

Losen Sie das Anfangswertproblem y*) — 16y(t) = 0 mit y(0) = 1, y(0) = 2, §(0) = 3
und y3)(0) = 0 mit Hilfe einer Tabelle von LAPLACE-Transformationen!

Lésung: L{y™® (t)}(s) = s*L{y(t)}(s) — s> — 2s% — 3s = 16L{y(t)}(s), also ist

3 2
Chyos) = S EEES

In der Tabelle auf der Riickseite des Ubungsblatts stehen L APLACE-Transformationen mit

Nenner s* — w* und Zahler s, s2, s3; mit w = 2 erhalten wir

y(t) = = (cosh 2t + cos 2t) + %(sinh 2t + sin 2t) + %(cosh 2t — cos 2t)

O NN —

cosh2t + % cos2t + % sinh 2t + % sin 2t .

Losen Sie die Differentialgleichung y3)(t) = y(t) mit den Anfangsbedingungen y(0) =0,
9(0) =0 und §(0) =0!

Losung: L{y©) (1)}(s) = s> Lly(t)}(s) = Lly(t)}(s) = Ly(t)}(s) =0 = y(t) = 0.



