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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 25. November 2004

Richtig oder falsch: Fiir zwei Funktionen f, g € L1(R,C) ist fx (g+h) =f* g+ * h.
Losung: Richtig, denn

f(t—1)(g(1) + h(1)) dt
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(f*(g+h)(t) =

f(t—T)g(t)dt+ % Jf(t —1oh(t)dt = (f* g)(t) + (f* h)(t).
0
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Richtig oder falsch: Fiir eine Funktion f € L (R, C) ist f * ]7 =1.

Losung: Falsch: Bezeichnet ¢y den k-ten komplexen FOURIER-Koeffizient von f und dy
den von 1?, so miifite sonst cidx = O sein fiir alle k # 0 und codp = 1. Bei einem
Rechteckimpuls (fiir den auch % wieder eine Rechteckimpuls ist) ist das offensichtlich
nicht der Fall. (Auch sonst spricht nicht das geringste dafiir, dal so eine Formel gelten

konnte.)

Richtig oder falsch: Die Funktionenfolge f,(t) = " +1 + ist gleichmafBig konvergent

1.) auf dem Intervall [0, 1] 2.) auf dem Intervall [1,2].

Lésung: Auf dem Intervall [0, 1] kann das offensichtlich nicht der Fall sein, da die Grenz-
funktion bei t = 0 nicht stetig ist, eine gleichmaBig konvergente Folge stetiger Funktionen
aber gegen eine stetige Funktion konvergiert. Auf [1, 2] dagegen gibt es keine Probleme:
Dort ist die Grenzfunktion iiberall gleich %, und
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ist kleiner als ¢ fiir n > % und alle t € [1, 2]; die Konvergenz ist also gleichmé&Big.

Richtig oder falsch: Die FOURIER-Reihe von f(t) = tant konvergiert fiir alle t € R.

Losung: Der Tangens ist keine stiickweise stetige Funktion im Sinne der Vorlesung, da
an den Sprungstellen weder ein links- noch ein rechtsseitiger Grenzwert existiert. So-
mit kann man nicht aus den Satzen der Vorlesung auf Konvergenz schliefflen. Wenn die
Reihe konvergent wére, wére nach PARSEVAL die Summe der Betragsquadrate der kom-
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plexen FOURIER-Koeffizienten gleich f’can2 t dt, aber dieses Integral divergiert, da schon
0
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| tantdt divergiert und in der Umgebung der Singularitdt eine Minorante des Integrals
0

iiber tan? t ist.

In der Tat kann man zeigen, dafl die FOURIER-Reihe des Tangens gleich
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ist, was offensichtlich nicht konvergiert.

Richtig oder falsch: Die FOURIER-Reihe von f(t) = |t] fiir [t| < 7t und f(7r) = 0, periodisch
fortgesetzt mit Periode 27, zeigt bei der Konvergenz das GiBBS-Phanomen.

Losung: Falsch, denn auch an den Unstetigkeitsstellen ist der linksseite Grenzwert gleich
dem rechtsseitigen, ndmlich 7.

Richtig oder falsch: Die FOURIER-Reihe von f(t) = |t| fiir 0 < t < 2m, periodisch
fortgesetzt mit Periode 27, zeigt bei der Konvergenz das GiBBS-Phidnomen.

Loésung: Richtig, denn jetzt gibt es einen echten Sprung der Hohe 27t

f sei periodisch mit Periode 27, und fiir —t < t < 7t sei f(t) = t. Wohin konvergiert die
FouRriER-Reihe von f fiir t =7 ?

Losung: Gegen den Mittelwert aus linksseitigem Grenzwert 7t und rechtsseitigem Grenz-
wert —m, also Null.
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Die Kippschwingung f(t) sei periodisch mit Periode 10, und fiir 0 < t < 10 sei f(t) = e
Wohin konvergiert die FOURIER-Reihe von f fiir t =07

Lésung: Gegen den Mittelwert aus linksseitigem Grenzwert e~ ' und rechtsseitigem
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Grenzwert Eins, also Hef

Richtig oder falsch: Die Funktion f(t) = [sin t| ist linear unabhéngig von den Funktionen
1,coskt,sin{t mit k,£ € N.

Losung: Richtig, denn sonst wére sie ein trigonometrisches Polynom. Wie wir gesehen
haben, treten in ihrer FOURIER-Reihe aber unendlich viele nichtverschwindende Koeffizi-
enten auf. (Andere Begriindung: Trigonometrische Polynome sind stetig differenzierbar,
f aber nicht.)

Richtig oder falsch: Die Funktionen 1,coskt,sin{t mit k,{ € N bilden ein vollstdndiges
Orthonormalsystem fiir L, (R, R).

Loésung: Falsch, denn wie wir aus der Vorlesung wissen, ist

(coskl, coskl) = (sin £t, sin{t) = % #1.

~

Richtig oder falsch: Ist f(t) eine gerade Funktion, so auch f(w).

Loésung: Richtig, denn mit der Substitution s = —t und dt = —ds ist
f(t)et®tdt = — J f(—s)e W ds = J f(s)e s ds = A(w) .
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Richtig oder falsch: Ist f(t) eine ungerade Funktion, so auch f(w).

Loésung: Richtig, denn mit der Substitution s = —t und dt = —ds ist
?(—w) = J f(t)etwtdt = — J f(—s)e WS ds = J —f(s)e WS ds = —?(w) .
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m) Richtig oder falsch: Ist f(t) eine gerade Funktion, so auch L£{f(t)}(s)

Losung: Falsch, denn da £{f(t)}(s) nur von den Funktionswerten f(t) mit t > 0 abh&ngt,
haben ) "
f(t firt>0 B f(t firt>0
9(t) = {f(—t) firt <o nd MU= {—f(—t) fiir t < 0

dieselbe LAPLACE-Transformierte, aber die eine ist gerade, die andere ungerade. Explizites

Gegenbeispiel: L{cost}(s) = ist ungerade.

_s
sZ+1
n) Richtig oder falsch: Ist f(t) eine ungerade Funktion, so auch L£{f(t)}(s).

1

Losung: Falsch aus demselben Grund. Explizites Gegenbeispiel hier: L{sin t}(s) = 1

ist gerade.

1T—|t] fir[t| <1,

0) Berechnen Sie die FOURIER- und die LAPLACE-Transformierte von f(t) = { 0 ;
sons

Lésung: LAPLACE-Transformierte:

L{f(t)}(s)

[ 1
J f(t)e stdt = J(1 —t)e Stdt.
0 0

Partielle Integration fiihrt auf

1—t —e st t—1 oot
J(] — t)e_St dt =— S e_St — J ¢ dt = e_St + ¢ )

d.h.

cio)s) = T+ S L=

FoURIER-Transformierte:

c0 1
'F(w) = J f(t)e*iw’c dt = J'(] _t)efiwt at +
0

—00

(14+t)e *@tqt.

Le——o

Die obige partielle Integration fiihrt fiir s =iw auf

e*lwt

J'(] _ t)efiwt dt = t.__]efiwt + -
w w

und ganz entsprechend erhalten wir

e—lwt

. t—1 .
J'” + t)eflwt dt _ . e*lwt _ 3
iw w
Auswertung des ersten Integrals an den Stellen 1 und O sowie des zweiten an den Stellen
0 und —1 fithrt auf
et @ 2 el® 2 cosw—1)

o) =~ t e = o2

sint fir t| < Z

p) Berechnen Sie die FOURIER- und die LAPLACE-Transformierte von f(t) = { 0 ;
sons
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Loésung: Hier kann man entweder mit zweimaliger partieller Integration arbeiten oder mit
den EUuLERschen Formeln. Nach letzteren ist

sint - efst _ %(eit . efit)efst — %(e(ifs)t o ef(i—i-s)t)
1 1

’

eine Stammfunktion dazu ist also

1 [eli=s)t  o—(i+s)t 1 i(e(i—S)t + e—(i+5)t) + s(e(i—S)t _ e—(i+5)t)
Z_i(i—s+ i—l—s):Z_i —1—3s2
1 e—st((eit + e—it 1 e—st(eit _ e—it)
2 s24+1) 2i sZ+1
e—st
= —m(cost‘{‘isint)

Fiir die FOURIER-Transformierte arbeiten wir mit s = iw, also ist wegen sin(+7) = 1 und
cos(£5) =0

o0 7'(/2
n i . i —iw ; - 2iw cos &>
fw) = [ e @tar | sinte wtar= T (e wn/iagienz) L 2O
—o0

1 —w? w? —1
—7t/2

Fiir die LAPLACE-Transformierte folgt entsprechend

) /2

J f(t)e stdt = J sinte Stdt =
0 0

1 —se 7s/2

L{f(t)}(s) i1z

~

f:R — R sei eine reellwertige Funktion, deren FOURIER-Transformierte f(w) existiere.

~

Driicken Sie Real- und Imaginérteil von f(w) durch reelle Integrale aus!

Loésung:

f(t)e *tdt = J f(t)(cos wt —isin wt) dt

f(t)coswtdt—1 | f(t)sinwtdt

g ——18

Welches dieser Integrale verschwindet fiir gerade bzw. ungerade Funktionen f ?

Losung: Der Realteil verschwindet fiir ungerades f, der Imaginarteil fiir gerades.

Was ist £{e*}(s) fiir A € R?

Losung: L£{e’t)(s) = J eMe st gt = J e(A—s)t g¢ — eA—s)t|  _
A—s o ST A
0 0

Gilt dies auch fiir komplexe A ?

Losung: Natiirlich; wie wir zu Beginn des Semesters gesehen haben, gelten (nicht nur)
fiir Exponentialfunktionen im Reellen wie im Komplexen dieselben Integrationsregeln.

u) Berechnen Sie £{sinh at}(s) und £{cosh at}(s)!



Lo6sung:

7G} (s) = %ﬁ{eat}(s) _ 1E{eiﬂt}(s)

! ;
] 1 1 a
2 <s—a_s—|—a) - s2—a?
ett et 1 at 1 —at
L{coshat}(s) =L {f} (s) = zﬁ{e Hs) + zﬁ{e 1(s)
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v) Interpretieren Sie die Ergebnisse fiir a =iw!

und

Losung: Wegen sinhiw = isinw und coshiw = cosw fithrt das auf die bekannten
LapPLACE-Transformierten von Sinus und Cosinus.

1 falls [t] gerade
0 falls [t] ungerade
nicht als unendliche Summe dar, sondern als geschlossenen Ausdruck!

w) Berechnen Sie L£{f(t)}(s) fir f(t) = { Stellen Sie das Ergebnis

Lo6sung:
0o o K1 o KA1
LIF()s) = | f(tle stdt=) J f(t)e Stdt=)_ J ft—k)e s ek dt

o k=0 k=0

= Z e sk J’f(’r)esT dt = Z e 2t Je” dt = (Z ezse> Je” dt
k=0 o =0 o =0 o

B 1 T—e™ T+ef

S l—e 2 s s

z) Bestimmen Sie die LAPLACE-Transformierte von f(t) = t — [t] und stellen Sie auch hier
das Ergebnis in geschlossener Form dar!

Loésung:
0 0o K1 oo K1
L)) = [ Flrestat =3 [ festat=Y | flt—kpe Mk ar
0 k=0 3 k=0
=) e=* Jf(’t)eST dr=) e** J"reST dr.
k=0 0 k=0 0

Die bereits mehrfach durchgefiihrte partielle Integration zeigt, dafl

—st
Jte_St — _th_{—” +C
S

ist. d.h.
LIF(D))(s) = (Z esk) I—(+s)es 1—(1+s)es e —(1+53) .
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