Wolfgang K. Seiler

Höhere Mathematik II

Vorlesung an der Universität Mannheim im Wintersemester 2001/2002

Dieses Skriptum entsteht parallel zur Vorlesung und soll mit möglichst geringer Verzögerung verteilt werden. Es ist in seiner Qualität auf keinen Fall mit einem Lehrbuch zu vergleichen; insbesondere sind Fehler bei dieser Entstehensweise nicht nur möglich, sondern sicher. Dabei handelt es sich sicherlich nicht immer nur um harmlose Tippfehler, sondern auch um Fehler bei den mathematischen Aussagen.

Das Skriptum sollte daher mit Sorgfalt und einem gewissen Mißtrauen gegen seinen Inhalt gelesen werden; falls Sie Fehler finden, teilen Sie mir dies bitte persönlich oder per e-mail (seiler@math.uni-mannheim.de) mit, oder informieren Sie Ihren Tutor. Auch wenn Sie Teile des Skriptums unverständlich finden, bin ich für entsprechende Hinweise dankbar.

Falls genügend viele Hinweise eingehen, werde ich von Zeit zu Zeit Berichtigungen und Verbesserungen ausgeben.

KAPITEL III: HARMONISCHE ANALYSE UND INTEGRALTRANSFORMATIONEN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 §1: Reelle FOURIER-Reihen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 a) Die schwingende Saite . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 b) Die Differentialgleichung der schwingenden Saite . . . . . . . . . . . . . . 5 c) Ein Skalarprodukt für periodische Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 d) Komplexe Darstellung trigonometrischer Funktionen . . . . . . . . . . 13 e) Die Orthogonalitätsrelationen für trigonometrische Funktionen 17 f) Harmonische Analyse trigonometrischer Polynome . . . . . . . . . . . . 20 g) Die reelle FOURIER-Reihe einer periodischen Funktion . . . . . . . . . 22 §2: Erste Beispiele von FOURIER-Reihen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 a) Rechenregeln . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 b) Periodische Rechteckimpulse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 c) Sägezahnimpulse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 d) Konvergenz der berechneten Reihen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 e) Das GIBBS-Phänomen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 §3: Komplexe FOURIER-Reihen und Hermitesche Vektorräume . . . . 41 a) Komplexe Form der FOURIER-Reihen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 b) Die Stammfunktion der komplexen Exponentialfunktion . . . . . . . 44 c) Ein erstes Beispiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 d) HERMITEsche Vektorräume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 e) Die CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 f) Orthonormalbasen HERMITEscher Vektorräume . . . . . . . . . . . . . . . . 56 g) Komplexe trigonometrische Polynome . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 h) Das HERMITEsche Produkt auf L_T (R , C ) und die

BESSELsche Ungleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 i) Harmonische Analyse als lineare Abbildung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 §4: Konvergenz von FOURIER-Reihen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 a) Faltungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 b) Die FOURIER-Reihe einer Faltung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 c) Faltung mit einem Sägezahn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 d) FOURIER-Reihen stetiger stückweise differenzierbarer Funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 e) Der Eindeutigkeitssatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 f) Der Satz von PARSEVAL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 g) HILBERT-Räume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91 h) Die POISSON-Formel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 §5: Die FOURIER-Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 a) FOURIER-Reihen und FOURIER-Integrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98 b) Der Satz von FUBINI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 c) FOURIER-Integrale und Ableitungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 d) Die Umkehrung der FOURIER-Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . 112 e) Die FOURIER-Transformation eines Rechteckimpulses . . . . . . . . 117

§6: FOURIER-Transformationen von Distributionen . . . . . . . . . . . . . . . 123 a) Distributionen auf dem SCHWARTZ-Raum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 b) Die FOURIER-Transformierte einer Distribution . . . . . . . . . . . . . . . 132 c) Funktionen und ihre Distributionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136 d) Ableitungen von Distributionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139 e) Weitere Eigenschaften der FOURIER-Transformation . . . . . . . . . . 143 f) Die PLANCHEREL-Formel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 g) Mehrdimensionale Faltungen und FOURIER-Integrale . . . . . . . . . 160 h) FRAUNHOFER-Beugung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 h) Der Abtastsatz von NYQUIST . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173 §7: Die LAPLACE-Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177 a) Definition und erste Eigenschaften . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 b) Rechenregeln und Beispiele zur LAPLACE-Transformation . . . . 180 KAPITEL IV: DIFFERENTIALGLEICHUNGEN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 §1: Anfangswertprobleme und ihre Lösung via LAPLACE-Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 a) Ein einfaches Beispiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 b) Differentialgleichungen und Differentialgleichungssysteme . . . 187 c) Anwendung der LAPLACE-Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189 d) Systeme linearer Differentialgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201 e) Die Matrixexponentialfunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207 f) Berechnung der Matrixexponentialfunktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214

§2: Eigenwerte, Eigenvektoren und Hauptvektoren . . . . . . . . . . . . . . . 215 a) Eigenwerte und Eigenvektoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215 b) Ein erstes Beispiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218 c) Das charakteristische Polynom und seine Nullstellen . . . . . . . . . 224 d) Vielfachheiten von Eigenwerten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232 e) Eigenwerte symmetrischer und HERMITEscher Matrizen . . . . . . 237 f) Hauptvektoren und und die JORDAN-Zerlegung . . . . . . . . . . . . . . . 243 g) Ein Beispiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255 h) Ergänzung: Die JORDAN-Normalform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258 §3: Anwendung auf lineare Differentialgleichungen . . . . . . . . . . . . . . 265 a) Systeme homogener linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265 b) Langzeitverhalten der Lösung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266 c) Lineare homogene Differentialgleichungen höherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271 d) Inhomogene Differentialgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280 e) Symmetriebetrachtungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283 §4: Nichtlineare Differentialgleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294 a) Eindeutigkeitsfragen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295 b) Der Satz von PICARD und LINDELÖF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 298 c) Eindeutigkeitsprobleme für Systeme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308 d) Differentialgleichungen mit getrennten Veränderlichen . . . . . . . 310 e) Exakte Differentialgleichungen und integrierende Faktoren . . . 318 f) Qualitative Theorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 327 g) Stabilitätsfragen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337 KAPITEL V: OPTIMIERUNG, FEHLERRECHNUNG UND STATISTIK . . . . 351 §1: Extrema von Funktionen mehrerer Veränderlicher . . . . . . . . . . . . 351 a) Der eindimensionale Fall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351 b) Verallgemeinerung aufs Mehrdimensionale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 352 §2: Maxima und Minima unter Nebenbedingungen . . . . . . . . . . . . . . . 356 §3: Numerische Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 369 a) Die Gradientenmethode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 369 b) Der METROPOLIS-Algorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 374 c) Zusammenfassung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379 §4: Grundzüge der Fehler- und Ausgleichsrechnung . . . . . . . . . . . . . . 380 a) Das LAPLACEsche Fehlermodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 380 b) Statistische Kenngrößen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 386 c) Das Fehlerfortpflanzungsgesetz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 388 d) Die Standardabweichung des Mittelwerts und Schätzung der Varianz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 390 e) Die Methode der kleinsten Quadrate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392

§5: Die GAUSSsche Normalverteilung und die Maximum Likelihood Methode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 404 a) Der Grenzfall des LAPLACEschen Fehlermodells . . . . . . . . . . . . . . 404 b) Die EULERsche Summenformel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 407 c) Die STIRLINGsche Formel und die Normalverteilung . . . . . . . . . . 410 d) Eigenschaften der Normalverteilung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 413 e) Die Maximum Likelihood Methode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 418 §6: Kompression von Bild- und Audiodaten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 421 a) Datenkompression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 421 b) Kovarianzen und Korrelationen bei der Europawahl 1999 . . . . . 424 c) Zufallsvariablen und ihre statistischen Kenngrößen . . . . . . . . . . . 427 d) Beispiele aus der Bildverarbeitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 429 e) Kovarianz und Korrelation von Zufallsvariablen . . . . . . . . . . . . . . 430 f) Modellierung von Bild- und Audiodaten durch Zufallsvariable 435 g) Komprimierung durch Dekorrelation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 437 h) Die diskrete Cosinus-Transformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 440