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Aufgabe 1: (5 Punkte)

a) a und b seien beliebige ganze Zahlen. Zeigen Sie, da� 10a + b genau dann durh sieben

teilbar ist, wenn a− 2b durh sieben teilbar ist.

Lösung: Ist a − 2b durh sieben teilbar, so ist a ≡ 2b mod 7, also

10a + b ≡ 20b + b = 21b ≡ 0 mod 7 .

Ist umgekehrt 10a + b durh sieben teilbar, so ist b ≡ −10a mod 7, also

a − 2b ≡ a + 20a = 21a ≡ 0 mod 7 .

b) Gilt auh allgemeiner, da� 10a + b ≡ a − 2b mod 7 f

�

ur alle a, b ∈ Z ?

Lösung: Nein; shon f

�

ur a = b = 1 sind 10a + b = 11 und a − 2b = −1 niht kongruent

modulo sieben.

) Wenden Sie a) mehrfah an um ohne Divisionen zu entsheiden, ob 12345 durh sieben

teilbar ist!

Lösung: 12345 ist genau dann durh sieben teilbar, wenn 1234−2 ·5 = 1224 durh sieben

teilbar ist. Dies wiederum ist genau dann durh sieben teilbar, wenn 122 − 2 · 4 = 114
durh sieben teilbar ist, was genau dann der Fall ist, wenn 11 − 2 · 4 = 3 durh sieben

teilbar ist. Letzteres ist o�ensihtlih niht der Fall.

Aufgabe 2: (7 Punkte)

a) Im August 2345 werden an der Rhinekar Shool of Commere die Klausuren f

�

ur den

Studiengang Wirtshaftsmathematik geshrieben. Alle Studenten des dritten Studienjahrs

sind pihtangemeldet f

�

ur die Klausuren Wirtshaftsalgebra, Wirtshaftsgeometrie und

Wirtshaftszahlentheorie. Im H

�

orsaal werden die Studenten jeweils in der Reihenfolge

ihres Eintre�ens auf die zur Verf

�

ugung stehenden Pl

�

atze verteilt, so da� alle Reihen au�er

der letzten voll besetzt sind. In der letzten Reihe sitzt bei jeder Klausur genau ein Student.

Wirtshaftsalgebra wird in einem H

�

orsaal geshrieben, in dem unter Klausurbedingungen

sieben Studenten in eine Reihe passen; elf Studenten sind niht ershienen.

Wirtshaftsgeometrie wird in einem H

�

orsaal geshrieben, in dem neun Studenten in eine

Reihe passen; zehn Studenten sind niht ershienen.

Im H

�

orsaal f

�

ur die Wirtshaftszahlentheorie passen nur f

�

unf Studenten in eine Reihe; hier

sind neun Studenten niht ershienen.

Insgesamt sind 444 Studenten im Studiengang Wirtshaftsmathematik eingeshrieben, von

denen nat

�

urlih weniger als die H

�

alfte im dritten Studienjahr sind. Wie viele Studenten

sind im dritten Studienjahr?



Lösung: x sei die gesuhte Anzahl der Studenten im dritten Studienjahr. Dann ist

x− 11 ≡ 1 mod 7 , x− 10 ≡ 1 mod 9 und x− 9 ≡ 1 mod 5 ,

also

x ≡ 12 ≡ 5 mod 7 , x ≡ 11 ≡ 2 mod 9 und x ≡ 10 ≡ 0 mod 5 .

Da sieben und neun teilerfremd sind, kann aus den ersten beiden Kongruenzen nah dem

hinesishen Restesatz die Restklasse von x modulo 7 · 9 = 63 bestimmt werden: Der

erweiterte Euklidishe Algorithmus liefert

9 : 7 = 1 Rest 2 =⇒ 2 = 1 · 9− 1 · 7
7 : 2 = 3 Rest 1 =⇒ 1 = 7− 3 · 2 = 7− 3 · (9− 7) = 4 · 7− 3 · 9 .

Somit ist

4 · 7 = 28 ≡
{
0 mod7

1 mod9
und − 3 · 9 = −27 ≡

{
1 mod7

0 mod9
,

also ist

28 · 2− 27 · 5 = −79 ≡
{
5 mod7

2 mod9
,

und damit x ≡ −79 ≡ −16 ≡ 47 mod 63.

Um noh die Kongruenz modulo f

�

unf ins Spiel zu bringen, k

�

onnten wir den erweiterten

Euklidishen Algorithmus auf 63 und 5 anwenden; einfaher ist es aber, nah einer Zahl k
zu suhen derart, da� 47+63k durh f

�

unf teilbar ist. Dies ist o�ensihtlih bereits f

�

ur k = 1
der Fall, also ist x ≡ 47 + 63 = 110 mod 315. Da weniger als 222 Studenten im dritten

Studienjahr sind, studieren dort also 110 Studenten.

b) Die Klausur in Wirtshaftszahlentheorie wird am letzten Freitag im August geshrieben.

Welhes Datum ist das?

Lösung: Falls der 31. August ein Donnerstag ist, f

�

allt der letzte Freitag im August auf

den 25. August; dies ist also der fr

�

uhestm

�

oglihe Termin. Im Jahr 2345 f

�

allt er auf den

Wohentag mit der Nummer

2344 +

[

2344

4

]

−

[

2344

100

]

+

[

2344

400

]

+ 31+ 28+ 31+ 30+ 31+ 30+ 31+ 25 mod 7

= 2344 + 586− 23+ 5+ 237 mod 7 = 3149 mod 7 = 6 ,

ist also ein Samstag. Der darauffolgende Freitag ist der 25 + 6 = 31. August, wie dieses

Jahr.

Aufgabe 3: (6 Punkte)

Bestimmen Sie alle ganzzahligen L

�

osungen des linearen Gleihungssystems

x+ 2y + 3z = 101 und 2x − 7y+ 8z = 102 !

Lösung: Nah der ersten Gleihung ist x = 101−2y−3z; Einsetzen in die zweite Gleihung

ergibt 202−11y+2z = 102 oder 11y−2z = 100. Der ggT von elf und zwei ist 1 = 11−5 ·2,
also ist 100 = 11 · 100 − 2 · 500. Weiter ist 11 · 2 − 2 · 11 die kleinstm

�

oglihe Darstellung

der Null als zwei und elf, also ist die allgemeine L

�

osung y = 100 + 2k und z = 500 + 11k
mit k ∈ Z. Daraus folgt dann noh x = 101 − 2y− 3z = −1599− 37k.

Einfaher wird es, wenn wir k = j − 50 setzen; dann ist

y = 2j, z = −50+ 11j und x = 251 − 37j .



b) Bestimmen Sie alle L

�

osungen mit x, y, z ∈ N !

Lösung: y ∈ N ist

�

aquivalent zu j ∈ N, und damit z in N liegt, mu� sogar j ≥ 5 sein.

x = 251 − 37j ist positiv f

�

ur j ≤ 6, also kommen nur j = 5 und j = 6 in Frage. Die

entsprehenden L

�

osungstripel sind x = 66, y = 10, z = 5 und x = 29, y = 12, z = 16.

Aufgabe 4: (8 Punkte)

a) Berehnen Sie im K

�

orper F97 die Elemente

x1 = 102 + 112 + 122, x2 = 31 · 32 und x3 =
20

33

Lösung: In F97 ist 102 = 100 = 3, 112 = 121 = 24 und 122 = 144 = 47, also ist

x1 = 3+ 24+ 47 = 74.

31 · 32 = 992 ≡ 22 mod 97; also ist x2 = 22.

Zur Berehnung von x3 m

�

ussen wir zun

�

ahst

�

uber den erweiterten Euklidishen Algo-

rithmus das multiplikative Inverse von 33 bestimmen:

97 : 33 = 2 Rest 31 =⇒ 31 = 97− 2 · 33
33 : 31 = 1 Rest 2 =⇒ 2 = 33− 31 = 33− (97 − 2 · 33) = 3 · 33− 97

31 : 2 = 15 Rest 1 =⇒ 1 = 31 − 2 · 15 = (97− 2 · 33) − 15 · (3 · 33− 97) = 16 · 97− 47 · 33

Das multiplikative Inverse von 33 in F97 ist also −47 = 50, und

x3 =
20

33
= 20 · 50 = 1000 = 30 .

Zur Probe k

�

onnen wir noh nahrehnen, da� in der Tat 30 · 33 = 990 ≡ 20 mod 97 ist.

b) Im K

�

orper F103 hat die Zwei die Ordnung 51. (Das m�

ussen Sie niht beweisen.) Zeigen Sie:

Wenn es ein Element x ∈ F103 gibt mit x2 = 2, so ist entweder x oder −x eine primitive

Wurzel.

Lösung: Die geraden Potenzen von x und von −x sind genau die Potenzen von zwei;

davon gibt es 51 vershiedene. Somit haben beide mindestens die Ordnung 51. Da die

Ordnung nah dem kleinen Satz von Fermat ein Teiler von 102 sein mu�, ist sie entweder

102 oder 51. Hat x die Ordnung 102, so ist x eine primitive Wurzel. Andernfalls hat x
die Ordnung 51 und (−x)51 = (−1)51 · x51 = −1; also hat −x die Ordnung 102 und ist

primitive Wurzel.

) Geben Sie eine Formel an, mit der man ein x mit x2 = 2 in F103 bestimmen kann { sofern

ein solhes x existiert.

Lösung: 103 ≡ 3 mod 4; falls es ein solhes x gibt, ist daher auh y = 2104/4 = 226 eine

L

�

osung, denn nah dem kleinen Satz von Fermat ist y2 = 252 = 251 · 2 = 2 in F103.

(Hier ist 226 = 38; 38 hat die Ordnung 51, aber −38 = 65 ist primitive Wurzel.)

d) Nun sei p eine beliebige Primzahl. Bestimmen Sie in Abh

�

angigkeit von p die drei Elemente

S =
∑

x∈Fp

x , P1 =
∏

x∈Fp

x und P2 =
∏

x∈F
×

p

x !



Lösung: F
�

ur p = 2 ist S = 0+1 = 1; f
�

ur p 6= 2 ist p ungerade, d.h. f

�

ur jedes x 6= 0 aus Fp

ist −x 6= x. In der Summe aller Elemente treten also die von Null vershiedenen Elemente

in Paaren additiv inverser Elemente auf, so da� die Summe gleih Null ist.

Da 0 ∈ Fp, ist nat�urlih P1 = 0 f

�

ur alle p.

F

�

ur P2 verwenden wir dieWilsonshe Kongruenz, wonah (p−1)! =
∏p−1

i=1 i ≡ −1 mod p
ist; somit ist P2 = −1 f

�

ur alle p. (F
�

ur p = 2 ist nat

�

urlih −1 = 1, so da� man hier k

�

urzer

auh P2 = 1 shreiben k

�

onnte.)

Aufgabe 5: (11 Punkte)

a) Zerlegen Sie die Zahl N = 37! in ihre Primfaktoren!

Lösung: Von den Zahlen zwishen eins und 37 sind die H

�

alfte durh zwei teilbar, jede

vierte sogar durh vier, jede ahte durh aht und so weiter; die Primzahl zwei hat in der

Primzerlegung also den Exponenten

∞∑

i=1

[

37

2i

]

= 18+ 9+ 4+ 2+ 1 = 34 .

F

�

ur die Drei erhalten wir entsprehend

∞∑

i=1

[

37

3i

]

= 12+ 4+ 1 = 17 ,

f

�

ur die F

�

unf

[

37

5

]

+

[

37

25

]

= 7+ 1 = 8 .

Alle

�

ubrigen Primzahlen p k

�

onnen in einer Zahl kleiner oder gleih 37 h

�

ohstens in der

ersten Potenz auftreten; die Anzahl der durh p teilbaren Zahlen und damit der Exponent

von p in der Primzerlegung von N ist also [37/p]. F
�

ur 19 ≤ p ≤ 37 ist das eins; f

�

ur p = 7
erhalten wir f

�

unf, f

�

ur p = 11 drei und f

�

ur p = 13 oder 17 ist es zwei. Somit ist

N = 234 · 317 · 58 · 75 · 113 · 132 · 172 · 19 · 23 · 29 · 31 · 37 .

b) Zeigen Sie: Ist N+ i eine Primzahl, so mu� ggT(i,N) = 1 sein.

Lösung: Der ggT ist ein Teiler von N+ i; falls er ungleih eins ist, kann N+ i daher niht
prim sein.

) Man kann zeigen, da� P = N + 1 prim ist. Q sei die n

�

ahstgr

�

o�ere Primzahl. Geben Sie

eine m

�

oglihst gute untere Shranke f

�

ur Q− P an!

Lösung: Wir suhen ein i ≥ 2, das teilerfremd zu N ist, also keinen Primteiler kleiner

oder gleih 37 hat. Das kleinste sohe i ist die n
�

ahste Primzahl nah 37, also 41. Somit

ist N+41 = P+40 die kleinste Zahl, von der wir niht o�ensihtlih ausshlie�en k

�

onnen,

da� sie prim ist. Wir wissen somit, da� Q−P ≥ 40 sein mu�. (Tats

�

ahlih ist N+41 niht
prim und Q − P = 126.)

d) Entsheiden Sie f

�

ur jede der drei Zahlen r = 31, 41, 64, ob es in (Z/P)× Elemente der

Ordnung r gibt, und bestimmen Sie gegebenenfalls deren Anzahl!

Lösung: Da P prim ist, ist (Z/P)× eine zyklishe Gruppe der Ordnung P − 1 = N = 37!;
g sei ein Erzeugendes dieser Gruppe. F

�

ur jeden Teiler d von N erzeugt dann gN/d
eine



Gruppe der Ordnung d; es gibt also Elemente der Ordnung d. Da die Ordnung eines

jeden Elements die Gruppenordnung teilen mu�, gibt es somit genau dann Elemente der

Ordnung d, wenn d Teiler von N ist. Dies ist bei 31 und 64 = 26 der Fall, niht aber

bei 41.

Die Elemente der Ordnung d sind im K

�

orper Z/P L

�

osungen der Gleihung xd = 1; da
eine Polynomgleihung in einem K

�

orper h

�

ohstens so viele L

�

osungen haben kann, wie ihr

Grad angibt, gibt es h

�

ohstens d. Diese haben aber niht alle die Ordnung d; die Ordnung
k

�

onnte auh ein Teiler von d sein.

r = 31 ist eine Primzahl; eine L

�

osung der Gleihung x31 = 1 hat also entweder die

Ordnung 31 oder eins; letzteres ist nur f

�

ur x = 1 der Fall. Somit gibt es 30 Elemente der

Ordnung 31.

r = 64 ist eine Zweierpotenz; eine L

�

osung der Gleihung x64 = 1 hat also Zweipotenz-

ordnung. Alle x, deren Ordnung kleiner als 64 ist, sind L

�

osungen von x32 = 1; wegen
x64 − 1 = (x32 + 1)(x32 − 1) sind die Elemente der Ordnung 64 die 32 Nullstellen von

x32 = −1; es gibt also 32 solhe Elemente.

(Alternativ k

�

onnte man auh benutzen, da� ϕ(31) = 30) und ϕ(64) = 32 ist.)

e) Hat die Kongruenz x2 ≡ 3 mod 37 ganzzahlige L

�

osungen?

Lösung: Da 37 eine Primzahl ist, gilt dies genau dann, wenn das Legendre-Symbol

(

3
37

)

= 1 ist. Da 37 ≡ 1 mod 4 ist, gilt nah dem quadratishen Reziprozit

�

atsgesetz

(

3

37

)

=

(

37

3

)

=

(

1

3

)

= 1 ,

denn eins ist nat

�

urlih ein quadratisher Rest modulo drei. Somit ist die Kongruenz l

�

osbar.

f) Hat die Kongruenz x2 ≡ 3 mod 185 ganzzahlige L

�

osungen? (185 = 5 · 37.)

Lösung: Dies ist genau dann der Fall, wenn die entsprehenden Kongruenzen modulo

f

�

unf und modulo 37 l

�

osbar sind. Nah der vorigen Teilaufgabe klappt es f

�

ur 37, aber

(

3
5

)

=
(

5
3

)

=
(

2
3

)

= −1, da zwei kein quadratisher Rest modulo drei ist. Somit ist die

Kongruenz niht l

�

osbar.

Aufgabe 6: (7 Punkte)

a) Die Zahl N = 17 690 411 ist Produkt zweier ungef
�

ahr gleih gro�er Primzahlen. Bestimmen

Sie diese!

Lösung: In dieser Situation bietet sih das Verfahren von Fermat an, d.h. wir suhen

ein i, f
�

ur das N+ i2 eine Quadratzahl ist. F
�

ur i = 0, 1, 2, 3, 4 ist

√
N+ i2 keine ganze Zahl,

aber

N+ 52 = 17 690 436 = 42062 .

Somit ist N = 42062 − 52 = (4206 − 5)(4206 − 5) = 4201 · 4211

b) Wenn wir alle Empfehlungen bez

�

uglih der Gr

�

o�e der Parameter ignorieren, k

�

onnen wir N
als RSA-Modul verwenden. Bestimmen Sie den kleinstm

�

oglihen Exponenten, mit dem das

funktioniert!

Lösung: e mu� teilerfremd sein zu p − 1 = 4200 = 42 · 100 = 23 · 3 · 52 · 7 und zu

q − 1 = 4210. Damit mu� e insbesondere ungerade sein und darf auh niht durh drei,

f

�

unf oder sieben teilbar sein; die kleinste zu p − 1 teilerfremde Zahl ist also elf. Elf ist

auh teilerfremd zu q − 1 = 4210, denn sonst w

�

are 421 durh elf teilbar und damit auh



440 − 421 = 19, was o�ensihtlih niht der Fall ist. Somit ist e = 11 der kleinstm

�

oglihe

�

o�entlihe Exponent.

) Finden Sie dazu einen m

�

oglihst kleinen privaten Exponenten d !

Lösung: p−1 und q−1 sind beide durh zehn teilbar, und das ist auh ihr ggT, denn zwei

Zahlen mit Di�erenz zehn k

�

onnen keinen gr

�

o�eren ggT haben. Das kleinste gemeinsame

Vielfahe von p− 1 und q − 1 ist daher

λ =
(p− 1)(q − 1)

10
= 4200 · 421 = 1 768 200 .

Wir m

�

ussen eins als Linearkombination aus dieser Zahl und elf ausdr

�

uken, also den

erweiterten Euklidishen Algorithmus anwenden:

1 768 200 : 11 = 160 745 Rest 5 =⇒ 5 = 1 768 200 − 11 · 160 745
11 : 5 = 2 Rest 1 =⇒ 1 = 11− 2 · (1 768 200 − 11 · 160 745) = 321 491 · 11− 2 · 1 768 200 .

Somit k

�

onnen wir d = 321 491 w

�

ahlen.

Aufgabe 7: (6 Punkte)

a) Bestimmen Sie die Kettenbruhentwiklung von

√
26 !

Lösung: Da 52 < 10 < 62, ist der ganzzahlige Anteil f
�

unf; der Kehrwert der Di�erenz ist

1√
26 − 5

=

√
26+ 5

26− 52
= 5+

√
26

und hat ganzzahligen Anteil zehn. Den Kehrwert der Di�erenz ist

1√
26 − 5

=

√
26+ 5

26− 52
= 5+

√
26 ,

wie im vorigen Shritt. Also ist die Kettenbruhentwiklung ab hier periodish:

√
26 = 5+

1

10+
1

10+
1

10+ · · ·

.

b) Finden Sie eine ganzzahlige L

�

osung der Gleihung x2−26y2 = 1 sowie eine der Gleihung
x2 − 26y2 = −1 !

Lösung: Aus x2 − 26y2 = ±1 folgt

(

x

y

)2

− 26 =

(

x

y
−
√
26

)(

x

y
+
√
26

)

= ± 1

y2
=⇒

x

y
−
√
26 = ± 1

y2

(

x

y
+
√
26

)
.

Wegen

(

x

y

)2

> 1 ist
x

y
>

√
26, also ist der Nenner rehts insbesondere gr

�

o�er als 2y2
, und

damit mu� x/y nah Legendre eine Konvergente der Kettenbruhentwiklung von

√
26

sein.



Wir m

�

ussen also die Nenner und Z

�

ahler der Konvergenten der Kettenbruhentwiklung

durhprobieren. 5 = 5
1
liefert 52− 26 · 12 = −1, l

�

ost also die zweite Gleihung. Die n

�

ahste

Konvergente ist 5 1
10

= 51
10
, und 512 − 26 · 102 = 1. Somit ist x = 51, y = 10 eine L

�

osung

der ersten Gleihung.

) Finden Sie einen N

�

aherungsbruh mit m

�

oglihst kleinem Nenner, der sih h

�

ohstens um

10−4
von

√
26 untersheidet! Beweisen Sie diese Shranke, ohne die Dezimaldarstellung

von

√
26 zu verwenden!

Lösung: Die besten N

�

aherungen sind die Konvergenten der Kettenbruhentwiklung; ist

p/q eine solhe Konvergente, so ist der Betrag der Abweihung kleiner als 1/q2
. F

�

ur

eine Abweihung von h

�

ohstens 10−4
brauhen wir also eine Konvergente mit Nenner

mindestens hundert. Bei den beiden in b) berehneten Konvergenten ist das noh niht

der Fall; wir m

�

ussen also die n

�

ahste Berehnen. Diese ist 5 10
101

= 515
101

, und die l

�

ost unser

Problem.

Aufgabe 8: (10 Punkte)

a) Zeigen Sie: Jedes Element x ∈ Z⊕Zi, dem Ring der Gau�shen Zahlen, mit primer Norm

ist irreduzibel.

Lösung: Angenommen, x = yz l
�

a�t sih als Produkt zweier Gau�sher Zahlen shreiben.

Wegen der Multiplikativit

�

at der Norm ist dann N(x) = N(y)N(z), und da N(x) eine

Primzahl ist, mu� damit entweder N(y) oder N(z) gleih eins sein. Damit ist in jeder

Produktdarstellung x = yz einer der beiden Faktoren eine Einheit, d.h. x ist irreduzibel.

b) Zerlegen Sie 85i im Ring Z⊕ Zi in ein Produkt irreduzibler Element!

Lösung: 85 = 5 · 17 ist ein Produkt zweier Primzahlen kongruent eins modulo vier, beide

lassen sih also weiter zerlegen. Wegen 5 = 22 + 12 und 17 = 42 + 12 ist

5 = (2+ i)(2− i) = (1+ 2i)(1− 2i) und 17 = (4+ i)(4− i) = (1+ 4i)(1− 4i) .

Somit ist 85i beispielsweise das Produkt

85i = (2+ i)(2− i)(4+ i)(4+ i)i .

Au�er dem Faktor i sind alle Faktoren irreduzibel, denn N(2±i) = 5 und N(4±i) = 5 sind
Primzahlen. Die Einheit i k

�

onnen wir in irgendeinen der

�

ubrigen Faktoren hineinziehen,

ohne etwas an dessen Irreduzibilit

�

at zu

�

andern, z.B. in den ersten. Damit ist

85i = (2i − 1)(2− i)(4+ i)(4− 1) .

) Finden Sie, ausgehend von b), alle Darstellungen von 85 als Summe zweier Quadrate!

Lösung: Da 85 Produkt zweier Primzahlen kongruent eins modulo vier ist, gibt es bis auf

Reihenfolge zwei solhe Darstellungen. In der Zerlegung 85 = (2 + i)(2 − i)(4 + i)(4 − i)
k

�

onnen wir einmal die Faktoren mit plus zusammenfassen zu

85 =
(

(2+ i)(4+ i)
)(

(2− i)(4− i)
)

= (7+ 6i)(7 + 6i) = 72 + 62

oder wir fassen Faktoren mit vershiedenem Zeihen zusammen:

85 =
(

(2+ i)(4− i)
)(

(2− i)(4+ i)
)

= (9+ 2i)(9 − 2i) = 92 + 22 .



d) Bestimmen Sie alle Elemente der Norm 85 in Z⊕ Zi !

Lösung: Die Norm von a + bi ist a2 + b2
; nah ) ist das genau f

�

ur die Zahlen ±7± 6i
und ±6± 7i, ±9± 2i und ±2± 9i gleih 85.

e) Leiten Sie aus dem Ergebnis von d) eine Darstellung von π als Linearkombination geeig-

neter Arkustangenswerte ab!

Lösung: Auf dem Kreis mit Radius

√
85 um den Nullpunkt O liegen die Punkte

P1 = (9, 2), P2 = (7, 6), P3 = (6, 7), P4 = (2, 9)

sowie noh P0 =
(
√
85, 0

)

und P5 =
(

0,
√
85

)

. Alles ist symmetrish zur ersten Winkelhal-

bierenden, d.h.

<OP0P1 = <OP4P5 und <OP1P2 = <OP3P4 .

Damit ist

π

2
= <OP0P5 = 2<OP0P1 + 2<OP1P2 +<OP2P3 ,

also

π = 4<OP0P1 + 4<OP1P2 + 2+<OP2P3 .

Projizieren wir P1 senkreht auf die Gerade OP0, erhalten wir einen Punkt P′

1 = (9, 0),

der zusammen mit O und P1 ein rehtwinkliges Dreiek bildet. Die Gegenkathete P′

1P1

des Winkels bei O hat die L

�

ange zwei, die Ankathete L

�

ange neun, also ist

tan<OP0P1 =
2

9
und <OP0P1 = artan

2

9
.

F

�

ur die

�

ubrigen Winkel m

�

ussen wir den Satz vom Innenwinkel anwenden, um rehtwinklige

Dreieke zu bekommen: Bezeihnet Qi den an der y-Ahse gespiegelten Punkt Pi, so ist

<OPiPi+1 = 2<QiPiPi+1 .

Bezeihnet P′

i den auf die Gerade QiPi projizierten Punkt Pi+1, so ist △QiP
′

iPi+1 ein

rehtwinkliges Dreiek, dessen Winkel bei Qi wir berehnen k

�

onnen.

F

�

ur i = 1 ist P1 = (9, 2), also Q1 = (−9, 2), und die Projektion von P2 = (7, 6) auf die
Gerade Q1P1 ist P′

1 = (7, 2). Die Gegenkathete P′

1P2 hat somit die L

�

ange 6− 2 = 4, und
f

�

ur die Ankathete erhalten wir 9+ 7 = 16. Somit ist

tan<Q1P
′

1P2 =
4

16
=

1

4
und <OP1P2 = 2<Q1P

′

1P2 = 2 artan
1

4
.

Entsprehend haben wir f

�

ur i = 2 die Punkte P2 = (7, 6) und P3 = (6, 7); hier ist also
Q2 = (−7, 6) und P′

2 = (6, 6). Die Ankathete hat somit L

�

ange eins und die Gegenkathete

L

�

ange dreizehn, d.h.

tan<Q2P
′

2P3 =
1

13
und <OP2P3 = 2<Q2P

′

2P3 = 2 artan
1

13
.

Einsetzen in die obige Formel f

�

uhrt auf das Ergebnis

π = 4 artan
2

9
+ 8 artan

1

4
+ 4 artan

1

13
.


