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Modulklausur Zahlentheorie

XX Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! coe

Aufgabe 1: (7 Punkte) . .
a) ao,...,0q, seien ganze Zahlen und ey,...,e, € Ny. Zeigen Sie: > a;10°t = )} a; mod 9
i=0 i=0

Loésung: Wegen 10 = 1 mod 9 ist auch 10° = 1 mod 9 fiir alle e € Np.

b) Eine natiirliche Zahl n ist genau dann durch neun teilbar, wenn die Summe ihrer Dezi-
malziffern (ihre Quersumme) durch neun teilbar ist.

L6sung: Das ist der Spezialfall von a) bei dem alle e; =1 sind und a; € {0,1,...,9}.

c) n € N sei die Dezimalzahl, die entsteht, wenn man die Zahlen von eins bis 100 ohne
Zwischenrdume hintereinander schreibt, also

n = 12345678910111213 ... 96979899100 .

Bestimmen Sie die Reste von m bei der Division durch a = 2,3,4,5,6,72,8,9,10!
(Die 72 an Stelle von 7 ist kein Druckfehler: Der Rest modulo 7 wire nur mit grofiem
Aufwand zu bestimmen; der modulo 72 148t sich einfach aus den anderen berechnen.)

Losung: n ist durch hundert teilbar, also erst recht durch 2,4,5 und 10. Setzen wir a; =1
148t sich n mit geeigneten e; in der Form aus a) schreiben; somit ist

100 100
100 - 101
n= ay = i=——=5050=54+5=10=1Tmod 9,
L& T

und damit ist auch n = 1 mod 3.

Dan = 1mod 3, ist n = 1 mod 6 oder n = 4 mod 6. Da n gerade ist, kommt nur die
zweite Moglichkeit in Betracht.

Da 1000 und jedes Vielfache davon durch acht teilbar sind, ist n = 100 = 4 mod 8.

72 = 8- 9; wie wir bereits wissen, ist n = 4 mod 8 und n = 1 mod 9. Da acht und
neun teilerfremd sind, k6nnen wir den chinesischen Restesatz anwenden, um n mod 72 zu

bestimmen:
95{1 mod 8 0 mod 38 .

0 mod? 1 mod9’
somit ist n =—8-1+4+ 9-4 =28 mod 72. Der gesuchte Divisionsrest ist also 28.

und —85{

d) Als gerade Zahl kann n natiirlich nicht prim sein. Wenn wir hinten noch die Zahl 101
anhéngen, erhalten wir eine ungerade Zahl m. Ist m eine Primzahl?
101
Losung: Nach o) ist m= )} i= % -101 - 102 mod 9. Da 102 durch drei teilbar ist, gilt
i=1
dasselbe fiir m, so dafl auch m keine Primzahl ist.



Aufgabe 2: (6 Punkte)

Bei der Fufiballweltmeisterschaft feiern in einem Restaurant einige Fufiballspieler sowie
bayrische und russische Fans. Um unsere Vorurteile zu respektieren, bestellt jeder bayri-
sche Fan eine Maf} Bier und jeder russische Fan hundert Gramm Wodka. Die Fufiballspieler
sind in Gruppen von jeweils elf Freunden gekommen, und eingedenk der Ermahnungen
seines Trainers bestellt jeder von ihnen ein Glas Mineralwasser. Eine Mafl Bier kostet 300
Rubel, hundert Gramm Wodka hundert Rubel und ein Glas Mineralwasser 600 Rubel. Der
Kellner serviert siebzig Getrdnke und kassiert (ohne Trinkgeld) 21400 Rubel. Wie viele
Fuflballspieler und wie viele bayrische bzw. russische Fans sind anwesend?

Losung: x sei die Anzahl der Fufiballspieler, y die der bayrischen Fans und z die der
russischen. Wenn wir die Preise der Einfachheit halber in hundert Rubel ausdriicken,
erhalten wir die beiden Gleichungen

x+y+z=70 und 6x+3y+z=214.

AuBlerdem ist x durch elf teilbar.

Substituieren wir z =70 — x —y in der zweiten Gleichung, erhalten wir
5x +2y =214 —-70 = 144.

Der ggT eins von fiinf und zwei 188t sich als 1 =5-1— 2 -2 darstellen; also ist
144 =5-144 —2-288.

Von dieser Gleichung koénnen wir noch Vielfache von 0 = 5-2 — 2 - 5 subtrahieren; die
allgemeine ganzzahlige Losung ist also

x =144 -2k, y=-288+5k und z=70—x—y =214—-3k.

Da x,y,z positiv sein miissen, ist k < 72, k > 288/5 > 57 und k < 214/3 < 72, d.h.
58 < k < 71. Damit liegt x zwischen 154 —2-71 =12 und 154 — 2 - 58 = 38 und ist eine
gerade, durch elf teilbare Zahl. Somit ist x = 22 und k =61, alsoy =561 —288 =17
und z=70—22—17 =31.

Anwesend sind somit 22 Spieler, 17 bayrische und 31 russische Fans.

Aufgabe 3: (8 Punkte)
Berechnen Sie im Korper Fq4; die Elemente
5
x1:92—|—102+122, X2 =25-40 und X3:§
Losung: In Fio ist 92 = 81 = —20, 10> = 100 = —1 und 122 = 144 = 43, also
X1 =—-20—1-—43 =22,
X2 = 2540 = 1000; wegen 100 = —1 ist x; = —10 = 921.

Zur Berechnung von x3 miissen wir zundchst iiber den erweiterten EukLiDischen Algo-
rithmus das multiplikative Inverse von 33 bestimmen:

101:33 =3 Rest 2=2=101—-3-33
33:2=16Rest 1 =1=33—-16-(101—-3-33) =49-33 —16- 101

Somit ist 492 -33 = 1 mod 101; im Korper Fqp7 ist also x3 =5/33 =549 =245 = 43. Zur
Probe kdnnen wir noch nachrechnen, dafl in der Tat 43 -33 = 1419 =14 - 101 + 5 ist.



b)

d)

b)

d)

Zeigen Sie, daB in Fyo1 gilt [, ,i=1"

Loésung: Nach der WiLsoNschen Kongruenz ist 100! = 1‘[23‘;1 = —1 mod 101; wegen
100 = —1 mod 107 ist das Produkt also kongruent zu +1, wenn man den Faktor 100
weglafit.

Zeigen Sie, dafl zwei eine primitive Wurzel modulo 101 ist!

Losung: 101 —1 = 100 = 22 -.57; ein Element a ist also genau dann eine primitive Wurzel,
wenn a'®® = 1 mod 101 ist, aber a?® und a®® modulo 101 beide von eins verschieden sind.

210 = 1024 = 14 mod 101; also ist 220 = 14? = 196 = —6 mod 101 offensichtlich von eins
verschieden.

250 = 220.220 210 = (_6)2 .14 = 504 = —1 mod 101 ist ebenfalls von eins verschieden,
aber das Quadrat 2'°° ist kongruent eins. Somit ist zwei in der Tat eine primitive Wurzel.

Finden Sie alle Losungen der Gleichung x24+1=0inFo1!

Losung: Die Gleichung ist dquivalent zu x> = —1 = 100, hat also offensichtlich +10 als
Lésungen. Da wir in einem Korper sind, kann es nicht mehr als zwei Losungen geben;
somit sind x = 10 und x = 101 — 10 = 91 die einzigen Losungen.

Aufgabe 4: (8 Punkte)
2018 =2-1009, und 1009 ist eine Primzahl.

Welche Zahlen zwischen null und 2017 sind invertierbar modulo 2018, und wie viele sind
das?

Loésung: Das sind alle, die teilerfremd zu 2018 sind, also weder durch zwei noch durch
1009 teilbar. Im angegebenen Bereich sind das alle ungeraden Zahlen aufler 1009, also
1008 Stiick.

Wie viele Elemente hat die prime Restklassengruppe modulo 2 - 2018 = 4036 ?
Loésung: Die Primzerlegung von 4036 ist 22 - 1009, also ist

©(4036) = @(22) - @(1009) = (22 —2) - (1009 — 1) = 2016.
(Alternativ kann man natiirlich auch wie bei a) argumentieren.)
Hat die Kongruenz x? = 7 mod 1009 ganzzahlige Losungen?

Lésung: Da 1009 eine Primzahl ist, gilt dies genau dann, wenn das LEGENDRE-Symbol
(1¢55) = 1ist. Da 1019 = 1 mod 4 ist und 1009 : 7 = 144 Rest 1, gilt nach dem quadrati-

schen Reziprozitatsgesetz
7 _ (1009 _ /TN 1
1009 ) 7 S\7)

denn eins ist natiirlich ein quadratischer Rest modulo sieben. Somit ist die Kongruenz
16sbar.

Hat die Kongruenz x*> = 7 mod 2018 ganzzahlige Losungen?

Lésung: Wie wir gerade gesehen haben, gibt es x € Z mit x> = 7 mod 1009. Auferdem
gibt es y € Z mit y? = 7 mod 2, beispielsweise y = 1. Nach dem chinesischen Restesatz
lassen sich aus x und y Zahlen z bestimmen, mit z> = 7 mod 2018. Die Kongruenz ist
daher 16sbar.



e)

b)

Auf welchen Wochentag fallt der 1. Marz 4036 7
Loésung: Die Nummer des Wochentags ist modulo sieben kongruent zu

4035] 4035 4035
4 100 400

4035+ [ } +314+29+1 = 4035+1008—40+4+10+61 = 5074 = 6 mod 7 .

Der 1. Mérz 4036 ist also ein Samstag.

Aufgabe 5: (7 Punkte)

Die Zahl N = 21040553 ist Produkt zweier ungefahr gleich grofier Primzahlen. Bestimmen
Sie diese!

Losung: In dieser Situation bietet sich das Verfahren von FERMAT an, d.h. wir suchen
ein 1, fiir das N + i? eine Quadratzahl ist. Fiir i = 0,1,2,3 ist v/N + i2 keine ganze Zahl,
aber

N +42 = 21040569 = 4587~ .

Somit ist N = 45872 — 42 = (4587 — 4)(4587 + 4) = 4583 - 4591

Wenn wir alle Empfehlungen beziiglich der Grofie der Parameter ignorieren, kénnen wir N
als RSA-Modul verwenden. Bestimmen Sie den kleinstmoglichen Exponenten, mit dem das
funktioniert!

Losung: e muf} teilerfremd sein zu p — 1 = 4582 und zu q — 1 = 4590. Damit muf} e
insbesondere ungerade sein. 4590 ist sowohl durch drei als auch durch fiinf teilbar, also
kommen diese Zahlen nicht in Frage. Bei Division durch sieben hat 4582 den Rest vier
und 4590 Rest fiinf, also ist e = 7 der kleinstmdgliche 6ffentliche Exponent.

Finden Sie dazu einen moéglichst kleinen privaten Exponenten d!

Losung: q — 1 ist offensichtlich durch zwei, fiinf und neun teilbar; Division durch deren
Produkt 90 ergibt den Quotienten 51 = 3-17. Somit ist 4590 = 2-33.5-17. Ware p—1 durch
drei, fiinf oder siebzehn teilbar, so auch die Differenz q —p = 8, und das ist offensichtlich
nicht der Fall. Das kleinste gemeinsame Vielfache von p — 1 und q — 1 ist daher

(p—1)(q—1)  4582-459%

A=
2 2

=10515690.

Wir miissen eins als Linearkombination aus dieser Zahl und sieben ausdriicken, also den
erweiterten EUKLIDischen Algorithmus anwenden:

10515690 : 7 = 1502241 Rest 3 = 3 =10515690 — 7 - 1502 241
7:3=2Rest 1 = 1=7—2-(10515690 —7-1502241) =3004483 -7 —2-10515690 .

Somit konnen wir d = 3004483 wihlen.

Aufgabe 6: (8 Punkte)
Bestimmen Sie die Kettenbruchentwicklung von v/12 = 2v/3!

Losung: Da 3% < 12 < 42, ist der ganzzahlige Anteil drei; der Kehrwert der Differenz ist

1 V1243, Vi
Vi2—3 12-32 3




b)

und hat ganzzahligen Anteil zwei. Bilden wir wieder den Kehrwert der Differenz

1 1 _ 3 :3(\/ﬁ+3):\/ﬁ+3’
W12—-1 V12-3 3

so ist dessen ganzahliger Anteil sechs. Die Differenz ist v/12—3, was wir schon oben hatten,
d.h. ab hier wir alles periodisch und

1
VI2=3+
2+

1
1
1

6+

6+
2+

Finden Sie eine ganzzahlige Lésung der Gleichung x* — 12y? = 1!

Lésung: Aus x? — 12y% = 1 folgt

() =G (o)== v ey

2
Wegen <§> > 1ist x > /12, also ist der Nenner rechts insbesondere gréfier als 2y?, und
Y Y

damit mufl x/y nach LEGENDRE eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung von /12
sein.

Wir miissen also die Nenner und Zdhler der Konvergenten der Kettenbruchentwicklung
durchprobieren. 3 = % liefert 32 — 12 - 1?2 = —3. Die nichste Konvergente ist 3% = %, und

72 —12-2? = 1. Somit ist x = 7,y = 2 eine Ldsung.

Finden Sie einen Ndherungsbruch mit mdglichst kleinem Nenner, der sich héchstens um
1073 von 611/576 unterscheidet! Beweisen Sie diese Schranke, ohne die Dezimaldarstellung
der relevanten Briiche zu berechnen.

Losung: Die besten Ndherungen sind die Konvergenten der Kettenbruchentwicklung; ist
p/q eine solche Konvergente, so ist der Betrag der Abweichung kleiner als 1/q2.

ﬂ—1—1—3—5 und %—16—1—&'
576 576 35 35°
der erste Naherungsbruch ist also 111—6. Da 16? = 28 = 256 kleiner als Tausend ist, reicht

das noch nicht.

?—Z =2+ %, der nachste Naherungsbruch ist also
1 2 35
14+ ——=1===.
1
16+ S 33 33

Da 33% = 1089 > 1000 ist, unterscheidet sich dieser Bruch um héchstens ein Tausendstel
von 611/576.



b)

d)

Aufgabe 7: (8 Punkte)

Zeigen Sie, das 2i im Ring Z @ Zi der GAussschen Zahlen als Quadrat eines irreduziblen
Elements geschrieben werden kann!

Lésung: Bekanntlich ist 2 = (1 +1)(1 — 1), also ist
2i=(141)- ({0 -1)) =0 +)A+1) =1 +1)?>.
1 + 1 ist irreduzibel, da seine Norm zwei eine Primzahl ist.

Zerlegen Sie 341 in Z ¢ Zi in ein Produkt von Potenzen nicht assoziierter irreduzibler
Elemente!

Loésung: 34 =2-17. Da 17 = 1 mod 4 und prim ist, 1aBt sich diese Zahl als Summe zweier
Quadrate schreiben; in der Tat ist 17 = 4% + 12. Somit ist 17 = (4 4+ i)(4 — i). Beide
Faktoren sind irreduzibel, da ihre Norm die Primzahl 17 ist, und sie sind nicht assoziiert,
da es in Z @ Zi nur die vier Einheiten +1 und +i gibt und der Quotient der beiden Zahlen
mit keiner davon iibereinstimmt. Zusammen mit a) folgt, dafl

3i=(14+1)2(@+1)4—-1)
die gesuchte Zerlegung ist.

Finden Sie, ausgehend von @) und b), alle Darstellungen von 34 als Summe zweier
Quadrate!

Losung: Da 34 = 2 - 17 nur einen Primteiler kongruent eins modulo vier hat, gibt es bis
auf Reihenfolge nur eine solche Darstellung.

34 =217 = (141)(1=1) (4+1) (4—1) = ((14+1) (4+1)) (1—1) (4—1)) = (3+51)(3—51) = 32+57.

Bestimmen Sie alle Elemente der Norm 34 in Z @ Zi!

Lésung: Die Norm von a -+ bi ist a? 4+ b?; nach c) ist das nur fiir die Zahlen +3 4 5i und
£5 £ 3i gleich 34.

Berechnen Sie in Z ® Zi den ggT von 7 + 191 und 10!
Lésung: 77;!)% = % + }—Zi hat 1+ 2i als néchstgelegene Zahl aus Z & Zi; wir kdnnen also

setzen
(74+191) : 10=1+2i Rest —3—1i.

Im n&chsten Schritt ist
10 —304 101 _30+10i

31 (3-1(3+1) 10

=-3+1,

Die Division geht also auf ohne Rest; somit ist der ggT gleich —3 —1i. Da ein ggT nur bis
auf HEinheiten eindeutig bestimmt ist, konnen wir noch beispielsweise mit der Einheit —1
multiplizieren, um das etwas schonere Ergebnis 3 41 zu bekommen; wir kénnten auch mit
—1 multiplizieren und ,den“ ggT als 1+ 3i darzustellen.



b)

d)

Aufgabe 8: (8 Punkte)
P1,--..,Pr seien verschiedene Primzahlen, und N sei ihr Produkt.
Wie viele Elemente hat die prime Restklassengruppe (Z/N)* ?

Loésung: Die Ordnung der primen Restklassengruppe ist

e(N)=eop1)---op)=pP1—1)---(pr—1).

A sei ein gemeinsames Vielfaches aller Zahlen p; — 1. Zeigen Sie, daB a®*' = a mod N fiir
alle a € Z.

Loésung: Ist a teilerfremd zu pi, so ist aPi~! = 1 mod p; nach dem kleinen Satz von

FERMAT. Da A ein Vielfaches von p; — 1 ist, folgt, dal dann auch a* = 1 mod p; ist und
damit a**' = 1 mod p;.

Eine nicht zu p; teilerfremde Zahl a ist durch p; teilbar, und dasselbe gilt natiirlich auch
fir a®*', d.h. a®' =0 = a mod p;.

Somit ist a®' = a mod p; fiir alle a € Z. Da dies fiir alle i gilt, folgt a®*' = a mod N
fiir alle a € Z.

e sei teilerfremd zu allen Zahlen p; — 1. Zeigen Sie, dafl die Abbildung
{ Z/N — Z/N

x —= x¢
bijektiv ist!

Losung: A sei das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen p; — 1. (Man kénnte auch
das Produkt nehmen.) Nach b) ist dann a**! = a mod N fiir alle a € Z.

Da e teilerfremd zu allen p; —1 ist, ist es auch teilerfremd zu A; der erweiterte EukLIDische
Algorithmus liefert also Zahlen d, k mit de —kA = 1. Durch Addition eines Vielfachen der
Gleichung eA — Ae = 0 kOnnen wir gegebenenfalls erreichen, dal d und k beide positiv
sind.

Dann ist a%® = a'™** = a mod N fiir alle a € Z, denn mit A ist auch kA ein gemeinsames
Vielfaches aller p; — 1, so dafl wir b) anwenden konnen.

Dies zeigt, dafl die Abbildung

x — x4

{Z/N — 7Z/N

invers zur obigen Abbildung ist, so dafl beide bijektiv sein miissen.

Folgern Sie, dafl man beim RSA-Verfahren auch einen Modul N benutzen kann, der Pro-
dukt von mehr als zwei (paarweise verschiedenen) Primzahlen ist, und begriinden Sie,
warum man das nicht tut.

Losung: Wie die Losung von c) zeigt, kann jemand, der die Faktorisierung von N kennt
eine Umkehrabbildung zur Potenzierung mit e bestimmen, und alles funktioniert genauso
wie bei RSA. Bei einer vorgegebenen Grofle von N wird allerdings mit steigender Anzahl
die Grofle des kleinsten Faktors immer kleiner, was die Faktorisierung von N erleichtert.
RSA mit mehr als zwei Faktoren ware somit unsicherer als das klassische Verfahren mit
nur zwei Primzahlen.



