
Wolfgang K. Seiler A5, C201

Tel. 2515

14. Juni 2018

Modulklausur Zahlentheorie
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Aufgabe 1: (7 Punkte)

a) a0, . . . , ar seien ganze Zahlen und e0, . . . , er ∈ N0. Zeigen Sie:

r∑

i=0

ai10
ei ≡

r∑

i=0

ai mod 9

Lösung: Wegen 10 ≡ 1 mod 9 ist au
h 10e ≡ 1 mod 9 f

�

ur alle e ∈ N0.

b) Eine nat

�

urli
he Zahl n ist genau dann dur
h neun teilbar, wenn die Summe ihrer Dezi-

malzi�ern (ihre Quersumme) dur
h neun teilbar ist.

Lösung: Das ist der Spezialfall von a) bei dem alle ei = i sind und ai ∈ {0, 1, . . . , 9}.


) n ∈ N sei die Dezimalzahl, die entsteht, wenn man die Zahlen von eins bis 100 ohne

Zwis
henr

�

aume hintereinander s
hreibt, also

n = 12345678910111213 . . . 96979899100 .

Bestimmen Sie die Reste von n bei der Division dur
h a = 2, 3, 4, 5, 6, 72, 8, 9, 10 !
(Die 72 an Stelle von 7 ist kein Dru
kfehler: Der Rest modulo 7 w

�

are nur mit gro�em

Aufwand zu bestimmen; der modulo 72 l

�

a�t si
h einfa
h aus den anderen bere
hnen.)

Lösung: n ist dur
h hundert teilbar, also erst re
ht dur
h 2, 4, 5 und 10. Setzen wir ai = i
l

�

a�t si
h n mit geeigneten ei in der Form aus a) s
hreiben; somit ist

n ≡
100∑

i=1

ai =

100∑

i=1

i =
100 · 101

2
= 5050 ≡ 5+ 5 = 10 ≡ 1 mod 9 ,

und damit ist au
h n ≡ 1 mod 3.

Da n ≡ 1 mod 3, ist n ≡ 1 mod 6 oder n ≡ 4 mod 6. Da n gerade ist, kommt nur die

zweite M

�

ogli
hkeit in Betra
ht.

Da 1000 und jedes Vielfa
he davon dur
h a
ht teilbar sind, ist n ≡ 100 ≡ 4 mod 8.

72 = 8 · 9; wie wir bereits wissen, ist n ≡ 4 mod 8 und n ≡ 1 mod 9. Da a
ht und

neun teilerfremd sind, k

�

onnen wir den 
hinesis
hen Restesatz anwenden, um n mod 72 zu
bestimmen:

9 ≡
{
1 mod 8

0 mod 9
und − 8 ≡

{
0 mod 8

1 mod 9
;

somit ist n ≡ −8 · 1+ 9 · 4 = 28 mod 72. Der gesu
hte Divisionsrest ist also 28.

d) Als gerade Zahl kann n nat

�

urli
h ni
ht prim sein. Wenn wir hinten no
h die Zahl 101

anh

�

angen, erhalten wir eine ungerade Zahl m. Ist m eine Primzahl?

Lösung: Na
h a) ist m ≡
101∑

i=1

i = 1
2
· 101 · 102 mod 9. Da 102 dur
h drei teilbar ist, gilt

dasselbe f

�

ur m, so da� au
h m keine Primzahl ist.



Aufgabe 2: (6 Punkte)

Bei der Fu�ballweltmeisters
haft feiern in einem Restaurant einige Fu�ballspieler sowie

bayris
he und russis
he Fans. Um unsere Vorurteile zu respektieren, bestellt jeder bayri-

s
he Fan eine Ma� Bier und jeder russis
he Fan hundert GrammWodka. Die Fu�ballspieler

sind in Gruppen von jeweils elf Freunden gekommen, und eingedenk der Ermahnungen

seines Trainers bestellt jeder von ihnen ein Glas Mineralwasser. Eine Ma� Bier kostet 300

Rubel, hundert GrammWodka hundert Rubel und ein Glas Mineralwasser 600 Rubel. Der

Kellner serviert siebzig Getr

�

anke und kassiert (ohne Trinkgeld) 21 400 Rubel. Wie viele

Fu�ballspieler und wie viele bayris
he bzw. russis
he Fans sind anwesend?

Lösung: x sei die Anzahl der Fu�ballspieler, y die der bayris
hen Fans und z die der

russis
hen. Wenn wir die Preise der Einfa
hheit halber in hundert Rubel ausdr

�

u
ken,

erhalten wir die beiden Glei
hungen

x+ y+ z = 70 und 6x+ 3y + z = 214 .

Au�erdem ist x dur
h elf teilbar.

Substituieren wir z = 70− x− y in der zweiten Glei
hung, erhalten wir

5x + 2y = 214 − 70 = 144 .

Der ggT eins von f

�

unf und zwei l

�

a�t si
h als 1 = 5 · 1− 2 · 2 darstellen; also ist

144 = 5 · 144− 2 · 288 .

Von dieser Glei
hung k

�

onnen wir no
h Vielfa
he von 0 = 5 · 2 − 2 · 5 subtrahieren; die

allgemeine ganzzahlige L

�

osung ist also

x = 144− 2k, y = −288+ 5k und z = 70− x− y = 214 − 3k .

Da x, y, z positiv sein m

�

ussen, ist k < 72, k > 288/5 > 57 und k < 214/3 < 72, d.h.
58 ≤ k ≤ 71. Damit liegt x zwis
hen 154 − 2 · 71 = 12 und 154 − 2 · 58 = 38 und ist eine

gerade, dur
h elf teilbare Zahl. Somit ist x = 22 und k = 61, also y = 5 · 61 − 288 = 17
und z = 70− 22− 17 = 31.

Anwesend sind somit 22 Spieler, 17 bayris
he und 31 russis
he Fans.

Aufgabe 3: (8 Punkte)

a) Bere
hnen Sie im K

�

orper F101 die Elemente

x1 = 92 + 102 + 122, x2 = 25 · 40 und x3 =
5

33

Lösung: In F101 ist 92 = 81 = −20, 102 = 100 = −1 und 122 = 144 = 43, also
x1 = −20− 1− 43 = 22.

x2 = 25 · 40 = 1000; wegen 100 = −1 ist x2 = −10 = 91.

Zur Bere
hnung von x3 m

�

ussen wir zun

�

a
hst

�

uber den erweiterten Euklidis
hen Algo-

rithmus das multiplikative Inverse von 33 bestimmen:

101 : 33 = 3 Rest 2 =⇒ 2 = 101 − 3 · 33
33 : 2 = 16 Rest 1 =⇒ 1 = 33− 16 · (101 − 3 · 33) = 49 · 33− 16 · 101

Somit ist 49 · 33 ≡ 1 mod 101; im K

�

orper F101 ist also x3 = 5/33 = 5 · 49 = 245 = 43. Zur
Probe k

�

onnen wir no
h na
hre
hnen, da� in der Tat 43 · 33 = 1419 = 14 · 101+ 5 ist.



b) Zeigen Sie, da� in F101 gilt

∏99
i=1 i = 1 !

Lösung: Na
h der Wilsons
hen Kongruenz ist 100! =
∏100

i=1 i ≡ −1 mod 101; wegen
100 ≡ −1 mod 101 ist das Produkt also kongruent zu +1, wenn man den Faktor 100

wegl

�

a�t.


) Zeigen Sie, da� zwei eine primitive Wurzel modulo 101 ist!

Lösung: 101−1 = 100 = 22 ·52; ein Element a ist also genau dann eine primitive Wurzel,

wenn a100 ≡ 1 mod 101 ist, aber a20
und a50

modulo 101 beide von eins vers
hieden sind.

210 = 1024 ≡ 14 mod 101; also ist 220 ≡ 142 = 196 ≡ −6 mod 101 o�ensi
htli
h von eins

vers
hieden.

250 = 220 · 220 · 210 ≡ (−6)2 · 14 = 504 ≡ −1 mod 101 ist ebenfalls von eins vers
hieden,

aber das Quadrat 2100 ist kongruent eins. Somit ist zwei in der Tat eine primitive Wurzel.

d) Finden Sie alle L

�

osungen der Glei
hung x2 + 1 = 0 in F101 !

Lösung: Die Glei
hung ist

�

aquivalent zu x2 = −1 = 100, hat also o�ensi
htli
h ±10 als

L

�

osungen. Da wir in einem K

�

orper sind, kann es ni
ht mehr als zwei L

�

osungen geben;

somit sind x = 10 und x = 101− 10 = 91 die einzigen L

�

osungen.

Aufgabe 4: (8 Punkte)

2018 = 2 · 1009, und 1009 ist eine Primzahl.

a) Wel
he Zahlen zwis
hen null und 2017 sind invertierbar modulo 2018, und wie viele sind

das?

Lösung: Das sind alle, die teilerfremd zu 2018 sind, also weder dur
h zwei no
h dur
h

1009 teilbar. Im angegebenen Berei
h sind das alle ungeraden Zahlen au�er 1009, also

1008 St

�

u
k.

b) Wie viele Elemente hat die prime Restklassengruppe modulo 2 · 2018 = 4036 ?

Lösung: Die Primzerlegung von 4036 ist 22 · 1009, also ist

ϕ(4036) = ϕ(22) ·ϕ(1009) = (22 − 2) · (1009 − 1) = 2016 .

(Alternativ kann man nat

�

urli
h au
h wie bei a) argumentieren.)


) Hat die Kongruenz x2 ≡ 7 mod 1009 ganzzahlige L

�

osungen?

Lösung: Da 1009 eine Primzahl ist, gilt dies genau dann, wenn das Legendre-Symbol

(

7
1019

)

= 1 ist. Da 1019 ≡ 1 mod 4 ist und 1009 : 7 = 144 Rest 1, gilt na
h dem quadrati-

s
hen Reziprozit

�

atsgesetz

(

7

1009

)

=

(

1009

7

)

=

(

1

7

)

= 1 ,

denn eins ist nat

�

urli
h ein quadratis
her Rest modulo sieben. Somit ist die Kongruenz

l

�

osbar.

d) Hat die Kongruenz x2 ≡ 7 mod 2018 ganzzahlige L

�

osungen?

Lösung: Wie wir gerade gesehen haben, gibt es x ∈ Z mit x2 ≡ 7 mod 1009. Au�erdem
gibt es y ∈ Z mit y2 ≡ 7 mod 2, beispielsweise y = 1. Na
h dem 
hinesis
hen Restesatz

lassen si
h aus x und y Zahlen z bestimmen, mit z2 ≡ 7 mod 2018. Die Kongruenz ist

daher l

�

osbar.



e) Auf wel
hen Wo
hentag f

�

allt der 1. M

�

arz 4036 ?

Lösung: Die Nummer des Wo
hentags ist modulo sieben kongruent zu

4035+

[

4035

4

]

−

[

4035

100

]

+

[

4035

400

]

+31+29+1 = 4035+1008−40+10+61 = 5074 ≡ 6 mod 7 .

Der 1. M

�

arz 4036 ist also ein Samstag.

Aufgabe 5: (7 Punkte)

a) Die Zahl N = 21 040 553 ist Produkt zweier ungef
�

ahr glei
h gro�er Primzahlen. Bestimmen

Sie diese!

Lösung: In dieser Situation bietet si
h das Verfahren von Fermat an, d.h. wir su
hen

ein i, f
�

ur das N+ i2 eine Quadratzahl ist. F

�

ur i = 0, 1, 2, 3 ist

√
N+ i2 keine ganze Zahl,

aber

N+ 42 = 21 040 569 = 45872 .

Somit ist N = 45872 − 42 = (4587 − 4)(4587 + 4) = 4583 · 4591

b) Wenn wir alle Empfehlungen bez

�

ugli
h der Gr

�

o�e der Parameter ignorieren, k

�

onnen wir N
als RSA-Modul verwenden. Bestimmen Sie den kleinstm

�

ogli
hen Exponenten, mit dem das

funktioniert!

Lösung: e mu� teilerfremd sein zu p − 1 = 4582 und zu q − 1 = 4590. Damit mu� e
insbesondere ungerade sein. 4590 ist sowohl dur
h drei als au
h dur
h f

�

unf teilbar, also

kommen diese Zahlen ni
ht in Frage. Bei Division dur
h sieben hat 4582 den Rest vier

und 4590 Rest f

�

unf, also ist e = 7 der kleinstm

�

ogli
he

�

o�entli
he Exponent.


) Finden Sie dazu einen m

�

ogli
hst kleinen privaten Exponenten d !

Lösung: q − 1 ist o�ensi
htli
h dur
h zwei, f

�

unf und neun teilbar; Division dur
h deren

Produkt 90 ergibt den Quotienten 51 = 3·17. Somit ist 4590 = 2·33 ·5·17. W
�

are p−1 dur
h
drei, f

�

unf oder siebzehn teilbar, so au
h die Di�erenz q− p = 8, und das ist o�ensi
htli
h

ni
ht der Fall. Das kleinste gemeinsame Vielfa
he von p− 1 und q− 1 ist daher

λ =
(p− 1)(q − 1)

2
=

4582 · 4590
2

= 10 515 690 .

Wir m

�

ussen eins als Linearkombination aus dieser Zahl und sieben ausdr

�

u
ken, also den

erweiterten Euklidis
hen Algorithmus anwenden:

10 515 690 : 7 = 1 502 241 Rest 3 =⇒ 3 = 10 515 690 − 7 · 1 502 241
7 : 3 = 2 Rest 1 =⇒ 1 = 7− 2 · (10 515 690 − 7 · 1 502 241) = 3 004 483 · 7− 2 · 10 515 690 .

Somit k

�

onnen wir d = 3 004 483 w

�

ahlen.

Aufgabe 6: (8 Punkte)

a) Bestimmen Sie die Kettenbru
hentwi
klung von

√
12 = 2

√
3 !

Lösung: Da 32 < 12 < 42, ist der ganzzahlige Anteil drei; der Kehrwert der Di�erenz ist

1√
12− 3

=

√
12+ 3

12− 32
= 1+

√
12

3



und hat ganzzahligen Anteil zwei. Bilden wir wieder den Kehrwert der Di�erenz

1
1
3

√
12− 1

=
3√

12− 3
=

3(
√
12+ 3)

3
=

√
12+ 3 ,

so ist dessen ganzahliger Anteil se
hs. Die Di�erenz ist

√
12−3, was wir s
hon oben hatten,

d.h. ab hier wir alles periodis
h und

√
12 = 3+

1

2+
1

6+
1

2+
1

6+ · · ·

.

b) Finden Sie eine ganzzahlige L

�

osung der Glei
hung x2 − 12y2 = 1 !

Lösung: Aus x2 − 12y2 = 1 folgt

(

x

y

)2

− 12 =

(

x

y
−
√
12

)(

x

y
+
√
12

)

=
1

y2
=⇒

x

y
−
√
12 =

1

y2

(

x

y
+
√
12

)
.

Wegen

(

x

y

)2

> 1 ist
x

y
>

√
12, also ist der Nenner re
hts insbesondere gr

�

o�er als 2y2
, und

damit mu� x/y na
h Legendre eine Konvergente der Kettenbru
hentwi
klung von

√
12

sein.

Wir m

�

ussen also die Nenner und Z

�

ahler der Konvergenten der Kettenbru
hentwi
klung

dur
hprobieren. 3 = 3
1
liefert 32 − 12 · 12 = −3. Die n

�

a
hste Konvergente ist 31
2
= 7

2
, und

72 − 12 · 22 = 1. Somit ist x = 7, y = 2 eine L

�

osung.


) Finden Sie einen N

�

aherungsbru
h mit m

�

ogli
hst kleinem Nenner, der si
h h

�

o
hstens um

10−3
von 611/576 unters
heidet! Beweisen Sie diese S
hranke, ohne die Dezimaldarstellung

der relevanten Br

�

u
he zu bere
hnen.

Lösung: Die besten N

�

aherungen sind die Konvergenten der Kettenbru
hentwi
klung; ist

p/q eine sol
he Konvergente, so ist der Betrag der Abwei
hung kleiner als 1/q2
.

611

576
= 1+

35

576
und

576

35
= 16+

16

35
;

der erste N

�

aherungsbru
h ist also 1 1
16
. Da 162 = 28 = 256 kleiner als Tausend ist, rei
ht

das no
h ni
ht.

35

16
= 2+

3

16
, der n

�

a
hste N

�

aherungsbru
h ist also

1+
1

16+
1

2

= 1
2

33
=

35

33
.

Da 332 = 1089 > 1000 ist, unters
heidet si
h dieser Bru
h um h

�

o
hstens ein Tausendstel

von 611/576.



Aufgabe 7: (8 Punkte)

a) Zeigen Sie, das 2i im Ring Z⊕ Zi der Gau�s
hen Zahlen als Quadrat eines irreduziblen

Elements ges
hrieben werden kann!

Lösung: Bekanntli
h ist 2 = (1+ i)(1− i), also ist

2i = (1+ i) ·
(

i(1− i)
)

= (1+ i)(i+ 1) = (1+ i)2 .

1+ i ist irreduzibel, da seine Norm zwei eine Primzahl ist.

b) Zerlegen Sie 34i in Z ⊕ Zi in ein Produkt von Potenzen ni
ht assoziierter irreduzibler

Elemente!

Lösung: 34 = 2 ·17. Da 17 ≡ 1 mod 4 und prim ist, l

�

a�t si
h diese Zahl als Summe zweier

Quadrate s
hreiben; in der Tat ist 17 = 42 + 12. Somit ist 17 = (4 + i)(4 − i). Beide
Faktoren sind irreduzibel, da ihre Norm die Primzahl 17 ist, und sie sind ni
ht assoziiert,

da es in Z⊕Zi nur die vier Einheiten ±1 und ±i gibt und der Quotient der beiden Zahlen

mit keiner davon

�

ubereinstimmt. Zusammen mit a) folgt, da�

34i = (1+ i)2(4+ i)(4− i)

die gesu
hte Zerlegung ist.


) Finden Sie, ausgehend von a) und b), alle Darstellungen von 34 als Summe zweier

Quadrate!

Lösung: Da 34 = 2 · 17 nur einen Primteiler kongruent eins modulo vier hat, gibt es bis

auf Reihenfolge nur eine sol
he Darstellung.

34 = 2·17 = (1+I)(1−I)(4+i)(4−1) =
(

(1+i)(4+i)
)(

(1−i)(4−i)
)

= (3+5i)(3−5i) = 32+52 .

d) Bestimmen Sie alle Elemente der Norm 34 in Z⊕ Zi !

Lösung: Die Norm von a+bi ist a2+b2
; na
h 
) ist das nur f

�

ur die Zahlen ±3± 5i und
±5± 3i glei
h 34.

e) Bere
hnen Sie in Z⊕ Zi den ggT von 7+ 19i und 10 !

Lösung: 7+19i
10

= 7
10

+ 19
10

i hat 1+ 2i als n
�

a
hstgelegene Zahl aus Z⊕Zi; wir k
�

onnen also

setzen

(7+ 19i) : 10 = 1+ 2i Rest − 3− i .

Im n

�

a
hsten S
hritt ist

10

−3− i
=

−30+ 10i

(−3− i)(−3+ i)
= −

30+ 10i

10
= −3+ i ;

Die Division geht also auf ohne Rest; somit ist der ggT glei
h −3− i. Da ein ggT nur bis

auf Einheiten eindeutig bestimmt ist, k

�

onnen wir no
h beispielsweise mit der Einheit −1
multiplizieren, um das etwas s
h

�

onere Ergebnis 3+ i zu bekommen; wir k

�

onnten au
h mit

−i multiplizieren und

"

den\ ggT als 1+ 3i darzustellen.



Aufgabe 8: (8 Punkte)

p1, . . . , pr seien vers
hiedene Primzahlen, und N sei ihr Produkt.

a) Wie viele Elemente hat die prime Restklassengruppe (Z/N)× ?

Lösung: Die Ordnung der primen Restklassengruppe ist

ϕ(N) = ϕ(p1) · · ·ϕ(pr) = (p1 − 1) · · · (pr − 1) .

b) λ sei ein gemeinsames Vielfa
hes aller Zahlen pi− 1. Zeigen Sie, da� aλ+1 ≡ a mod N f

�

ur

alle a ∈ Z.

Lösung: Ist a teilerfremd zu pi, so ist api−1 ≡ 1 mod pi na
h dem kleinen Satz von

Fermat. Da λ ein Vielfa
hes von pi − 1 ist, folgt, da� dann au
h aλ ≡ 1 mod pi ist und

damit aλ+1 ≡ 1 mod pi.

Eine ni
ht zu pi teilerfremde Zahl a ist dur
h pi teilbar, und dasselbe gilt nat

�

urli
h au
h

f

�

ur aλ+1
, d.h. aλ+1 ≡ 0 ≡ a mod pi.

Somit ist aλ+1 ≡ a mod pi f�ur alle a ∈ Z. Da dies f

�

ur alle i gilt, folgt aλ+1 ≡ a mod N
f

�

ur alle a ∈ Z.


) e sei teilerfremd zu allen Zahlen pi − 1. Zeigen Sie, da� die Abbildung

{
Z/N → Z/N

x 7→ xe

bijektiv ist!

Lösung: λ sei das kleinste gemeinsame Vielfa
he der Zahlen pi − 1. (Man k

�

onnte au
h

das Produkt nehmen.) Na
h b) ist dann aλ+1 ≡ a mod N f

�

ur alle a ∈ Z.

Da e teilerfremd zu allen pi−1 ist, ist es au
h teilerfremd zu λ; der erweiterte Euklidis
he
Algorithmus liefert also Zahlen d, k mit de−kλ = 1. Dur
h Addition eines Vielfa
hen der

Glei
hung eλ − λe = 0 k

�

onnen wir gegebenenfalls errei
hen, da� d und k beide positiv

sind.

Dann ist ade = a1+kλ ≡ a mod N f

�

ur alle a ∈ Z, denn mit λ ist au
h kλ ein gemeinsames

Vielfa
hes aller pi − 1, so da� wir b) anwenden k

�

onnen.

Dies zeigt, da� die Abbildung {
Z/N → Z/N

x 7→ xd

invers zur obigen Abbildung ist, so da� beide bijektiv sein m

�

ussen.

d) Folgern Sie, da� man beim RSA-Verfahren au
h einen Modul N benutzen kann, der Pro-

dukt von mehr als zwei (paarweise vers
hiedenen) Primzahlen ist, und begr

�

unden Sie,

warum man das ni
ht tut.

Lösung: Wie die L

�

osung von 
) zeigt, kann jemand, der die Faktorisierung von N kennt

eine Umkehrabbildung zur Potenzierung mit e bestimmen, und alles funktioniert genauso

wie bei RSA. Bei einer vorgegebenen Gr

�

o�e von N wird allerdings mit steigender Anzahl

die Gr

�

o�e des kleinsten Faktors immer kleiner, was die Faktorisierung von N erlei
htert.

RSA mit mehr als zwei Faktoren w

�

are somit unsi
herer als das klassis
he Verfahren mit

nur zwei Primzahlen.


