Kapitel 9

Die Fermat-Vermutung fiur Zahlen
und fir Polynome

§1: Zahlen und Funktionen

Zum Beweis der eindeutigen Primzerlegung in der Hauptordnung eines
Zahlkorpers mufiten wir nur nachweisen, daf3 diese ein EUKLIDischer
Ring ist, denn wie wir aus Kapitel 6, §5 wissen, ist jeder EUKLIDische
Ring faktoriell. Da der Polynomring in einer Verédnderlichen iiber ei-
nem Korper EUKLIDisch ist, gilt also auch dort das Gesetz von der
eindeutigen Primzerlegung, wobei die irreduziblen Polynome die Rolle
der Primzahlen einnehmen.

Besonders einfach ist die Situation, wenn der Grundkorper & algebraisch
abgeschlossen ist: Dann hat jedes nichtkonstante Polynom f € k[x] eine
Nullstelle a und ist damit durch x — a teilbar. In diesem Fall sind also
alle irreduziblen Polynome linear.

Die Zerlegung in irreduzible Elemente ist bekanntlich nur eindeutig bis
auf Einheiten, und die Einheiten eines Polynomrings sind nach §1 aus
Kapitel 6 gerade die des Koeffizientenrings, hier also die von Null ver-
schiedenen Elemente von k. Durch Multiplikation mit einem solchen
Element kann man den hochsten Koeffizienten eines jeden Polynoms zu
eins machen; die irreduziblen Polynome iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper sind also bis auf Assoziiertheit genau die Polynome
der Form x — a mit a € k und sie entsprechen eindeutig den Elementen
von k.
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Den Primzahlen von Z entsprechen daher im Polynomring iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Korper die Punkte der affinen Geraden
tiber £, wir konnen also geometrisch argumentieren.

Natiirlich gibt es — zum Teil betrédchtliche — Unterschiede zwischen Z
und dem Polynomring iiber einem Korper, aber gerade das macht die
Analogie so interessant: Da es fiir jeden der beiden Ringe ein eigenes
Instrumentarium gibt, kann man versuchen die damit bewiesenen Re-
sultate auf den jeweils anderen Fall zu iibertragen, was idealerweise zu
neuen Sitzen und sonst zumindest zu interessanten Vermutungen fiihrt.

Als Beispiel fiir Parallelen und Unterschiede zwischen den beiden Situ-
ationen wollen wir die FERMAT-Vermutung betrachten. FERMAT schrieb
bekanntlich um 1637 an den Rand seiner Arithmetik des DIOPHANTOS
von Alexandrien, da3 die Gleichung

fiir n > 3 keine LOsung in ganzen Zahlen habe — aul3er natiirlich den tri-
vialen LOosungen, bei denen eine der beiden Variablen verschwindet. (Die
franzosische Ubersetzung der Arithmetik, die er dabei benutzte, stammt
librigens von BACHET DE MEZIRIAC, denn wir bereits als Entdecker des
erweiterten EUKLIDischen Algorithmus kennen. Bekannt wurde FER-
MATs Randbemerkung erst, als dessen Sohn CLEMENT-SAMUEL DE FER-
MAT 1670 die Arithmetik mit den Randbemerkungen seines fiinf Jahre
zuvor gestorbenen Vaters veroffentlichte.)

Die direkte Verallgemeinerung auf Polynomringe ist sicherlich falsch:
Die Gleichung f" + ¢" = h™ ist zumindest fiir konstante Poly-
nome {iber einem algebraisch abgeschlossenen Korper immer 1osbar:
Fiir beliebig vorgegebene Konstanten f,g € k muBl man einfach
h = %/f™+ g™ setzen. Das sind allerdings, wenn wir uns wirklich
fiir Polynome interessieren, uninteressante Losungen, vergleichbar den
Losungen 2" + 0" = 2™ der klassischen FERMAT-Gleichung.

Auch wenn wir verlangen, dafl die Grade aller beteiligter Polynome
positiv sein sollen, gibt es triviale Losungen: Ist f irgendein beliebiges
Polynom und sind a, b, ¢ € k so, daB gilt a™ +b™ = ¢", ist natiirlich auch
(af)" +(bf)" = (cf)". Was wir hochstens erwarten konnen ist also das
folgende Analogon zur klassischen FERMAT-Vermutung:

Es ist nicht
maoglich, einen
Kubus in zwei
Kuben oder ein
Biquadrat in
zwei Biquadrate
und ganz allge-
mein irgendeine
der unendlich
vielen Poten-
zen jenseits

des Quadrats
in zwei eben-
solche zu teilen.
Ich habe einen
wunderbaren
Beweis hierfiir
gefunden, aber
der Rand ist zu
schmal, um ihn
zu fassen.
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Fiir n > 3 gibt es keine paarweise teilerfremden Polynome f, g, h mit
positivem Grad, so daf f™ + g" = h" ist.

Fiir Korper positiver Charakteristik ist selbst das noch falsch: Uber
einen Korper der Charakteristik p ist schlieBlich f? + g* = (f + g)*
fiir beliebige Polynome f und g, und dasselbe gilt auch wenn man
den Exponenten p durch eine seiner Potenzen ersetzt. Wir konnen also
hochstens fiir Korper der Charakteristik null erwarten, dal diese Ver-
mutung fiir alle Exponenten n > 3 richtig ist, und genau das werden wir
im iiberndchsten Paragraphen (zumindest fiir den Korper der komplexen
Zahlen) auch beweisen. Zunichst aber wollen wir schauen, was im bei
FERMAT ausgeschlossenen Fall des Exponenten zwei passiert.

§2: Pythagoraische Tripel

Betrachten wir zunichst den Fall der Polynome, wobei wir uns der
Einfachheit halber gleich auf Polynome mit komplexen Koeffizienten
beschrinken wollen. Ist f? + ¢ = h?, so ist

fP=h*—g@=Mh+g)h—g).

Wenn wir f und g als teilerfremd voraussetzen, sind auch g und h
teilerfremd und somit auch h + g und h — g, denn jeder gemeinsame
Teiler dieser beiden Polynome wire auch ein Teiler ihrer Summe 2h
sowie ihrer Differenz 2g.

Wenn wir die Zerlegung von f 2 in irreduzible Faktoren vergleichen mit
der von h + g und h — g folgt somit, daf jeder irreduzible Faktor von f
entweder in h + g oder in A — g in gerader Potenz auftreten muf}. Da
jede komplexe Zahl ein Quadrat ist, konnen wir auch eine eventuell
auftretende Einheit als Quadrat schreiben; somit gibt es zwei Polynome
u,v € C[x] derart, daf3

wW=h+g, v¥*=h—g und wv=f

1st, d.h.
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Starten wir umgekehrt mit zwei beliebigen teilerfremden Polynomen
u,v € Cl[x], erhalten mit Hilfe dieser Formeln Losungen der Glei-
chung f 2 + ¢> = h®. Damit kennen wir alle teilerfremden Losungen,
und die restlichen erhalten wir, indem wir alle drei Polynome mit einem
gemeinsamen Faktor multiplizieren.

Nehmen wir als ein einfaches Beispiel u = 22 und v = 2, ist also
f=d4z, g=2*—1 und h=a2%+1;

in der Tat 1st
Qay + (2 —1)° = (P +1)7.

Hier erhalten wir also mit geringem Aufwand eine vollstindige Ubersicht
tiber alle Losungen.

Versuchen wir das gleiche auch fiir den klassischen Fall! Wegen des
Satzes von PYTHAGORAS bezeichnet man ein Tripel (z, y, 2) ganzer Zah-
len mit 2 + y? = 22 als pythagoriisches Tripel; fiir jedes solche Tripel
gibt es ein rechtwinkliges Dreieck mit Seitenldngen |z|, |y| und |z|.

Wir bezeichnen das Tripel (x, y, 2) als primitiv, wenn sie sich nicht als
Vielfaches eines anderen schreiben 146t, wenn also die Zahlen z, y, 2
keinen gemeinsamen Teiler haben. Sobald wir alle primitiven Losungen
kennen, konnen wir daraus die gesamte Losungsmenge konstruieren,
denn jede nichtprimitive Losung ist Vielfaches einer primitiven.

Wie im Fall der Polynome gehen wir aus von einem primitiven Tripel
(x,vy, z) und wenden die dritte binomische Formel an:

2= -y = Yz —y).

Hier konnen wir leider nicht mehr ohne weiteres folgern, daf z + y und
z —y teilerfremd und damit Quadrate sind: Sind y und z beide ungerade,
so sind ihre Summe und ihre Differenz beide gerade, also durch zwei
teilbar. Wir miissen uns also zunichst iiber die Parititen von y und z
klarwerden.

Fiir eine primitive Losung (x, y, z) miissen bereits x und y teilerfremd
sein, denn ist d ein gemeinsamer Teiler von z und y, so sind > und y*
beide durch d? teilbar, also auch ihre Summe z%. Wegen der eindeutigen
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Zerlegbarkeit einer natiirlichen Zahl in Primfaktoren ist dann auch z
durch d teilbar, d.h. d ist ein gemeinsamer Teiler von z, y und z.

Insbesondere konnen daher « und y nicht beide gerade sein; mindestens
eine der beiden Zahlen muf} ungerade sein. Andererseits konnen aber
auch nicht beide Zahlen ungerade sein: Wire namlich x = 2u + 1 und
y =2v+ 1, so wire

Z2=Qu+ 1 +Qu+ 1D =4u +4u+1+40* +4v+1=2mod 4,
was unmoglich ist, da modulo vier nur null und eins Quadrate sind.

Somit muB in einem primitiven pythagordischen Tripel (z, y, z) eine der
beiden Zahlen x, y gerade sein und die andere ungerade. Da mit (x, vy, 2)
auch (y, z, z) ein primitives pythagordisches Tripel ist, geniigt es, wenn
wir diejenigen Tripel betrachten, in denen x gerade ist und y ungerade.
Offensichtlich ist dann auch 2z ungerade.

Fiir so ein Tripel steht in der Gleichung

=2 -y =@+ —y)

rechts das Produkt zweier gerader Zahlen. Im Gegensatz zur Situation
bei den Polynomen haben wir hier also keine teilerfremden Faktoren.

Dividieren wir aber durch zwei, so kdnnen wir wie oben argumentieren,
daf} %(z+y) und %(z —q) teilerfremd sind, denn jeder gemeinsame Teiler
wire Teiler ithrer Summe z und ihrer Differenz y.

Jetzt konnen wir wieder die eindeutige Primzerlegung anwenden: Da

m2:22,<2+y). oy
2 2

wobel die beiden Klammern teilerfremd sind, gibt es ganze Zahlen u, v,

so dal3
+ +
u2:<Z2y), vzz(zzy) und 2uv==x

1st, also

r=2uv, y=u*—v* und z=u’—0%.

Umgekehrt definieren diese Formeln fiir beliebige ganze Zahlen v und v
ein primitives pythagordisches Tripel, und bis auf die Reihenfolge von
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x und y erhalten wir so auch jedes dieser Tripel, fiir u = 2 und v = 1
etwa das seit Jahrtausenden bekannte Tripel (4,3,5). Da sich in alten
Sakralbauten und -anlagen auch deutlich kompliziertere pythagoréische
Tripel nachweisen lassen, steht zu vermuten, daf3 die obige Konstruktion
moglicherweise bereits in einigen steinzeitlichen Kulturen zumindest
teilweise bekannt waren; entsprechende Thesen vertritt beispielsweise
bekannte algebraische Geometer B.LL. VAN DER WAERDEN (1903-1996),
der nach seiner Emeritierung auch mehrere Biicher iiber die Geschichte
der Mathematik veroffentlichte. Mit pythagoréischen Tripel beschiftigt
er sich ausfiihrlich in

B.L. VAN DER WAERDEN: Geometry and algebra in ancient civilizations,
Springer, 1983

§3: Der Satz von Mason

In diesem Abschnitt wollen wir, wie bereits angekiindigt, sehen, dal} es
fiir n > 3 keine zueinander teilerfremden Polynome positiven Grades
f,g9,h € C[z] gibt mit f™ + g" = h".

Der Beweis beruht darauf, dal die Polynome f™ und ¢" dieselben
Nullstellen wie f und ¢ haben, aber mit n-facher Vielfachheit. Ist
f"+g" = h", so hat auch die Summe dieser beiden Potenzen im Ver-
gleich zum Grad relativ wenige Nullstellen, diese aber mit mindestens
n-facher Vielfachheit. Nach einem 1983 von R.C. MASON bewiesenen
Satz konnen in einer solchen Situation aber f™,¢"™ und A" nicht zu
wenige verschiedene Nullstellen haben:

Satz: Bezeichnet n,(f) die Anzahl verschiedener (komplexer) Null-
stellen eines Polynoms f, so gilt fiir drei nichtkonstante, teilerfremde
Polynome f,g,hmit f+g=~h

no(fgh) > max(deg f,degg,degh)+ 1.

Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir uns zunichst iiberlegen, daf3
daraus wirklich die FERMAT-Vermutung fiir Polynome folgt:
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Fiir drei nichtkonstante teilerfremde Polynome f, g, h mit f +¢g"™ = h"
ist nach dem Satz von MASON

ny(f"g"h™) > max(deg f",deg g",deg h") + 1
= nmax(deg f,degg,deg h) +1.
Andererseits ist aber
no(f"g" ") =no(fgh)
< deg f+degg+degh
< 3 max (deg u(z), deg v(z), deg w(z)) ,
denn die Anzahl verschiedener Nullstellen einer Potenz eines Polynoms

ist gleich der Anzahl verschiedener Nullstellen des Polynoms selbst,

und die Nullstellenanzahl eines Polynom kann nicht gro3er sein als der
Grad.

Damit haben wir insgesamt die Ungleichung
3 max (deg f,degg,deg h)

> nmax(deg f,degg,degh) + 1,

die bei nichtkonstanten Polynomen nur fiir n < 2 gelten kann. Somit
gibt es fiir n > 3 keine nichtkonstanten teilerfremden Polynome, fiir die
49" =h"ist.

Zu einem vollstindigen Beweis der FERMAT-Vermutung fiir Polynome
fehlt nun nur noch der Beweis des Satzes von MASON. Die Idee
dazu ist folgende: Ist f + g = h, so betrachten wir den Quotienten
g/ f im rationalen Funktionenkorper C(x). Da f und g teilerfremd
sind, ist das ein gekiirzter Bruch. Falls wir diesen auch in der Form
g/ f = G/ F schreiben konnen mit Polynomen F, G vom Grad hochstens
no(fgh) — 1 schreiben konnen, so haben auch f und g hochstens den
Grad ny(fgh) — 1. Wegen f + g = h gilt dasselbe auch fiir /, und damit
wire der Satz bewiesen.

Um g/ f als Quotienten zweier neuer Polynome auszudriicken, schreiben
wir zundchst F

% mit R:E und S:%.



Kap. 9: Die Fermat-Vermutung fir Zahlen und fiir Polynome 234

Dabei ist R+ S = 1, die Summe R’ + S’ der Ableitungen verschwindet
also. Aus der Gleichung

R’ S’
R'+S=—R+-—S
TOERYTS
folgt die neue Darstellung
g_S_ RJ/R
f R S5/S°

Rechts stehen die logarithmischen Ableitungen von R und S im Zihler
und Nenner, und damit lassen sich gut die Nullstellen von f, g und h ins
Spiel bringen: Nach der LEIBNIZ-Regel ist bekanntlich

/ / /

uv v

(uv) = v/'v+wv’, also (uv) = —+—,
uv u v

die logarithmische Ableitung eines Produkts ist also einfach die Summe
der logarithmischen Ableitungen der Faktoren. Daraus folgt sofort, daf3
die logarithmische Ableitung eines Quotienten gleich der Differenz aus
logarithmischer Ableitung des Zihlers und logarithmischer Ableitung
des Nenners ist. Schreiben wir

T s t
I =7 H(x_ai)m7 g =90 H(37_bj)8j und h=h, H(x_ck;)pk )
1=1

j=1 k=1
so ist also
R/_f/ h,_ r n, Z "
R f h ~r—a; T
S g h P r — b, ~ x—cy
T t
DD D
und 9 R/R TP % P %
[T t
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Erweitern wir Zidhler und Nenner mit dem Hauptnenner aller Summan-
den erweitern, d.h. mit dem Polynom vom Grad r + s +t = ny(fgh)

s s t
H=[J@-a) [[z—bp []@—cp.
i=1 j=1 k=1

so erhalten wir im Zahler wie auch im Nenner Summen von Polynomen
vom Grad ny(fgh)— 1, als Polynome vom Grad hochstens ny(fgh) — 1,
wie gewiinscht. Damit ist der Satz von MASON bewiesen.

§4: Die abc-Vermutung

Der Erfolg des Satzes von MASON beim Beweis der FERMAT-Vermutung
fiir Polynome legt es nahe, etwas dhnliches auch im klassischen Fall zu
versuchen.

Da natiirliche Zahlen weder Grade noch Nullstellen haben, miissen wir
dazu den Satz von MASON zunichst einmal so umformulieren, dafy wir
eine Aussage bekommen, die ein sinnvolles Analogon fiir natiirliche
Zahlen hat.

Dazu ordnen wir einem Polynom f anstelle der Anzahl n,(f) seiner
(verschiedenen) Nullstellen ein Polynom N,(f) dazu, das genau diese
Nullstellen mit jeweils der Vielfachheit eins haben soll: Fiir

f=1 1}(3: —a)" sei No(f) = H(m —a,),
so daf} der Grad von NN,( f) gerade die im vorigen Paragraphen definierte
Zahl ny(f) ist.

Der Vorteil des Polynoms N,(f) besteht darin, da wir eine analoge
Definition leicht auch fiir natiirliche Zahlen hinschreiben konnen: Fiir

T T
n = H p;*  setzen wir  Ny(n) = H D; -
i=1

1=1

Mit Hilfe der Polynome N,( f) 146t sich der Satz von MASON folgender-
maflen umformulieren:
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Gilt fiir drei teilerfremde Polynome f, g und h die Gleichung f + g = h,

so hat jedes der drei Polynome einen kleineren Grad als das Poly-
nom Ny(fgh).

In dieser Formulierung kommt immer noch der Grad vor, fiir den wir
bei natiirlichen Zahlen keine Verwendung haben. Betrachten wir aber
den Grad lediglich als eine Methode, einem Polynom eine Zahl aus N,
zuzuordnen, so konnen wir, wenn wir bereits natiirliche Zahlen haben,
einfach ganz auf ihn verzichten; falls wir ganze Zahlen betrachten, liegt
es nahe, ihn durch den Betrag zu ersetzen.

Gemil dieser Philosophie konnen wir nun probeweise die folgende
Aussage formulieren:

A1l: Ist c = a+bfiir drei zueinander teilerfremde natiirliche Zahlen a, b, c,
so ist jede der drei Zahlen kleiner als N,(abc).

Damit haben wir eine sinnvolle Aussage tiber natiirliche Zahlen gefun-
den, die — falls sie korrekt ist — sofort die FERMAT-Vermutung impliziert:
Gibt es namlich drei natiirliche Zahlen x, y, z mit der Eigenschaft, daf}
x"+y" = 2" fiirein n > 3, so gibt es auch drei zueinander teilerfremde
Zahlen z, y, z mit dieser Eigenschaft: Wir miissen einfach die drei Zah-
len durch ihren gro3ten gemeinsamen Teiler kiirzen. Alsdann muB, falls
obige Aussage richtig ist, jede der drei Potenzen x", y", 2" kleiner sein
als Ny(xz"y"z"). Nun ist aber

Ny(x"y"2") = Ny(zyz) < xyz,
d.h. jede der drei Zahlen =", y", 2" wire kleiner als zyz. Damit wire
(xyz)" = 2"y 2" < (zy2)*,
was fiir n > 3 offensichtlich nicht moglich ist.

Angesichts der Komplexitit des WILESschen Beweises fillt es schwer,
an einen so einfachen Beweis zu glauben, und in der Tat ist die obige
Aussage in dieser Form falsch:

Betrachten wir etwa die Gleichung 8 + 1 = 9. Offensichtlich sind die
dre1 Summanden teilerfremd zueinander, aber sowohl 8 als auch 9 sind
groBer als Ny(8 - 1-9) =2 -3 = 6. Ganz so einfach geht es also nicht.
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Da der Grad eines Polynoms nicht durch konstante Faktoren beeinfluf3t
wird, konnte man versuchen, als ,richtiges” Analogon zum Satz von MA-
SON eine abgeschwichte Aussage zu nehmen, die nur eine Abschédtzung
bis auf einen konstanten Faktor enthalt, etwa

A2: Ist c = a+bfiir drei zueinander teilerfremde natiirliche Zahlen a, b, c,

so gibt es eine Konstante K derart, daf; jede der drei Zahlen kleiner ist
als K - Ny(abc).

Diese Aussage ist trivialerweise richtig: Wir miissen nur eine Kon-
stante K wihlen, die groBer ist als das Maximum von a, b und c. Leider
ist sie auch vollig nutzlos, denn solange die Konstante von a, b und c
abhingen darf, haben wir keine Chance, damit die FERMAT-Vermutung
zu beweisen.

Wir miissen die Aussage also noch einmal umformulieren:

A3: Es gibt eine Konstante K, so daf3 gilt: Ist c = a+b fiir drei zueinander
teilerfremde natiirliche Zahlen a, b, c, so ist jede der drei Zahlen kleiner
als K - Ny(abc).

Wie wir gleich sehen werden, wiirde hieraus die FERMAT-Vermutung
zumindest fiir alle hinreichend groBen Exponenten n folgen, allerdings
ist die Aussage, so wie sie dasteht, leider immer noch falsch:

Betrachten wir die Gleichung

a,+b,=c, mit a,=3*""—1, b =1 und ¢,=3>. (%

Wire sie richtig, miil3te fiir jedes n gelten:
32 < KN, (¥ —1)3%) =K -3-N,3*" - ).
Um N0(32n — 1) abzuschitzen, beachten wir, dal} gilt
3= (3" und 3 1= +1)(37 - 1)

nach der dritten binomischen Formel. Wenden wir dies mehrfach an,
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erhalten wir
3 —1=(3" 1) (3~ )
e T DY G S DY G C
e S DY S DY G S DY E

=T+ ) () B )3 1),
In der letzten Zeile steht ein Produkt aus n + 1 geraden Zahlen; somit ist

32" — 1 durch 2"*! teilbar. Das Produkt N,(32" — 1) aller verschiedener
Primteiler von 32" — 1 erfiillt daher die Ungleichung

3 -1 3 -1

n+l - om ’
denn das Produkt aller ungerader Primteiler kann hochstens gleich
(3% —1)/2" sein.

N,3*" —1)<2-

Falls A3 korrekt wire, miite nach Gleichung (x) also gelten

32 < 2—71(32 — 1) firallen.
Das kann aber unmoglich der Fall sein, denn fiir hinreichend grof3e n
1st der Faktor 32—5 kleiner als eins, so daf3 32" echt kleiner als sich selbst
sein mii3te.

Auf der Suche nach einem Analogon fiir den Satz von MASON miissen
wir daher noch weiter abschwichen. Eine Moglichkeit dazu ist die 1986
aufgestellte

abc-Vermutung von MASSER und OESTERLE: Zu jedem £ > 0 gibt es
eine Konstante K (¢), so dal} fiir alle teilerfremden natiirlichen Zahlen
a,b,cmita+b = c gilt: Jede der drei Zahlen a, b, c ist kleiner oder gleich
K(e) - Ny(abe)'*.

Diese Vermutung ist, im Gegensatz zur FERMAT-Vermutung, bis heute
offen.

Wir wollen uns iiberlegen, daf} sie zumindest fiir groBe Exponenten n
die FERMAT-Vermutung impliziert.
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Dazu betrachten wir eine Losung " + y" = 2" mit 0.B.d.A. teilerfrem-
den natiirlichen Zahlen x, y, z und wihlen uns irgendein € > 0. Nach
der abc-Vermutung gibt es dazu eine Konstante K(¢), so daB z™,y"
und 2" allesamt hochstens gleich

K(e)Ny(@"y" 2™ = K(e)Ny(zy2)'** < K(e)(wyz)'**
sind. Fiir thr Produkt gilt daher
"y 2" < K(e)X(xy2)> 1™ oder (zyz)" T < K(e)®.

K (¢)? ist eine feste Zahl; es gibt daher einen Exponenten m derart, da
2™ > K(e)® ist. Da das Produkt zyz auf jeden Fall nicht kleiner als
zwel sein kann, ist dann fiir n — 3 — 3¢ > modern > m + 3 + 3¢
insbesondere

(zyz)" 37 > K(e)* .

Fiir Exponenten n > m + 3 + 3¢ kann daher die FERMAT-Gleichung
keine Losung in natiirlichen Zahlen haben.

Ob und gegebenenfalls welche konkreten Schranken fiir n man damit
erreichen kann, hingt natiirlich davon ab, wie K (¢) von € abhiingt. Dazu
gibt es im Augenblick nicht einmal Vermutungen.

Fiir weitere Informationen zu §3 und §4 sei auf einen Vortrag verwiesen,
den SERGE LANG in Ziirich vor einem ,,allgemeinen‘ Publikum hielt und
dem ich hier im wesentlichen gefolgt bin:

SERGE LANG: Die abc-Vermutung, Elemente der Mathematik 48 (1993),
89-99

Der Artikel ist (wie die gesamte Zeitschrift Elemente der Mathematik)
unter http://www.bibliothek.uni-regensburg.de/ezeit/?72135837
frei zuginglich.

§5: Die Frey-Kurve

Da die FERMAT-Vermutung seit 1994 bewiesen ist, die abc-Vermutung
aber immer noch offen, muflte der Beweis der FERMAT-Vermutung
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natiirlich andere Wege gehen. Die meisten dieser Wege fiihren in Ge-
biete, die weit jenseits dessen liegen, was selbst ein guter auf Zahlen-
theorie spezialisierter Diplom-Mathematiker im Laufe seines Studiums
lernen kann, aber zumindest die Grundidee der abc-Vermutung, daf}
man ndmlich Summenbeziehungen zwischen grof3en Zahlen nicht ohne
ein gewisses Minimum an verschiedenen Primfaktoren realisieren kann,
spielt in modifizierter Weise in der Tat eine grof3e Rolle.

Der Ansto3 kam 1984 von GERHARD FREY, damals Professor an der
Universitit Saarbriicken, wo er auf dem Gebiet der Arithmetik ellipti-
scher Kurven arbeitete. Heute leitet er die Arbeitsgruppe Zahlentheorie
am Institut fiir experimentelle Mathematik der (inzwischen mit Duisburg
vereinigten) Universitidt Essen und beschiftigt sich mit der Anwendung
elliptischer (und anderer) Kurven in der Kryptologie.

Elliptische Kurven sind ebene Kurven, die durch eine Gleichung der
Form 3* = f;(x) beschrieben werden mit einem Polynom f;(x) vom
Grad drei mit drei verschiedenen Nullstellen. Da das Quadrat einer
reellen Zahl nicht negativ sein kann, gibt es im Reellen nur Punkte
mit z-Koordinaten, fiir die f;(x) > 0 ist. Im Falle f;(z) > O erfiillt
mit y auch —y die obige Gleichung, die Kurve ist also symmetrisch zur
x-Achse.

Falls f;(x) nur zwei verschiedene Nullstellen hat, muf eine der Null-
stellen doppelt sein, und bei diesem z-Wert iiberkreuzt sich die Kurve;
wir reden dann von einer Knotenkurve.

Hat schlielich f;(x) nur eine, dafiir aber dreifache Nullstelle, entsteht
eine Spitzenkurve.

FREY betrachtete eine (hypothetische) Losung
der FERMAT-Gleichung mit teilerfremden natiirlichen Zahlen z, ¢, 2 und
n > 5.(DenFall n = 4 hat, wie wir gesehen haben, bereits FERMAT selbst
gelost, den Fall n = 3 nicht viel spiater EULER.) Wenn es eine solche
Losung gibt, dann gibt es auch eine Losung fiir einen Primzahlexponen-
ten ¢, denn ist £ ein Primteiler von n und n = #m, so ist auch

¢

m

" +bf=¢® mit a=2", b=y™ und c=z"
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Elliptische Kurve

T

y? = x(x-2)(x-3)

Knotenkurve

y? = X(x-2)?
Spitzenkurve




Kap. 9: Die Fermat-Vermutung fir Zahlen und fiir Polynome 242

eine Losung, und auch a, b, ¢ sind teilerfremd. Auch fiir £ geniigt es, den
Fall ¢ > 5 zu betrachten, denn wenn wir fiir ¢ den groten Primteiler
von n nehmen, bedeutet ¢/ = 2, da} n eine Zweierpotenz sein mub,
was fir n = 2 kein Widerspruch zur FERMAT-Vermutung ist und fiir
n = 4 und damit auch jede hohere Zweierpotenz nach FERMATs Beweis
ausgeschlossen ist. Fiir den Fall ¢ = 3 kann wieder auf EULER verwiesen
werden.

Zur obigen Losung definiert FREY die elliptische Kurve
y? = x(x — a“)(x + b5

zu, die er aber nicht nur iiber den reellen oder komplexen Zahlen be-
trachtet, sondern auch iiber den ganzen Zahlen modulo einer Primzahl p:

Ist allgemein
Y2 = (x — 2T — T,)(T — T3)

eine Kurvengleichung mit ganzen Zahlen x,, x,, x5, so konnen wir fiir
x und y auch ganze Zahlen einsetzen und diese Gleichung modulo p
betrachten. Wir sprechen wieder von einer elliptischen Kurve, einer
Knotenkurve oder einer Spitzenkurve je nachdem wie viele der Null-
stellen x,, ¢, und 3 modulo p noch verschieden sind.

Die obige Gleichung definiert genau dann eine elliptische Kurve, wenn
alle dre1 Nullstellen verschieden sind, wenn also die sogenannte Diskri-
minante

A= (] — x)(T) — 23)(Ty — T3)

von Null verschieden ist. Modulo p definiert sie eine elliptische Kurve,
wenn A auch modulo p noch von Null verschieden ist, wenn also p kein
Teiler von A ist.

Speziell fiir die FREY-Kurve y? = z(x — a®)(z+b°) ist die Diskriminante
A=(0—a")0—b(a" — (b)) = a’b’ (@’ +b°) = a’b'c" = (abe)*

stets von Null verschieden; modulo p verschwindet sie genau dann, wenn
p ein Teiler von A ist, d.h., wenn p eine der drei Zahlen a, b, ¢ teilt.

Da die Diskriminante als /-te Potenz von abc verglichen mit a, b, ¢ ziem-
lich groB ist, heiB3t das, daB es im Verhiltnis zur Grée der Diskriminante
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erstaunlich wenige Primzahlen gibt, modulo derer wir keine elliptische
Kurve erhalten; wir sind also wieder einer dhnlichen Situation wie bei
der abc-Vermutung. Die FREYsche Kurve sieht damit so aus, als sei sie
fast zu schon, um wirklich zu existieren.

Einen Anhaltspunkt zum Beweis dieser Nichtexistenz liefert eine Ver-
mutung, die auf um 1955 durchgefiihrte Rechnungen und Spekulatio-
nen des japanischen Mathematikers TANIYAMA zuriickgeht und heute
je nach Autor mit irgendeiner Kombination der drei Namen TANIYA-
MA, SHIMURA und WEIL bezeichnet wird. Danach sollte es zu einer
elliptischen Kurve F mit ganzzahligen Koeffizienten eine surjektive
Abbildung X,(N) — E von einer sogenannten Modulkurve X,(V)
auf I/ geben, wobei NV im wesentlichen das Produkt aller Primzahlen p
ist, modulo derer F keine elliptische Kurve mehr ist. Wie FREYs Rech-
nungen zeigen, hat seine Kurve vor diesem Hintergrund sehr seltsame
Eigenschaften.

Als er damals hier in Mannheim iiber seine Resultate vortrug, meinte er
noch, er glaube nicht, dal die FERMAT-Vermutung so bewiesen werde;
er verOffentlichte sein Ergebnis auch nicht in einer der grof3en inter-
nationalen Fachzeitschriften, sondern als Band 1, Heft 1 einer gerade
neu gestarteten Schriftenreihe der Universitdt Saarbriicken, in einfach-
ster Aufmachung xerographiert mit einem nur schwarz-weif gestalteten
Karton als Umschlag:

GERHARD FREY: Links between stable elliptic curves and certain dio-

phantine equations, Annales Universitatis Saraviensis, Series Mathe-
maticae, 1 (1), 1986

1987 verschirfte der franzosische Mathematiker JEAN-PIERRE SERRE
die TANIYAMA-Vermutung, und aus dieser stirkeren Vermutung folgt
in der Tat, dafl die FREY-Kurve nicht existieren kann. Leider ist die
SERREsche Vermutung bis heute noch nicht bewiesen.

SERRE erhielt iibrigens 2002 den ersten der vom norwegischen Parlament gestifteten ABEL-
Preise, die seither zur Erinnerung an den norwegischen Mathematiker NIELS HENRIK ABEL

(1802-1829) jedes Jahr in gleicher Weise und gleicher Ausstattung wie die Nobel-Preise
fiir hervorragende Leistungen auf dem Gebiet der Mathematik vergeben werden.

SERRE stellte jedoch noch zusitzlich seine sogenannte e-Vermutung auf,
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und auch aus der TANIYAMA-Vermutung zusammen mit der e-Vermutung
folgt die Nichtexistenz der FREY-Kurve und damit die FERMAT-Vermu-
tung. Diese e-Vermutung bewies KENNETH RIBET von der Universitét
Berkeley 1990. Die Grundidee seines Beweises 148t sich interpretieren
als eine Art zweidimensionale Version eines Beweises von ERNST EDU-
ARD KUMMER (1810-1893), der die FERMAT-Vermutung 1846 fiir so-
genannte reguldre Primzahlen als Exponenten bewies. (Eine Primzahl
p heilt reguldr, wenn die Hauptordnung des Korpers Q[(,] der p-ten
Einheitswurzeln faktoriell ist.) Der Beweis von RIBET ist allerdings er-
heblich aufwendiger.

Damit war also die FERMAT-Vermutung zuriickgefiihrt auf die TANI-
YAMA-Vermutung. Diese Vermutung schlieBlich (die fiir die weite-
re mathematische Forschung erheblich wichtiger ist als die FERMAT-
Vermutung) bewies WILES 1994.



