Kapitel 7
Quadratische Formen

Eine quadratische Form ist ein Ausdruck der Form
F(z,y)= Az* + Bzy+Cy* mit A,B,C€Z;

die Zahlentheorie interessiert sich vor allem dafiir, welche Werte F'(x, y)
fiir z,y € Z annehmen kann.

§1: Summen zweier Quadrate

Der einfachste Fall ist die Form F'(z,y) = z* + y*, die offensichtlich
keine negativen Werte annehmen kann. Sie hingt eng zusammen mit
dem Ring Z[i] = Z + iZ der GAUSSschen Zahlen, d.h. der komplexen
Zahlen mit ganzzahligem Real- und Imaginérteil, denn

z? +y2 = (x +1y)(x — 1Y) .

Eine Zahl n € N, ist also genau dann als Summe zweier Quadrate
darstellbar, wenn es eine GAUSSsche ganze Zahl x + 1y € Z[7] gibt, so
daB3 n das Produkt von z + iy mit seiner konjugiert komplexen Zahl
x+1y =x — 1y ist.

Das Quadrat einer geraden Zahl ist durch vier teilbar, das einer ungera-
den Zahl 2k + 1 ist 4k*> +4k+1 = 1 mod 4; somit ist jede Summe zweier
Quadrate kongruent null, eins oder zwei modulo vier. Eine Zahl kongru-
ent drei modulo vier kann also nicht als Summe zweier Quadratzahlen
auftreten.

Auf der Suche nach positiven Ergebnissen konnen wir uns auf Primzah-
len beschranken, denn wie FIBONACCI bereits im dreizehnten Jahrhun-
dert zeigte, gilt:
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Lemma: Sind zwei Zahlen n, m € N darstellbar als Summen zweier
Quadrate, so gilt dasselbe fiir ihr Produkt nm.

Beweis: Wenn n = a?+b> und m = ¢® +d? als Summen zweier Quadrate
darstellbar iind, giltfira=a+ibund 5 = c+1id € Z[i],soda n = aa
und m = B[ ist. Dann ist

nm = (ca)(B6) = (aB)(af) .
Wegen a8 = (ac — bd) +i(ad + be) ist also nm = (ac — bd)* + (ad + bc)z..

FIBONACCI bewies dieses Lemma natiirlich nicht auf dem Umweg iiber
GAuUSSsche Zahlen; er fand die obige Formel wahrscheinlich durch
geschicktes Probieren,

2 = 1%2+12 ist als Summe zweier Quadrate darstellbar; wir miissen daher
nur die ungeraden Primzahlen untersuchen. Hier wissen wir bereits, daf3
Zahlen kongruent drei modulo vier keine Summen zweier Quadrate sein
konnen.

Satz: Eine ungerade Primzahl p ist genau dann darstellbar als Summe
zweier Quadrate, wenn p = 1 mod 4. Diese Darstellung ist (abgesehen
von den Vorzeichen) eindeutig bis auf die Reithenfolge der Summanden.

Beweis: Aus Kapitel I, §8 wissen wir, daf3 die multiplikative Gruppe des
Korper FF,, von einem einzigen Element g erzeugt wird. Fiir p = 4k + 1

ist dann ¢** = 1, also ¢** = —1. Somitist —1 = p—1inTF p in Quadrat.

In Z gibt es daher Zahlen z, fiir die 2> = —1 mod p ist oder, anders

ausgedriickt, z>+1 = ¢pfiirein ¢ € N. Dajede Restklasse modulo p einen
Vertreter mit Betrag kleiner p/2 enthilt, konnen wir dabei annehmen,

daB |z| < p/2 ist; dann ist mit einer geeigneten natiirlichen Zahl ¢
P’ P’

—+1l< == /{<p.

1 2 P

Es gibt also ein ¢/ < p, so dal /p Summe zweier Quadrate ist. Das
kleinste solche ¢ sei m; wir miissen zeigen, da3 m = 1 ist.

??+1=4lp<

Zunichst ist klar, da3 m eine ungerade Zahl sein mul3, denn aus der
Formel z° + > = mp mit geradem m folgt, daB = und y entweder beide
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gerade oder beide ungerade sind; x + y sind also gerade und

2 2 2 2
.I'+y + .I'—y _$+y _T
( 2 ) ( 2 )‘ 2 P

im Widerspruch zur Minimalitidt von m.

Falls die Behauptung falsch wire, miiite somit m > 3 sein. Wir defi-
nieren dann zwei neue Zahlen u, v € Z durch die Bedingungen

m m
lu| < X lv| < 5 u=ymodm und v=xmodm.
Offensichtlich konnen nicht beide dieser Zahlen verschwinden, denn
sonst wiren = und y beide durch m teilbar, also wire > + y*> = mp
durch m? teilbar und p durch m. Das kann aber nicht sein, denn p ist

primund 1 < m < p. Weiter ist

W+ =2*+y*=mp=0mod m,

also gibt es eine natiirliche Zahl r, so daf3 u? +v* = rm ist. Da u? + v>
kleiner ist als %mz, istr < 7.

Nach der zu Beginn des Paragraphen zitierten Formel von FIBONACCI,
d.h. also durch explizite Berechnung von (u+:v)(x+%y) und Berechnung
der Norm davon, erhalten wir die Formel.

(rm)(mp) = (u* + vH)(@* + y?) = (zu — yv)* + (zv + yu)* .

Dabei ist nach Definition von v und v

zu—yv = zy — y* =0 mod m und zv + yu = 2> + y> = 0 mod m,
beide Zahlen sind also durch m teilbar. Somit gibt es natiirliche Zahlen
X, Y mit

(rm)(mp) = m*rp = (mX)? +(mY)*> oder rp=X>+Y?>.

Da r < 77, widerspricht dies der Minimalitét von m.
Damit haben wir gezeigt, dal m = 1 sein muB3, d.h. p 148t sich als Summe

zweier Quadrate darstellen. Wir miissen uns noch iiberlegen, daf} diese
Darstellung bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig ist.

Angenommen, es gibt zwei Darstellungen p = %+ y2 = u? +v%. In Z[i]
1st dann
p=(r+y)xr —1y) = (u+iv)(u—1v).
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Alle Faktoren haben Norm p und sind somit irreduzibel, und aus §5 des
vorigen Kapitels wissen wir, dal Z[:] ein EUKLIDischer, insbesondere
also faktorieller Ring ist. Daher unterscheiden sich die beiden Zerlegun-
gen nur durch Einheiten von Z[7]. Auch diese kennen wir aus Kapitel 6:
Nach dem Lemma aus §6 sind es genau die Elemente +1 und =+:. Somit
ist entweder z° = u? und y*> = v* oder umgekehrt, womit die Eindeutig-
keit bis auf Reihenfolge und Vorzeichen bewiesen wire. .
Als erste Anwendung davon konnen wir die Primzahlen im Ring Z[7]
der GAUSSschen Zahlen bestimmen:

Korollar: Eine Primzahl p € Nist genau dann irreduzibel in Z[7], wenn
p = 3 mod 4. Andernfalls zerfillt sie in das Produkt zweier konjugiert
komplexer irreduzibler Elemente r & is mit 7* + s° = p.

Beweis: p =2 = (1+1)(1 — 1) zerfillt offensichtlich, und dies ist bereits
die Primzerlegung, denn N (1 £ ¢) = 2 hat keine echten Teiler.

Falls eine ungerade Primzahl p einen echten Teiler  +4s hat, ist sie auch
durch r — is teilbar. Da die Norm von p gleich p? ist und r =+ is keine
Einheiten, mull NV (r+is) = p sein. Damit folgt zunichst, dal » 4-7s prim
sind, denn ein echter Teiler miilite als Norm einen echten Teiler von p
haben. AuBlerdem folgt, da} sich (r + is)(r — is) = r? + s* hochstens
durch eine Einheit von p unterscheidet. Da beides positive Zahlen sind,
muf} diese gleich eins sein, d.h. die Primzerlegung von p in Z[7] ist

p=(r+is)r—is)=r>+s°>.
Nach dem Satz ist daher p = 1 mod 4.

Istumgekehrt p = 1 mod 4, so gibt es nach dem Satz zwei ganze Zahlen
r, s,sodaB p = r?+s? ist, d.h. p = (r+is)(r —is) zerfillt in Z[], und das
Argument aus dem vorigen Abschnitt zeigt, da3 dies die Primzerlegung
ist.

Somit zerfallen genau die Primzahlen p = 1 mod 4 und die Zwei, d.h.
genau die p = 3 mod 4 bleiben prim. .
In der Abbildung sind die GAUSSschen Primzahlen a + ¢b der Norm
hochstens 1000 durch Quadrate um den Punkt (a,b) € R? dargestellt.
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Mancher Leser wird hier ein gelegentlich von Designern verwendetes
Muster erkennen.

Kehren wir zuriick zur Ausgangsfrage: Wann kann eine vorgegebene
natiirliche Zahl als Summe zweier Quadrate dargestellt werden?

Satz: Eine natiirliche Zahl n 146t sich genau dann als Summe zweier
Quadrate schreiben, wenn jeder Primteiler p = 3 mod 4 in der Primzer-
legung von n mit einer geraden Potenz auftritt.

Beweis: Zunichst ist die Bedingung hinreichend, denn da mit n auch
jedes Produkt ¢’n als Summe zweier Quadrate darstellbar ist, konnen
wir die Primteiler p = 3 mod 4 ignorieren. Nach dem gerade bewiese-
nen Satz wissen wir, dal jede Primzahl p = 1 mod 4 Summe zweier
Quadrate ist, und natiirlich gilt dies auch fiir 2 = 1? + 12. Damit ist nach
dem obigen Lemma auch jedes Produkt solcher Primzahlen als Summe
zweier Quadrate darstellbar.

Umgekehrt sei n = 22 + y* und d = ggT(z,y). Mit z = du, y = dv
und n = d*m ist dann m = u?® + v*, und m enthilt genau dann einen
Primteiler p = 3 mod 4 in ungerader Potenz, wenn dies fiir n der Fall ist.
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Ein solcher Primteiler p teilt auch u?+0? = (u+1v)(u —1v) im Ring Z[1]
der GAUSSschen Zahlen. Falls p auch dort eine Primzahl ist, muf} p
mindestens einen der beiden Faktoren teilen; komplexe Konjugation
zeigt, dall es dann auch den anderen teilt. Damit teilt es auch deren
Summe 2u und Differenz 27v; da p ungerade ist und ¢ eine Einheit, teilt
p also die zueinander teilerfremden Zahlen v und v, ein Widerspruch.

Somit ist p in Z[z] keine Primzahl; nach obigem Korollar mufl daher
p =2 oder p = 1 mod 4 sein. Damit ist jeder Primteiler p = 3 mod 4
von n zugleich ein Teiler von d und tritt in n daher mit einer geraden

Potenz auf. .

Fiir zusammengesetzte Zahlen ist die Darstellung als Summe zweier
Quadrate im allgemeinen nicht mehr eindeutig. Uber die Primzerlegung
in Z[7] 148t sich die Anzahl verschiedener Darstellungen leicht erkennen:
Natiirlich entsprechen auch fiir eine beliebige natiirliche Zahl n die
Darstellungen als Summe zweier Quadrate den Darstellungen von n
als Norm eines Elements von Z[¢], wobei assoziierte Elemente bis auf
Reihenfolge auf dieselbe Zerlegung fiihren.

Aus der Primzerlegung von n in Z konnen wir leicht auf die Prim-
zerlegung in Z[7] schlieBen: Primzahlen kongruent drei modulo vier
bleiben nach obigem Korollar auch in Z[z] irreduzibel, die kongruent
eins modulo vier sind Produkte zweier konjugierter Elemente x + 7y.
Die beiden Faktoren sind nicht assoziiert, denn sonst wire |z| = |y| und
p = x + y* wire gerade. Die Zwei schlieBlich ist Produkt der beiden
irreduziblen Elemente 1 4 ¢, und die sind assoziiert zueinander, denn
(1—%)-2=1+1.

Wir sortieren daher in der Primzerlegung von n nach den Kongruenz-
klassen modulo vier der Primfaktoren:

T S
n = Zerjj Hqig’“ mit p;, =1mod4, ¢, =3mod4.
=1 k=l

Fiir jedes p; wihlen wir ein m; € Z[1] derart, daf3 T T =D, 1st; dann
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ist n in Z[t] assoziiert zu

A+ =7 TI77 T -
j=1 j=1 k=1
Ein Element o € Z][1], fiir das N(«) = n sein soll, hat daher bis auf eine
Einheit die Form

T T S
o= T T T
j=t  j=l k=1

mit 0 < hj < fj. Die Anzahl verschiedener Moglichkeiten ist somit
gleich dem Produkt der (f; + 1), wobei hier allerdings die Darstellungen

n=2*+y* und n = y* + 2 fiir z # y als verschieden gezihlt werden.

Die im Vergleich zur Grof3e von n meisten verschiedenen Darstellungen
gibt es offenbar dann, wenn n ein Produkt verschiedener Primzahlen
ist, die allesamt kongruent eins modulo vier sind. In diesem Fall ist die
Anzahl der Darstellungen gleich zwei hoch Anzahl der Faktoren.

§2: Anwendung auf die Berechnung von 7

Aus der Analysis I ist bekannt, da3 gilt

333 375 3?7 379 33]] 37]3 37]5

acctamr=r— — + — — — + — — + — + e
3 5 7 9 11 13 15

falls es jemand nicht mehr weil}: Die Ableitung des Arkustangens ist
1/(1+ 2?), und nach der Summenformel fiir die geometrische Reihe ist
1
1 +22
Durch gliedweise Integration folgt wegen arctan 0 = 0 die obige Formel.
Eine bekannte Anwendung davon ist der Spezialfall x = 1:

™ I 1 1 1 1 1 1
—=arctanl=1- -+ -—-zc+-——+ ——— +--- .
4 35 7 9 11 13 15

Zur praktischen Berechnung von 7 ist diese Formel allerdings vollig un-
brauchbar und der Alptraum eines jeden Numerikers: Zundchst einmal
sind alternierende Summen grundsitzlich problematisch, allerdings ist

=l -2+t -2+ 28— 20 P M




Kap. 7: Quadratische Formen 200

das hier vergleichsweise harmlos: Wenn wir jeden negativen Summan-
den von seinem Vorgédnger subtrahieren, bekommen wir eine Reihe

7T 2 2 2 2

471357 91T 3as T

mit lauter positiven Gliedern. Die Summanden sind jedoch immer noch
monoton fallend, so dall die Rundungsfehler der ersten Additionen bei
hinreichend langer Summation gro3er sind als die hinteren Summanden.
Man mul} also, wenn man eine endliche Teilsumme berechnen will, von
hinten nach vorne summieren und damit bereits vor Beginn der Rech-
nung die Anzahl der Terme festlegen. Bei jeder Erhohung der Anzahl
der Summanden muf} die gesamte Rechnung von vorne beginnen.

Dazu kommt, dal} die Reihe extrem langsam konvergiert: Divierenden
wir obige Gleichung durch zwei und berechnen fiir

T o— 1
8 nz:% (4n + 1)(4n +3)

die Teilsummen
N

1
SN:Z(4n+1)(4n+3)’

n=0

so erhalten wir fiir die ersten Zehnerpotenzen N die folgenden Fehler:

N 10 100 1000 10000
T—8Sy  45-107% 50-107° 50-100* 50-107°
N 100000 1000000 10000000 100 000 000

T—8Sy  50-107° 50-10077 50-107°* 5,0-107°

Fiir eine zusiatzliche Dezimalstelle muf also der Rechenaufwand ziem-
lich genau verzehnfacht werden. Angesichts der Tatsache, da3 heute
mehrere Billionen Ziffern von 7 bekannt sind, ist klar, daf} es bessere
Wege zur Berechnung von 7 geben mul3.

Einer davon benutzt Zahlen mit einer groen Anzahl verschiedener Dar-
stellungen als Summen zweier Quadrate. Die Reihe fiir den Arkustan-
gens konvergiert sicherlich umso besser, je kleiner der Wert von x ist.
Wenn wir also den Winkel % aufteilen konnen in mehrere kleine Winkel,
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deren Tangens wir kennen, sollten bessere Ergebnisse zu erwarten sein.
Genau das konnen wir mit solchen Zahlen erreichen.

Angenommen, wir haben fiir eine Zahl n die r verschiedenen Darstel-
lungen
2, .2 2, .2
’]’L:a’j’1+y1 :...:xr+yr
als Summen von Quadraten, wobei y;, < --- < y, sel. Dann ist
x; = Y,_;, denn wir konnen ja in jeder Darstellung die Reihenfolge
der Faktoren vertauschen. Wir wollen auflerdem voraussetzen, dal3 n

nicht das Doppelte eines Quadrats ist, so daf stets x;, # y, und somit r
eine gerade Zahl ist.

Die Punkte P, = (z;,y;) und @), = (—z;,y;) fir 2 = 1,...,r liegen
auf der Kreislinie 2° + > = n um den Nullpunkt O, genauso die

drei Punkte Py = (v/n,0), Qy = (—v/n,0) und P, = (0,/n).

P P,

QS ﬁ\P3

@ / P,

Fo

O

Da die y-Koordinaten y, der P, der GroBBe nach geordnet sind, ist

r r/2—1
g =N"40PP, =2 Y £OPP, +£OP,,P, ., .
i=0 =0
Leider ist keines der Dreiecke AOP; P, , rechtwinklig, so daf uns die

ganzzahligen Koordinaten der (meisten) P; bei der Berechnung der
Winkel £OP, P, nichts niitzen.
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Nun lehrt uns aber ein Satz der Elementargeometrie, der (im Anhang zu
diesem Paragraphen bewiesene) Satz vom Innenwinkel, daf3 der Winkel
£LOP;P,,, doppelt so grof ist wie der Winkels £Q), P, P,,,. Letzterer
gehort zu einem rechtwinkligen Dreieck, denn natiirlich dndert sich
nichts am Winkel, wenn wir den Punkt P; ersetzen durch die senkrechte
Projektion P = (x,,,,v;) von P,,, auf die Gerade Q, P;. Somit ist
r/2—1
™ / / /
> =240F;P, +4 > LQ,PIPy, +24£Q, )y P ;1P sy -
i=1
Division durch zwei macht daraus
r/2—1
7r
1° LOFy P +2 Z £Q; PPy, + AQT/ZP;/ZPT/2+1 :
i=1
In dieser Darstellung sind die drei Punkte, die den Winkel bestimmen, in
allen Féllen die Eckpunkte eines rechtwinkligen Dreiecks, sie haben alle-
samt ganzzahlige Koordinaten, und zumindest die Katheten der Dreiecke

haben ganzzahlige Lingen. Somit konnen wir alle auftretenden Winkel
ausdriicken durch Arkustangenswerte rationaler Zahlen.

Als Beispiel betrachten wir das kleinste Produkt dreier verschiedener
Primzahlen kongruent eins modulo vier, alson =5-13-17 = 1105. Aus
den Darstellungen

5=12+2% 13=22+3%> und 17=1%+47
verschafft man sich leicht die vier Darstellungen
1105 =42 +332 =92 + 322 = 122 + 312 = 23% + 247,

zu denen natiirlich auch noch vier mit vertauschten Faktoren kommen.
Wir haben also

P, =(33,4), P,=(32,9), P,=(31,12), P, =(24,23),
Py =(4,33), P,=(9,32), P, =(12,31), P, =(23,24);

dazu kommen noch die beiden Randpunkte F, = (v/1105,0) sowie
Py =(0,v1105).



203 Zahlentheorie

Die @), fir 1 < ¢ < 8 unterscheiden sich von den P, nur durch das

Vorzeichen der Abszisse. Damit konnen wir die Tangenten aller Winkel
bei O berechnen:

4
tan LOF P, =tan LOF P, = % =33
1

Y — Y 5 1
tan {OP, P, = tan LOP, P; = tan24Q, P, P, = ;1 " x; == 5

Y3 — Y 3 1

tanKOP2P3=tanKOP6P7=tan24Q2P2P3=szg:j:@:ﬁ

ye—ys 111

tanKOP3P4:tan40P5P6:tan24Q3P3P4: xi.kxi :gzg
Ys —ys 1

4+ s

Die Summe aller dieser Winkel ist

Approximieren wir dies, indem wir jede der TAYLOR-Reihen durch das
TAYLOR-Polynom vom Grad n ersetzen, erhalten wir die folgenden be-
tragsméfBigen Abweichungen A zwischen 7w und dem Vierfachen dieser
Summe:

n 1 3 5 7 9
A, 25-100% 52-100* 14-10° 44-1007 14-107%
n 11 13 15 17 19

A, 51001 49.107"% 6-107" 21.107" 77-1071°
Die Verbesserung gegeniiber der Berechnung via 7- = arctan 1 ist drama-
tisch: Die dort betrachtete Teilsumme .Sy, entspricht der Auswertung des
TAYLOR-Polynoms vom Grad n = 4N + 3, und selbst wenn wir N auf
hundert Millionen setzen, haben wir noch einen Fehler von 5-10~7. Mit
dem neuen Ansatz kommen wir bereits mit TAYLOR-Polynomen vom
Grad neun auf einen Fehler, der gerade mal ein Zehntel davon betragt.
An Stelle von hundert Millionen Summanden muflten wir dazu nur fiinf
TAYLOR-Polynome mit jeweils fiinf Summanden auswerten.
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Anhang: Der Satz vom Innenwinkel

Satz: P, (), S seien Punkte auf einer Kreislinie mit Mittelpunkt M.

Dann ist /M PQ =2/SPQ.

P

Beweis: Am einfachsten ist der Fall, da3 M auf der Verbindungsstrecke

von S mit einem der beiden Punkte P
und @ liegt; wir nehmen an, er liege auf
SP. (Der andere Fall ist spiegelsym-
metrisch dazu und geht genauso.) Dann
ist das Dreieck AM S(Q) gleichschenk-
lig, d.h. wir haben bei S und bei @)
denselben Winkel 3. Der verbleibende
Dreieckswinkel bei M ist somit 7 — 20.
Andererseits ist dies aber der Komple-
mentarwinkel zu o = ZM P(), also ist
a = 23, wie behauptet.

Der allgemeine Fall kann auf diesen Spezialfall zuriickgefiihrt wer-

P
T
Q

den: Liegen P und () auf verschiedenen
Seiten des Durchmessers durch S, des-
sen anderer Endpunkt 7’ sei, so erfiillen
auch die Punkte S, P,T", M sowie die
Punkte S,Q,T, M die Voraussetzung
des Satzes, und in beiden Fillen sind
wir in der Situation des bereits bewiese-
nen Spezialfalls. Addition der Ergeb-
nisse fiir diese beiden Fille liefert das
Ergebnis fiir die Punkte S, P, ), M.
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Bleibt noch der Fall, dal P und A auf derselben Seite des Durchmessers
T ST liegen. Auch in diesem Fall erfiillen
P wieder sowohl die Punkte S, P, T, M
als auch die Punkte S, Q), T', M die Vo-
raussetzungen des Satzes, und beides
Mal sind wir in der Situation des ein-
gangs bewiesenen Spezialfalls. Dieses
Mal fiihrt die Subtraktion dieser bei-
Q den Ergebnisse zum gewiinschten Re-
sultat fiir die Ausgangssituation mit den
Punkten S, P, ), M.

S Damit ist der Satz vollstindig bewiesen..

§3: Der Satz von Lagrange

Es ist nicht moglich, eine beliebige natiirliche Zahl als Summe von
hochstens drei Quadratzahlen zu schreiben; das kleinste Gegenbeispiel
i1st die Sieben. Wie EULER vermutete und LAGRANGE bewies, kommt
man aber immer mit hochstens vier Quadratzahlen aus.

Einer der vielen Beweise dieses Satzes ist recht dhnlich zu dem des
Zweiquadratesatzes aus §1; statt mit dem Ring Z[i] der GAUSSschen
Zahlen arbeiten wir aber mit dem Ring

7 & 7i & Zj & 7k

der ganzen Quaternionen. Auch hier haben wir eine Normabbildung,
und eine ganze Zahl n ist offensichtlich genau dann als Summe von
vier Quadraten darstellbar, wenn sie Norm einer ganzen Quaternion ist.
Wegen der Multiplikativitit der Norm reicht es also wieder, wenn wir
Primzahlen p betrachten.

Zur Vorbereitung zeigen wir zunéchst

Lemma: Zu jeder Primzahl p gibt es ganze Zahlen z, y, z € Z und eine
natiirliche Zahl m < p, so daB gilt: mp = 2> + y* + 2°
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Beweis: Fiir p = 2 ist 2 = 12 + 1% + 0%; sei also p ungerade.

Von den Zahlen ¢®> mit 0 < a < %(p — 1) sind keine zwei kongruent
modulo p, denn a® — b = (a + b)(a — b), und falls 0 < a,b < %(p —1)
sind beide Faktoren kleiner als p. Damit gibt es auch in den Mengen

M, ={-a’|0<a<i(p-1}

und
My={1+a"|0<a<i(p—- D}

keine zwei Elemente, die modulo p kongruent sind. Da die beiden Men-
gen disjunkt sind und jede davon %(p + 1) Elemente hat, enthilt ihre
Vereinigung p + 1 Elemente; hier muf} es also mindestens zwei Elemen-
te geben, die modulo p kongruent sind. Es gibt also Zahlen x,y € Z
mit —z* = 1 +y* mod p, d.h. z° + y* + 12 = mp ist durch p teilbar. Da

x,y < %(p — 1), ist dabei m < p und das Lemma ist bewiesen. .

Lemma: Jede Primzahl p laBt sich als Summe von hochstens vier
Quadraten schreiben.

Beweis: Fiir p = 2 wissen wir das; sei also p wieder ungerade. Nach
dem vorigen Lemma gibt es eine natiirliche Zahl m < p derart, dal3
mp als Summe von sogar hochstens drei Quadraten darstellbar ist; ¢ sei
die kleinste natiirliche Zahl, fiir die /p als Summe von hochstens vier
Quadraten darstellbar ist. Natiirlich ist dann auch ¢ < p.

Wire ¢ eine gerade Zahl, so wire auch die Summe der vier Quadrate
gerade, und dazu gibt es drei Moglichkeiten: Entweder alle Summanden
sind gerade, oder alle sind ungerade, oder zwei davon sind gerade, der
Rest ungerade. Im letzteren Fall wollen wir die vier Zahlen w, x, y, 2 so
anordnen, dal w und x gerade sind, y und z dagegen ungerade. Dann
sind in allen drei Féllen w + x und y + 2z gerade, und

w+x 2+ w—x 2+ Y+ 2z 2+ y—z 2_w2+x2+y2+z2_£
2 2 2 2 ) 2 — o

im Widerspruch zur Minimalitit von ¢. Also ist £ ungerade, und falls
das Lemma falsch wire, miifite £ > 3 sein.
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Wir betrachten die modulo ¢ zu w, z, y, z kongruenten ganzen Zahlen
W, X, Y, Z vom Betrag kleiner ¢/2. Wie schon beim Zwei-Quadrate-
Satz konnen diese nicht allesamt verschwinden, denn sonst wéiren
w, x,y,z durch ¢ teilbar, also ihre Quadratsumme ¢p durch ¢, was
wegen ¢ < p fiir eine Primzahl p nicht moglich ist.

Somitist0 < W2+ X2+Y?+ 2% < 4. (%)2 = (?. Andererseits ist aber
W2+ X2+ Y+ 22 =w?+ 2%+ +2°=0mod ¢ ;
also ist
W2+ X?+Y?+Z%=(m mit 1<m</{.
Damit haben die Quaternionen
g=w+ir+jy+kz und Q=W +iX +jY +kZ

die Normen N(gq) = ¢p und N(Q)) = ¢m, ihr Produkt hat also die Norm
¢*mp. Zumindest von der Norm her spricht also nichts dagegen, daB
dieses Produkt durch / teilbar sein konnte.

Tatséichlich ist ¢g@Q durch ¢ teilbar, und das sieht man am schnellsten
durch brutales Nachrechnen: In

Q= WW+aX+yY +22) +(—wX +zW —yZ + 2Y)i
+(—wY +yW — 22X +z20)j+ (—wZ +zW —zY + yX)k
sind alle vier Klammern durch ¢ teilbar, denn modulo ¢ sind alle
GroBbuchstaben gleich den entsprechenden Kleinbuchstaben, so dal3

die Koeffizienten von i, j, k trivialerweise modulo ¢ verschwinden, und
fiir den Realteil haben wir
wW+zX +yY +z2Z =w+2* +y* + 22 =¢p=0mod £.
Somit ist .
% =A+Bi+(Cj+ Dk

eine Quaternion mit ganzzahligen Koeffizienten, und

qQ ) _N@Q _NaNQ _

14 22 02
Dies widerspricht aber der Minimalitét von /.

A2+B2+CZ+D2:N<

Somit muf} ¢ = 1 sein, und der Satz ist bewiesen.
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Satz (LAGRANGE): Jede natiirliche Zahl 1483t sich als Summe von
hochstens vier Quadraten schreiben.

Beweis: Wie wir in Kapitel 6, §7 gesehen haben, 148t sich eine Zahl n
genau dann als Summe von hochstens vier Quadraten schreiben, wenn
sie Norm einer ganzen Quaternion ist. Da wir gerade gesehen haben,
daB sich jede Primzahl als Summe von hichstens vier Quadraten schrei-
ben 146t (und die Eins natiirlich auch), folgt die Behauptung aus der

Multiplikativitdat der Norm.
|



