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• • • Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! • • •

Aufgabe 1: (5 Punkte)Die Paarquersumme einer nat�urli
hen Zahl n wird bere
hnet, indem man die Zahl vonre
hts her in Gruppen aus zwei Zi�ern aufteilt und die entstehenden zweistelligen Zahlenaddiert; die Paarquersumme von 12345 ist also 45 + 23 + 1 = 68.a) Zeigen Sie, da� n genau dann dur
h elf teilbar ist, wenn seine Paarquersumme dur
h elfteilbar ist.b) Ist jede nat�urli
he Zahl n modulo elf kongruent zu ihrer Paarquersumme?
Lösung: Ist n =

∑r

i=0 ai · 100i mit 0 ≤ ai ≤ 99, so ist ∑r

i=0 ai die Paarquersumme.Da 100 ≡ 1 mod 11, sind die beiden Zahlen kongruent modulo elf, insbesondere ist also ngenau dann dur
h elf teilbar, wenn dies f�ur die Paarquersumme der Fall ist.
) Wel
hen Rest hat die Zahl 2718281828459045 bei der Division dur
h elf?
Lösung: Sie ist modulo elf kongruent zu ihrer Paarquersumme 45+90+45+28+18+28+

18 + 27 = 299; diese wiederum hat Paarquersumme 101, und diese hat Paarquersummezwei. Somit hat 2718281828459045 bei der Division dur
h elf den Rest zwei.
Aufgabe 2: (6 Punkte)F�ur ein publi
 viewing zur Fu�ballweltmeisters
haft m�o
hte ein Choreograph zum AuftaktStatisten in Fu�balltrikots in die Arena einmars
hieren lassen. Wenn er sie in Elferreihenmars
hieren l�a�t, bleiben in der letzten Reihe a
ht �ubrig, allerdings ist der Zug dann zulang. Deshalb ordnet er sie in F�unfundzwanzigerreihen an; jetzt bleiben in der letztenReihe sieben �ubrig.a) Finden Sie eine untere S
hranke f�ur die Anzahl der Statisten!
Lösung: �Uber die Anzahl N der Statisten wissen wir, da� einerseits N ≡ 8 mod 11 undandererseits N ≡ 7 mod 25. Um beides �uber den 
hinesis
hen Restesatz kombinieren zuk�onnen, m�ussen wir zun�a
hst den ggT von 11 und 25 als Linearkombination darstellen:

25 : 11 = 2 Rest 3 =⇒ 3 = 25 − 2 · 11
11 : 3 = 3 Rest 2 =⇒ 2 = 11 − 3 · (25 − 2 · 11) = 7 · 11 − 3 · 25

3 : 2 = 1 Rest 1 =⇒ 1 = (25 − 2 · 11) − (7 · 11 − 3 · 25) = 4 · 25 − 9 · 11Somit ist
4 · 25 = 100 ≡

{
1 mod 11

0 mod 25
und − 9 · 11 = −99 ≡

{
0 mod 11

1 mod 25
,also ist

100 · 8 − 99 · 7 = 107 ≡
{

8 mod 11

7 mod 25
.

N ist �uber die obigen beiden Kongruenzen modulo 11 · 25 = 275 eindeutig bestimmt; diekleinste positive L�osung ist daher gerade 107.



b) Wel
he anderen Anzahlen w�aren au
h no
h m�ogli
h?
Lösung: Alle Zahlen der Form 107 + k · 275 mit k ∈ N0.
Aufgabe 3: (8 Punkte)a) Bere
hnen Sie im K�orper F29 die Elemente

x1 = 2 − 52, x2 = 26 · 27, x3 =
5

27
und x4 = 28! =

28∏

i=1

i

Lösung: In F29 ist x1 = 2 − 25 = −23 = 6 und x2 = 26 · 27 = (−3) · (−2) = 6.Zur Bere
hnung von x3 m�ussen wir zun�a
hst �uber den erweiterten Euklidis
hen Algo-rithmus das multiplikative Inverse von 27 bestimmen:
29 : 27 = 1 Rest 2 =⇒ 2 = 29 − 27

27 : 2 = 13 Rest 1 =⇒ 1 = 27 − 13 · (29 − 27) = 14 · 27 − 13 · 29Somit ist 14 · 27 ≡ 1 mod 29; im K�orper F29 ist also x3 = 5/27 = 5 · 14 = 70 = 12. ZurProbe k�onnen wir no
h na
hre
hnen, da� in der Tat 12 · 27 = 12 · (−2) = −24 = 5 ist.
x4 s
hlie�li
h hat na
h der Wilsons
hen Kongruenz den Wert −1 = 28.b) Zeigen Sie, da� die Zwei und die Drei primitive Wurzeln modulo 29 sind, ni
ht aber dieSe
hs.
Lösung: 29 − 1 = 28 = 22 · 7; ein Element a ist also genau dann eine primitive Wurzel,wenn a28 ≡ 1 mod 29 ist, aber a4 und a14 modulo 29 beide von eins vers
hieden sind.
24 = 16 ist o�ensi
htli
h ni
ht kongruent zu eins. 25 = 32 ≡ 3 mod 29, und damit ist
210 ≡ 9 mod 29 und 214 ≡ 9 ·16 = 144 = 5 ·29−1 ≡ −1 mod 29. Damit ist 228 ≡ 1 mod 29und alle Bedingungen an eine primitive Wurzel sind erf�ullt.
33 = 27 ≡ −2 mod 29; also ist 34 ≡ −6 mod 29. Weiter ist 312 = (−2)4 = 16 mod 29,also 314 ≡ 9 · 16 ≡ −1 mod 29. Au
h hier sind alle Bedingungen an eine primitive Wurzelerf�ullt.
614 = 214 · 314 = (−1) · (−1) = 1; die Se
hs hat somit h�o
hstens die Ordnung 14 und kanndaher keine primitive Wurzel sein.
) Geben Sie zu jeder m�ogli
hen Ordnung eines Elements von F×

29 ein Element an, das exaktdiese Ordnung hat!
Lösung: M�ogli
h sind alle Teiler von 28, also 1, 2, 4, 7, 14 und 28. Wie wir aus b) wissen,haben 2 und 3 beide die Ordnung 28, ihre Quadrate 4 und 9 haben also Ordnung 14und 42 = 16 hat die Ordnung sieben. 27 = 128 = 12 hat die Ordnung vier, −1 = 28 dieOrdnung zwei, und nur die Eins hat Ordnung eins.
Aufgabe 4: (8 Punkte)
J sei eine Jahreszahl und 1900 < J < 2072.a) Zeigen Sie: Im Jahr J + 4 hat si
h der Wo
hentag, auf den der 1. Januar f�allt, gegen�uberdem Jahr J um f�unf vers
hoben.
Lösung: Da das Jahr 2000 ein S
haltjahr war, ist im fragli
hen Zeitraum jedes vierte Jahrein S
haltjahr; unter den Jahren J bis J+3 gibt es daher genau ein S
haltjahr. Na
h einem



gew�ohnli
hen Jahr vers
hiebt si
h der Wo
hentag des ersten Januars wegen 365 ≡ 1 mod 7um eins, na
h einem S
haltjahr um zwei, insgesamt also um 3 · 1 + 2 = 5.b) J′ sei das erste Jahr na
h J, in dem jedes Datum auf den glei
hen Wo
hentag f�allt wie imJahr J. Zeigen Sie;
J′ =

{
J + 28 falls J ≡ 0 mod 4

J + 6 falls J ≡ 1 mod 4

J + 11 sonst
Lösung: Ist J ≡ 0 mod 4, so ist J ein S
haltjahr; damit mu� au
h J′ eines sein. DieDi�erenz J′ − J ist daher dur
h vier teilbar. Im Jahr J + 4k hat si
h der Wo
hentag desersten Januars na
h a) um 5k vers
hoben; wenn wir glei
he Wo
hentage wollen, mu� diesein Vielfa
hes von sieben sein. Die erste M�ogli
hkeit ist k = 7, d.h. J′ = J + 28.Ist J ≡ 1 mod 4, so haben wir na
h a) im Jahr J+4 einen um f�unf Wo
hentage vers
hobenenersten Januar; da J + 4 und J + 5 beide keine S
haltjahre sind, haben wir im Jahr J + 6erstmalig eine Vers
hiebung um sieben Wo
hentage, d.h. J′ = J + 6.Ist J ≡ 2 mod 4, so folgt wie im Falle J ≡ 1 mod 4, da� der erste Januar J + 6 auf denglei
hen Wo
hentag f�allt wie der erste Januar im Jahr J. Wegen J ≡ 2 mod 4 ist J + 6 aberein S
haltjahr, d.h. ab dem 29. Februar stimmen die Wo
hentage ni
ht mehr �uberein. ImJahr J + 7 ist der erste Januar zwei Wo
hentage sp�ater als im Jahr J; vier Jahre sp�ater,im Jahr J + 11 sind wir na
h a) no
h einmal f�unf Tage weiter, also wieder beim glei
henWo
hentag wie im Jahr J. Da J + 11 ≡ 1 mod 4, ist dies kein S
haltjahr.Ist s
hlie�li
h J ≡ 3 mod 4, so sind wir im Jahr J+6 ni
ht sieben, sondern a
ht Wo
hentageweiter, da J + 5 ein S
haltjahr war. Im Jahr J + 7 sind wir wie im vorigen Fall neun bzw.zwei Tage weiter, und da J + 11 ≡ 2 mod 4, folgt wie dort, da� im Jahr J + 11 alle Datenauf die glei
hen Wo
hentage fallen wie im Jahr J.
) Warum sind diese Formeln fals
h f�ur J = 1900 und J = 2072 ?
Lösung: 1900 war kein S
haltjahr, 1928 aber do
h; entspre
hend ist 2072 ein S
haltjahr,2100 aber ni
ht.In beiden F�allen k�onnen daher die Wo
hentage des Jahres J ni
ht alle mitdenen des Jahres J + 28 �ubereinstimmen.
Aufgabe 5: (6 Punkte)a) Wie l�a�t si
h bei RSA mit �o�entli
hem Exponenten e = 5 und Modul N = pq ein privaterExponent d ohne Euklidis
hen Algorithmus aus e und einem gemeinsamen Vielfa
hen mvon p − 1 und q − 1 bere
hnen?
Lösung: Wir su
hen positive ganze Zahlen d und k, f�ur die 1 = de − km ist. Zu dieserGlei
hung k�onnen wir beliebige Vielfa
he der Glei
hung 0 = m · e − e ·m addieren; daherkann 1 ≤ k < e errei
ht werden. F�ur jedes L�osungspaar (d, k) ist d = (1 + km)/e. Wirm�ussen f�ur e = 5 daher nur probieren, f�ur wel
hen der Werte k = 1, 2, 3, 4 obiger Ausdru
kein ganzzahliges d liefert.b) Finden Sie f�ur das RSA-System mit p = 409, q = 523 und e = 5 einen m�ogli
hst kleinenprivaten Exponenten d !
Lösung: p − 1 = 408 = 23 · 3 · 17 und q − 1 = 522 = 2 · 32 · 29; das kleinste gemeinsameVielfa
he von p − 1 und q − 1 ist daher m = 23 · 32 · 17 · 29 = 35 496. Die Glei
hung
1 = de − km l�a�t si
h aufl�osen zu d = (1 + km)/5 mit 1 ≤ k < 5. Dies ist ganzzahlig,



wenn die Zahl im Z�ahler auf null oder f�unf endet, wenn also km auf neun oder vier endet.Da m gerade ist, ist die Neun ni
ht m�ogli
h; f�ur k = 4 erhalten wir die Vier und
d =

1 + 4 · 35 496

5
=

141 985

5
= 28 397 .
) Warum ist es hier ni
ht m�ogli
h, den �o�entli
hen Exponenten e = 3 zu nehmen?

Lösung: e mu� teilerfremd sein zu p − 1 und zu q − 1; hier sind aber beide Zahlen dur
hdrei teilbar.
Aufgabe 6: (10 Punkte)a) Bestimmen Sie die Kettenbru
hentwi
klung von √

10 !
Lösung: Da 32 < 10 < 42, ist der ganzzahlige Anteil drei.

1√
10 − 3

=

√
10 + 3

10 − 32
= 3 +

√
10hat dementspre
hend den ganzzahligen Anteil se
hs, und 3 +

√
10 − 6 =

√
10 − 3, d.h.ab hier wiederholt si
h die Re
hnung und au
h alle weiteren KoeÆzienten sind se
hs. Diegesu
hte Kettenbru
hentwi
klung ist daher

√
10 = [3; 6] = 3 +

1

6 +
1

6 +
. . . .b) Finden Sie einen N�aherungsbru
h f�ur √10 mit m�ogli
hst kleinem Nenner, der si
h h�o
h-stens um 10−3 von √

10 unters
heidet!
Lösung: Die ersten Konvergenten der gerade bere
hneten Kettenbru
hentwi
klung sind

3, 3 +
1

6
=

19

6
und 3 +

1

6 +
1

6

= 3 +
1

37

6

= 3
6

37
=

117

37Der letzte dieser Br�u
he hat Nenner 37; da 372 > 1000, hat er einen kleineren Approxi-mationsfehler als 10−3.
) Finden Sie eine ganzzahlige L�osung der Glei
hung x2 − 10y2 = 1 !
Lösung: Wir k�onnen die Nenner und Z�ahler der Konvergenten der Kettenbru
hentwi
k-lung dur
hprobieren:

32 − 10 · 12 = −1, 192 − 10 · 62 = 1Somit ist x = 19, y = 6 eine L�osung.d) Konstruieren Sie aus der L�osung von 
) ein Element der Norm eins aus Q[
√

10] !
Lösung: Die Norm von x + y

√
10 ist (

x + y
√

10
)(

x − y
√

10
)

= x2 − 10y2; daher ist
19 + 6

√
10 ein sol
hes Element.



e) Konstruieren Sie �uber das Quadrat dieses Elements eine weitere L�osung der Glei
hung
x2 − 10y2 = 1 !
Lösung:

(

19 + 6
√

10
)2

= 361 + 228
√

10 + 10 · 36 = 721 + 228
√

10 hat ebenfalls die Normeins; daher ist 7212 − 10 · 2282 = 1.
Aufgabe 7: (8 Punkte)a) Bestimmen Sie im Ring Z ⊕ Zi der Gau�s
hen Zahlen die Primzerlegung der Zahl 15i !
Lösung: i ist eine Einheit, und in Z ist 15 = 3 · 5. Da Primzahlen kongruent drei modulovier au
h in Z ⊕ Zi irreduzibel bleiben, ist die Drei irreduzibel; 5 ≡ 1 mod 4 l�a�t si
hweiter zerlegen: Wegen 22 + 12 = 5 ist 5 = (2 + i)(2 − i) = (1 + 2i)(1 − 2i). Somit istbeispielsweise

15i = i · 3 · (2 + i)(2 − i) = 3 · (2 + i)(1 + 2i) .b) Finden Sie alle ganzzahligen L�osungen der Glei
hung x2 + y2 = 15 !
Lösung: Da 15 die Primzahl drei nur einmal enth�alt (oder au
h weil 15 ≡ 3 mod 4) gibtes keine L�osungen.
) Bere
hnen Sie in Z ⊕ Zi den ggT von 1 + 5i und 2 + 8i !
Lösung:

2 + 8i

1 + 5i
=

(2 + 8i)(1 − 5i)

26
=

42 − 2i

26
=

21

13
−

1

13
ihat 2 als n�a
hstgelegene Zahl aus Z ⊕ Zi; wir k�onnen also setzen

(2 + 8i) : (1 + 5i) = 2 Rest − 2i .Im n�a
hsten S
hritt ist
1 + 5i

−2i
=

−5 + i

2
= −

5

2
+

i

2
;eine der n�a
hstgelegenen Zahlen aus Z ⊕ Zi ist −2, d.h.

(1 + 5i) : (−2i) = −2 Rest 1 + i .Da −2i

1 + i
= −1 − i in Z ⊕ Zi liegt, ist der ggT glei
h 1 + i.d) Zeigen Sie: ggT(a + ib, a − ib) = ggT(a, b) f�ur alle a + ib ∈ Z ⊕ Zi

Lösung: Nat�urli
h teilt jeder gemeinsame Teiler von a und b au
h a±bi, also au
h derenggT. Umgekehrt teilt jeder gemeinsame Teiler von a±bi au
h deren Summe 2a sowie dieDi�erenz 2bi, ist also bis auf Einheiten eine nat�urli
he Zahl. Diese kann a + bi aber nurdann teilen, wenn sie sowohl a als au
h b teilt.
Aufgabe 8: (8 Punkte)Wel
he der folgenden Kongruenzen sind l�osbar:a) x2 ≡ 4 mod 12345



Lösung: Da die Glei
hung x2 = 4 �uber Z l�osbar ist (mit x = ±2a), ist sie erst re
htmodulo jeder nat�urli
hen Zahl m l�osbar.b) x2 ≡ 5 mod 23

Lösung: Na
h dem quadratis
hen Reziprozit�atsgesetz ist, da 5 ≡ 1 mod 4 ist,
(

5

23

)

=

(

23

5

)

=

(

3

5

)

=

(

5

3

)

=

(

2

3

)

= −1 ,denn modulo drei sind nur null und eins Quadrate. Somit ist die Kongruenz ni
ht l�osbar.
) x2 ≡ 5 mod 21

Lösung: Da 21 = 3 · 7 keine Primzahl ist, k�onnen wir hier ni
ht einfa
h das Ja
obi-Symbol ausre
hnen und na
h dessen Wert ents
heiden. Na
h dem 
hinesis
hen Restesatzist die Glei
hung genau dann modulo 21 l�osbar, wenn sie modulo drei und modulo siebenl�osbar ist. Modulo drei wird sie aber zur unl�osbaren Glei
hung x2 ≡ 2 mod 3; also ist au
hdie Ausgangsglei
hung ni
ht l�osbar.d) Finden Sie die kleinste ungerade Primzahl p, f�ur die die Kongruenz x2 ≡ p mod 127 l�osbarist! (127 ist prim.)
Lösung: Hier k�onnen wir wieder das Legendre-Symbol ausre
hnen; da 127 ≡ 3 mod 4und 3 ≡ 3 mod 4 ist

(

3

127

)

= −

(

127

3

)

= −

(

1

3

)

= −1 ,denn die Eins ist nat�urli
h ein quadratis
her Rest modulo drei. F�ur p = 3 gibt es somitkeine L�osung.F�ur p = 5 ist
(

5

127

)

=

(

127

5

)

=

(

2

5

)

= −1 ,denn modulo f�unf sind nur 0, 1 und 4 Quadrate.F�ur p = 7 erhalten wir
(

7

127

)

= −

(

127

7

)

= −

(

1

7

)

= −1 ,und f�ur p = 11 s
hlie�li
h
(

11

127

)

= −

(

127

11

)

= −

(

6

11

)

= −

(

2

11

) (

3

11

) .Dabei ist
(

2

11

)

= (−1)(112−1)/8 = (−1)15 = −1und
(

3

11

)

= −

(

11

3

)

= −

(

2

3

)

= 1 .Somit ist
(

11

127

)

= −

(

2

11

)(

3

11

)

= 1 ,
p = 11 ist also die kleinste ungerade Primzahl, f�ur die die Kongruenz l�osbar ist.


