Kapitel 9
Die Fermat-Vermutung flr Zahlen
und far Polynome

81: Zahlen und Funktionen

Zum Beweis der eindeutigen Primzerlegung in der Hauptardraines
Zahlkorpers muldten wir nur nachweisen, dald diese eRLD ischer
Ring ist, denn wie wir aus Kapitel 65 wissen, ist jeder &<LIDische
Ring faktoriell. Da der Polynomring in einer \@anderlichenlber ei-
nem Korper BUKLIDisch ist, gilt also auch dort das Gesetz von der
eindeutigen Primzerlegung, wobei die irreduziblen Poigealie Rolle
der Primzahlen einnehmen.

Besonders einfach ist die Situation, wenn der Griamg&rk algebraisch
abgeschlossenist: Dann hat jedes nichtkonstante Polyner| x] eine
Nullstelle ¢ und ist damit durchx — « teilbar. In diesem Fall sind also
alle irreduziblen Polynome linear.

Die Zerlegung in irreduzible Elemente ist bekanntlich nadeutig bis

auf Einheiten, und die Einheiten eines Polynomrings sirchi3a aus
Kapitel 6 gerade die des Koeffizientenrings, hier also die Mall ver-
schiedenen Elemente vdn Durch Multiplikation mit einem solchen
Element kann man derbbhsten Koeffizienten eines jeden Polynoms zu
eins machen; die irreduziblen Polynorileer einem algebraisch abge-
schlossenen &rper sind also bis auf Assoziiertheit genau die Polynome
der Formz — a mit @ € k£ und sie entsprechen eindeutig den Elementen
vonk.
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Den Primzahlen vo#. entsprechen daher im Polynomriiiger einem
algebraisch abgeschlosseneiirper die Punkte der affinen Geraden
uberk, wir kobnnen also geometrisch argumentieren.

Natirlich gibt es — zum Teil be#ichtliche — Unterschiede zwisché&n
und dem Polynomringiber einem Krper, aber gerade das macht die
Analogie so interessant: Da % fleden der beiden Ringe ein eigenes
Instrumentarium gibt, kann man versuchen die damit bewmsd&e-
sultate auf den jeweils anderen Fall idoertragen, was idealerweise zu
neuen &tzen und sonst zumindest zu interessanten Vermutuigen f

Als Beispiel fur Parallelen und Unterschiede zwischen den beiden Situ-
ationen wollen wir die ERMAT-Vermutung betrachten HRMAT schrieb
bekanntlich um 1637 an den Rand seiner Arithmetik deseBanTOS  —> ™ :
. . . moglich, einen
von Alexandrien, dal? die Gleichung Kubus in zwei
oyt =" Kuben oder ein

.. . . . o _Biquadrat in
farn > 3 keine Losung in ganzen Zahlen habe — aul3etinigh den tri-  ,yej Biquadrate

vialen Losungen, bei denen eine der beiden Variablen verschwiiilet. und ganz allge-
franZsischdJbersetzung der Arithmetik, die er dabei benutzte, stammtin irgendeine
tbrigens von BCHET DE MEZIRIAC, denn wir bereits als Entdecker de&er unendiich
erweiterten BkLIDischen Algorithmus kennen. Bekannt wurderF \Z'frllejr;nz(zﬁg'
MATS Randbemerkung erst, als dessen SQAEMENT-SAMUEL DE FER-  ges Quadrats
MAT 1670 die Arithmetik mit den Randbemerkungen seirigg dahre in zwei eben-

zuvor gestorbenen Vaters édientlichte.) solche zu teilen.
o _ _ _ o Ich habe einen
Die direkte Verallgemeinerung auf Polynomringe ist sitibbrfalsch: wunderbaren
Die Gleichung /™ + ¢" = A" ist zumindest #ir konstantePoly- Beweis hierir
nometuber einem algebraisch abgeschlossendm&r immer dsbar: gefugdeg’ aber
Fir beliebig vorgegebene Konstantghg € k& muR man einfach S;m;nurftiﬁ;‘
h = %/ f"+g" setzen. Das si_nd allerdings, wenn wir uns Wirklich, tassen.
fur Polynome interessieren, uninteressarisungen, vergleichbar den

Losungenc™ + 0" = 2™ der klassischen#ERMAT-Gleichung.

Es ist nicht

Auch wenn wir verlangen, daf} die Grade aller beteiligteryRaie
positiv sein sollen, gibt es trivialedsungen: Isff irgendein beliebiges
Polynom und sind, b, ¢ € k so, dal3 gila™ +b™ = ¢", ist natirlich auch
(af)"+ (0" = (cf)". Was wir lochstens erwarterdkinen ist also das
folgende Analogon zur klassischeBHMAT-Vermutung:
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Fur n > 3 gibt es keine paarweise teilerfremden Polynofne, ~ mit
positivem Grad, so daf” + ¢g" = h" ist.

Fur Korper positiver Charakteristik ist selbst das noch falddher
einen Korper der Charakteristik ist schlieBlichf? + g* = (f + g)?

fur beliebige Polynome und g, und dasselbe gilt auch wenn man
den Exponentep durch eine seiner Potenzen ersetzt. Winken also
hochstensiir Korper der Charakteristik null erwarten, dal3 diese Ver-
mutung fir alle Exponenten > 3richtig ist, und genau das werden wir
im Uberrachsten Paragraphen (zumindéstfen Korper der komplexen
Zahlen) auch beweisen. Zachst aber wollen wir schauen, was im bei
FERMAT ausgeschlossenen Fall des Exponenten zwei passiert.

82: Pythagoraische Tripel

Betrachten wir zuachst den Fall der Polynome, wobei wir uns der
Einfachheit halber gleich auf Polynome mit komplexen Kattiten
beschanken wollen. Isff? + ¢> = h?, so ist

fP=r*—g*=(h+g)(h—g).

Wenn wir f und g als teilerfremd voraussetzen, sind aughund h
teilerfremd und somit auch + g und h — g, denn jeder gemeinsame
Teiler dieser beiden Polynomeane auch ein Teiler ihrer Summe 2
sowie ihrer Differenz 2.

Wenn wir die Zerlegung vorfi? in irreduzible Faktoren vergleichen mit
der vonh + g undh — g folgt somit, dal’ jeder irreduzible Faktor vgn
entweder inh + g oder inh — g in gerader Potenz auftreten muf3. Da
jede komplexe Zahl ein Quadrat istorknen wir auch eine eventuell
auftretende Einheit als Quadrat schreiben; somit gibt &3 Pelynome
u,v € C[x] derart, dal3

w>=h+g, v*=h—-¢g und w=f

ist, d.h.

2 2
u- —v u-+ov
f=uv, g¢g= und h =
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Starten wir umgekehrt mit zwei beliebigen teilerfremdernyRomen

u,v € C[x], erhalten mit Hilfe dieser Formelndsungen der Glei-
chung f? + ¢ = h%. Damit kennen wir alle teilerfremdendisungen,
und die restlichen erhalten wir, indem wir alle drei Polyreomit einem

gemeinsamen Faktor multiplizieren.

Nehmen wir als ein einfaches Beispiek 2x undv = 2, ist also
f=d4x, g=2°—1 und h=z?+1;

in der Tat ist
22)2 + (22— 1)% = (22 +1)°.

Hier erhalten wir also mit geringem Aufwand eine valistligeUbersicht
uber alle losungen.

Versuchen wir das gleiche auctirfden klassischen Fall! Wegen des
Satzes von PrHAGORAS bezeichnet man ein Tripek(y, z) ganzer
Zahlen mitz? + y? = 22 als pythagdiisches Tripel: iir jedes sol-
che Tripel gibt es ein rechtwinkliges Dreieck mit Seitarden|x|, |y|
und|z|.

Wir bezeichnen das Tripek(y, z) als primitiv, wenn sie sich nicht als
Vielfaches eines anderen schreibafit, wenn also die Zahlen y, z
keinen gemeinsamen Teiler haben. Sobald wir alle prinmithv@ungen
kennen, Knnen wir daraus die gesamt@4dungsmenge konstruieren,
denn jede nichtprimitive &sung ist Vielfaches einer primitiven.

Wie im Fall der Polynome gehen wir aus von einem primitiveipdlr
(z,y, z) und wenden die dritte binomische Formel an:

? =22 =P = (e +y)(z — ).
Hier konnen wir leider nicht mehr ohne weiteres folgern, daf¥ und
z —y teilerfremd und damit Quadrate sind: Sindndz beide ungerade,
so sind ihre Summe und ihre Differenz beide gerade, alsohduei
teilbar. Wir missen uns also zaohstuber die Pardten vony und z
klarwerden.

Fur eine primitive losung , y, z) mussen bereits undy teilerfremd
sein, denn ist ein gemeinsamer Teiler vanundy, so sindx? undy?



255 Zahlentheorie

beide durchi? teilbar, also auch ihre Summé. Wegen der eindeutigen
Zerlegbarkeit einer natlichen Zahl in Primfaktoren ist dann auch
durchd teilbar, d.hd ist ein gemeinsamer Teiler vany und z.

Insbesonderednnen daher. undy nicht beide gerade sein; mindestens
eine der beiden Zahlen mul3 ungerade sein. Andererdiitsek aber
auch nicht beide Zahlen ungerade seirard/ramlichz = 2u + 1 und
y=2v+1, soware

2= QutlP+(u+1P =l +du+1+&*+4+1=2mod 4,
was unndglich ist, da modulo vier nur null und eins Quadrate sind.

Somit muf3 in einem primitiven pythaginschen Tripel, y, z) eine der
beiden Zahlemr:, y gerade sein und die andere ungerade. Daami,(z)
auch ¢, x, z) ein primitives pythagdtisches Tripel ist, gemgt es, wenn
wir diejenigen Tripel betrachten, in denergerade ist ung ungerade.
Offensichtlich ist dann auchungerade.

Fur so ein Tripel steht in der Gleichung

=22 —y = (+y)(z — )

rechts das Produkt zweier gerader Zahlen. Im GegensatztmatiGn
bei den Polynomen haben wir hier also keine teilerfremddstdran.

Dividieren wir aber durch zwel, sadnen wir wie oben argumentieren,
daR3(z+y) und3(z —y) teilerfremd sind, denn jeder gemeinsame Teiler
ware Teiler ihrer Summe und ihrer Differenzy.

Jetzt lbnnen wir wieder die eindeutige Primzerlegung anwenden: Da

#2730 (5").

wobei die beiden Klammern teilerfremd sind, gibt es ganZdetau, v,

so dafi3
u2=(zzy), v2=(Z;y) und Zuv ==x

ist, also

r=2w, y=u?—v> und z=u?—02.



Kap. 9: Die Fermat-Vermutung fir Zahlen und fir Polynome 256

Umgekehrt definieren diese Formeiir beliebige ganze Zahlenundv
ein primitives pythagdrisches Tripel, und bis auf die Reihenfolge von
x undy erhalten wir so auch jedes dieser Tripéir &, = 2 undv = 1
etwa das seit Jahrtausenden bekannte Tripél, 8. Da sich in alten
Sakralbauten und -anlagen auch deutlich kompliziertetiegmogaische
Tripel nachweisen lassen, steht zu vermuten, dal? die olmgstkuktion
moglicherweise bereits in einigen steinzeitlichen Kultumumindest
teilweise bekannt waren; entsprechende Thesen vertrgpieésweise
bekannte algebraische Geometer BAN DER WAERDEN (1903-1996),
der nach seiner Emeritierung auch mehreieliriiber die Geschichte
der Mathematik veiffentlichte. Mit pythagoaischen Tripel beséttigt
er sich audihrlich in

B.L. VAN DER WAERDEN: Geometry and algebra in ancient civilizations,
Springer,1983

83: Der Satz von Mason

In diesem Abschnitt wollen wir, wie bereits angekligt, sehen, dal es
furn > 3 keine zueinander teilerfremden Polynome positiven Grade
f,g9,h € C[z] gibt mit f* + g™ =h",

Der Beweisberuht darauf, dal3 die Polynony@ und ¢g" dieselben
Nullstellen wie f und ¢ haben, aber mit-facher Vielfachheit. Ist
f"+g" =h", so hat auch die Summe dieser beiden Potenzen im Ver-
gleich zum Grad relativ wenige Nullstellen, diese aber mitdastens
n-facher Vielfachheit. Nach einem 1983 von R.CA8bON bewiesenen
Satz bnnen in einer solchen Situation abgt, ¢" und A™ nicht zu
wenige verschiedene Nullstellen haben:

Satz: Bezeichnetny(f) die Anzahl verschiedener (komplexer) Null-
stellen eines Polynoms§, so qilt fur drei nichtkonstante, teilerfremde
Polynomef,g,hmit f+g=nh

no(fgh) > max(degf, degg, degh) + 1.

Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir unsacimstiberlegen, daf3
daraus wirklich die ERMAT-Vermutung tir Polynome folgt:
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Fur drei nichtkonstante teilerfremde Polynorhe, A mit f" +g" = h"
ist nach dem Satz von ASON

no(f"g"h"™) > max(degf",degg”,degh™) + 1
= nmax(degf, degg, degh) + 1.
Andererseits ist aber
no(f"g"h") =no(fgh)
< degf + degg + degh
< 3maxdegu(z), degu(z), degu(z)) ,

denn die AnzahverschiedeneNullstellen einer Potenz eines Polynoms
ist gleich der Anzahl verschiedener Nullstellen des Palyaselbst,
und die Nullstellenanzahl eines Polynom kann niclafgr sein als der
Grad.

Damit haben wir insgesamt die Ungleichung
3 maxdegf, degy, degh)

> nmax(degf, degg, degh) +1,

die bei nichtkonstanten Polynomen nir f» < 2 gelten kann. Somit
gibt es firn > 3 keine nichtkonstanten teilerfremden Polynonie die
fr+g" =h"ist

Zu einem vollsdndigen Beweis derBRMAT-Vermutung fir Polynome
fehlt nun nur noch der Beweis des Satzes voasbN. Die Idee
dazu ist folgende: Isff + g = h, so betrachten wir den Quotienten
g/ f im rationalen Funktionerdtper C(z). Da f und g teilerfremd
sind, ist das ein gekzter Bruch. Falls wir diesen auch in der Form
g/ f = G/ F schreiben knnen mit Polynome#’, G vom Grad ldchstens
no(fgh) — 1 schreiben &nnen, so haben aughund g hdchstens den
Gradng(fgh) — 1. Wegenf + g = h gilt dasselbe auchuf h, und damit
ware der Satz bewiesen.

Umg/ f als Quotienten zweier neuer Polynome ausiakien, schreiben
wir zunachst F

= _ i =< :g
=5 mit R hundS n

|



Kap. 9: Die Fermat-Vermutung fir Zahlen und fir Polynome 258

Dabei istR + S = 1, die Summe?’ + S’ der Ableitungen verschwindet
also. Aus der Gleichung

R’ S’

R'+S=—R+—S
R S
folgt die neue Darstellung
g_S_ RJ/R
f R S/S°

Rechts stehen die logarithmischen Ableitungen ound .S im Zahler
und Nenner, und damit lassen sich gut die Nullstellen fignundh ins
Spiel bringen: Nach der#iBNiz-Regel ist bekanntlich

(uv)’ _ u_/ N v’

(w) =v'v+w’, also —,
w o ou v

die logarithmische Ableitung eines Produkts ist also @hfdie Summe
der logarithmischen Ableitungen der Faktoren. Daraud &dprt, dald
die logarithmische Ableitung eines Quotienten gleich défelenz aus
logarithmischer Ableitung desahlers und logarithmischer Ableitung
des Nenners ist. Schreiben wir

T s t
f = fO I[(gj—ai)ni7 [ H(x—bj)sj und h = ho H(x_ck)pk )
=1 Jj=1 k=1

so ist also
R/_f/ h/_ . Uz i Py
R f h ST ST
5':9_'_&': — M, B o
S g h jzlx—bj — T
T t
D D
PRI 7 S~ LN =L
fo8/s . om !
P D
— x — b, T — Cg
7=1 J k=1
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Erweitern wir Zahler und Nenner mit dem Hauptnenner aller Summan-
den erweitern, d.h. mit dem Polynom vom Grad s + ¢t = ny(fgh)

H=]]@~a) [ -0) [[ e,
i=1 j=1 k=1

so erhalten wir im Ahler wie auch im Nenner Summen von Polynomen
vom Gradn(fgh)— 1, als Polynome vom Gradlhstensy(fgh) — 1,
wie gewiinscht. Damit ist der Satz vonAdON bewiesen.

84: Die abc-Vermutung

Der Erfolg des Satzes vonAdoN beim Beweis der ERMAT-Vermutung
fur Polynome legt es nahe, etwasnliches auch im klassischen Fall zu
versuchen.

Da natirliche Zahlen weder Grade noch Nullstellen habeassen wir
dazu den Satz von MsON zunachst einmal so umformulieren, dafd wir
eine Aussage bekommen, die ein sinnvolles Analogonnatirliche
Zahlen hat.

Dazu ordnen wir einem Polynorfi anstelle der Anzahhy(f) seiner
(verschiedenen) Nullstellen efPolynomN,(f) dazu, das genau diese
Nullstellen mit jeweils der Vielfachheit eins haben sollirF

T

f=r 1:{(37 —a;)"  sel Ny(f) o 11(55 —a;),
so daf’ der Grad vaN,(f) gerade die im vorigen Paragraphen definierte
Zahlng(f) ist.

Der Vorteil des PolynomsV,(f) besteht darin, dal} wir eine analoge
Definition leicht auchiir natirliche Zahlen hinschreiberoknen: kir

T T
n=]]p; setzenwir Ny(n) = II»:-
=1 =1

Mit Hilfe der PolynomeN,(f) laf3t sich der Satz von MsonN folgender-
malRen umformulieren:
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Gilt fur drei teilerfremde Polynomg, g und i die Gleichungf + g = h,
so hat jedes der drei Polynome einen kleineren Grad als ddg Po
nom~Ny(fgh).

In dieser Formulierung kommt immer noch der Grad var, den wir

bei natirlichen Zahlen keine Verwendung haben. Betrachten wir abe
den Grad lediglich als eine Methode, einem Polynom eine @asN,,
zuzuordnen, sodnnen wir, wenn wir bereits natliche Zahlen haben,
einfach ganz auf ihn verzichten; falls wir ganze Zahlendwdtten, liegt

es nahe, ihn durch den Betrag zu ersetzen.

Genal dieser Philosophiedknen wir nun probeweise die folgende
Aussage formulieren:

Al: Istc = a+bfurdreizueinander teilerfremde naliche Zahleru, b, c,
so ist jede der drei Zahlen kleiner alé,(abc).

Damit haben wir eine sinnvolle Aussagker naiirliche Zahlen gefun-
den, die —falls sie korrekt ist — sofort diERMAT-Vermutung impliziert:
Gibt es ramlich drei natfrliche Zahlenz, y, z mit der Eigenschatft, daf3
" +y™ = 2" fureinn > 3, so gibt es auch drei zueinander teilerfrem-
de Zahlenz, y, z mit dieser Eigenschaft: Wir iissen einfach die drei
Zahlen durch ihren @f3ten gemeinsamen Teilefilzen. Alsdann mulf3,
falls obige Aussage richtig ist, jede der drei Potenzény”, 2" kleiner
sein alsNy(z"y" 2™). Nun ist aber

No(z"y"2") = No(zyz) < zyz,
d.h. jede der drei Zahler™, y", 2" ware kleiner alscyz. Damit ware
(zyz)" = 2"y 2" < (zy2)°,
was fir n > 3 offensichtlich nicht mglich ist.

Angesichts der Komplexat des WLESschen Beweisesflt es schwer,
an einen so einfachen Beweis zu glauben, und in der Tat isildge
Aussage in dieser Form falsch:

Betrachten wir etwa die Gleichung 8 + 1 = 9. Offensichtlichdsdie
drei Summanden teilerfremd zueinander, aber sowohl 8 als @gind
grofl3er alsVy(8-1-9) = 2- 3 = 6. Ganz so einfach geht es also nicht.
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Da der Grad eines Polynoms nicht durch konstante Faktoreinfhe3t
wird, kdnnte man versuchen, glschtiges‘ Analogon zum Satz vonM
SONeine abgeschiachte Aussage zu nehmen, die nur eine ABsaimg
bis auf einen konstanten Faktor eith etwa

A2: Istc = a+bfurdrei zueinander teilerfremde rialiche Zahleru, b, c,
S0 gibt es eine Konstanf€ derart, dal’ jede der drei Zahlen kleiner ist
als K - Ny(abc).

Diese Aussage ist trivialerweise richtig: Wirissen nur eine Kon-
stanteK wahlen, die gdl3er ist als das Maximum van b undc. Leider
ist sie auch @llig nutzlos, denn solange die Konstante warb und ¢
abrangen darf, haben wir keine Chance, damit dieMAT-Vermutung
zu beweisen.

Wir mussen die Aussage also noch einmal umformulieren:

A3: Es gibt eine Konstant&, so dafd gilt: Ist = a+b fur drei zueinander
teilerfremde ndirliche Zahleru, b, ¢, so ist jede der drei Zahlen kleiner
als K - Ny(abc).

Wie wir gleich sehen werden, iwde hieraus die ERMAT-Vermutung
zumindest iir alle hinreichend grol3en Exponentefolgen, allerdings
ist die Aussage, so wie sie dasteht, leider immer noch falsch

Betrachten wir die Gleichung
a,+b,=c, mit a,=3" -1, b, =1 und ¢,=3% . (¥
Ware sie richtig, mf3te fir jedesn gelten:
3" <KNo((3 —1)F) =K -3-Ny(3® - 1).
Um NO(SZ" — 1) abzuschtzen, beachten wir, dal3 gilt
=3 und F —1=(3" "+ (3% -1

nach der dritten binomischen Formel. Wenden wir dies mehrn,
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erhalten wir
1=+ (F T )
= (3 T+ (3 +) (3 -
= (@ T (@ 7@

3

_1)

= (3 T+ (3 4. (FR+) R+ (3 - 1).
In der letzten Zeile steht ein Produkt aus 1 geraden Zahlen; somit ist
32" —1 durch 2** teilbar. Das ProdukiV,(3%" — 1) allerverschiedener
Primteiler von 8" — 1 erfullt daher die Ungleichung
3 -1 3 -1
on+l  —  on

denn das Produkt aller ungerader Primteiler kamechstens gleich
(32" —1)/2" sein.
Falls A3 korrekt ware, nufdte nach Gleichung also gelten

3K
< —
S o
Das kann aber unaglich der Fall sein, denriif hinreichend grof3e

ist der Faktor%—ﬁ( kleiner als eins, so da@3echt kleiner als sich selbst
sein nufite.

Ny —1)< 2.

3" (3" —1) furallen.

Auf der Suche nach einem Analogdir fden Satz von MsoN miissen
wir daher noch weiter absctfaghenEineMoglichkeit dazu ist die 1986
aufgestellte

abc-Vermutung von MASSERuUNd CESTERLE: Zu jedeme > O gibt es
eine Konstantd<(¢), so dal3 tir alle teilerfremden néatlichen Zahlen
a,b,cmita+b = cgilt: Jede der drei Zahlem b, c ist kleiner oder gleich
K(g) - No(abe)*.

Diese Vermutung ist, im Gegensatz zWlHRMAT-Vermutung, bis heute
offen.

Wir wollen unsiiberlegen, dal3 sie zuminde#t grof3e Exponenten
die FERMAT-Vermutung impliziert.
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Dazu betrachten wir einedsungz”™ + " = 2" mit 0.B.d.A. teilerfrem-
den nafirlichen Zahlene, y, z und wahlen uns irgendeia > 0. Nach
der abc-Vermutung gibt es dazu eine Konstaritgcs), so dalRz™, y"

undz™ allesamt kbchstens gleich

K(e)No(z"y"2")1* = K () No(wy2)"" < K(e)(xyz)"™
sind. Rar ihr Produkt gilt daher
2" y"2" < K()3(ay2)2t)  oder (yz)" ¥ < K(e)3.

K (¢)3 ist eine feste Zahl; es gibt daher einen Exponenteatterart, dal
2™ > K(¢)? ist. Da das Produktyz auf jeden Fall nicht kleiner als
zwei sein kann, ist danrif n — 3 — 3¢ > m odern > m+ 3+ Z*
insbesondere

(zy2)"37% > K(e)3.

Fur Exponentem > m + 3 + 3 kann daher die ERMAT-Gleichung
keine Losung in ndirlichen Zahlen haben.

Ob und gegebenenfalls welche konkreten Schranken iman damit
erreichen kann,dngt naiirlich davon ab, wig{ (¢) vone abhangt. Dazu
gibt es im Augenblick nicht einmal Vermutungen.

Fir weitere Informationen z§8 und§4 sei auf einen Vortrag verwiesen,
den &RGELANG in Zurich vor einem,allgemeinen* Publikum hielt und
dem ich hier im wesentlichen gefolgt bin:

SERGELANG: Die abc-Vermutung Elemente der Mathemat#8 (1993),
89-99

Der Artikel ist (wie die gesamte Zeitschrilemente der Mathematik)
unterhttp://www.bibliothek.uni-regensburg.de/ezeit/?2135837
frei zuganglich.

85: Die Frey-Kurve

Da die FERMAT-Vermutung seit 1994 bewiesen ist, dig:-Vermutung
aber immer noch offen, muldte der Beweis d@&RIAT-Vermutung
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natirlich andere Wege gehen. Die meisten dieser Wébeeh in Ge-
biete, die weit jenseits dessen liegen, was selbst ein gufeZahlen-
theorie spezialisierter Diplom-Mathematiker im Laufergs Studiums
lernen kann, aber zumindest die Grundidee @derVermutung, dafd
man réamlich Summenbeziehungen zwischen grof3en Zahlen niclet ohn
ein gewisses Minimum an verschiedenen Primfaktoren reedis kann,
spielt in modifizierter Weise in der Tat eine grof3e Rolle.

Der Anstol3 kam 1984 von ERHARD FREY, damals Professor an der
Universitt Saarbiicken, wo er auf dem Gebiet der Arithmetik ellipti-
scher Kurven arbeitete. Heute leitet er die Arbeitsgrupplel@htheorie
am Institut fir experimentelle Mathematik der (inzwischen mit Duisburg
vereinigten) Universét Essen und besaftigt sich mit der Anwendung
elliptischer (und anderer) Kurven in der Kryptologie.

Elliptische Kurven sind ebene Kurven, die durch eine Gleiradhder
Formy? = fs(z) beschrieben werden mit einem Polyngi{z) vom
Grad drei mit drei verschiedenen Nullstellen. Da das Quaelirzer
reellen Zahl nicht negativ sein kann, gibt es im Reellen numkie
mit z-Koordinaten, @ir die f3(z) > 0 ist. Im Falle f5(z) > 0 erfullt

mit y auch—y die obige Gleichung, die Kurve ist also symmetrisch zur
x-Achse.

Falls f5(«) nur zwei verschiedene Nullstellen hat, muf3 eine der Null-
stellen doppelt sein, und bei diesanrWert Uberkreuzt sich die Kurve;
wir reden dann von einer Knotenkurve.

Hat schlief3lichf;(z) nur eine, daifr aber dreifache Nullstelle, entsteht
eine Spitzenkurve.

FREY betrachtete eine (hypothetisch&)dung

der FERMAT-Gleichung mit teilerfremden nétlichen Zahlen, y, z und

n > 5. (Den Falln = 4 hat, wie wir gesehen haben, beregMAT selbst
gelost, den Falln = 3 nicht viel sgater BILER.) Wenn es eine solche
Losung gibt, dann gibt es auch ein@dung fir einen Primzahlexponen-
ten/, denn ist/ ein Primteiler vom undn = ¢m, so ist auch

at+bf=ct mit a=2™, b=y™ und c=z"



2065

Zahlentheorie

Elliptische Kurve

T
T

y? = x(x-2)(x-3)

Knotenkurve

y? = X(x-2)?
Spitzenkurve




Kap. 9: Die Fermat-Vermutung fir Zahlen und fir Polynome 266

eine Losung, und auch, b, ¢ sind teilerfremd. Auchir ¢ geriigt es, den
Fall / > 5 zu betrachten, denn wenn wiirf/ den gibf3ten Primteiler
von n. nehmen, bedeutet = 2, dal3n eine Zweierpotenz sein muf3,
was fur n = 2 kein Widerspruch zur ERMAT-Vermutung ist und dr

n = 4 und damit auch jededere Zweierpotenz naclERMATS Beweis
ausgeschlossenistiiFden Falll = 3 kann wieder auf ELER verwiesen
werden.

Zur obigen losung definiert REY die elliptische Kurve
y? = z(x — a)(z + b°)

zu, die er aber nicht nuiber den reellen oder komplexen Zahlen be-
trachtet, sondern auchber den ganzen Zahlen modulo einer Primzahl

Ist allgemein

Yy’ = (z — r1)(@ — z5)(x — z3)
eine Kurvengleichung mit ganzen Zahlen x,, 3, so kbnnen wir fir
x undy auch ganze Zahlen einsetzen und diese Gleichung mgdulo
betrachten. Wir sprechen wieder von einer elliptischenv&ueiner
Knotenkurve oder einer Spitzenkurve je nachdem wie vieleNigl-
stellenx,, , undxz3 modulop noch verschieden sind.

Die obige Gleichung definiert genau dann eine elliptischev&uwenn
alle drei Nullstellen verschieden sind, wenn also die sagate Diskri-
minante

A = (2 — x) (g — 23) (5 — T3)

von Null verschieden ist. Modulp definiert sie eine elliptische Kurve,
wennA auch modulg noch von Null verschieden ist, wenn als&ein
Teiler vonA ist.

Speziell fir die ReY-Kurvey? = z(x — a*)(z +b%) ist die Diskriminante
A=(0-a")(0-1b (ae — (—b)g) = a‘b*(a’ +b°) = a’btct = (abe)*

stets von Null verschieden; modyleerschwindet sie genau dann, wenn
p ein Teiler vonA ist, d.h., wenmp eine der drei Zahlen, b, ¢ teilt.

Da die Diskriminante alé-te Potenz vombc verglichen mita, b, c ziem-
lich grol3ist, heil3t das, daf? es im Vahmis zur GbRe der Diskriminante
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erstaunlich wenige Primzahlen gibt, modulo derer ke@ineelliptische
Kurve erhalten; wir sind also wieder eingnnlichen Situation wie bei
derabc-Vermutung. Die REysche Kurve sieht damit so aus, als sei sie
fast zu scbn, um wirklich zu existieren.

Einen Anhaltspunkt zum Beweis dieser Nichtexistenz liedame Ver-
mutung, die auf um 1955 durchggirte Rechnungen und Spekulatio-
nen des japanischen Mathematikers\NivaAMA zuriickgeht und heute
je nach Autor mit irgendeiner Kombination der drei NamexNIVA -
MA, SHIMURA und WEIL bezeichnet wird. Danach sollte es zu einer
elliptischen KurveE' mit ganzzahligen Koeffizienten eine surjektive
Abbildung X,(N) — E von einer sogenannten Modulkurve,(N)
auf I/ geben, wobeiV im wesentlichen das Produkt aller Primzahten
ist, modulo deretr keine elliptische Kurve mehr ist. WieREYs Rech-
nungen zeigen, hat seine Kurve vor diesem Hintergrund sdtsasne
Eigenschaften.

Als er damals hier in Mannheiber seine Resultate vortrug, meinte er
noch, er glaube nicht, daf} die®vAT-Vermutung so bewiesen werde;
er vepffentlichte sein Ergebnis auch nicht in einer der grof3earin
nationalen Fachzeitschriften, sondern als Band 1, Hefhéregerade
neu gestarteten Schriftenreihe der Univétsaarhiicken, in einfach-
ster Aufmachung xerographiert mit einem nur schwarz-wetiajteten
Karton als Umschlag:

GERHARD FREY: Links between stable elliptic curves and certain dio-
phantine equationsAnnales Universitatis Saraviensis, Series Mathe-
maticae,l (1), 1986

1987 verschrfte der frandsische MathematikereAN-PIERRE SERRE
die TANIYAMA -Vermutung, und aus dieseraskeren Vermutung folgt
in der Tat, dal3 die ReY-Kurve nicht existieren kann. Leider ist die
SERRBEsche Vermutung bis heute noch nicht bewiesen.
SERREerhieltubrigens 2002 den ersten der vom norwegischen Parlaméiftejes ABEL-
Preise, die seither zur Erinnerung an den norwegischenevtattiker NELS HENRIK ABEL

(1802-1829) jedes Jahr in gleicher Weise und gleicher Atissig wie die Nobel-Preise
fur hervorragende Leistungen auf dem Gebiet der Mathematdeben werden.

SERREStellte jedoch noch zészlich seine sogenannté/ermutung auf,
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und auch aus der®NIYAMA -Vermutung zusammen mit deiVermutung
folgt die Nichtexistenz derREy-Kurve und damit die ERMAT-Vermu-
tung. Diese=-Vermutung bewies ENNETH RIBET von der Universit
Berkeley 1990. Die Grundidee seines Beweigd& kich interpretieren
als eine Art zweidimensionale Version eines Beweises \RNSE EDU-

ARD KUMMER (1810-1893), der dieHRMAT-Vermutung 1846 ir so-
genannte regale Primzahlen als Exponenten bewies. (Eine Primzahl
p heil3t regudr, wenn die Hauptordnung detpersQ[(,] der p-ten
Einheitswurzeln faktoriell ist.) Der Beweis vond®T ist allerdings er-
heblich aufwendiger.

Damit war also die ERMAT-Vermutung zuiickgefihrt auf die BNI-
YAMA -Vermutung. Diese Vermutung schliel3lich (diér fdie weite-
re mathematische Forschung erheblich wichtiger ist alsFdRMAT-
Vermutung) bewies WES 1994.



