Kapitel 8
Quadratische Reste

81: Das Legendre-Symbol

Definition: Fur eine Primzahlp und eine nicht durchp teilbare
natirliche Zahla ist das LEGENDRESymbol

<a> _ { +1 falls es einc € N gibt mit 22 = a« modp

]_? —1 sonst

Im ersten Fall bezeichnen wir als quadratischen Reshodulop, an-
dernfalls als quadratischen Nichtresiirfeine durcly teilbare Zahla

setzen wir(%) = 0.

Sinda, b zwei modulop kongruente nairliche Zahlen, so ist offensicht-
lich (%) = (%) Wir haben daher auctiif o € S ein wohldefiniertes

LEGENDRESYmbol (%) das durch die Vorschrif@%) = 0 auf ganZF,,
fortgesetzt wird.

ADRIEN-MARIE LEGENDRE(1752-1833) wurde in Tou-
louse oder Paris geboren; jedenfalls ging er in Paris zur
Schule und studierte Mathematik und Physik am dorti-
gen Colkge Mazarin. Ab 1775 lehrte er an der Ecole
Militaire und gewann einen Preis der Berliner Akademie
fur eine Arbeitiiber die Bahn von Kanonenkugeln. An-
dere Arbeiten befal3ten sich mit der Anziehung von
Ellipsoiden und der Himmelsmechanik. Ab etwa 1785
publizierte er auch Arbeitetaiber Zahlentheorie, in de-
nen er z.B. das quadratische Rezipraxgesetz bewies
sowie die Irrationalit vonr und 2.

A
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Lemma: Das LEGENDRESymbol definiert einen Gruppenhomomor-
phismus
- Fr—{+1, -1}
B e (9
p a— | —
p
Fur p = 2 ist dies der triviale Homomorphismusirfungerade ist er

surjektiv. Insbesondere gibt es dann jewé%é guadratische Reste und
Nichtreste.

Beweis:Filr p = 2 istF; = {1}, und 1 = % ist ein quadratischer Rest.

Sei nunp ungerade. Der Homomorphismus

]F; — ]F;;
X +— 33’2
hat den Kern{+1, —1}, also besteht das Bild au.?%l Elementen, den
guadratischen Resten.

Trivialerweise ist das Produkt zweier quadratischer Resgeler ein
quadratischer Rest. Ist= 22 ein quadratischer Rest uh@in Nichtrest,
so ist auchab ein quadratischer Nichtrest, denréme ab = 32, ware

b = (yz~1)? ein quadratischer Rest. Da Multiplikation rhitnjektiv ist,
folgt, dal3 sich jeder quadratische Nichtrestin der Fargarstellenaf3t,
wobeic ein quadratischer Rest ist. Damit folgt, dal’3 das Produkieawe
quadratischer Nichtreste ein quadratischer Rest ist, tenbd = b%cd,

wobeic undd Quadrate irf?,; sind.
| |

Lemma (EULER): Ist p eine ungerade Primzahl und kein Teiler wgn
p—1

SO ist<9> =a 2 modp.

p
Beweis:g sei ein erzeugendes Element ufi. Dann ist offensichtlich
jede Potenz” mit geradenmr ein quadratischer Rest, und da es genau
pT_l verschiedene solcher Potenzen gibt, sind das allelquadrati-
schen Reste. Somit igt’ genau dann ein quadratischer Rest, wenn
gerade ist.
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Da g ein erzeugendes Element ist, kagth~/2 nicht gleich eins sein;
da nach dem kleinen Satz voefMAT aber sein Quadraf ! = 1 ist,
folgt g®~1/2 = _1. Rira = ¢" ist somit

b

_ — _ T
apTl = (gr)pTl = (ng) = (_1)7‘
genau dann gleich eins, wenrmin quadratischer Rest ist, uad sonst.
|

Korollar: Flr ungeradesp ist

-1 _(_1)1%1_ +1 fallsp=1mod4
p ) 1 -1 fallsp=3mod4’

82: Das quadratische Reziprozitatsgesetz

Quadratisches Reziprozitatsgesetz=ir zwei verschiedene ungerade
Primzahlerp, g ist

(B> <g> = (1" und <§> = (-1
q p p

ZumBeweidetrachten wir ein zum Nullpunkt symmetrisches Vertreter-
system vor¥; in Z, namlich

. -1
R={—h,...,~1,1,...,h} mit h:pT.
Weiter seiS = {q, 2q, . .., hq}. Dap undgq teilerfremd sind, haben zwei

verschiedene Elemente véhverschiedene Restklassen modgpilo

1. Schritt(Gauss): ¢ sei eine beliebige Primzahl upd? ¢q eine ungerade

Primzahl. Dannis{ ¢ ) = (—1)™, wobeim die Anzahl jener Elemente
p

von S bezeichnet, die modulp kongruent sind zu einem negativen
Element vonR.

Beweisua,, ..., a,, seien die negativen Elemente vBndie zu Elemen-
ten ausS kongruent sindb,, . . ., b, die positiven. Dann ist

h
ay---a,by b, = H(zq) = hlq¢" modp.
i=1
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Natlirlich sinda, unda; fur: Z j zwei verschiedene Zahlen, genauso
auchb; undb,. AuBerdem kann auch njie;| = |b, | sein, denn sonstéve
einerseits, + b; =0, andererseitsape es aber Zahlen4 &,/ < h,

so dafla, = kq undb; = £q modp. Also ware { + ¢)q durchp teilbar,
was nicht nadglich ist, denrk + ¢ < 2h = p — 1. Damit sind die Betige
dera; und derb; genau die Zahlen von 1 bis d.h.

ap--a, by b =(—1)"h!.

m

Vergleich mit der obigen Kongruenz zeigt, daR dafir= (—1)™ modp

ist, also nach dem vorigen Lemn@%) = (—1)™.
| |

2. Schritt(Gauss): Fur zwei ungerade PrimzahlenZ g ist

h .
g —(_ M : — ﬂ g = (— pzi;1
< ) D™ mit M ;{p] und (p) (-1)7= .

D

Im Beweissei zurachst auch noch der Fall= 2 zugelassen.t¥i: < h
seir, =iqg—p- [%] dannist 0< r; < pundig =p - [%] + ;. Falls
ig modulop kongruent ist zu einem negativen Elementc R, ist also
r, =p+tay; fallsr, =b; > 0istdagegem; =b,;. Somit ist

h h . m n m n
. q
SUE SIS SORRES SUSIESTE SIND 98
=1 =1 p 1=1 1=1 =1 =1
Andererseits ist

" h(h+1) 1 p—1 p+1 _p?-1
Z’Zq_ -q_é- . .

2 2 2 17 7g

=1
AulRerdem wissen wir aus dem ersten Schritt, dafd
{—aq,...,—a,,,by,...,0,} ={1,...,h}

ist, d.h.
h

i u . h(h+1) p>-1
_;ai+;bi:22: > :p8

=1
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und damitis® .-, b, = % +> ", a;. Setzen wir das alles in die obige
Formel ein, erhalten wir die Beziehung

2 2 m
—1 -1
L= q=emp+ P =423 0

oder
p*—1
8

(g—D)=M+m)p+2) a,.
=1

Im Falle einer ungeraden Primzajdteht rechts eine gerade Zahl; damit

muf auchV/ +m gerade sein, d.h-1) = (—1)™, und die Behauptung
folgt aus dem ersten Schritt.

Furg = 2istM =0, da[%} fur allei < h verschwindet. Modulo zwei
wird die obige Beziehung daher zu
p*—1
8
so dal die Behauptung auch hier aus dem ersten Schritt folgt.

=mp=mmod 2,

3. Schritt(EISENSTEIN): p undq seien ungerade Primzahlen,

hor. k.

p—1 q—1 1q p
h = k= M = — nd N = — 1 .
2 2 7 ;{p] ) ;LI]

Dann istM + N = hk.

Beweis:Im Innern des Rechtecks mit Ecken, (9, (5, 0), (0, ) und
(5, 3) liegenhk Gitterpunkte, @mlich die Punktei(j) mit1 <i < h
und 1< j < k.

Die Diagonale des Rechtecks liegt auf der Gerayien%x und entlalt
keine Gitterpunkte. Unterhalb der Diagonalen Iieg{éﬂ Punkte mit

Abszissei, insgesamt als@d/ Punkte. Daiiber Iiegen[zﬂ Punkte mit
Ordinatei, insgesamt als& Punkte. Somit isbk = M + N.
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Zum Beweisdes quadratischen Rezipr@gidgesetzes issen wir nun
nur noch alles kombinieren: Nach dem zweiten und dem dr&hritt
ist

(4)(2) =00 (oY = apy = oy = 2y
p q

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) leistete wesent-
liche Beitrage zur Zahlentheorie, zur nichteuklidischen
Geometrie, zur Funktionentheorie, zur Differentialge-
ometrie und Kartographie, zur Fehlerrechnung und
Statistik, zur Astronomie und Geophyasikw.Als Di-
rektor der @ttinger Sternwarte baute er zusammen mit
dem Physiker Weber den ersten Telegraphen. Er leitete
die erste Vermessung und Kartierung demigreichs
Hannover und zeitweise auch den Witwenfond der Uni-
versitt Gottingen; seine hierbei gewonnene Erfahrung
benutzte eriir erfolgreiche Spekulationen mit Aktien.
Seine 1801 vaffentlichtenDisquisitiones arithmeticae
sind auch noch heute fundamentaldie Zahlentheorie.

FERDINAND GOTTHOLD MAX EISENSTEIN(1823-1852),
genannt Gotthold, wurde in Berlin geboren. Als einziges
seiner sechs Geschwister starb er nicht bereiisrand
der Kindheit an Meningitis. Im Alter von 17 Jah-
ren, noch als Sdher, besuchte er Mathematikvorlesun-
gen der Universit, unter anderem beilRCHLET. Ab
1842 las er didisquisitiones arithmeticagon GAussS,
den er 1844 in @ttingen besuchte. Trotz zahlreicher
wichtiger Arbeiten erhielt er nie eine gut bezahlte Po-
sition undiiberlebte vor allem dank der Untditstung
durch ALEXANDER VON HUMBOLDT. 1847 habilitierte
er sich in Berlin und hatte dort unter anderermNaNN

als Studenten. Er starb 28Hrig an Tuberkulose.

Bemerkung: Die rechten Seiten der Gleichungen im quadratischen
Reziproziatsgesetz lassen sich auch durch Kongruenzbedingungen aus
dricken: p — 1)/2 ist genau dann gerade, wepr= 1 mod 4, entspre-
chend fir . Somit ist

(p) (g) {+1 fallsp = 1 mod 4 ode; = 1 mod 4.

q) \p 1 fallsp=g=3mod4
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Istp = 8 + k, so istp? = 64r® + 16r + k* = k* mod 16, also ist
p?> —1=k?*—1mod 16. ar k = +1 ist dies null, fir ¥ = +3 acht.
Somit ist

(g) _ (_1)%—1 _ { +1 fallsp =+1mod 8

P —1 fallsp=+3mod8"

Das quadratische Rezipraaisgesetzalit sich gelegentlich dazu ver-
wenden, um ein EGENDRESymMbol einfach zu berechnen. Wenn wir bei-
spielsweise entscheiden wollen, ob sieben ein quadrati§st modu-
lo17ist, sagtes uns (da 2 1 mod 4), daff ) = (&) ist. Letzteres ist

gleich(2), da17= 3 mod 7. Hier haben wir zwei Primzahlen, die beide

kongruent drei modulo vier sind, also i§}) = — (£) = — (3) = -1,

denndie Einsist natlich modulo jeder Primzahl ein quadratischer Rest.
Also ist sieben modulo 17 ein quadratischer Nichtrest.

Genauso &nnen wir auch leicht feststellen, ob 13 quadratischer Rest
modulo 1000003 ist: Da 13 1 mod 4, ist(ropaggs) = (F25322). Da

1000003= 4 mod 13, ist dies gleicli%), und das ist néirlich eins,

da 4 = Z modulo jeder Primzahl ein Quadrat ist. Somit ist auch 13 ein
Quadrat modulo 1 000 003.

Das Problem bei dieser Vorgehensweise besteht darin, daRom
malerweise nicht soviel @tk haben wie hier und als Reduktionen stets
Primzahlen erhalten. Wir sollten daher ein quadratisclesdRozitts-
gesetz haben, das auch funktioniert, wenn die beteiligtdrien nicht
prim sind.

§3: Das Jacobi-Symbol

Wie wir in §1 gesehen haben, definiert das3ENDRESymbol in Bezug
auf seinen Zahler* einen Homomorphismus; wibknen versuchen, es
zu erweitern, indem wir dasselbe auci élen,Nenner* postulieren:

r

Definition: Istn = [ p;* eine ungerade Zahl und eine zun teiler-
1=1
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fremde Zahl, so ist daadoBi-Symbol definiert als

C=11(5)"

Fallsm undn nicht teilerfremd sind, setzen vv(%) =0.

CARL GusTav JacoB Jacosl (1804-1851) wurde in
Potsdam als Sohn eine#dischen Bankiers geboren
und erhielt den Vornamen Jacques Simon. Im Alter
von zwodlf Jahren bestand er sein Abitur, mufite aber
noch vier Jahre in der Abschluf3klasse des Gymnasiums
bleiben, da die Berliner Universit nur Studenten mit
mindestens 16 Jahren aufnahm. 1824 beendete er seine
Studien mit dem Staatsexamdir Mathematik, Grie-
chisch und Latein und wurde Lehrer. Aul3erdem pro-
movierte er 1825 und begann mit seiner Habilitation.
Etwa gleichzeitig konvertierte er zum Christentum, so

- daf3 er ab 1825 an der UnivegdiBerlin und ab 1826 in
Konlgsberg lehren konnte. 1832 wurde er dort Professor. dahre spter muf3te er aus
gesundheitlichen Ginden das rauhe Klimadfigsbergs verlassen und lebte aahst in
Italien, danachiir den Rest seines Lebens in Berlin. Er ist vor allenubert durch seine
Arbeiten zur Zahlentheorie uritber elliptische Integrale.

Fur eine Primzahln und ein nicht dadurch teilbares stimmt das
JacoBl-Symbol naiiirlich mit dem LEGENDRE Symboliberein, und man
kann sich fragen, ob man hier wirklich einen neuen Namendbrau
Dieser ist gerechtfertigt, weil es einen ganz wesentliddaterschied
zwischen den beiden Symbolen gibt: Beispielsweise ist

(5)=(3) (3) =07 07 =cv (=1

aber zwei ist offensichtlich kein quadratischer Rest modi: Sonst
muf3te es schliel3lich erst recht quadratischer Rest modeiadd mo-
dulo funf sein, aber die entsprechenderGENDRESymbole sind-1.

In der Tat gibt es modulo 15 nur vier quadratische Resté:dund 10.

Das AcosI-Symbol gibt daher keine Auskunft ddrer, ob eine Zahl
guadratischer Restist oder nicht; lediglich wenn es gleitist, konnen
wir sicher sein, dafld wir es mit einem quadratischen Nichtzastun
haben, denn dann muf} ja auch schiagnrhindestens einen Primteiler
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des,Nenners‘ das EGENDRESymbol gleich—1 sein, wahrend ein
guadratischer Rest modulo einer Zahkrst recht quadratischer Rest
modulo eines jeden Teilers vansein mul3.

Die Nutzlichkeit des dcoBIl-Symbols kommt in erster Linie daher, dal3
auch daifir das quadratische Rezipra@gidgesetz gilt und es somit zur
Berechnung von EGENDRESymbolen verwendet werden kann:

Satz: Fur zwei ungerade Zahlen, n mit ggT(m,n) = 1 ist
n —1m—1 2
(;;) (5) =0 und <a>“

Beweis:Sein = [[p;* undm = H g;’ . Nach Definition desAtoBI-
=1 7=1

Symbols und weil das#GENDRESymbol bei festgehalteneyiNenner”

einen Homomorphismus definiert, ist dann

) =T (5) e (=TI

PN poy e 1
Nach dem quadratischen Reziprérsigesetz aui? ist daher
€ilJj iipi_A%'_Aeifj
( >< ) HH( 1) K==

=1 5=1

(i pi2—16i> (i qulfj> zr: piz_lei i quflfj
= (Cp\H - ((—1)i=1 ) .

Dies ist genau dann gleich +1, wenn mindestens einer dee&igpo-
nenten gerade ist; andernfalls ist es gleich

Im Produkt

(=1 ™

konnen wir alle Faktoren weglasserm,r fdie e, gerade ist oder aber
p; = 1 mod 4. Das Produkt ist also gleich 1)™ mit

N = Anzahl der Indize$ mit p, = 3 mod 4 unde, ungerade .
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Die Faktorenp;* sind genau dann kongruent eins modulo vier, wenn
p; = 1 mod 4 oder, gerade ist, denn®3= 1 mod 4. Andernfalls ist
p$ = 3= —1mod 4. Somit ist auch = (—1)" mod 4, also

( 1)211
Ist dies gleich +1, so ist die rechte Seite der Gleichu'ing(%) ()

n

ebenfalls +1, andernfalls zeigt das gleiche Argumeémtrf, dal3 sie
gleich (1) ~Y/2st. In jedem Fall erhalten wir daher die gémschte

Formel
() (=07

Genauso folgt auch, daf32) = (—1)™*=D/8 ist, denn dies ist +1ifr
m = £+1 mod 8 und-1 firm = 3 mod 8. Das Produkt zweier Prim-
zahlen kongrueni1l modulo acht ist wieder kongruesril, genauso
das zweier Primzahlen kongrueh8 modulo acht. Damitifhrt dieselbe
Argumentation wie oben zum Ziel.

—e = ()N = (-1

Als Anwendung Knnen wir ungiberlegen, modulo welcher Primzahlen
eine vorgegebene Zalbuadratischer Restist. Modulo seiner Primteiler
verschwindet: und ist somit ein Quadrat. Sei algdein Teiler vona.

Fur ¢ = 2 haben wir gesehen, da(%) nur von der Kongruenzklas-
sep mod 8 ablkangt; wegen der Multiplikativét des AcoBl-Symbols
reicht es also, wenn wir ungeradebetrachten. Nach dem gerade be-
wiesenen Gesetz ist dann

(£)-com ()

Furfestesiist (e — 1)/2 ein konstanter Wertp(— 1)/2 hangt nur ab von
p mod 4, und(g) hangt ab vorp moda. Insgesamtéingt es also nur ab
vonp mod 4, oba ein quadratischer Rest oder Nichtrest moduist.

Betrachten wir als Beispiel den Fall= 3. Hier ist @ — 1)/2 = 1, also

(a1 p1 +1 fallsp=1mod4
()77 =) {—1 fallsp = 3 mod 4
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und
p\_J+1 fallsp=1mod3
3/ | -1 fallsp=2mod3"

Somit ist fur eine Primzahp > 3
3\ _ J +1 fallsp mod 12¢ {1,11}
p) | -1 fallspmod 12€ {5,7}
Fira =5ist (@ — 1)/2 = 2 gerade, also

5\ _(p\_J+1 fallspmod5e {1,4}
p) \5) -1 fallspmod5e {2,3} "
84: Berechnung der modularen Quadratwurzel

Das quadratische Rezipraaisgesetz zeigt uns schnell, ob die Gleichung
22 = a mod p fir eine gegebene Primzahlind eine ganze Zahlldsbar

Ist; es gibt uns aber keinen Hinweis darauf, wie wir diegsung finden
konnen. Darum soll es in diesem Paragraphen gehen.

Am einfachsten lassen sich Quadratwurzeln modulo zweernigtienn
modulo zwei ist jede Zahl inre eigene Quadratwurzel. Imdalgen sei
daherp eine ungerade Primzahl; wir zerlegen

p—1=2.q
In eine Zweierpotenz2und eine ungerade Zakl

Da die multiplikative Gruppd'?‘;< modulo p zyklisch ist, gibt es ein
Elementy € F*, so dal3

X — 2 -1 _
]Fp_{g7g7'-'7gp _1}
genau aus den Potenzen vwphesteht.

Die Ordnung eines Elementgs laldt sich leicht berechnen: DA™
genau dann zu eins wird, wenn— 1 den Exponentenn teilt, ist rn

fur die Ordnung: das kleinste gemeinsame Vielfache voandp — 1.
Das kleinste gemeinsame Vielfache ist bekanntlich gleerh @rodukt,
dividiert durch den gil3ten gemeinsamen Teiler. Damit ist die Ordnung

n = p—l
09T(,p— 1)
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Speziell fir die beiden Elemente
y=¢> und z=g?
folgt, dal3y die Ordnungy hat undz die Ordnung 2.

Dagq und Z teilerfremd sind, gibt es nach dem erweiterterkED ischen
Algorithmus ganze Zahlen, v, so dal3

2°utqu =1

ist. Hierbei muld offensichtlich eine ungerade Zahl sein, denn sonst
ware die Summe auf der linken Seite eine gerade Zahl.

Damit ist

2°urqu — 2°u _qu — U v

9g=9 g 9 y =z

und entsprechendif jedesr

Da es bei Potenzen vannur auf den Exponenten modujcankommt
und bei solchen von nur auf den Exponenten modul6,zeil3t dies,
daf sich jedes Element vaij in der Form

a=y“z’ mit 0<a<gqg und 0<f@<2¢
schreibendlit.

a = ¢g" istgenau dann ein quadratischer Rest, wegine gerade Zahl ist;
die beiden Quadratwurzeln sind dafip’/2. Falls wir nura kennen, ist
dies allerdings nicht sonderliclitelich zur Berechnung dieser Wurzeln,
denn erstens kennen wir im allgemeinen das Elemeitht explizit, und
zweitens kennen wir auch den Exponentemcht. Ersteres @re kein
grofRes Problem, denn es gibt effiziente probabilistisclgothmen,
um sich ndgliche Werte @ir ¢ zu verschaffen, letzteres aber ist ein
diskretes Logarithmenproblem moduylpalso nur dann effizienbkbar,
wenn die Primzahp ziemlich klein ist.

Auch der etwas komplizierteren (und bislang ebenfalls thextplizit
bekannten) Form = y*z” kdnnen wir ansehen, wannquadratischer
Restist: Da eine ungerade Zahl ist, isgenau dann gerade, wenn auch
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vr gerade ist, und das wiederumasjuivalent dazu, da® = vr mod 2
eine gerade Zahl ist.

a? = y*9;P1 = ;P4 jst eine Potenz von; es gibt also eine ganze Zahl
zwischen null und 2— 1, so da?z* = 1 ist, ramlich

=—fB¢gmod Z € {0,1,2,...,2° — 1},
und auch diese Zahl ist genau dann gerade, weguadratischer Rest

ist. Mit dieser Zahlk sind dann
v = +qlatD/2,k/2

die beiden Quadratwurzeln des quadratischen Rgsisnn
22 = a2k = g(a%2F) = a.

Sobald wir den Wert*/2 kennen, Bnnen wir also die Quadratwurzeln
vona bestimmen, und wir wir gleich sehen werdeif3i sich dieser Wert
erheblich schneller berechnen als ein diskreter Logatgim

Zumindest @ir die,Halfte" aller Primzahlen haben wir daniiberhaupt
kein Problem: Eine ungerade Zahl hat bei Division durch wiéen-
sichtlich entweder Rest eins oder Rest drei; wir betrachtachst den
Fall, dal3p = 3 mod 4. (Solche Primzahlen werden in der Kryptologie
gelegentlich als Bumsche Primzahlen bezeichnet.)

Istp =3 mod 4,so0isp—1=2mod 4, d.hp — 1ist zwar durch zwei,
nicht aber durch vier teilbar. Mithin igt — 1 = 29 mit einer ungeraden
Zahlq, d.h. der oben definierte Exponenist eins. Damit kommeniir

k nur die Wertek = 0 undk = 1 in Frage, undiir einen quadratischen
Resta muRk = 0 sein. Dann sind sowohf als auchz*/? gleich eins,
also sind die beiden Wurzeln au®infach

xuz:iﬂ@ﬂvzzia%;ﬂvzzi¢mﬂm,

was sich leicht berechneaft. Die Richtigkeit dieser Formeikt sich
auch direkt nachpifen, denn nach dem Lemma vonIER ist

2 = o0D/2 = o 0-1)/2 = .(9)
i - a -a-a - a .
1/2 D
Ist alsoa ein quadratischer Rest, soiﬁ’(/2 = a; wendet man die Formel
falschlicherweise auf einen quadratischen Nichtrest ami}'§ = —a.
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Fur p = 1 mod 4 ist entwedep = 1 mod 8 oderp = 5 mod 8. Zu-
mindest im letzteren Falldnnen wir wieder eine explizite Formeiif
die Quadratwurzeln aufstellen: In diesem Fallist 1 = 4 mod 8, d.h.
p — 1 ist zwar durch vier, nicht aber durch acht teilbar. Sontit is

p—1=4¢=2% miteiner ungeraden Zahl,

d.h.e = 2. Daher kanrk nun die vier Werte (1, 2, 3 annehmen;r
quadratische Reste gibt es die beideadiichkeitenk = 0 undk = 2.

Im Fall £ = 0 kdbnnen wir wie oben argumentieren: Dann ist

Ty)p = a2 = 14 PrD/2 = 4, (0+3)/8

Fir &k = 2 sind die Wurzelnta'7*Y/22, wobei ~ wie oben definiert

und nicht explizit bekannt ist: ist nach Definitiong-te Potenz eines
primitiven Elements, und das gilt offenbdirfjedes Element, dessen
Ordnung gleich 2 ist. (Hier ist naiirlich e = 2, aber das folgende
Argument gilt ir jedese.)

Wenn wir dieg-te Potenirgendeineslements aug,; berechnen, erhal-
ten wir ein Element, dessen Ordnung eine Zweierpotenziesg deilt.

Falls sie nicht gleich2ist, mul? das Element Quadrat eines anderen sein;
die Elemente von Zweipotenzordnung, die genaue OrdnGritaBen,
sind daher genau die quadratischen Nichtreste. Einenesolkinnen

wir uns verschaffen, wenn wir irgendeinen quadratischemtdest mo-
dulo p kennen: Dag ungerade ist, ist dann auch desgete Potenz
guadratischer Nichtrest, und wegen- 1 = 2°¢q mul3 diese Potenz
Zweipotenzordnung haben. Usarzu finden, reicht es alsagendeinen
guadratischen Nichtrest modybazu finden.

Letzteres istim Falb = 5 mod 8 einfach: Hier ist zwei nach dem quad-
ratischen Reziproztsgesetz quadratischer Nichtrest; daliemen wir

setzen. Brk = 2 ist somit

Ty/p = 4 q@*3)/8  olp—=1)/4

Um das Ganze wirklich explizit zu macheniissen wir nun nur noch die
beiden Rlle £ = 0 undk = 2 algorithmisch voneinander unterscheiden,
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aber das ist einfach: Wir berechnen aahst

w = @38 -

falls u® = a ist, sindz, /, = +w die beiden Quadratwurzeln. Andernfalls

multiplizieren wir w mit 2°~Y/4: falls das Quadrat dieses Elements
vonF, gleicha ist, sind die Quadratwurzela2®~1/4y; andernfalls
ist a quadratischer Nichtrest.

Auch dies al3t sich mit dem Lemma vonUeeR aus§l direkt nachrech-
nen:

wh = P = 2. 0-D/2 = g2 (ﬁ) a2
p

falls a ein quadratischer Rest moduyidst. Damit istw? = +a.

Fallsw? = a, sind die beiden Wurzelttw; andernfalls istw? = —a. Da
zwei quadratischer Nichtrest ist, ist nacbLER 2P~1/2 = —1 also hat
w - 2P~Y/4 das Quadrat.

Bleibt noch der Fall, dafp = 1 mod 8. Dies ist der schwerste und
allgemeinste Fall, dennarendp = 3 mod 4aquivalent ist zwe = 1
undp = 5 mod 8 zue = 2 kanne hier jeden Wert gil3er oder gleich
drei annehmen. Damit wird auch die Anzalil @er nbglichen Werte
von k deutlich gbR3er; die Suche nach dem richtigen Exponetteird
also aufwendiger.

Auch z selbst ist im allgemeinen Fall schwerer zu finderahhénd wir
fur p = 5 mod 8 wissen, dal} zwei ein quadratischer Nichtrest ist, gib
es ir p = 1 mod 8 keine entsprechende Wahl; hier(i%l) = 1, und
man weil3 nur, dal3 der kleinste quadratische NichtrgehdeineZahl
zwischen eins und 1 /p ist, was fir gro3e Werte vom viel zu viele
Moglichkeiten offeral3t.

Leider gibt es keinen effizienten deterministischen Altjonus zur
Bestimmung eines quadratischen Nichtrests modulo einlezbiogen
Primzahl; da wir aber wissen, dal} diélHe aller Restklassen modu-
lo p quadratische Nichtreste sind, kann man in der Praxis leieh
che finden, indem man einfach Zufallszahlen erzeugt und miach
EuLERschen Formel oder dem quadratischen Rezipitsgesetz das
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LEGENDRESYmMbol berechnet. Die Wahrscheinlichkeit, mehr als zehn
Versuche zu brauchen, liegt dann bei 1 : 1024, dreviehr als zwanzig
Versuche ist kleiner als eins zu einer Milliamw.

Der folgende Algorithmus vont&NKs funktioniert fur beliebige un-
gerade Primzahlep; fir p = 3 mod 4 undp = 5 mod 8 ist es aber
natirlich effizienter, die obigen Verfahren zu benutzen.

p sei eine beliebige ungerade Primzahl, ung ]F;j sei ein quadratischer
Rest; der Algorithmus bestimmt unter dieser Vorausseteimglement
z € F)’ mit der Eigenschaft, daBund —x Quadrata haben.

Indem wir p — 1 so lange wie raglich durch zwei dividieren (oder
die hinteren Bits betrachten) bestimmen wir aahst die Zerlegung
p — 1 = 2°g mit einer ungeraden Zapl

Im ersten Schrittwird dann ein quadratischer Nichtrest modylo
bestimmt, indem wir so lange Zufallszahlenmodp erzeugen, bis
(%) = —1 ist. Dann berechnen wit = n¢ modp und wissen, daR
diese Restklasse genau die Ordnufidpat.

Im zweiten Schrittverden einige Variablen initialisiert; wir setzen
Y— 2z, T e, we—a V2 b aqu? < au,
wobei alle Berechnungen modybadurchgetihrt werden. Danach ist
ab=122, ¥ =-1 und ¥ =1,

dennab = a?u? = 2, und die beiden hinteren Gleichungen bedeuten
nach BJLER einfach, daly = z quadratischer Nichtrest ist,und damit
auchb = au? aber (nach Voraussetzung) quadratischer Rest.

Diese drei Gleichungen werden als Schleifeninvarianterchdulen
gesamten Algorithmus beibehalteiiy b = 1 besagen sie, dafdeine
Quadratwurzel aus ist.

Im dritten Schritttesten wir daher, olb = 1 ist; falls ja, endet der
Algorithmus mit den lbsungentz. Andernfalls suchen wir die kleinste
natirliche Zahlm, fur die " = 1 ist; die dritte Schleifeninvariante
zeigt, dal’ es ein solches gibt undm < r — 1 ist.
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Im vierten Schrittsetzen wir

t<—y2r_m_l, y<—t2, r«—m, x<«xt, b by

und gehen ziirck zum dritten Schritt.

Die obigen Schleifeninvarianten gelten auch wieder naclzZasveisun-
gen im vierten Schritt: & ab = 2> kommt das einfach daher, daR das
neuer gleich dem alten matlist, wohingegen das nedeus dem alten
durch Multiplikation mity = ¢* entsteht. Die Gleichung? = —1 gilt
weiterhin, weil das neugdie 2"~ ""-te Potenz des alten ist, so dal seine
m-te Potenz gleich dem alten Wert vgfi ist; da das neue gleichm

ist, folgt die Behauptung. Daf3 auch die dritte Schleifearrante erhal-
ten bleibt, folgt aus der @tigkeit der zweiten, und der Algorithmus
endet nach endlich vielen Iterationen,dbei jeder Wiederholung des
vierten Schritt um mindestens eins kleiner wird urr 1 aquivalent ist
zub =1.

DANIEL SHANKS (1917-1996) wurde in Chicago geboren, wo er zur Schule giddgl@37
einen Bachelorgrad in Physik der University of Chicago ebw&r arbeitete bis 1950
in verschiedenen Positionen als Physiker, danach als katfileer. 1949 begann er ein
graduateStudium der Mathematik an der University of Maryland, zusgesBeginn er
der erstaunten Fakaéltals erstes eine fertige Doktorarbeit vorlegte. Da zureigduate
Studium auch Vorlesungen undiPungen geliren, wurde diese noch nicht angenommen;
da er vahrend seines Studiums \ollzeit arbeitete, dauerte es hiscth954, bevor er
alle Voraussetzungen éitfite; dann wurde die Arbeit in praktisch unéaderter Form
akzeptiert. Erst 1977 entschlol er sich, eine Stelle arr élnaersitat anzunehmen; ab
dann bis zu seinem Tod war er Professor an der University oylsliad.

SHANKS schrieb aulRer seinem Budolved and unsolved problems in number theo-
ry Uber achtzig Arbeiten, vor allem auf dem Gebiet der algorifithen Zahlenthe-
orie und der Primzahlverteilung, aber auch der Numerik.21B6rechnete efrr mit
der fur damals sensationellen Genauigkeit von 100000 Deziell@st Naheres fin-
det man in seinem Nachruf in ddWotices of the AMSom August 1997, der unter
www.ams.org/notices/199707/comm-shanks.pdf auch im Netz zu finden ist.

85: Anwendungen quadratischer Reste

Zum Abschlul3 dieses Kapitels sollen kurz noch einige Anwegen
guadratischer Reste vorgestellt werden:
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a) Quadratische Formen und quadratische Reste

Im ersten Paragraphen des Kapitdier quadratische Formen haben wir
unsuberlegt, welche natliche Zahlen sich als Summe zweier Quadrate
darstellen lassen. Allgemeiner kann man sich fragen, wetEdmzen
Zahlen sich durchirgendeine vorgegebene Quadratiscine dranstellen
lassen. @Gussuntersucht diese Frag@érfdie quadratische Formen

Q(z,y) = ax® + 2bxy + cy®;

Im Gegensatz zu unserer bisherigen (anGRANGE zurickgehenden)
Praxis besclankt er sich also auf Formen, bei denen der Koeffizient des
gemischten Terms gerade ist. Die Matfix = (‘b‘ i’) zu einer solchen
Form hat nur ganzzahlige Eidige, und auf Grundifiherer Resultate von
LAGRANGE wul3te er, daf’ el solche Formen bessere Ergebnisse er-
warten konnte. In Abschnitt 154 seines zahlentheoretrsefa@iptwerks
Disquisitiones Arithmeticaeeigt er den folgenden

Satz: Istn = ax? + 2bxy + cy? fur zwei zueinander teilerfremde ganze
Zahlenz, y, so istb? — ac ein quadratischer Rest moduto
SeinBeweisstartet mit deriir beliebige Zahlem, v gultigen Formel
(az? + 2bzy + cy®)(av? — 2buv + cu?)
= ((u(bx +cy) — v(ax + by))2 — (b — ac)(ux + vy)?,

die der Leser durch Ausmultiplizieren nachrechnen soll.eSavohl
kaum falsch sein kann, einem Ratschlag vows&s zu folgen, nbchte
ich diese Aufforderung auch an die Leser dieses Skriptunitesgeben.

Da x und y teilerfremd sind, lassen sich nach dem erweiterten E
KLIDischen Algorithmus ganze Zahlenv finden, fir dieuz + vy = 1
ist. Setzt man diese in obige Formel ein, vereinfacht siesalzu

n - (av? — 2buwv + cu?) = ((u(bx +cy) — v(ax + by))2 — (b — ac),

modulon ist alsob? — ac ein Quadrat, wie behauptet.

Als Beispiel kbnnen wir nochmals die quadratische Form
Qz,y) = a* +y°
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betrachten. Hier isb> — ac = —1, falls sich eine ndrliche Zahln
als Summe zweier teilerfremder Quadrate darstef&m, Imul3 alse-1
modulon ein Quadrat sein.

Ist eine Primzahp = 22 +y? als Summe zweier Quadrate darstellbar, so
sindz undy automatisch teilerfremd, also ml@%l) = 1 sein.Nachdem
Korollar am Ende vorgl ist dies fir ungeradep genau dann der Fall,
wennp = 1 mod 4 ist; firp = 2ist (5!) = (3) = 1. Somit kann eine
Primzahlp = 3 modp nicht als Summe zweier Quadrate geschrieben
werden.

Das wissen néirlich bereits aug1 des vorigen Paragrapherir foe-
liebige quadratische Formen aber ist obiger Satz vanss der Aus-
gangspunktir eine genauere Untersuchung. Details dadudn sehr
schnell weit in die algebraische Zahlentheorie urithrken daher im
Rahmen dieser Vorlesung nicht behandelt werden.

b) Munzwurf per Telephon

A und B kdnnen sich nicht einigen, wer von ihnen eine dringend
notwendige aber unangenehme Arkgiernehmen soll. Also werfen
sie eine Minze. Vorher entscheidet sich etwa i {,Wappen“, B fir
»Zahl‘, dann wirft A die Minze in die Luft. Wenn sie mit Wappen nach
oben auf den Boderafit, hat er gewonnen, andernfalls B.

Stellen wir uns nun aber vor, A und B stehen nicht nebenegraisdn-
dern befinden sich an verschiedenen Orten und diskutierdiefmohon,
wer was machen soll. Auch hiebknte A wieder eine nze werfen,
allerdings sieht jetzt nur A, wie sie zu Bodedllf; wenn er gewinnt,
muf3 B sehr viel Vertrauen in ihn haben, um das zu glauben.

Mit Hilfe von quadratischen Resteaflt sich der Ninzwurf so simu-
lieren, dalRBbeideden Ausgangdiberptifen kbnnen und jeder mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit gewinnt.

Dazu wahlt sich A zwei Primzahlep undgq die so grof3 sind, dal3 B das
Produkt N = pqg nicht mit einem Aufwand von nur wenigen Minuten
faktorisieren kann.z und ¢ konnen also deutlich kleiner sein als bei
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RSA, wo man mit Gegnern rechnen muf3, die monatelang reghnen.
DiesesN schickt er an B.

B wahlt sich nun eine zéllige Zahlz zwischen eins und/ und schickt
deren Quadraj = 22 mod N an A.

A kennt die Faktorisierung vov; nach dem Algorithmus aus dem
vorigen Paragraphen kann er also die Gleichungen

z>=ymodp und 2z?=ymodg

|6sen; die jeweiligen &sungsmengen seién,, a, } und{b,, b,}. Nach
dem chinesischen Restesatz kann er sich vier Elemente

{ a; modp
u =

= mit 4,57 €{1,2

1J
zwischen null undN — 1 konstruieren, die allesamt die Kongruenz
ugj = y mod N erfullen. Er entscheidet sich zilfig fur eine dieser
vier Moglichkeiten (dies entspricht demivzwurf) und schickt das
entsprechende = u,; an B,

B kennt nun zwei Zahlenr und u, die beide das Quadrat haben.
Moglicherweise ist: = x; in diesem Fall hat er keine neue Information
bekommen, und er hat verloren. Das gleiche giltim&all —x mod IV,
dh.u=N —z.

Ist aberu # +x, was mit 50%-iger Wahrscheinlichkeit eintritt, hat B
gewonnen und muf3 das nun gegkear A beweisen.

Aus der Kongruenz:? = y mod N = pq folgen natirlich die entspre-
chenden Kongruenzen modytound modulog; es gibt daher Indizes
p,v € {1,2}, so dallr = a, modp undz = b, modgq. Falls sich A
genau iir dieses Indexpaar entschieden hatgist u; falls er sich tr
das Paari( 7) mit © # i undr # j entschieden hat, ist= —x mod IV,
denna, = —a, modp undb; = —b, modg.

Falls sichA aber fir ein Paar4, j) entschieden hat, in dem genau einer
der beiden Indizes gleich dem entsprechenden Indey,in)(ist, sind

x und v modulo einer der beiden Primzahleng kongruent, modulo
der anderen ist kongruent zu-«. Um zu beweisen, dal3 dieséirihn
gunstige Fall eingetreten ist, kann B daher gg¥ u, N) berechnen
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und erlalt einen der beiden Primfaktoren oder ¢q. (Der andere ist
ggT(x + u, N).) Damit hat erN faktorisiert und schickt das Ergebnis
an A.

Wenn B sich nicht an die Regelral und einy an A schickt, das kein
Quadrat modulaV ist, merkt A dies bei der Berechnung der modularen
Quadratwurzeln; falls A ein schickt, dessen Quadrat vgnerschieden
ist, kann B dies leicht feststellen, denn wenn er verlorgnral3u = x
oderu = N — z sein. (Er kann ndirlich auchu® mod N berechnen.)

c) Akustik von Konzerthallen

Alte Konzerthallen waren zwangglifig sehr hoch: Andernfalls ave
die Luft wahrend einesangeren Konzert bei voll besetztem Saal zu
schnell verbraucht gewesen. Mit den Fortschritten déftungstech-
nik verschwand diese Notwendigkeit; dasorgten steigende Bau- und
Heizungskostenilr immer niedrigere &e. Auf die Luftquali&t hatte
das keinen nennenswerten Einflu3; die Akustik der Halleerdilhgs
wurde deutlich schlechter.

Der Grund daifir ist intuitiv recht klar und wurde auch durch Messun-
gen und Hbrerbefragungen in einer Reihe von Konzales experimen-
tell beshtigt: Die Horer bevorzugen Schall, der von den Seitanden
kommt und daher mit verschiedene&afe bei den beiden Ohren ein-
trifft gegeriiber Schall von oben, der beide Ohren mit gleichéri&t
erreicht und somit keineraumlichen Eindruck hintedl3t.

Eine nbgliche Abhilfe bedinde darin, die Decken aus absorbierendem
Material zu bauen. Dem steht entgegen, dal3 in einem grof3ereike
saal aller Schall, der von deriBne kommt, den Brrer auch wirklich
erreichen sollte: Ansonstenifdte der Schall aus Lautsprechern kom-
men und man é&nnte sich das Konzert genauso gut daheim per Radio
oder CD anbren.

Der Schall muf3 daher von der Decke reflektiert werden, darOdiren
der Zulorer aber nicht von oben erreichen. Er sollte daher bespate
moglichst diffus zu den Seiteramden hin gestreut werden, so dal3 der
grofite Teil der Energie die Zdheruber die Seitenénde erreicht.
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Der Einfachheit halber wollen wir uns auf eindimensionalelléh
beschéanken und damit auch nur diffuse Reflektion in einer Richtung
betrachten, der Querrichtung des Konzertsaals.

Eine Welle hat eineaumliche wie auch zeitliche Periodiit Zeitlich
periodische Funktionen sind beispielsweise Sinus undissiwie die
FOURIER-Analysis lehrt, &3t sich jede sickweise stetige zeitlich peri-
odische Funktion (bis auf sogenannte Nullfunktionen) ansis und
Kosinusfunktionen zusammensetzen, so dall es reicht,esblotktio-
nen zu betrachten.

Da der Umgang mitden Additionstheoreméntfrigonometrische Funk-
tionen recht umgéindlich ist, schreibt man Wellen allerdings meist kom-
plex in der Formf(t) = Ae*® mit der MaRgabe, dal? nur der Re-
alteil dieser Funktion physikalische Reatitbeschreibt. Aufgrund der
EULERschen Formek™ = cosy + ising lassen sich so, falls man
fur A beliebige komplexe Konstanten aflt, alle Funktionen der Art
a coswt + bsinwt als Realteile erhalten, und da beispielsweise

cos@ + 3) = Re @) = Re(e'e’P) = cosa cosB — sina sing

ist, lassen sich auf diese Weise auch die Additionstheoeeriheinfache
Multiplikationen von Exponentialfunktionen zigkfihren.

Auch die @umliche Periodizét lalt sich mit trigonometrischen oder
— besser — Exponentialfunktionen auigthen; hier schreiben wir ent-
sprechend(z) = Be'*?.

Um einen aumlich und zeitlich periodischen Vorgang zu beschreiben,
kombinieren wir die beiden Adze und betrachten beispielsweise die
Funktion

zp(x,t) — Aei(wt—kx) — Aeik(%t—m) .

Wie man der zweiten Form ansieh@rgt(z, t) nur ab vonr — %,
was wir auch so interpretiererdknen, dal3

po @A e
kT 2«
die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle ist; denn dinderung der
Zeit umAt hat denselben Effekt wie eifnderung des Orts um- At.
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Da Sinus und Kosinus die Perioder Zhaben, nissen wir fir eine
Schwingung der Frequenzden Parametev gleich 2rv wahlen, denn
dann fallen Yv Perioden in das Intervall & ¢ < 1. Aus diesem Grund
wird w = 27v als dieKreisfrequender Schwingung bezeichnet. In der
raumlichen Dimension nimmt die Wellérlge\ die Rolle der zeitlichen
Periode ein; dementsprechend mul3 hier2w /A gesetzt werden. Diese
Konstante wird al$Vellenzahbezeichnet.

Schallwellen breiten sich bei 2€ in Luft mit einer Geschwindigkeit
von etwav = 343 m/s aus; derdrbare Frequenzbereich beginnt bei
v = 16 Hz und kann bis zu etwa&0 kHz gehen. Die Welleahgen, mit
denen wir es zu tun haben, variieren also zwischen atw21.5 m und

A = 1,75cm. Der Kammerton’ mit 440 Hz hat eine Welleahge von
knapp 78 cm.

Bei einer Reflektion &nnen wir nach HYGENS annehmen, dal3 von
jedem Punkt der reflektierendena€he eine neue Welle ausgeht; ihre
Amplitude ist gleich der Amplitude der dort eintreffendereN¥ mal
einem Reflektionsfaktgs(x), der im Idealfall gleich eins ist.

CHRISTIAAN HUYGENS (1629-1695) kam aus einer
niederindischen Diplomatenfamilie. Dadurch unésp
ter auch durch seine Arbeit hatte er Kontakte idorén-
den europischen Wissenschaftlern wieBCARTESUNd
PascAL. Nach seinem Studium der Mathematik und Ju-
ra arbeitete er teilweise auch selbst als Diplomat, inter-
essierte sich aber bald vor alleriarfAstronomie und
den Bau der dazu notwendigen Instrumente. Er ent-
wickelte eine neue Methode zum Schleifen von Linsen
und erhielt ein Patentif die erste Pendeluhr. Trotz des
franzosisch-niededndischen Kriegs arbeitete er einen
grol3en Teil seines Lebens an daracemie Royale des
Sciencesn Paris, wo beispielsweiseelBNIZ viel Ma-
thematik bei ihm lernte. HYGENS war ein scharfer
Kritiker sowohl von NewTONs Theorie des Lichts als auch seiner Gravitationstheaee, d
er fur absurd und nutzlos hielt. Gegen Ende seines Lebens d&fagth er sich mit der
Moglichkeit auRerirdischen Lebens.

Da es uns nur um den mittleren Schalldruck, nicht aber uneséani-
ation geht, bnnen wir denwt-Term ignorieren und einfach mit der
Funktion Ae~*** arbeiten. Wir interessieren uns, wieviel Schall unter
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welchem Winkel reflektiert wird.

Die Schallwellen die von zwei verschiedenen Punkten urmene \Win-
kel # ausgehen haben, wie die Zeichnung zeigt, einen Laufwegunte
schied vone siné, wobeiz den Abstand der beiden Punkte bezeichnet.

x Sing

0

Der Laufwegunterschied vom sinf entspricht einem Phasenfaktor
e~ thesing \Wahlen wir also die Phase im Nullpunkt als Referenz
(die wir in den zu ignorierenden Phasenfaktor der einfdiamWelle
hineinziehen knnen), ist die Summe aller unter dem Winkehbge-
henden Strahlen gleich

/ p(x)e—ikaiHQ dx,

das ist die sogenanntedBRIER-Transformierte vorp(x), ausgewertet
im Punktu = ksind. Wenn wir den Schall iglichst gleichnal3ig
verteilen wollen, nissen wir die Funktiom daher so @hlen, dal3 ihre
FOURIER-Transformierte riglichst konstant ist.

Eine Moglichkeit dazu sind das, was PhysikerR&flektions-Phasengit-
ter bezeichnen: Die Decke besteht aus einem Material mit kotestg
moglichst groRem Reflektionsgrad, aber diéhd der Decke variiert
stufenbrmig mit dem Querschnitt. Wenn dieOHe der einer festen
Stelle um den Betragy Uber der Nullinie liegt, muf3 der dort reflektierte
Schall gegeiiber dem an der Nullinie reflektierten den atmichen
Weg 2 zuricklegen; dies kann man formal so austken, daf3 man in
der Reflektionsfunktiom(z) den zuétzlichen Faktor?“" einfugt.
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Bei den sogenannterc8ROEDERReflektoren werden die Aldsbde zur
Nullinie so gevahlt, dal? die Bngen 2h gleich den quadratischen
Resten modulo einer ungeraden Primzahl sind, die Deckésstp-
penfrmig aufgebaut, wobei die-te Stufe eine lghe proportional zu
n? modp hat. Das obige BURIER Integral B3t sich dann approximieren
durch die diskrete BURIER-Transformierte

p—

1
1 .
T(m) — E 27Tzn2/pe—27mnmt § :627r7,n(n—m)/p .
f n=0 p

n=0

g

Ihr Betragsquadrat ist

p—1
= 2 _ 2win(n—m)/p 1 —27rin(n—m)/p
[r(m)[” =
Z Dk
p 1p-1
— _ZZ 2min(n— m)/p —2mik(k—m)/p
n=0 k=0
p 1p-1
S ZZ 271'1 n?—k?—(n— k:)m)/
n=0 k=0

Die Summanden dngen nur ab von den Restklassen modulder
Indizesk undn, und fur festes: durchbuft mit &k auchn — k alle diese
Restklassen. Dahebknen wir dies weiter ausrechnen als

p 1p-—1
\r(m)\ - = ZZ 27rz n?—(n—k) —k:m)/p
n=0 k=0
_ _Z —2mkm/pz 2mi ((n®—(n—k)2) /p

n=0

— 1p§ : —2mikm/ p§ : ; —k?
— P 2ni(2kn—k°)/p
e (& .
] k=0 n=0

Die zweite Summe &nnen wir schreiben als

p—1

. .22 .

e 2rik E :647mkn/p.
n=0
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Fur k = 0 ist sowohl der Vorfaktor wie auch jeder der Summandercglei
eins, wir erhalten also insgesamt-ir £ # 0 undk < p ist die Summe
aber gleich null, denn

p—1 p—1 p p—1
e471'@]{:/;0 E :647mk:n/p — E :647r1(k:+1)n/p — E :647mk:n/p — E :647r1k:n/p ,
n=0 n=0 n=1 n=0

die Summeandert also ihr.en Wert nicht, wenn man sie mit der von
eins verschiedenen Zaht™**/? multipliziert, und damit muf sie ver-
schwinden. Somit ist

F(m))*==e®-p=1

fur allem, wir haben also die gexmschte Diffusionseigenschatft.

Die obige Abbildung zeigt den Querschnitber ein solches Phasen-
gitter, hier fir p = 23. Entsprechende CBROEDERReflektoren zu
den verschiedensten Primzahlen gibt es in vielen Koraerisund
Opernfausern, oft allerdings verborgen hinter schallduiskigem Ma-
terial.

MANFRED ROBERT SCHROEDER(1926—2009) wurde in
Ahlen geboren. Er studierte Physik an der Univer-
sitat Gottingen, wo er 1952 promovierte. Danach ar-
beitete er bei den AT & T Bell Laboratories in Mur-
ray Hill, New Jersey auf dem Gebiet der Akustik;
diese Arbeit @ihrte unter anderem zu 45 Patenten.
1969 wechselte er als Professar fAkustik an die
Universiét Gottingen, wo er bis zu seiner Emeritie-

: rung lehrte. Er schrieb mehreraiéher, unter anderem
Number theory in Science and Communicationd Fractals, Chaos, Power Law®er
Inhalt dieses Abschnitts ist kurz im ersten diesécBer dargestellt sowie aiigfrlich in
M.R. SCHROEDER Binaural dissimilarity and optimum ceilings for concedlls: More
lateral sound diffusion]. Acoust. Soc. Ané5 (4), 1979
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