Kapitel 6
Quadratische Zahlkorper

Ein Zahlkdrperist ein KrperK, der den KrperQ der rationalen Zahlen
enthalt und alsQ-Vektorraum endlichdimensional ist. Im zweidimen-
sionalen Fall reden wir von quadratischen Zainflern. Die algebraische
Zahlentheorie untersucht die (noch zu definierenden) gedaklen ei-
nes solchen Zahtkpers. In dieser Vorlesung geht es zwar eher um
elementare als um algebraische Zahlentheorie, jedochewesa im
nachsten Kapitel sehen, dal3 ein Umwidger quadratische Zalikper
auch bei rein ganzzahligen Problemen gelegentlich halfreein kann.

§1: Grundbegriffe der Ringtheorie

Als erstes wollen wir ungberlegen, in welchen Zahlbereichen auRer
wir noch sinnvoll von Teilbarkeit und eventuell auch Diasimit Rest
reden Kbnnen. Wir brauchen dazu selbstvarstlich zumindest eine
Addition und eine Multiplikation, d.h. einen der bereitsdapitel 1,56
definiertenRinge.Wenn wir eindeutige Quotienten wollen igssen wir
aber noch zu#zlich voraussetzen, dal3 es keine sogenaNuotieiler
gibt, d.h. von null verschiedene Elementes, deren Produkt gleich
null ist. Ist ramlichy = ¢s, so ist dann aucly = (¢ + r)s, was un-
serer Vorstellung von Teilbarkeit mit eindeutig bestimmt@uotienten
widerspricht.

Definition: a) Ein Ring heil3tnullteilerfrei wenn gilt: Istz - y = 0,
so mufl3 mindestens einer der beiden Faktargnverschwinden. Ein
nullteilerfreier kommutativer Ring heiRttegritatsbereici{englischdo-
main).
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b) Wir sagen, ein Element eines Integriitsbereichs? sei Teiler von
x € R, in Zeichenu|x, wenn es eiy € R gibt, sodalk = ¢ - u.

c) u € R heil3tgrofter gemeinsamer Teileon z undy, wennu Teiler
von x und vony ist und wenn iir jeden anderen gemeinsamen Teiler
vonz undy gilt: v|u.

d) Ein Element € R hei3tEinheit,falls es eine’ € R gibt mite-¢’ = 1.
Die Menge aller Einheiten voR bezeichnen wir mif2 .

e) Zwei Elementex,y € R heil3en assoziiert, wenn es eine Einheit
e € Rgibt,sodaly =¢ - x.

Der Prototyp eines kommutativen Rings ist der RiAgder ganzen
Zahlen; er ist ein Integtisbereich miit1 als einzigen Einheiten. Zwei
ganze Zahlen sind somit genau dann assoziiert, wenn siesldens
Betrag haben. Man beachte, dal3 im Sinne der obigen Defisitiaohl

+2 als auch—2 ein giol3ter gemeinsamer Teiler von 4 und 10 ist; der
ggT ist also nicht eindeutig bestimmt.

Der RingZ/m ist genau dann nullteilerfrei, wenn prim ist; in diesem
Fall ist er sogar ein Krper. Istabem = ab eine Zerlegung (ilN) vonm
in ein Produkt mita, b > 1, so istinZ/m zwarab = 0, abera, b #Z 0.

Die Menge allem x n-Matrizenuber einem Krper ist ein Beispieliir
einen der hier ausgeschlossenen nichtkommutativen Rirgst nicht
nullteilerfrei, entlalt aber viele Einheiten, die invertierbaren Matrizen.

Auch die Polynomeiber einem Krperk bilden einen Ring, den Poly-
nomringk[X]. Auch er ist ein Integratsbereich:

Lemma: Ist R ein Integriitsbereich, so auch der Polynomring
R[X] = {ZaiXi | n € Ny, a; € R} .
=0
Seine Einheiten sind genau die Einheiten van

Beweis: Wenn wir Addition und Multiplikation nach deriblichen
Regeln definieren, ist klar, daR[ X] alle Ringaxiome eiillt. Um zu
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zeigen, dal®[ X] nullteilerfrei ist, betrachten wir zwei Polynome

f:zn:aiXi und g:iijj,
i=0 =0

die beide von Null verschieden sind. Wioknen etwa annehmen, daf3
n und m so gevahlt sind, dafx,, undb,, beide nicht verschwinden.
Da R Integritatsbereich ist, kann dann auch das Prodykt  nicht
verschwinden, also ist deiitirende Terna,,b,, X™*™ von fg von Null
verschieden und damit augty selbst. Tatachlich beweist dies sogar
etwas mehr als die Nullteilerfreiheit, denn wir wissen naai} sich bei
der Multiplikation zweier Polynome die Grade addieren.

Ist f € R[X] eine Einheit, so gibt es ein € R[X] mit f¢g = 1; da das
konstante Polynom 1 den Grad null hat, mul3 dasselbe @ughund g
gelten, d.hf, g € R und damitinR*. .

Fur jeden RingR gilt

Lemma: a) Die MengeR* aller Einheiten vonR ist eine abelsche
Gruppe beiglich der Multiplikation.

b) Ein kommutativer Ring? ist genau dann ein Integaisbereich, wenn
die folgendeKurzungsregeérfillt ist: Gilt firz, y, z € Rundz # 0 die
Gleichungzz = yz, so istz = y.

c) Zwei Elementer, y eines Integriitsbereichk sind genau dann as-
soziiert, wenne|y undy|z.

d) Ein grofdter gemeinsamer Teiler, so er existiert, ist bis auf Aissoz
lertheit eindeutig bestimmit.

Beweis: a)Sind e, f € R Einheiten, so gibt es Elementé, f' mit
ee/ = ff = 1.Damitistef)(f'e) =e(ff)e =ee’ =1,d.h.auckf ist
eine Einheit. Aul3erdem ist jede Einheit invertierbar, deff@nsichtlich
ist e’ ein multiplikatives Inverses z¢l

b) Ist R ein Integriitsbereich unadz = yz, soist ¢ —y)z = 0; daz Z0
vorausgesetzt war, folgt — y = 0, alsoxz = y. Folgt umgekehrt aus
xz = yz undz # 0 stetse = y, so istR nullteilerfrei, denn istty = 0
undy # 0, so istry = Oy, alsox = 0.

C) Isty = ex, so istz ein Teiler vony. Da Einheiten invertierbar sind,
ist auchz = e~ 1y, d.h.y|z.
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Gilt umgekehrtz|y undy|x, so gibt es Elementg, ¢’ mit x = ¢y und

y = ¢'z. Damit ist r = z = (¢q¢)z, alsogq’ = 1. Somit istq eine

Einheit.

d) Sindu, v zwei grofite gemeinsame Teiler vany, so ist nach Defi-
nition v Teiler vonv undwv Teiler vonu, also sindu undw assoziiert._

Manchmal haben wir sogar eine eindeutige Primzerlegunglgehden
Sinn:

Definition: a) Ein Elementx eines Integrétsbereichd? heildtirredu-
zibel falls gilt: = ist keine Einheit, und ist = yz das Produkt zweier
Elemente au$, so mul¥ oderz eine Einheit sein.

b) Ein Integritatsbereichk heil3tfaktorielloderZPE-Ring, wenn gilt: Je-
des Element € R lal3t sich bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit ein-
deutig schreiben als Produkt= v [];_, p{* mit einer Einheitu € R*,
irreduziblen Elementep, € R und naiirlichen Zahlere,.

(ZPE stent fir Zerlegung inPrimfaktorenEindeutig.)

Lemma: In einem faktoriellen Ring gibt es zu je zwei Elementeny
einen gbl3ten gemeinsamen Teller.

Beweis:Wir wahlen zudchst aus jeder Klasse assoziierter irreduzib-
ler Elemente einen Vertreteriif die Zerlegung eines Elements in ein
Produkt irreduzibler Elemente reicht es dann, wenn wir meduzible
Elemente betrachten, die Vertreter ihrer Klasse sind.

Sindz = u[[;,;p{" undy = 'UH‘7 1q] mit u,v € R™ und p;,q;
irreduzibel die entsprechenden Zerlegungen yamd y in Primfak-
toren, so Knnen wir, indem wir dtigenfalls Exponenten null eiiahren,
0.B.d.A. annehmen, daf3= sistundp, = g, fur alle:. Dann ist offenbar
[T}, "€/ ein ggT vonz undy, dennz = [], p?* ist genau dann
Teiler vonx, wenng, < e, fur alles, und Teiler vory, wenng, < f.. .

§2: Die Elemente quadratischer Zahlkorper

Ein quadratischer Zahikper ist ein Zahl&rper, der al€)-Vektorraum
betrachtet die Dimension zwei hat. Es gibt daher ein von des lihear
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unabtingiges Element. Die drei Elemente Lv, o missen aber linear
abhangig sein; es gibt also rationale Zahjen, r, so da®a+qga+r ver-
schwindet. Indem wir mit dem Hauptnenner vanry, » multiplizieren,
erhalten wir eine entsprechende Gleichung mit ganzzankgeffizien-
ten, und wenn wir dann noch durch deren ggT dividieren, ehalir
teilerfremde ganze Zahlea, B, C, so daRda? + Ba + C = 0 ist.

Nach der losungsformeliir quadratische Gleichungen folgt

B n Vv B? —4AC
2A 2A '

Den AusdruckA = B? — 4AC unter der Wurzel bezeichnen wir als
die Diskriminantevon .. Fir o = vW mit W € Z beispielsweise ist
A=1,B=0undC = —W, alsoA = 4W. Fir o = £ + £1/2 haben wir
die Gleichung

, 2 1 2 , 2

a-—-at—-— —=a" — -z«

+
3 9 25 3 225
hier ist die Diskriminante somih = 15¢ — 4 - 225- 7 = 16200.

Wegen der Irrationalitt vona mufl auchy/A irrational sein, d.hA ist
kein Quadrat. Wegen der Eindeutigkeit der Primzerlegurig kdpnnen
wir ganze Zahler), D € Z finden, so da®\ = QD undvA = Qv D
Ist mit einer quadratfreien ZalD, d.h. einer ZahlD, die durch keine
Quadratzahl ungleich eins teilbar ist. Son#fit sicha in der Form
r + sv/D schreiben mit, s € Q. Da K als Q-Vektorraum zweidimen-
sional ist, &f3t sich jedes Element vdii so schreiben, als Vektorraum

istalsoK = Q & Qv/D.

Umgekehrt istQ ¢ Q+v/D fiir jedes Nichtquadrab ein Korper, denn
natirlich liegen Summe und Differenz zweier Elemente wieder in
diesem Vektorraum und wegen

(r + sv'D)(u + vV D) = (ru + suD) + (rv + su)V'D

auch das Produkt i den Quotientendnnen wir wie bei den komplexen
Zahlenuber die dritte binomische Formel argumentieren:

r+svD _ (r+sVD)(u—vVD) _ru—svD_l_ SU — TV
uw+vvD  (u+vVD)u—vvD) u?—v?’D  u?—v?D"

o= —

=0= 2252 —-150n+7=0"
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Wir bezeichnen diesendtper kurz mitk = Q[v/D].

Fur D > 0istQ[v/D] ein Teilkdrper voriR; wir reden in diesem Fall von
einemreellquadratischerzahlkdrper. FallsD < 0, gibt es inQ[v/D]
auch imagiare Elemente; hier reden wir von einemagirarquadrati-
schenZahlkorper.

83: Die Hauptordnung eines Zahlkorpers

Jede rationale Zahl istdsung einer linearen GleichumgdX + b = 0 mit
ganzzahligen Koeffizienten b, von denen der erste nicht verschwinden
darf; sie ist genau dann eine ganze Zahl, wenn maril wahlen kann.

Entsprechend ist jedes Elementines Zahlbrpers K Losung einer
Polynomgleichung

a, X" +a, (X" 1+ ... +a,X+a;=0 mit a;, €7Z,

denn daK nach Definition ein endlichdimensional@rVektorraum ist,
konnen die Potenzen van nicht allesamt linear unaklngig sein. Es
gibt also fir irgendeimn eine lineare Abangigkeit

Aam A, T e N+ A, =0 mit )\, €Q.

Multiplikation mit dem Hauptnenner der Koeffizientéphmacht daraus
eine Polynomgleichung mit ganzzahligen Koeffizienten.

Definition: Ein Elementx eines ZahlkrpersK heildstganz,wenn es
einer Polynomgleichung

...+a1x+a020

mit ganzzahligen Koeffizientan € Z und lbchstem Koeffizienten eins
gerugt.

Man kann relativ einfach zeigen, dal3 die ganzen Zahlen ienein
Zahlkorper K einen Ring bilden; da wir uns hier aber auf quadrati-
sche Zahlkrper besclanken, bei denen wir dies ganz explizit sehen
konnen, sei hier auf einen solche Beweis verzichtet.
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Wir betrachten also einen quadratischen Zahter X = Q[+v/D]. Ein
Elementoy = r + sv/D mit r, s € Q ist genau dann ganz, wenn es einer
Gleichung der Form:? + az: + b = 0 geriigt mita, b € Z. Da

2% = (r + sV D)? = (2 + $°D) + 2rsv/D
Ist, gerugtx der Gleichung
22— 2rz+ (r? — s°D) = 0.
Somit missen: = 2r undd = r? — s?>D ganze Zahlen sein.

Fir r € Z ist die erste Bedingung trivialerweise @it und die zweite
genau dann, wenn auegleine ganze Zahl ist: D& keinen Nenner hat,
ist der Nenner vom? — s?D in diesem Fall das Quadrat des Nenners
von s.

Fallsr keine ganze Zahl ist, mul3 es wegen der ersten Bedingung von de
Formr = ¢/2 sein mit einer ungeraden ZahINotwendige Bedingung

fur die Ganzheit vom? — s2D ist dann, daR auch = e/2 von dieser
Form ist. Dann ist

? — e’D

4

c unde sind ungerade Zahlen; ihre Quadrate sind also kongruest ein
modulo vier. Somit ist? — s2D genau dann ganz, werdd = 1 mod 4
Ist.

r2 _ &2D = €Z=c*—e?’D=0mod 4.

In Q[v/D] ist ein Element- + sv/D daher fir D # 1 mod 4 genau dann
ganz, wenn und s beide ganz sind; die Menge der ganzen Zahlen ist
alsoZ @ Z+/D. Diese Menge ist offensichtlich eine abelsche Gruppe
beziglich der Addition, und da das Quadrat voiD die ganze ZahD

Ist, ist sie auch abgeschlossen bgirch der Multiplikation; die ganzen
Zahlen bilden also einen Ring.

Im Fall D = 1 mod 4 ist-+sv/D auch ganz, wennunds beide jeweils
die Halfte einer ungeraden Zahl sind. Insbesondere ist also auch

_1+vD
)

Bp
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eine ganze Zahl, und offensichtlich sind die ganzen Zah&rag die
Zahlen, die sich als + v3, mit u, v € Z schreiben lassen. Die Menge
der ganzen Zahlen ist al$b® Z3 . Auch dies ist ein Ring, denn
+ — -
ﬂ%:1 2\/45+D:D4 1+1+2\/E=D4 1+ﬁp
liegt wieder in dieser Menge, d@)(— 1)/4 im Fall D = 1 mod 4 eine

ganze Zahl ist.

Die ganzen Zahlen iQ[v/D] bilden also in jedem Fall einen Ring;
diesen Ring bezeichnen wir als ddauptordnung? = O, vonQ[v/D].
Wie wir gerade gesehen haben, ist somit

0. = 7. & 7D falls D # 1 mod 4
b= 1zezZp, mit B, =3(1+vD) fallsD=1mod4’

Beim KorperK = Q[i] der komplexen Zahlen mit rationalem Real- und
Imagimarteil ist D = —1 = 3 mod 4, also ist die Hauptordnung hier
einfachO_; = Z & Zi, die sogenannten ganzem@&sschen Zahlen.
Fur D = —3 = 1 mod 4 dagegen ist au¢h 5 = (1 ++/—3) eine ganze
ZahlundO_3=7Z @ Z3_3.

Dieses Beispiel wirft die Frage auf, ob unsere DefinitionzgarZahlen
wirklich so geschickt war: Wir &tten schlief3lich auch einfach definieren
kdnnen, daf + sv/D genau dann ganz heil3en soll, wertnd s ganze
Zahlen sind.

Einer der Giinde ist sicherlich, dal3 wir in nichtquadratischen Zahl-
korpern keine ausgezeichneten Elemente wiB haben, und selbst
im quadratischen Fall is¢ D nicht immer das einzige ausgezeichnete
Element. Im FalleD = —3 beispielsweise isf_; = (1 ++/—3) eine
primitive sechste Einheitswurzel, und es gibt keinen Grufeése als
,weniger ganz* odefweniger ausgezeichnet* zu betrachtendls3.

Viel wichtiger ist aber, dald wir nur bei dieser Definition deanzheit
eine Chance auf eindeutige Primzerlegung in der Hauptogihaben:

Definition: a) Sind R < S Integritatsbereiche, so heil3t ein Element
x € S ganzuberR, wenn es einer Gleichung

g +r, "t trg=0 mit r, €R
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gernigt.
b) R heil3t ganzabgeschlossen oder normal, wenn jadesR ganze
Element des QuotientedkpersK von R in R liegt.

Satz: Ein faktorieller Ring ist ganzabgeschlossen.

Beweis:Jedes Element des Quotienterikrpers eines Ringg kann als
Quotientr = p/q mit p, ¢ € R dargestellt werden. Fallg faktoriell ist,

konnen wir dabei annehmen, dafkind g teilerfremd sindx ist genau
dann ganZiber R, wenn es eim € N und Elemente,...,r,_; € R

gibt derart, daf?

n — n—1
r =-1r, 1 — =TT — Ty

ist. Multiplikation mit¢"™ macht daraus die Gleichung

n — n—1 n—1

e P T/
Hier ist die rechte Seite durgftteilbar, also auch die linke. Daundq als
teilerfremd vorausgesetzt war, ist das nuigich, wenng eine Einheit
ist, d.h.z = p/q liegtin R.

84: Normen und Spuren in quadratischen Zahlkorpern

Beginnen wir mit einem Beispiel: Die Hauptordnung vin= Q[+ —5]
istO_g = Z® Z[+v/—5], und dort haben wir die beiden Produktzerlegun-

gen
6=2-3=(1+v-5)-(1—v-5).

Folgt daraus, da® _; nicht faktoriell ist?

Bevor wir diese Frage beantwortetrknen, niissen wir zuachst wissen,

ob miglicherweise die Faktoren auf der rechten Seite noch nastéegt

werden Knnen. Solche Fragen lassen sich oft entscheiden, indem man
die Normender beteiligten Elemente betrachtet.

Definition: a) Fir ein Elementsy = r» + sv/D von K = Q & Qv D
heil3tae = r — sv/ D das zux konjugierte Element.
b) Die Norm vona ist

N(a) = aa = (r + sVD)(r — sVD) =r?> — s?D € Q.
c) Die Spur vonu ist Spp) =at+ta=2reqQ.
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Lemma: a)Fura, 8 € Q[VD]istaf =a- .
b) Fir o, 8 € Q[v/D] ist N(a8) = N(a) - N(3).
c) a € Q[vD] ist Wurzel der quadratischen Gleichung
X? - Sp@)X +N(a) =0.
d) a € Q[v/D] ist genau dann ganz, wennd)(und Sp¢) in Z liegen.
e)a € Op ist genau dann eine Einheit, wennd(= +1 ist.

Beweis: a)Folgt sofort durch direktes Nachrechnetirle = r + sv/D
unds = u + vv/D ist

af = (ru+ svD) + (rv + su)V'D = (ru + svD) — (rv + su)vVD
=(r — svVD)(u — vVD)=agB.
b) Nach Definition ist
N(aB) = af - aff = affap = aa - 3 = N(a) - N(3) .
c) Ist offensichtlich, denmv und@ sind Nullstellen von
(X —a)(X —a)=X?—(a+@)X +aa = X% —-Sp)X +N(a).
d) folgt sofort ausc) und der Definition der Ganzheit.

e)Ista € OF eine Einheit, so gibt es ein dazu inverses ganzes Ele-
mentg € Op, und weger3 = 1 ist N(a) - N(5) = N(a5) = N(1) = 1.
Die Norm ist also eine Einheit vaa, d.h. N@) = £1.

Ist umgekehrt N¢) = aa = +1, soista - (@) = 1, wir haben also ein
ganzes Inverses. .

Das kdnnen wir beispielsweise anwenden auf die eingangs béd¢tach

Zerlegungen 6 =23 =(1+v/-5)- (1 — v/-5). InQ[v/—5] ist
N(2)=2-2=4, N(3)=3-3=9 N(1+v-5)=1+5=6.

Echte Primteiler einer dieser Zahlenifsten also Normt2 oder+3

haben. Wegen
N(a + bv/=5) = a® + 5b?

miiRte fir solche Elementé = 0 unda? = 2 oder 3 sein, wadif ein
a € Q offensichtlich nicht naglich ist. Somit sind die Elemente 2
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und 1+ /=5 allesamt irreduzibel, und die Zahl seck®t sich auf
zwei verschiedene Weisen als Produkt irreduzibler Elemschireiben.
(Es ist klar, daR 2 und 3 nicht zu4t /=5 assoziiert sein dnnen,
denn die Normen assoziierter Elemente unterscheiden #ichskens
im Vorzeichen.)

Damit haben wir gezeigt, dal3 die Hauptordnung ¥@R/—5] nicht
faktoriell ist.

85: Euklidische Ringe

In Kapitel | bewiesen wir die eindeutige PrimzerlegungZimmit Hil-

fe des BUKLIDIschen Algorithmus. Wenn wir Beispieléif faktorielle
Ringe O, suchen, liegt es daher nahe, nach Ringen zu suchen, in de-
nen es einen BKLID ischen Algorithmus gibt. Solche Ringe heil3en-E
KLIDische Ringe.

Wie wir gesehen haben, ist die Division mit Rest das wicliigs
Werkzeug beim BkLIDischen Algorithmus, und wie sich in diesem
Abschnitt herausstellen wird, brauchen wir kein weitek&s. definie-
ren daher

Definition: Ein EuKLIDischer Ring ist ein Integiditsbereichk zusam-
men mit einer Abbildung: R \ {0} — N,, so daR gilt: Istz|y, so ist
v(z) < v(y), und zu je zwei Elementen,y € R gibt es Elemente
q,7 € R mit

x=qy+r und r=0 oder v(r)<uv(y).

Wir schreiben auch : y = ¢ Restr und bezeichnen als Divisionsrest
bei der Division vonz durchy.

Das Standardbeispiel ist riglich der RingZ der ganzen Zahlen mit
v(x) = |z|. Ein anderes Beispiel ist der PolynomrihfgX] Uber einem
Korper k: Hier konnen wiry(f) far ein Polynomf # 0 als den Grad
von f definieren; dann eifflt auch die Polynomdivision mit Rest die
Forderung an einenUkLID ischen Ring.

Man beachte, dal3 weder der Quotient noch der Divisionsrest e
deutig bestimmt sein mul3: Beispielsweise ist schorZieinerseits



Kap. 6: Quadratische Zahlkorper 182

15:4 =3 Rest 3, andererseits aber auch 4 Resl, wobei letzteres
Im EuKLIDischen Algorithmus raglicherweise sogar schneller ans Ziel
fuhrt.

Lemma: In einem BUKLIDischen RingR gibt es zu je zwei Elementen
x,y € R einen ggT. Dieser kann nach demaktipischen Algorithmus
berechnet werden undft sich als Linearkombination vanundy mit
Koeffizienten aud darstellen.

Beweis:In jedem Integriatsbereich folgt aus der Gleichung= gy + r
mit z,y,q,r € R, dal} die gemeinsamen Teiler vanund y gleich
denen vory undr sind. Speziell in einem ELIDischen Ring Bnnen
wir dabeir als Divisionsrest whlen und, wie beim klassischeE
KLIDischen Algorithmus, danachdurchr dividierenusw.,wobei wir
eine Folge von Divisionsresten erhalten mit der Eigenschaft, daf3 in
jedem Schritt die gemeinsamen Teiler vonndy gleich denenvon,_,
undr, sind. Auf3erdem ist stets entweder 0 oderv(r;) < v(r;_,), SO
daf3 die Folge nach endlich vielen Schritten mit eingns 0 abbrechen
muf3. Auch hier sind die gemeinsamen Teiler ypn, undr,, = 0 genau
die gemeinsamen Teiler vanundy. Da jede Zahl Teiler der Null ist,
sind die gemeinsamen Teiler vep_,; und Null aber genau die Teiler
vonr, _4, und unter diesen gibt es iialich einen gbl3ten, mmlichr,, _,
selbst. Somit haben auchund y einen gbl3ten gemeinsamen Teller,
namlich den nach demukLiDischen Algorithmus berechneten letzten
von Null verschiedenen Divisionsresf_;.

Auch die lineare Kombinierbarkeit folgt wie im klassischieall: Bei
jeder Division mit Rest ist der Divisionsrest als Linearkmnation von
Dividend und Divisor darstellbar; beimUgLiD ischen Algorithmus be-
ginnen wir mit Dividendx und Divisory, die natirlich beide als Lin-
earkombinationen vom undy darstellbar sind, und induktiv folgt, dafl3
auch alle folgenden Dividenden und Divisoren sind als Rester vo-
rangegangenen Division Linearkombinationen wonond y sind, also
ist es auch ihr Divisionsrest. Insbesondere ist auch deraigTetzter
nichtverschwindender Divisionsrest Linearkombinatianw und vy,
und die Koeffizienten &nen wie in Kapitel | mit dem erweiterterue

KLIDischen Algorithmus berechnet werden.
|
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Lemma: a) In einem EJKLIDischen RingR ist jedes Element # O
mit v(x) = 0 eine Einheit.

b) Ist z = yz # 0, wobeiy, z keine Einheiten sind, so ist(y) < v(x)
undv(z) < v(x).

Beweis: a)Wir dividieren eins durchr mit Rest: 1 :xz = ¢ Restr.
Dann ist entweder = 0 oder aber(r) < v(z) = 0. Letzteres ist nicht
moglich, also isiyz = 1 undz eine Einheit.

b) Day undz Teiler vonz sind, sindv(y), v(z) < v(z). Um zu zeigen,
dalRv(y) echt kleiner als/(x) ist, dividieren wiry mit Rest durchz;
das Ergebnis sei Restr, d.h.y = gz + r mit » = 0 oderv(r) < v(x).
Warer = 0, warey ein Vielfaches vone, es gibe also einv € R mit
y = uzx = u(yz) = (uz)y. Damit wareuz = 1, alsoz eine Einheit, im
Widerspruch zur Annahme. Somit igfr) < v(z).

Als Teiler vonz isty auch Teiler vonr = y — gx = y(1 — ¢z), also mul}
v(y) < v(r) < v(x) sein. Genauso folgt, dal3 auefr) < v(x) ist.

Satz: Jeder BKLIDische Ring ist faktoriell.

BeweisWir missen zeigen, dal3 jedes Elemert O ausR bis auf Rei-
henfolge und Assoziiertheit eindeutig als Produkt ausretneheit und
geeigneten Potenzen irreduzibler Elemente geschriebethewdcann.
Wir beginnen damit, dafd sich tberhaupt in dieser Weise darstellen
laft.

Dazu benutzen wir die Betragsfunktion R \ {0} — N, des H-
KLIDischen Ringsk und beweisen induktiv, daffifn € Ny allex # 0
mit v(xz) < n in der gewinschten Weise darstellbar sind.

Ist v(x) = 0, so istx nach obigem Lemma eine Einheit. Diese kann als
sich selbst mal dem leeren Produkt von Potenzen irreduididenente
geschrieben werden.

Furn > 1 unterscheiden wir zweidfle: Istx irreduzibel, so istc = x
eine Darstellung der gdaimschten Form, und wir sind fertig.

Andernfalls &3t siche = yz als Produkt zweier Elemente schreiben, die
beide keine Einheiten sind. Somit sind nach obigem Lem{na< v(x)
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undv(z) < v(x), beide lassen sich also nach Induktionsvoraussetzung
als Produkte von Einheiten und Potenzen irreduzibler Eftenschrei-
ben. Damit &3t sich auch: = yz so darstellen.

Als nachstes riassen wir unsiberlegen, dal} diese Darstellung bis auf
Reihenfolge und Einheiten eindeutig ist. Das wesentlicliésiittel
hierzu ist die folgende Zwischenbehauptung:

Falls ein irreduzibles Elementein Produktzy teilt, teilt es mindestens
einen der beiden Faktoren.

ZumBeweidetrachten wir den ggT vonundp. Dieser istinsbesondere
ein Teiler vonp, also bis auf Assoziiertheit entwedeoder 1. Im ersten
Fall istp Teiler vonz und wir sind fertig; andernfallsdnnen wir

l=ap+px
als Linearkombination vom und z schreiben. Multiplikation mity
macht daraug = apzx + Bxy, und hier sind beide Summanden auf der
rechten Seite durchteilbar: Beiapz ist das klar, und bebxy folgt es

daraus, dal3 nach Voraussetzgrggn Teiler vonxy ist. Also istp Teiler
vony, und die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

Induktiv folgt sofort:

-
Falls ein irreduzibles Element ein Produkt]] x; teilt, teilt es min-
destens einen der Faktoren. i=1

Um den Beweis des Satzes zu beenden, zeigen wir induktivfigdald
jedesn € N alle Elemente mit/(x) < n eine bis auf Reihenfolge und
Einheiten eindeutige Primfaktorzerlegung haben.

Furn = 0 istx eine Einheit; hier ist die Zerlegung= x eindeutig.

Seien nun
T S
o=ul]p =o]]d
i=1 j=1

zwei Zerlegungen eines Elements R, wobei wir annehmendanen,
daBd allee,, f; > 1 sind. Dann ist, trivialerweise Teiler des ersten
Produkts, also auch des zweiten. Wegen der Zwischenbelragietltp,
also mindestens eines der Elemeafed.h. p; = wq; ist bis auf eine
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Einheitw gleich ;. Dap, keine Einheit ist, ist(z/p;) < v(r); nach
Induktionsannahme hat alsg'p; = z/(wq;) eine bis auf Reihenfolge
und Einheiten eindeutige Zerlegung in irreduzible EleraeBamit hat
auchz diese Eigenschatft. .
Bemerkung:Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht: Beispielsweise
sind nach einem Satz vonaGss auchZ[ X] sowie Polynomringe in
mehr als einer Vé&nderlicherniiberZ oder einem Krper faktoriell, aber
keiner dieser Ringe istUkLIDisch, da sich weder der ggT eins von
2 und X in Z[X] noch der ggT eins voX undY in k[ X, Y] als
Linearkombination der Ausgangselemente schreié@n |

Wir interessieren uns in diesem Kapitel vor alleir fjuadratische
Zahlkorper; daher wollen wir uns fragen, wann die Hauptordnung®i
solchen Kirpers BJKLID Isch ist.

Dazu brauchen wir zuthst eine Abbildung nachN,. Fir Z konnten
wir einfach den Betrag nehmenjrfdie Hauptordnung eines quadrati-
schen Zahl&rpers Knnen wir unser Gick versuchen mit dem Betrag
der Norm.

Falls die Hauptordnun@, von Q[v/D] zusammen mit dieser Abbil-
dung ein BXKLIDischer Ring ist, mul3 es zu je zwei Elementen e O,
mit s # 0 ein Elemeny € O, geben, so daN(r — sq)| < |[N(s)] ist.
Division durchs macht daraus die Ungleichung

’N(g —q)‘ <IN@)| =1.

Da sich jedes Element va@[+/D] als so ein Quotient /s darstellen
|aRt, muR es also zu jedeme Q[vD] ein ¢ € Op geben, so dal
IN(x — q)| < 1 ist. Dies zeigt auch, wie man imuUELIDischen Fall
die Division mit Rest durclithrt: Man berechnet den Quotientepy
zurichst im KorperQ[v/D] und nimmt dann das béglich der Norm
nachstgelegene Element v@ly,.

Betrachten wir als Beispiel die Division von 23 + Qurch 2— 3i im
Ring Z[i] der Gaussschen Zahlen. 1[4] ist

23+9 _(23+9)(2+3) _19 87
23 13 13 13"
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Dal9:13=1Rest6und87 : 13 =6 Rest9ist, liegt das Elemeni1+7
ausZ[i] am rnachsten bei dieser Zahl. Die Norm von

19 87 6 4

R A S T S T

ist (6° +4°)/13% = 52/169 und damit deutlich kleiner als eins. Somit ist
(23+9):(2—3i)=(1+7) Rest —2;
ein mogliches Ergebnis der Division mit Rest. Ein anderésav
(23+9):(2—3i)=(1+6) Rest 3,

denn auch die Norm von 3 ist kleiner als die von 2HB®er Rest wurde
jeweils als Dividend minus Divisor mal Quotient berechhet.

Um zu sehen, in welchen der Ring2, eine solche Division mit
Rest stets rglich ist, betrachten wir die Situation geometrisch. Wir
beschanken uns dabei zéchst auf den imagarquadratischen Fall.

Um besser zu sehen, welche Terme in den folgenden Rechnpogiéim
und welche negativ sind, schreiben wir dedrfer alsQ[v/— D] mit

D > 0; seine Elemente lassen sich dann in der Foriy/D darstellen,
wobeii = /—1 die imagirare Einheit bezeichnet.

Wir betrachter)[v/ — D] als Teilmenge der komplexen Zahlenebé&he
dann ist

N(r +isvV/D) = (r +isvVD)(r —isvVD) = r +32D=’7“+z'3\/5‘2

einfach das Quadrat desmlichen komplexen Betrag®?_, ist also
genau dann ein @ELIDischer Ring mit der Norm als Betragsfunktion,
wenn es zu jedem Elementc Q[v/—D] einq € O_, gibt, so daf
|z — ¢| < 1ist. DaQ[v/—D] dicht in C liegt, missen dazu die Kreis-
scheiben mit Radius eins um die Punkte dus,, die ganze komplexe
Zahlenebendiberdecken. Bei den Punkten, die nur a@nBern sol-
cher Kreisscheiben liegen, mul3 zudéaberpiift werden, dal? sie nicht
in Q[v/— D] liegen: Andernfalls sind dasdtperelemente{ir die obige
Ungleichung nicht efdllt ist.

Die Punkte au®),, bilden ein Gitter inC; fur jeden der Gitterpunkte
q € Op definieren wir desseWirkungsbereicloder VORONOFBereich
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als den Abschlu3 der Menge allerc C, die raher beig liegen als bei
jedem der anderen Gitterpunkte:

W(g)={z€C |V €O p:|lz—q <|z—{1}

Offensichtlich liegt jedes € C in mindestens einem dieser Wirkungs-
bereiche, und fall§¥ (¢) C {z e C ] |z —q| < 1}, folgt insbeson-
dere, daR jedes Element v@{+/—D] im Innern einer Kreisscheibe
mit Radius eins um einen Gitterpunkt liegt: Dann ist der Rég,,
EukLIDisch.

Der Wirkungsbereich eines Gitterpunkisinterscheidet sich von dem
des Nullpunkts nur durch eine Verschiebung unentsprechendes gilt
auch fir die Kreise mit Radius eins um die beiden Punkte. Dahehteic
es, zu untersuchen, wann der Wirkungsbereich des Nullpug#iz im
Innern des Einheitskreises liegt.

Die Struktur des Wirkungsbereichsaigt ab vonD mod 4: Falls
D # —1mod4, dh.D # 3mod4, istO_, = Z & Z[vV—D]. In
der komplexen Zahlenebene bilden diese Punkte ein Reghteszkmit
den Gitterpunkte = r + is\/D zur, s € Z. Der Wirkungsbereich des
Nullpunkts ist daher das Rechteck mit ECKEé + %\/5 und die am
weitesten von der Null entfernte Punkte sind die Ecken mitabd

2
1\ . (VD) _vi+D
2 2 | 2
Dies ist genau dann echt kleiner als eins, wéhr< 2 ist, d.h.D = 1
oderD = 2.

Fur D = 3 Uberdecken zwar die abgeschlossenen Kreisscheiben mit
Radius eins um die Gitterpunkte ga@z aber die gerade betrachteten
Eckpunkte sind Elemente dedkpersQ[+/—3], die in keiner offenen
Kreisscheibe um einen Gitterpunkt liegen. Das ist allegdihier kein
Problem, denn ifQ[v/—3] sind diese Eckpunkte ja selbst Gitterpunkte:
Fur D = 3 mod 4 gibt es schlie3lich mehr ganze ZahleQ[r/—D].
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*—o—90

o—0—0

Hier wird das GitterO_ ,, erzeugt von der Eins und vo%(l +iv/D).
Der Nullpunkt hat somit sechsaohste Nachbarn,amlich +1 und
i%i%\/ﬁ Die Wirkungsbereiche der Null und veril werden getrennt
durch die Geraden = i%, und auchifir die vier anderen Punktelrasen
wir die Mittelsenkrechte zur Verbindungsstrecke betrachbDiese geht
durch den Streckenmittelpunkt, also durﬁlﬁ + g\/ﬁ, und sie steht
senkrecht auf dieser Strecke.

Eine Drehung um 90kann in der komplexen Zahlenebene realisiert
werden durch Multiplikation mit; wir haben also die vier Geraden

1 i VD | i
{(iéié\/ﬁ> + (;Tié)t’teR} .
Zwei der Ecken des Wirkungsbereichs liegen (aus Symmeinieign)
auf der imagiaren Achse; Einsetzen in die Geradengleichungen ergibt,

daR deren Imagirteile gleich+(v/D + 1/v/D) sind. Die restlichen
vier Ecken liegen auf den Gerader +3, haben also Realteit 1; hier

fuhrt die Rechnung auf die Imagirteile£3(v/D — 1/v/D).

Der Abstand dieser Punkte vom Nullpunkt ist

\/<1>2+(‘/5_1/‘/5)2 :%\/4+D—2+

2+D+

1 .
D ]

Sl
Nl

2 16
dies ist genau dann kleiner als eins, wenn gilt

1 1
2+D+ = <4°=16 oder D+ = < 14.
D D
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Die einzigenD = 3 mod 4, die dies edllen, sindD =3, D = 7 und
D = 11. Rur diese ist auc(v'D + 1/v/D) < 1, so daB dann und nur
dann der gesamte Wirkungsbereich der Null im EinheitsKiegg.

Die einzigen imagiarquadratischen ZaritkperQ[v/D], deren Haupt-
ordnung beiaglich der Norm EKLIDisch ist, sind somit die mit

De{-1,-2,-3 -7, -11};
von diesen wissen wir damit auch, daf3 ihre Hauptordnungiitist.

Es ist nicht bekannt, ob es anddpe< 0 gibt, fur die die Hauptordnung
beziglich einer anderen Funktian O, \ {0} — N, EuKLIDisch ist.
Bekannt ist aber, dal3 die einzigen weiteren faktorielleapgtardnun-
genOp, die sind mitD € {—19,—-43 —67,—163}: siecheH. STARK:

A complete determination of the complex fields of class-nentine,
Michigan J. of Math14 (1967), 1-27. Die Methoden seines Beweises
liegen deutlichiber dem Niveau dieser Vorlesung.

Im reellquadratischen Fall wird die Ungleichuiy(z — q)| — 1 fur
z=z+yvDundg=r+svD zu

’(x—r)z—(y—v)ZD’ <1.

Betrachten wir @ir festesq = r + sv/D € O, die MengeZ, aller

(z,y) € R?, fur diez = = + yv/D diese Ungleichung eiiflt, erhalten
wir also einen Bereich, der durch Hyperbeln begrenzt wirt] wir
missen zeigen, dafl3 die Vereinigung allgy fur ¢ € Op, ganz R?
Ist. Durch nuhsames Abhaken vieler Einzélle folgt aus einer ganzen
Reihe von Arbeiten, dal3 dies genau dann der Fall ist, wenn

D € {2,3,5,6,7,11,13 17,19, 21, 29, 33,37,41,57, 73} .

Die letzten offenen &le wurden 1950 untersucht in H.HETLAND,
H. DAVENPORT. Euclid’s algorithm in real quadratic field€anadian J.
Math. 2 (1950), 289-296; dort sind auch die weiteren Arbeiten rzjtie
aus denen zusammen schlie3lich das obige Ergebnis folgt.

Genau fir dieseD ist alsoO , EukLIDisch beziglich der Norm. Es gibt
zahlreiche weitere positiv@, fur dieO , faktoriell ist; vermutungsweise
sind es sogar unendlich viele. Ob einige dieser Ringglioherweise
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beziglich einer anderen Abbildung R \ {0} — N, EukLIDisch sind,
ist nicht bekannt, und die Nichtexistenz einer solchen hhing ist
natirlich nur schwer zu beweisen.

86: Einheiten in quadratischen Zahlkorpern

Istz+y+/D eine EinheitinO , (man spricht auch kurz, aber schlampig,
von einer Einheit des ZahtkpersQ[v/D]), so muR die Norm:? — Dy?
eine Einheit inZ sein, also gleich:1.

Im imagirarquadratischen Fall ist — Dy? die Summe zweier positiver
Terme; hier kommt also nur der Wert +1 in Frage. Die einziganzg
zahligen Losungen sind offensichtlichc(y) = (+1,0), sowie im Fall

= —1 der Gwussschen Zahlena(,y) = (0, +£1). Fir D = 1 mod 4
sind auch echt halbzahlige Wertigr fsowohlx als auchy zugelassen;
dies fuhrt offensichtlich nurtir D = —3 zu weiteren bBsungen, @mlich
z = £3 undy = +3. Damit haben wir gezeigt:

Lemma: In einem imagi@rquadratischen Zatiskper Q[v/D] gibt es
furD # —1undD # —3 nur die Einheitea:1. InQ[] gibt es zu&tzlich
noch die Einheitenti, und in Q[v/—3] sind die Einheiten genau die
sechsten Einheitswurzetal und+3 + 3./-3.

In reellquadratischen &pern fihrt die Bedingung Nf) = +1 auf die
Gleichungr? — Dy? = +1 mit einem positiverD; hier kbnnen wir nicht
ausschlief3en, dal3 es unendlich vietsilingen gibt.

Betrachten wir zuachst den Fall, daf® — Dy? = 1 ist. Diese Gleichung
bezeichnet man als dieeR_.sche Gleichung.

JOHN PELL (1611-1685) wurde im englischen Sussex geboren und ging @t zur
Schule. Bereits 1624 begann er sein Studium an der Unige@mbridge; 1628 erhielt
er seinen Bachelor und 1630 seinen Master. Danach arbeiteteist als Lehrer. Von
1654-1658 war er als Diplomat im AuftragkRGBMWELLS in Zirich. In einem dort von
JOHANN HEINRICH RAHN (1622-1676) verfaldten Buch, an dem Pwesentlich mitwirkte,
ist ein Beispiel der obigen Gleichung zu finden, weshalb siecE (1707-1783) nach
PeELL benannte. Tatehlich wurde sie wohl erstmalig von dem indischen Mathdmat
und Astronom BAHMAGUPTA (598—-670) untersucht; die voléstdige Theorie dazu geht
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zurick auf LAGRANGE (1736-1813), der die Gleichung als ein Problem bezeicluzet,
FERMAT den englischen Mathematikern stellte. Nach seirnigkRehr aus drich wurde
PELL Priester. 1663 whlte ihn die Royal Society zum Mitglied, 1675 wurde er deren
Vizeprasident.

Mit der PeLLschen Gleichung werden wir uns imachsten Kapitel
genauer besditigen, und wir werden sehen, dal} sie stets unendlich
viele Losungen hat. Als Vorbereitung dazu wollen wir uns hier etwas
genauer mit der Struktur der Einheitengruppe baficlen. Dazu be-
trachten wir die Abbildung

\ Og — R?
| aw (loglal,log|al)

Da eine Einheit Normt1 hat, istja| - |@| = 1, das Bild von\ liegt also
auf der zweiten Winkelhalbierender= —z vonR?. AuRRerdem sindv
unda reell, so dafs genau dann im Kern voR liegt, wenna = +1 ist.

Das Bild von) ist diskret, denn ha¥(a) hochstens den Abstand vom
Nullpunkt, so ist loga| < M und log|a| < M. IstlogR = M, so ist
also|a| < Rund|a| < R. Damit ist|Sp()| < 2R und|N(«)| < R?.

Da Norm und Spur ganzzahlig sind, gibt es aldolieide nur endlich
viele Moglichkeiten, und daiir ein ganzes Element Norm und Spur
zusammen mit denithrenden Koeffizienten eins die Koeffizienten der
guadratischen Gleichung sind, gibt es auch nur endlicle \gakadrati-
sche Gleichungen und damit nur endlich vielédlichkeiten fir .

Somit gibt es im Bild vom\ ein Element\(a) = (r, —r) mit minimalem

r > 0. Wir wollen undiberlegen, dal? das jeder andere Punkt im Bild ein
ganzzahliges Vielfaches davon ist. Da mit-{s) auch s, s) im Bild
liegt, kbnnen wir uns dabei auf Punkte s) mit s > 0 beschanken.

Fur einen solchen PunkX(5) = (s, —s) gibt es jedenfalls ein gfdtes
n € Ny, so dalfr < sist. Dann ist

A(Ba™") = MB) — nMa) = (s, —s) — n(r, —r) = (s — nr,nr — s),
so dal3 auch dieser Punkt im Bild liegt. Nach Wahl venst aber

0 < s — nr < r; wegen der Minimalét vonr ist alsos — nr = 0, d.h.
s=nrundfg=a".

Damit haben wir bewiesen
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Satz: Falls es im reellquadratischen Zabiker K = Q[v/D] ein Ele-

ment ausO} gibt, dessen Norm @fler als eins ist, gibt es auch ein
entsprechendes Elementmit kleinster Norm, und die Einheiten von
Op sind genau die Elementea™ mit n € Z. Insbesondere ist dann die

Einheitengruppe unendlich. .

Im nachsten Kapitel werden wir sehen, dal3 jeder reellquadretis
Zahlkorper eine solchgGrundeinheit‘a hat; die Einheitengruppe eines
reellquadratischen Zalitkpers besteht also stets genau aus den Elemen-
te der Formta” mitn € Z unda € OF.

Bevor wir das im einzelnen untersuchen, wollen wir zum Algi8h
dieses Kapitels und zur Vorbereitung auf dasimste noch ein Beispiel
einer nichtkommutativen Variante eines Zaigers betrachten.

87: Quaternionen

Nachdem durch die komplexen ZahBAmit der Struktur eines #rpers
versehen war, versuchten viele Mathematiienliches auchiir R® zu
erreichen. Natrlich kann wederR® noch sonst eifR” mit n > 2

zu einem Korper gemacht werden, denn ein solchérper ware eine
algebraische Erweiterung vdR; da aber der algebraische Abschlul3
vonR gleichC ist, mul3 danm = 1 odern = 2 sein.

Die damaligen Mathematiker waren jedoch bescheidenegngeiiigte
es, einfach irgendeine Art von Multiplikation zu finden, dieht un-
bedingt allen Krperaxiomen gdigte — von Korpern sprach damals
ohnehin noch niemand.

Erst 1940 konnte EiNz HOPF (1894-1971) (auf dem Umwegber
Vektorfelder auf Spéren) zeigen, dal? das nichbglich ist: Selbst eine
bilineare AbbildungR™ x R" — R"™ kann nur dann existieren, wemn
eine Zweierpotenz ist, und 1958 zeigten dann uAalgiy voneinander
und mit verschiedenen MethodepHN MILNOR und MICHEL KERVAIRE,
dald auch noclm < 8 sein mul3, so dafld nur die vierddlichkeiten
n =12 4 und 8 in Frage kommen. Genau in dies@tién waren auch
bereits entsprechende Produkte bekanit:7-= 1 und 2 haben wir
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natirlich die reellebzw.komplexe Multiplikation. Den Falh = 4 loste
HAMILTON 1843: Er fand eine Multiplikation auR?, die zwar nicht
kommutativ ist, ansonsten aber all&ioeraxiome eiillt. Man spricht

In so einem Fall von einer8chiefldrper oder, in der neueren Literatur,
einerDivisionsalgebraHAMILTON bezeichnete seine vierdimensionalen
Zahlen alsQuaternionenKurz danach konstruierte ®fHUR CAYLEY
(1821-1895) ein nicht-assoziatives Produkt &Ef die so erhaltenen
»Zahlen* nannte eDktaven.

WILLIAM ROWEN HAMILTON (1805-1865) wurde in
Dublin geboren; bereits mitihf Jahren sprach er Latein,
Griechisch und Heldisch. Mit dreizehn begann er, ma-
thematische Literatur zu lesen, mit 21 wurde er, noch als
Student, Professor der Astronomie am Trinity College
in Dublin. Er verlor allerdings schon bald sein Interesse
an der Astronomie und besaftigte sich stattdessen mit
mathematischen und physikalischen Problemen. Am be-
kanntesten ist erlir seine Entdeckung der Quaternio-
nen, vorher publizierte er aber auch bedeutende Arbeiten
uber Optik, Dynamik und Algebra.

HAMILTON wahlte eine Basis voHl = R?, die aus der Eins sowie drei
L,imagiraren Einheitent, j, k besteht, d.hi? = j2 = k? = —1. AuRerdem
postulierte er, dafy = —ji = k sein sollte; daraus lassen sich darer
das Assoziativgesetz auch die anderen Produkte iraegirEinheiten
berechnen.

Damit ist, wenn man die Wtigkeit des Distributivgesetzes postuliert,
eine Multiplikation aufR* definiert; der Beweis, daf hierbei allétper-
axiome aul3er der Kommutatiaitder Multiplikation er@illt sind, entlalt
wie Ublich nur einen etwas schwierigeren Punkt, die ExistenzIne
versen; der Rest ist iisame Abhakerei.

Zum Glick fand QwyLEY 1858 einen einfacheren Weg: Die vier kom-
plexen 2x 2-Matrizen

/1 0 /01 (0 i (i 0
p=(5 1) 1=(% o) 7= (% o) war=(o 2)

erfullen dieselben Relationen
I’=J°=K?=—-F und IJ=—-JI=K;
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wir konnen also die Quaternian+ b: + ¢j + dk identifizieren mit der
Matrix

WE+b[+ef+dik = @FTd brci) o
—b+ci a—di

Da fur Matrizen das Assoziativgesetz wie auch das Distribetetz gel-
ten, ist klar, dal3 das Produkt zweier solcher Matrizen wigde dersel-
ben Form ist und dal3 auch die QuaternionenmultiplikatiosoXgtiv-
und Distributivgesetz eilt.

Die Quaternionen entsprechen somit genau den komplexgn22
Matrizen der Form

3 a

Die Determinante dieser Matrix istx + 38 = a® + b% + ¢ + d°.

(_9 5) mit a=a+di,B=b+ci.

Definieren wir in Analogie zum Fall der quadratischen Zéhfier wie-
der das konjugierte Element zu= a + bi + ¢j + dk als die Quaternion
¥ =a — bi — cj — dk, SO entsprichty der Matrix

a —f a [ a —08\_, _. .=
(5 2) m (5 2)(5 2)-omme

Damit folgt insbesondere, daf3 eine reelle Zahl ist, die genau dann
verschwindet, wenn = 0 ist. Wir bezeichnen diese Zahl wieder als die
NormN(~) der Quaterniory, und wieder isty/N(v) das multiplikative
Inverse zuy — sowohl fir die Links- als auch die Rechtsmultiplikation.

N(~) ist gleichzeitig die Determinante derzugeordneten Matrix; aus
dem Multiplikationssatziir Determinanten folgt daher sofort die Formel

N(v0) = N(vIN() -



