
Kapitel 6
Quadratische Zahlkörper

Ein Zahlk̈orper ist ein K̈orperK, der den K̈orperQ der rationalen Zahlen
entḧalt und alsQ-Vektorraum endlichdimensional ist. Im zweidimen-
sionalen Fall reden wir von quadratischen Zahlkörpern. Die algebraische
Zahlentheorie untersucht die (noch zu definierenden) ganzen Zahlen ei-
nes solchen Zahlk̈orpers. In dieser Vorlesung geht es zwar eher um
elementare als um algebraische Zahlentheorie, jedoch werden wir im
nächsten Kapitel sehen, daß ein Umwegüber quadratische Zahlkörper
auch bei rein ganzzahligen Problemen gelegentlich hilfreich sein kann.

§1: Grundbegriffe der Ringtheorie

Als erstes wollen wir uns̈uberlegen, in welchen Zahlbereichen außerZ

wir noch sinnvoll von Teilbarkeit und eventuell auch Division mit Rest
reden k̈onnen. Wir brauchen dazu selbstverständlich zumindest eine
Addition und eine Multiplikation, d.h. einen der bereits inKapitel 1,§6
definiertenRinge.Wenn wir eindeutige Quotienten wollen, müssen wir
aber noch zus̈atzlich voraussetzen, daß es keine sogenannteNullteiler
gibt, d.h. von null verschiedene Elementer, s, deren Produkt gleich
null ist. Ist n̈amlich y = qs, so ist dann auchy = (q + r)s, was un-
serer Vorstellung von Teilbarkeit mit eindeutig bestimmtem Quotienten
widerspricht.

Definition: a) Ein Ring heißtnullteilerfrei wenn gilt: Ist x · y = 0,
so muß mindestens einer der beiden Faktorenx, y verschwinden. Ein
nullteilerfreier kommutativer Ring heißtIntegritätsbereich(englischdo-
main).



Kap. 6: Quadratische Zahlkörper 

b) Wir sagen, ein Elementu eines IntegriẗatsbereichsR seiTeiler von
x ∈ R, in Zeichenu|x, wenn es einq ∈ R gibt, so daßx = q · u.
c) u ∈ R heißtgrößter gemeinsamer Teilervonx undy, wennu Teiler
vonx und vony ist und wenn f̈ur jeden anderen gemeinsamen Teilerv
vonx undy gilt: v|u.
d)Ein Elemente ∈ R heißtEinheit,falls es eine′ ∈ R gibt mit e ·e′ = 1.
Die Menge aller Einheiten vonR bezeichnen wir mitR×.
e) Zwei Elementex, y ∈ R heißen assoziiert, wenn es eine Einheit
e ∈ R gibt, so daßy = e · x.

Der Prototyp eines kommutativen Rings ist der RingZ der ganzen
Zahlen; er ist ein Integritätsbereich mit±1 als einzigen Einheiten. Zwei
ganze Zahlen sind somit genau dann assoziiert, wenn sie denselben
Betrag haben. Man beachte, daß im Sinne der obigen Definitionsowohl
+2 als auch−2 ein gr̈oßter gemeinsamer Teiler von 4 und 10 ist; der
ggT ist also nicht eindeutig bestimmt.

Der RingZ/m ist genau dann nullteilerfrei, wennm prim ist; in diesem
Fall ist er sogar ein K̈orper. Ist aberm = ab eine Zerlegung (inN) vonm
in ein Produkt mita, b > 1, so ist inZ/m zwarab = 0, abera, b 6= 0.

Die Menge allern × n-Matrizenüber einem K̈orper ist ein Beispiel f̈ur
einen der hier ausgeschlossenen nichtkommutativen Ringe.Er ist nicht
nullteilerfrei, entḧalt aber viele Einheiten, die invertierbaren Matrizen.

Auch die Polynomëuber einem K̈orperk bilden einen Ring, den Poly-
nomringk[X]. Auch er ist ein Integriẗatsbereich:

Lemma: Ist R ein Integriẗatsbereich, so auch der Polynomring

R[X] =

{

n
∑

i=0

aiX
i
∣

∣ n ∈ N0, ai ∈ R

}

.

Seine Einheiten sind genau die Einheiten vonR.

Beweis: Wenn wir Addition und Multiplikation nach den̈ublichen
Regeln definieren, ist klar, daßR[X] alle Ringaxiome erf̈ullt. Um zu
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zeigen, daßR[X] nullteilerfrei ist, betrachten wir zwei Polynome

f =
n
∑

i=0

aiX
i und g =

m
∑

j=0

bjX
j ,

die beide von Null verschieden sind. Wir können etwa annehmen, daß
n und m so geẅahlt sind, daßan und bm beide nicht verschwinden.
Da R Integriẗatsbereich ist, kann dann auch das Produktanbm nicht
verschwinden, also ist der führende TermanbmXn+m vonfg von Null
verschieden und damit auchfg selbst. Tats̈achlich beweist dies sogar
etwas mehr als die Nullteilerfreiheit, denn wir wissen nun,daß sich bei
der Multiplikation zweier Polynome die Grade addieren.

Ist f ∈ R[X] eine Einheit, so gibt es eing ∈ R[X] mit fg = 1; da das
konstante Polynom 1 den Grad null hat, muß dasselbe auch für f undg
gelten, d.h.f, g ∈ R und damit inR×.

Für jeden RingR gilt

Lemma: a) Die MengeR× aller Einheiten vonR ist eine abelsche
Gruppe bez̈uglich der Multiplikation.
b) Ein kommutativer RingR ist genau dann ein Integritätsbereich, wenn
die folgendeKürzungsregelerfüllt ist: Gilt f ür x, y, z ∈ R undz 6= 0 die
Gleichungxz = yz, so istx = y.
c) Zwei Elementex, y eines IntegriẗatsbereichR sind genau dann as-
soziiert, wennx|y undy|x.
d) Ein größter gemeinsamer Teiler, so er existiert, ist bis auf Assozi-
iertheit eindeutig bestimmt.

Beweis: a)Sind e, f ∈ R Einheiten, so gibt es Elementee′, f ′ mit
ee′ = ff ′ = 1. Damit ist (ef )(f ′e′) = e(ff ′)e′ = ee′ = 1, d.h. auchef ist
eine Einheit. Außerdem ist jede Einheit invertierbar, dennoffensichtlich
ist e′ ein multiplikatives Inverses zue.
b) Ist R ein Integriẗatsbereich undxz = yz, so ist (x− y)z = 0; daz 6= 0
vorausgesetzt war, folgtx − y = 0, alsox = y. Folgt umgekehrt aus
xz = yz undz 6= 0 stetsx = y, so istR nullteilerfrei, denn istxy = 0
undy 6= 0, so istxy = 0y, alsox = 0.
c) Ist y = ex, so istx ein Teiler vony. Da Einheiten invertierbar sind,
ist auchx = e−1y, d.h.y|x.
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Gilt umgekehrtx|y undy|x, so gibt es Elementeq, q′ mit x = qy und
y = q′x. Damit ist 1x = x = (qq′)x, alsoqq′ = 1. Somit istq eine
Einheit.
d) Sindu, v zwei gr̈oßte gemeinsame Teiler vonx, y, so ist nach Defi-
nition u Teiler vonv undv Teiler vonu, also sindu undv assoziiert.

Manchmal haben wir sogar eine eindeutige Primzerlegung im folgenden
Sinn:

Definition: a) Ein Elementx eines IntegriẗatsbereichsR heißtirredu-
zibel, falls gilt: x ist keine Einheit, und istx = yz das Produkt zweier
Elemente ausR, so mußy oderz eine Einheit sein.
b)Ein IntegriẗatsbereichR heißtfaktorielloderZPE-Ring, wenn gilt: Je-
des Elementx ∈ R läßt sich bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit ein-
deutig schreiben als Produktx = u

∏r

i=1 pei

i mit einer Einheitu ∈ R×,
irreduziblen Elementenpi ∈ R und naẗurlichen Zahlenei.
(ZPEsteht f̈ur Zerlegung inPrimfaktorenEindeutig.)

Lemma: In einem faktoriellen Ring gibt es zu je zwei Elementenx, y
einen gr̈oßten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Wir wählen zun̈achst aus jeder Klasse assoziierter irreduzib-
ler Elemente einen Vertreter; für die Zerlegung eines Elements in ein
Produkt irreduzibler Elemente reicht es dann, wenn wir nur irreduzible
Elemente betrachten, die Vertreter ihrer Klasse sind.

Sind x = u
∏r

i=1 pei

i und y = v
∏s

j=1 q
fj

j mit u, v ∈ R× und pi, qj

irreduzibel die entsprechenden Zerlegungen vonx und y in Primfak-
toren, so k̈onnen wir, indem wir n̈otigenfalls Exponenten null einführen,
o.B.d.A. annehmen, daßr = s ist undpi = qi für allei. Dann ist offenbar
∏r

i=1 pmin(ei,fi)
i ein ggT vonx undy, dennz =

∏r

i=1 pgi

i ist genau dann
Teiler vonx, wenngi ≤ ei für allei, und Teiler vony, wenngi ≤ fi.

§2: Die Elemente quadratischer Zahlkörper

Ein quadratischer Zahlk̈orper ist ein Zahlk̈orper, der alsQ-Vektorraum
betrachtet die Dimension zwei hat. Es gibt daher ein von der Eins linear
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unabḧangiges Elementα. Die drei Elemente 1, α, α2 müssen aber linear
abḧangig sein; es gibt also rationale Zahlenp, q, r, so daßpα2+qα+r ver-
schwindet. Indem wir mit dem Hauptnenner vonp, q, r multiplizieren,
erhalten wir eine entsprechende Gleichung mit ganzzahligen Koeffizien-
ten, und wenn wir dann noch durch deren ggT dividieren, erhalten wir
teilerfremde ganze ZahlenA,B,C, so daßAα2 + Bα + C = 0 ist.

Nach der L̈osungsformel f̈ur quadratische Gleichungen folgt

α = − B

2A
±

√
B2 − 4AC

2A
.

Den Ausdruck∆ = B2 − 4AC unter der Wurzel bezeichnen wir als
die Diskriminantevon α. Für α =

√
W mit W ∈ Z beispielsweise ist

A = 1, B = 0 undC = −W , also∆ = 4W . Für α = 1
3 + 1

5

√
2 haben wir

die Gleichung

α2 − 2
3
α +

1
9
− 2

25
= α2 − 2

3
α +

7
225

= 0 =⇒ 225α2 − 150α + 7 = 0 ;

hier ist die Diskriminante somit∆ = 1502 − 4 · 225· 7 = 16200.

Wegen der Irrationaliẗat vonα muß auch
√

∆ irrational sein, d.h.∆ ist
kein Quadrat. Wegen der Eindeutigkeit der Primzerlegung inZ können
wir ganze ZahlenQ,D ∈ Z finden, so daß∆ = Q2D und

√
∆ = Q

√
D

ist mit einer quadratfreien ZahlD, d.h. einer ZahlD, die durch keine
Quadratzahl ungleich eins teilbar ist. Somit läßt sichα in der Form
r + s

√
D schreiben mitr, s ∈ Q. DaK alsQ-Vektorraum zweidimen-

sional ist, l̈aßt sich jedes Element vonK so schreiben, als Vektorraum
ist alsoK = Q ⊕ Q

√
D.

Umgekehrt istQ ⊕ Q
√

D für jedes NichtquadratD ein Körper, denn
naẗurlich liegen Summe und Differenz zweier Elemente wieder in
diesem Vektorraum und wegen

(r + s
√

D)(u + v
√

D) = (ru + svD) + (rv + su)
√

D

auch das Produkt. F̈ur den Quotienten k̈onnen wir wie bei den komplexen
Zahlenüber die dritte binomische Formel argumentieren:

r + s
√

D

u + v
√

D
=

(r + s
√

D)(u − v
√

D)

(u + v
√

D)(u − v
√

D)
=

ru − svD

u2 − v2D
+

su − rv

u2 − v2D
.
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Wir bezeichnen diesen K̈orper kurz mitK = Q[
√

D].

FürD > 0 istQ[
√

D] ein Teilkörper vonR; wir reden in diesem Fall von
einemreellquadratischenZahlkörper. FallsD < 0, gibt es inQ[

√
D]

auch imagin̈are Elemente; hier reden wir von einemimaginärquadrati-
schenZahlkörper.

§3: Die Hauptordnung eines Zahlkörpers

Jede rationale Zahl ist L̈osung einer linearen GleichungaX + b = 0 mit
ganzzahligen Koeffizientena, b, von denen der erste nicht verschwinden
darf; sie ist genau dann eine ganze Zahl, wenn mana = 1 wählen kann.

Entsprechend ist jedes Elementx eines Zahlk̈orpersK Lösung einer
Polynomgleichung

anXn + an−1X
n−1 + · · · + a1X + a0 = 0 mit ai ∈ Z ,

denn daK nach Definition ein endlichdimensionalerQ-Vektorraum ist,
können die Potenzen vonx nicht allesamt linear unabhängig sein. Es
gibt also f̈ur irgendeinn eine lineare Abḧangigkeit

λnxn + λn−1x
n−1 + · · · + λ1x + λ0 = 0 mit λi ∈ Q .

Multiplikation mit dem Hauptnenner der Koeffizientenλi macht daraus
eine Polynomgleichung mit ganzzahligen Koeffizienten.

Definition: Ein Elementx eines Zahlk̈orpersK heißtganz,wenn es
einer Polynomgleichung

xn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 = 0

mit ganzzahligen Koeffizientenai ∈ Z und ḧochstem Koeffizienten eins
gen̈ugt.

Man kann relativ einfach zeigen, daß die ganzen Zahlen in einem
Zahlkörper K einen Ring bilden; da wir uns hier aber auf quadrati-
sche Zahlk̈orper beschr̈anken, bei denen wir dies ganz explizit sehen
können, sei hier auf einen solche Beweis verzichtet.
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Wir betrachten also einen quadratischen ZahlkörperK = Q[
√

D]. Ein
Elementα = r + s

√
D mit r, s ∈ Q ist genau dann ganz, wenn es einer

Gleichung der Formx2 + ax + b = 0 gen̈ugt mita, b ∈ Z. Da

x2 = (r + s
√

D)2 = (r2 + s2D) + 2rs
√

D

ist, gen̈ugtx der Gleichung

x2 − 2rx + (r2 − s2D) = 0 .

Somit m̈ussenc = 2r undd = r2 − s2D ganze Zahlen sein.

Für r ∈ Z ist die erste Bedingung trivialerweise erfüllt und die zweite
genau dann, wenn auchs eine ganze Zahl ist: DaD keinen Nenner hat,
ist der Nenner vonr2 − s2D in diesem Fall das Quadrat des Nenners
vons.

Fallsr keine ganze Zahl ist, muß es wegen der ersten Bedingung von der
Formr = c/2 sein mit einer ungeraden Zahlc. Notwendige Bedingung
für die Ganzheit vonr2 − s2D ist dann, daß auchs = e/2 von dieser
Form ist. Dann ist

r2 − s2D =
c2 − e2D

4
∈ Z =⇒ c2 − e2D ≡ 0 mod 4 .

c und e sind ungerade Zahlen; ihre Quadrate sind also kongruent eins
modulo vier. Somit istr2 − s2D genau dann ganz, wennD ≡ 1 mod 4
ist.

In Q[
√

D] ist ein Elementr +s
√

D daher f̈ur D 6≡ 1 mod 4 genau dann
ganz, wennr unds beide ganz sind; die Menge der ganzen Zahlen ist
alsoZ ⊕ Z

√
D. Diese Menge ist offensichtlich eine abelsche Gruppe

bez̈uglich der Addition, und da das Quadrat von
√

D die ganze ZahlD
ist, ist sie auch abgeschlossen bezüglich der Multiplikation; die ganzen
Zahlen bilden also einen Ring.

Im FallD ≡ 1 mod 4 istr+s
√

D auch ganz, wennr unds beide jeweils
die Hälfte einer ungeraden Zahl sind. Insbesondere ist also auch

βD =
1 +

√
D

2



Kap. 6: Quadratische Zahlkörper 

eine ganze Zahl, und offensichtlich sind die ganzen Zahlen genau die
Zahlen, die sich alsu + vβD mit u, v ∈ Z schreiben lassen. Die Menge
der ganzen Zahlen ist alsoZ ⊕ ZβD. Auch dies ist ein Ring, denn

β2
D =

1 + 2
√

D + D

4
=

D − 1
4

+
1 +

√
D

2
=

D − 1
4

+ βD

liegt wieder in dieser Menge, da (D − 1)/4 im Fall D ≡ 1 mod 4 eine
ganze Zahl ist.

Die ganzen Zahlen inQ[
√

D] bilden also in jedem Fall einen Ring;
diesen Ring bezeichnen wir als dieHauptordnungO = OD vonQ[

√
D].

Wie wir gerade gesehen haben, ist somit

OD =

{

Z ⊕ Z
√

D falls D 6≡ 1 mod 4
Z ⊕ ZβD mit βD = 1

2(1 +
√

D) falls D ≡ 1 mod 4
.

Beim KörperK = Q[i] der komplexen Zahlen mit rationalem Real- und
Imagin̈arteil ist D = −1 ≡ 3 mod 4, also ist die Hauptordnung hier
einfachO

−1 = Z ⊕ Zi, die sogenannten ganzen GAUSSschen Zahlen.
Für D = −3 ≡ 1 mod 4 dagegen ist auchβ

−3 = 1
2(1 +

√
−3) eine ganze

Zahl undO
−3 = Z ⊕ Zβ

−3.

Dieses Beispiel wirft die Frage auf, ob unsere Definition ganzer Zahlen
wirklich so geschickt war: Wir ḧatten schließlich auch einfach definieren
können, daßr + s

√
D genau dann ganz heißen soll, wennr unds ganze

Zahlen sind.

Einer der Gr̈unde ist sicherlich, daß wir in nichtquadratischen Zahl-
körpern keine ausgezeichneten Elemente wie

√
D haben, und selbst

im quadratischen Fall ist
√

D nicht immer das einzige ausgezeichnete
Element. Im FalleD = −3 beispielsweise istβ

−3 = 1
2(1 +

√
−3) eine

primitive sechste Einheitswurzel, und es gibt keinen Grund, diese als

”
weniger ganz“ oder

”
weniger ausgezeichnet“ zu betrachten als

√
−3.

Viel wichtiger ist aber, daß wir nur bei dieser Definition derGanzheit
eine Chance auf eindeutige Primzerlegung in der Hauptordnung haben:

Definition: a) Sind R ≤ S Integriẗatsbereiche, so heißt ein Element
x ∈ S ganzüberR, wenn es einer Gleichung

xn + rn−1x
n−1 + · · · + r1x + r0 = 0 mit ri ∈ R
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gen̈ugt.
b) R heißt ganzabgeschlossen oder normal, wenn jedesüberR ganze
Element des QuotientenkörpersK vonR in R liegt.

Satz: Ein faktorieller Ring ist ganzabgeschlossen.

Beweis:Jedes Elementx des Quotientenk̈orpers eines RingsR kann als
Quotientx = p/q mit p, q ∈ R dargestellt werden. FallsR faktoriell ist,
können wir dabei annehmen, daßp undq teilerfremd sind.x ist genau
dann ganz̈uberR, wenn es einn ∈ N und Elementer0, . . . , rn−1 ∈ R
gibt derart, daß

xn = −rn−1x
n−1 − · · · − r1x − r0

ist. Multiplikation mit qn macht daraus die Gleichung

pn = −rn−1p
n−1q − · · · − r1pqn−1 − roq

n .

Hier ist die rechte Seite durchq teilbar, also auch die linke. Dap undq als
teilerfremd vorausgesetzt war, ist das nur möglich, wennq eine Einheit
ist, d.h.x = p/q liegt in R.

§4: Normen und Spuren in quadratischen Zahlkörpern

Beginnen wir mit einem Beispiel: Die Hauptordnung vonK = Q[
√
−5]

istO
−5 = Z⊕Z[

√
−5], und dort haben wir die beiden Produktzerlegun-

gen
6 = 2 · 3 = (1 +

√
−5) · (1−

√
−5) .

Folgt daraus, daßO
−5 nicht faktoriell ist?

Bevor wir diese Frage beantworten können, m̈ussen wir zun̈achst wissen,
ob möglicherweise die Faktoren auf der rechten Seite noch weiter zerlegt
werden k̈onnen. Solche Fragen lassen sich oft entscheiden, indem man
dieNormender beteiligten Elemente betrachtet.

Definition: a) Für ein Elementsα = r + s
√

D von K = Q ⊕ Q
√

D
heißtα = r − s

√
D das zuα konjugierte Element.

b) Die Norm vonα ist

N(α) = αα = (r + s
√

D)(r − s
√

D) = r2 − s2D ∈ Q .

c) Die Spur vonα ist Sp(α) = α + α = 2r ∈ Q .
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Lemma: a) Für α, β ∈ Q[
√

D] ist αβ = α · β.
b) Für α, β ∈ Q[

√
D] ist N(αβ) = N(α) · N(β).

c) α ∈ Q[
√

D] ist Wurzel der quadratischen Gleichung

X2 − Sp(α)X + N(α) = 0 .

d) α ∈ Q[
√

D] ist genau dann ganz, wenn N(α) und Sp(α) in Z liegen.
e)α ∈ OD ist genau dann eine Einheit, wenn N(α) = ±1 ist.

Beweis: a)Folgt sofort durch direktes Nachrechnen: Für α = r + s
√

D
undβ = u + v

√
D ist

αβ = (ru + svD) + (rv + su)
√

D = (ru + svD) − (rv + su)
√

D

= (r − s
√

D)(u − v
√

D) = αβ .

b) Nach Definition ist

N(αβ) = αβ · αβ = αβαβ = αα · ββ = N(α) · N(β) .

c) Ist offensichtlich, dennα undα sind Nullstellen von

(X − α)(X − α) = X2 − (α + α)X + αα = X2 − Sp(α)X + N(α) .

d) folgt sofort ausc) und der Definition der Ganzheit.

e) Ist α ∈ O×

D eine Einheit, so gibt es ein dazu inverses ganzes Ele-
mentβ ∈ OD, und wegenαβ = 1 ist N(α) · N(β) = N(αβ) = N(1) = 1.
Die Norm ist also eine Einheit vonZ, d.h. N(α) = ±1.

Ist umgekehrt N(α) = αα = ±1, so istα · (±α) = 1, wir haben also ein
ganzes Inverses.

Das k̈onnen wir beispielsweise anwenden auf die eingangs betrachteten
Zerlegungen 6 = 2· 3 = (1 +

√
−5) · (1−

√
−5). In Q[

√
−5] ist

N(2) = 2 · 2 = 4, N(3) = 3 · 3 = 9, N
(

1±
√
−5
)

= 1 + 5 = 6 .

Echte Primteiler einer dieser Zahlen müßten also Norm±2 oder±3
haben. Wegen

N(a + b
√
−5) = a2 + 5b2

müßte f̈ur solche Elementeb = 0 unda2 = 2 oder 3 sein, was für ein
a ∈ Q offensichtlich nicht m̈oglich ist. Somit sind die Elemente 2, 3
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und 1±
√
−5 allesamt irreduzibel, und die Zahl sechs läßt sich auf

zwei verschiedene Weisen als Produkt irreduzibler Elemente schreiben.
(Es ist klar, daß 2 und 3 nicht zu 1±

√
−5 assoziiert sein k̈onnen,

denn die Normen assoziierter Elemente unterscheiden sich höchstens
im Vorzeichen.)

Damit haben wir gezeigt, daß die Hauptordnung vonQ[
√
−5] nicht

faktoriell ist.

§5: Euklidische Ringe

In Kapitel I bewiesen wir die eindeutige Primzerlegung inZ mit Hil-
fe des EUKLID ischen Algorithmus. Wenn wir Beispiele für faktorielle
RingeOD suchen, liegt es daher nahe, nach Ringen zu suchen, in de-
nen es einen EUKLID ischen Algorithmus gibt. Solche Ringe heißen EU-
KLID ische Ringe.

Wie wir gesehen haben, ist die Division mit Rest das wichtigste
Werkzeug beim EUKLID ischen Algorithmus, und wie sich in diesem
Abschnitt herausstellen wird, brauchen wir kein weiteres.Wir definie-
ren daher

Definition: Ein EUKLID ischer Ring ist ein IntegritätsbereichR zusam-
men mit einer Abbildungν: R \ {0} → N0, so daß gilt: Istx|y, so ist
ν(x) ≤ ν(y), und zu je zwei Elementenx, y ∈ R gibt es Elemente
q, r ∈ R mit

x = qy + r und r = 0 oder ν(r) < ν(y) .

Wir schreiben auchx : y = q Restr und bezeichnenr als Divisionsrest
bei der Division vonx durchy.

Das Standardbeispiel ist natürlich der RingZ der ganzen Zahlen mit
ν(x) = |x|. Ein anderes Beispiel ist der Polynomringk[X] über einem
Körperk: Hier können wirν(f ) für ein Polynomf 6= 0 als den Grad
von f definieren; dann erfüllt auch die Polynomdivision mit Rest die
Forderung an einen EUKLID ischen Ring.

Man beachte, daß weder der Quotient noch der Divisionsrest ein-
deutig bestimmt sein muß: Beispielsweise ist schon inZ einerseits
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15 : 4 = 3 Rest 3, andererseits aber auch 4 Rest− 1, wobei letzteres
im EUKLID ischen Algorithmus m̈oglicherweise sogar schneller ans Ziel
führt.

Lemma: In einem EUKLID ischen RingR gibt es zu je zwei Elementen
x, y ∈ R einen ggT. Dieser kann nach dem EUKLID ischen Algorithmus
berechnet werden und läßt sich als Linearkombination vonx undy mit
Koeffizienten ausR darstellen.

Beweis:In jedem Integriẗatsbereich folgt aus der Gleichungx = qy + r
mit x, y, q, r ∈ R, daß die gemeinsamen Teiler vonx und y gleich
denen vony undr sind. Speziell in einem EUKLID ischen Ring k̈onnen
wir dabei r als Divisionsrest ẅahlen und, wie beim klassischen EU-
KLID ischen Algorithmus, danachy durchr dividierenusw.,wobei wir
eine Folge von Divisionsrestenri erhalten mit der Eigenschaft, daß in
jedem Schritt die gemeinsamen Teiler vonx undy gleich denen vonri−1
undri sind. Außerdem ist stets entwederri = 0 oderν(ri) < ν(ri−1), so
daß die Folge nach endlich vielen Schritten mit einemrn = 0 abbrechen
muß. Auch hier sind die gemeinsamen Teiler vonrn−1 undrn = 0 genau
die gemeinsamen Teiler vonx undy. Da jede Zahl Teiler der Null ist,
sind die gemeinsamen Teiler vonrn−1 und Null aber genau die Teiler
vonrn−1, und unter diesen gibt es natürlich einen gr̈oßten, n̈amlichrn−1
selbst. Somit haben auchx und y einen gr̈oßten gemeinsamen Teiler,
nämlich den nach dem EUKLID ischen Algorithmus berechneten letzten
von Null verschiedenen Divisionsrestrn−1.

Auch die lineare Kombinierbarkeit folgt wie im klassischenFall: Bei
jeder Division mit Rest ist der Divisionsrest als Linearkombination von
Dividend und Divisor darstellbar; beim EUKLID ischen Algorithmus be-
ginnen wir mit Dividendx und Divisory, die naẗurlich beide als Lin-
earkombinationen vonx undy darstellbar sind, und induktiv folgt, daß
auch alle folgenden Dividenden und Divisoren sind als Resteeiner vo-
rangegangenen Division Linearkombinationen vonx und y sind, also
ist es auch ihr Divisionsrest. Insbesondere ist auch der ggTals letzter
nichtverschwindender Divisionsrest Linearkombination von x und y,
und die Koeffizienten k̈onnen wie in Kapitel I mit dem erweiterten EU-
KLID ischen Algorithmus berechnet werden.
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Lemma: a) In einem EUKLID ischen RingR ist jedes Elementx 6= 0
mit ν(x) = 0 eine Einheit.
b) Ist x = yz 6= 0, wobeiy, z keine Einheiten sind, so istν(y) < ν(x)
undν(z) < ν(x).

Beweis: a)Wir dividieren eins durchx mit Rest: 1 :x = q Restr.
Dann ist entwederr = 0 oder aberν(r) < ν(x) = 0. Letzteres ist nicht
möglich, also istqx = 1 undx eine Einheit.

b) Day undz Teiler vonx sind, sindν(y), ν(z) ≤ ν(x). Um zu zeigen,
daßν(y) echt kleiner alsν(x) ist, dividieren wiry mit Rest durchx;
das Ergebnis seiq Restr, d.h.y = qx + r mit r = 0 oderν(r) < ν(x).
Wärer = 0, wärey ein Vielfaches vonx, es g̈abe also einu ∈ R mit
y = ux = u(yz) = (uz)y. Damit wäreuz = 1, alsoz eine Einheit, im
Widerspruch zur Annahme. Somit istν(r) < ν(x).

Als Teiler vonx ist y auch Teiler vonr = y − qx = y(1− qz), also muß
ν(y) ≤ ν(r) < ν(x) sein. Genauso folgt, daß auchν(z) < ν(x) ist.

Satz: Jeder EUKLID ische Ring ist faktoriell.

Beweis:Wir müssen zeigen, daß jedes Elementx 6= 0 ausR bis auf Rei-
henfolge und Assoziiertheit eindeutig als Produkt aus einer Einheit und
geeigneten Potenzen irreduzibler Elemente geschrieben werden kann.
Wir beginnen damit, daß sichx überhaupt in dieser Weise darstellen
läßt.

Dazu benutzen wir die Betragsfunktionν: R \ {0} → N0 des EU-
KLID ischen RingsR und beweisen induktiv, daß für n ∈ N0 alle x 6= 0
mit ν(x) ≤ n in der geẅunschten Weise darstellbar sind.

Ist ν(x) = 0, so istx nach obigem Lemma eine Einheit. Diese kann als
sich selbst mal dem leeren Produkt von Potenzen irreduzibler Elemente
geschrieben werden.

Für n > 1 unterscheiden wir zwei F̈alle: Istx irreduzibel, so istx = x
eine Darstellung der geẅunschten Form, und wir sind fertig.

Andernfalls l̈aßt sichx = yz als Produkt zweier Elemente schreiben, die
beide keine Einheiten sind. Somit sind nach obigem Lemmaν(y) < ν(x)
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undν(z) < ν(x), beide lassen sich also nach Induktionsvoraussetzung
als Produkte von Einheiten und Potenzen irreduzibler Elemente schrei-
ben. Damit l̈aßt sich auchx = yz so darstellen.

Als nächstes m̈ussen wir uns̈uberlegen, daß diese Darstellung bis auf
Reihenfolge und Einheiten eindeutig ist. Das wesentliche Hilfsmittel
hierzu ist die folgende Zwischenbehauptung:

Falls ein irreduzibles Elementp ein Produktxy teilt, teilt es mindestens
einen der beiden Faktoren.

ZumBeweisbetrachten wir den ggT vonx undp. Dieser ist insbesondere
ein Teiler vonp, also bis auf Assoziiertheit entwederp oder 1. Im ersten
Fall istp Teiler vonx und wir sind fertig; andernfalls k̈onnen wir

1 = αp + βx

als Linearkombination vonp und x schreiben. Multiplikation mity
macht darausy = αpx + βxy, und hier sind beide Summanden auf der
rechten Seite durchp teilbar: Beiαpx ist das klar, und beiβxy folgt es
daraus, daß nach Voraussetzungp ein Teiler vonxy ist. Also istp Teiler
vony, und die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

Induktiv folgt sofort:

Falls ein irreduzibles Elementp ein Produkt
r
∏

i=1
xi teilt, teilt es min-

destens einen der Faktorenxi.

Um den Beweis des Satzes zu beenden, zeigen wir induktiv, daßfür
jedesn ∈ N0 alle Elemente mitν(x) ≤ n eine bis auf Reihenfolge und
Einheiten eindeutige Primfaktorzerlegung haben.

Für n = 0 istx eine Einheit; hier ist die Zerlegungx = x eindeutig.

Seien nun

x = u
r
∏

i=1

pei

i = v
s
∏

j=1

q
fj

j

zwei Zerlegungen eines Elementsx ∈ R, wobei wir annehmen k̈onnen,
daß alleei, fj ≥ 1 sind. Dann istp1 trivialerweise Teiler des ersten
Produkts, also auch des zweiten. Wegen der Zwischenbehauptung teiltp1
also mindestens eines der Elementeqj , d.h.p1 = wqj ist bis auf eine
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Einheitw gleich qj . Da p1 keine Einheit ist, istν(x/p1) < ν(x); nach
Induktionsannahme hat alsox/p1 = x/(wqj) eine bis auf Reihenfolge
und Einheiten eindeutige Zerlegung in irreduzible Elemente. Damit hat
auchx diese Eigenschaft.

Bemerkung:Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht: Beispielsweise
sind nach einem Satz von GAUSS auchZ[X] sowie Polynomringe in
mehr als einer Ver̈anderlichen̈uberZ oder einem K̈orper faktoriell, aber
keiner dieser Ringe ist EUKLID isch, da sich weder der ggT eins von
2 und X in Z[X] noch der ggT eins vonX und Y in k[X,Y ] als
Linearkombination der Ausgangselemente schreiben läßt.

Wir interessieren uns in diesem Kapitel vor allem für quadratische
Zahlkörper; daher wollen wir uns fragen, wann die Hauptordnung eines
solchen K̈orpers EUKLID isch ist.

Dazu brauchen wir zun̈achst eine Abbildungν nachN0. Für Z konnten
wir einfach den Betrag nehmen; für die Hauptordnung eines quadrati-
schen Zahlk̈orpers k̈onnen wir unser Glück versuchen mit dem Betrag
der Norm.

Falls die HauptordnungOD von Q[
√

D] zusammen mit dieser Abbil-
dung ein EUKLID ischer Ring ist, muß es zu je zwei Elementenr, s ∈ OD

mit s 6= 0 ein Elementq ∈ OD geben, so daß|N(r − sq)| < |N(s)| ist.
Division durchs macht daraus die Ungleichung

∣

∣

∣
N
(r

s
− q
)
∣

∣

∣
< |N(1)| = 1 .

Da sich jedes Element vonQ[
√

D] als so ein Quotientr/s darstellen
läßt, muß es also zu jedemx ∈ Q[

√
D] ein q ∈ OD geben, so daß

|N(x − q)| < 1 ist. Dies zeigt auch, wie man im EUKLID ischen Fall
die Division mit Rest durchf̈uhrt: Man berechnet den Quotientenx/y

zun̈achst im K̈orperQ[
√

D] und nimmt dann das bezüglich der Norm
nächstgelegene Element vonOD.

Betrachten wir als Beispiel die Division von 23 + 9i durch 2− 3i im
RingZ[i] der GAUSSschen Zahlen. InQ[i] ist

23 + 9i
2− 3i

=
(23 + 9i)(2 + 3i)

13
=

19
13

+
87
13

i .
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Da 19 : 13 = 1 Rest 6 und 87 : 13 = 6 Rest 9 ist, liegt das Element 1+7i
ausZ[i] am n̈achsten bei dieser Zahl. Die Norm von

19
13

+
87
13

i − (1 + 7i) =
6
13

− 4
13

i

ist (62 + 42)/132 = 52/169 und damit deutlich kleiner als eins. Somit ist

(23 + 9i) : (2− 3i) = (1 + 7i) Rest − 2i

ein mögliches Ergebnis der Division mit Rest. Ein anderes wäre

(23 + 9i) : (2− 3i) = (1 + 6i) Rest 3 ,

denn auch die Norm von 3 ist kleiner als die von 2 +3i. (Der Rest wurde
jeweils als Dividend minus Divisor mal Quotient berechnet.)

Um zu sehen, in welchen der RingeOD eine solche Division mit
Rest stets m̈oglich ist, betrachten wir die Situation geometrisch. Wir
beschr̈anken uns dabei zunächst auf den imagin̈arquadratischen Fall.

Um besser zu sehen, welche Terme in den folgenden Rechnungenpositiv
und welche negativ sind, schreiben wir den Körper alsQ[

√
−D] mit

D > 0; seine Elemente lassen sich dann in der Formx+iy
√

D darstellen,
wobeii =

√
−1 die imagin̈are Einheit bezeichnet.

Wir betrachtenQ[
√
−D] als Teilmenge der komplexen ZahlenebeneC;

dann ist

N(r + is
√

D) = (r + is
√

D)(r − is
√

D) = r2 + s2D =
∣

∣

∣
r + is

√
D
∣

∣

∣

2

einfach das Quadrat des̈ublichen komplexen Betrags.O
−D ist also

genau dann ein EUKLID ischer Ring mit der Norm als Betragsfunktion,
wenn es zu jedem Elementx ∈ Q[

√
−D] ein q ∈ O

−D gibt, so daß
|x − q| < 1 ist. DaQ[

√
−D] dicht in C liegt, müssen dazu die Kreis-

scheiben mit Radius eins um die Punkte ausO
−D die ganze komplexe

Zahlenebenëuberdecken. Bei den Punkten, die nur auf Rändern sol-
cher Kreisscheiben liegen, muß zudemüberpr̈uft werden, daß sie nicht
in Q[

√
−D] liegen: Andernfalls sind das K̈orperelemente, für die obige

Ungleichung nicht erf̈ullt ist.

Die Punkte ausOD bilden ein Gitter inC; für jeden der Gitterpunkte
q ∈ OD definieren wir dessenWirkungsbereichoder VORONOI-Bereich
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als den Abschluß der Menge allerz ∈ C, die n̈aher beiq liegen als bei
jedem der anderen Gitterpunkte:

W (q) =
{

z ∈ C
∣

∣ ∀q′ ∈ O
−D : |z − q| ≤ |z − q′|

}

Offensichtlich liegt jedesz ∈ C in mindestens einem dieser Wirkungs-
bereiche, und fallsW (q) ⊆

{

z ∈ C
∣

∣ |z − q| < 1
}

, folgt insbeson-
dere, daß jedes Element vonQ[

√
−D] im Innern einer Kreisscheibe

mit Radius eins um einen Gitterpunkt liegt: Dann ist der RingO
−D

EUKLID isch.

Der Wirkungsbereich eines Gitterpunktsz unterscheidet sich von dem
des Nullpunkts nur durch eine Verschiebung umz; entsprechendes gilt
auch f̈ur die Kreise mit Radius eins um die beiden Punkte. Daher reicht
es, zu untersuchen, wann der Wirkungsbereich des Nullpunkts ganz im
Innern des Einheitskreises liegt.

Die Struktur des Wirkungsbereichs hängt ab vonD mod 4: Falls
D 6≡ −1 mod 4, d.h.D 6≡ 3 mod 4, istO

−D = Z ⊕ Z[
√
−D]. In

der komplexen Zahlenebene bilden diese Punkte ein Rechteckgitter mit
den Gitterpunktenq = r + is

√
D zu r, s ∈ Z. Der Wirkungsbereich des

Nullpunkts ist daher das Rechteck mit Ecken± 1
2 ± i

2

√
D, und die am

weitesten von der Null entfernte Punkte sind die Ecken mit Abstand
√

√

√

√

(

1
2

)2

+

(√
D

2

)2

=

√
1 +D

2
.

Dies ist genau dann echt kleiner als eins, wennD ≤ 2 ist, d.h.D = 1
oderD = 2.

Für D = 3 überdecken zwar die abgeschlossenen Kreisscheiben mit
Radius eins um die Gitterpunkte ganzC, aber die gerade betrachteten
Eckpunkte sind Elemente des KörpersQ[

√
−3], die in keiner offenen

Kreisscheibe um einen Gitterpunkt liegen. Das ist allerdings hier kein
Problem, denn inQ[

√
−3] sind diese Eckpunkte ja selbst Gitterpunkte:

Für D ≡ 3 mod 4 gibt es schließlich mehr ganze Zahlen inQ[
√
−D].
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Hier wird das GitterO
−D erzeugt von der Eins und von12(1 + i

√
D).

Der Nullpunkt hat somit sechs nächste Nachbarn, nämlich ±1 und
± 1

2± i
2

√
D. Die Wirkungsbereiche der Null und von±1 werden getrennt

durch die Geradenx = ± 1
2 , und auch f̈ur die vier anderen Punkte m̈ussen

wir die Mittelsenkrechte zur Verbindungsstrecke betrachten. Diese geht
durch den Streckenmittelpunkt, also durch± 1

4 ± i
4

√
D, und sie steht

senkrecht auf dieser Strecke.

Eine Drehung um 90◦ kann in der komplexen Zahlenebene realisiert
werden durch Multiplikation miti; wir haben also die vier Geraden

{

(

±1
2
± i

2

√
D

)

+

(

∓
√

D

2
± i

2

)

t
∣

∣

∣
t ∈ R

}

.

Zwei der Ecken des Wirkungsbereichs liegen (aus Symmetriegründen)
auf der imagin̈aren Achse; Einsetzen in die Geradengleichungen ergibt,
daß deren Imagin̈arteile gleich± 1

4(
√

D + 1/
√

D) sind. Die restlichen
vier Ecken liegen auf den Geradenx = ± 1

2 , haben also Realteil± 1
2; hier

führt die Rechnung auf die Imaginärteile± 1
4(
√

D − 1/
√

D).

Der Abstand dieser Punkte vom Nullpunkt ist
√

(

1
2

)2

+
(
√

D − 1/
√

D)2

16
=

1
4

√

4 +D − 2 +
1
D

=
1
4

√

2 +D +
1
D

;

dies ist genau dann kleiner als eins, wenn gilt

2 +D +
1
D

< 42 = 16 oder D +
1
D

< 14 .
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Die einzigenD ≡ 3 mod 4, die dies erfüllen, sindD = 3,D = 7 und
D = 11. F̈ur diese ist auch14(

√
D + 1/

√
D) < 1, so daß dann und nur

dann der gesamte Wirkungsbereich der Null im Einheitskreisliegt.

Die einzigen imagin̈arquadratischen ZahlkörperQ[
√

D], deren Haupt-
ordnung bez̈uglich der Norm EUKLID isch ist, sind somit die mit

D ∈ {−1,−2,−3,−7,−11} ;

von diesen wissen wir damit auch, daß ihre Hauptordnung faktoriell ist.

Es ist nicht bekannt, ob es andereD < 0 gibt, für die die Hauptordnung
bez̈uglich einer anderen Funktionν:OD \ {0} → N0 EUKLID isch ist.
Bekannt ist aber, daß die einzigen weiteren faktoriellen Hauptordnun-
genOD die sind mitD ∈ {−19,−43,−67,−163}: sieheH. STARK:
A complete determination of the complex fields of class-number one,
Michigan J. of Math.14 (1967), 1–27. Die Methoden seines Beweises
liegen deutlicḧuber dem Niveau dieser Vorlesung.

Im reellquadratischen Fall wird die Ungleichung|N(z − q)| − 1 für
z = x + y

√
D undq = r + s

√
D zu

∣

∣(x − r)2 − (y − v)2D
∣

∣ < 1 .

Betrachten wir f̈ur festesq = r + s
√

D ∈ OD die MengeZq aller

(x, y) ∈ R2, für die z = x + y
√

D diese Ungleichung erfüllt, erhalten
wir also einen Bereich, der durch Hyperbeln begrenzt wird, und wir
müssen zeigen, daß die Vereinigung allerZq für q ∈ OD ganz R2

ist. Durch m̈uhsames Abhaken vieler Einzelfälle folgt aus einer ganzen
Reihe von Arbeiten, daß dies genau dann der Fall ist, wenn

D ∈ {2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73} .

Die letzten offenen F̈alle wurden 1950 untersucht in H. CHATLAND ,
H. DAVENPORT: Euclid’s algorithm in real quadratic fields,Canadian J.
Math. 2 (1950), 289–296; dort sind auch die weiteren Arbeiten zitiert,
aus denen zusammen schließlich das obige Ergebnis folgt.

Genau f̈ur dieseD ist alsoOD EUKLID isch bez̈uglich der Norm. Es gibt
zahlreiche weitere positiveD, für dieOD faktoriell ist; vermutungsweise
sind es sogar unendlich viele. Ob einige dieser Ringe möglicherweise
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bez̈uglich einer anderen Abbildungν: R \ {0} → N0 EUKLID isch sind,
ist nicht bekannt, und die Nichtexistenz einer solchen Abbildung ist
naẗurlich nur schwer zu beweisen.

§6: Einheiten in quadratischen Zahlkörpern

Istx+y
√

D eine Einheit inOD (man spricht auch kurz, aber schlampig,
von einer Einheit des ZahlkörpersQ[

√
D]), so muß die Normx2−Dy2

eine Einheit inZ sein, also gleich±1.

Im imagin̈arquadratischen Fall istx2−Dy2 die Summe zweier positiver
Terme; hier kommt also nur der Wert +1 in Frage. Die einzigen ganz-
zahligen L̈osungen sind offensichtlich (x, y) = (±1, 0), sowie im Fall
D = −1 der GAUSSschen Zahlen (x, y) = (0,±1). Für D ≡ 1 mod 4
sind auch echt halbzahlige Werte für sowohlx als auchy zugelassen;
dies f̈uhrt offensichtlich nur f̈urD = −3 zu weiteren L̈osungen, n̈amlich
x = ± 1

2 undy = ± 1
2. Damit haben wir gezeigt:

Lemma: In einem imagin̈arquadratischen ZahlkörperQ[
√

D] gibt es
fürD 6= −1 undD 6= −3 nur die Einheiten±1. InQ[i] gibt es zus̈atzlich
noch die Einheiten±i, und in Q[

√
−3] sind die Einheiten genau die

sechsten Einheitswurzeln±1 und± 1
2 ± 1

2

√
−3.

In reellquadratischen K̈orpern f̈uhrt die Bedingung N(x) = ±1 auf die
Gleichungx2−Dy2 = ±1 mit einem positivenD; hier können wir nicht
ausschließen, daß es unendlich viele Lösungen gibt.

Betrachten wir zun̈achst den Fall, daßx2−Dy2 = 1 ist. Diese Gleichung
bezeichnet man als die PELLsche Gleichung.

JOHN PELL (1611–1685) wurde im englischen Sussex geboren und ging auch dort zur
Schule. Bereits 1624 begann er sein Studium an der Universität Cambridge; 1628 erhielt
er seinen Bachelor und 1630 seinen Master. Danach arbeiteteer meist als Lehrer. Von
1654–1658 war er als Diplomat im Auftrag CROMWELLs in Zürich. In einem dort von
JOHANN HEINRICHRAHN (1622–1676) verfaßten Buch, an dem PELL wesentlich mitwirkte,
ist ein Beispiel der obigen Gleichung zu finden, weshalb sie EULER (1707–1783) nach
PELL benannte. Tatsächlich wurde sie wohl erstmalig von dem indischen Mathematiker
und Astronom BRAHMAGUPTA (598–670) untersucht; die vollständige Theorie dazu geht
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zurück auf LAGRANGE (1736–1813), der die Gleichung als ein Problem bezeichnet,das
FERMAT den englischen Mathematikern stellte. Nach seiner Rückkehr aus Z̈urich wurde
PELL Priester. 1663 ẅahlte ihn die Royal Society zum Mitglied, 1675 wurde er deren
Vizepr̈asident.

Mit der PELLschen Gleichung werden wir uns im nächsten Kapitel
genauer beschäftigen, und wir werden sehen, daß sie stets unendlich
viele Lösungen hat. Als Vorbereitung dazu wollen wir uns hier etwas
genauer mit der Struktur der Einheitengruppe beschäftigen. Dazu be-
trachten wir die Abbildung

λ:

{

O×

D → R2

α 7→ (log |α| , log |α|)
Da eine Einheit Norm±1 hat, ist|α| · |α| = 1, das Bild vonλ liegt also
auf der zweiten Winkelhalbierendeny = −x vonR2. Außerdem sindα
undα reell, so daßα genau dann im Kern vonλ liegt, wennα = ±1 ist.

Das Bild vonλ ist diskret, denn hatλ(α) höchstens den AbstandM vom
Nullpunkt, so ist log|α| ≤ M und log|α| ≤ M . Ist logR = M , so ist
also|α| ≤ R und |α| ≤ R. Damit ist |Sp(α)| ≤ 2R und |N(α)| ≤ R2.
Da Norm und Spur ganzzahlig sind, gibt es also für beide nur endlich
viele Möglichkeiten, und da f̈ur ein ganzes Element Norm und Spur
zusammen mit dem führenden Koeffizienten eins die Koeffizienten der
quadratischen Gleichung sind, gibt es auch nur endlich viele quadrati-
sche Gleichungen und damit nur endlich viele Möglichkeiten f̈ur α.

Somit gibt es im Bild vonλ ein Elementλ(α) = (r,−r) mit minimalem
r > 0. Wir wollen uns̈uberlegen, daß das jeder andere Punkt im Bild ein
ganzzahliges Vielfaches davon ist. Da mit (s,−s) auch (−s, s) im Bild
liegt, können wir uns dabei auf Punkte (s,−s) mit s ≥ 0 beschr̈anken.

Für einen solchen Punktλ(β) = (s,−s) gibt es jedenfalls ein größtes
n ∈ N0, so daßnr ≤ s ist. Dann ist

λ(βα−n) = λ(β) − nλ(α) = (s,−s) − n(r,−r) = (s − nr, nr − s) ,

so daß auch dieser Punkt im Bild liegt. Nach Wahl vonn ist aber
0 ≤ s − nr < r; wegen der Minimaliẗat vonr ist alsos − nr = 0, d.h.
s = nr undβ = αn.

Damit haben wir bewiesen
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Satz: Falls es im reellquadratischen ZahlkörperK = Q[
√

D] ein Ele-
ment ausO×

D gibt, dessen Norm größer als eins ist, gibt es auch ein
entsprechendes Elementα mit kleinster Norm, und die Einheiten von
OD sind genau die Elemente±αn mit n ∈ Z. Insbesondere ist dann die
Einheitengruppe unendlich.

Im nächsten Kapitel werden wir sehen, daß jeder reellquadratische
Zahlkörper eine solche

”
Grundeinheit“α hat; die Einheitengruppe eines

reellquadratischen Zahlkörpers besteht also stets genau aus den Elemen-
te der Form±αn mit n ∈ Z undα ∈ O×

D.

Bevor wir das im einzelnen untersuchen, wollen wir zum Abschluß
dieses Kapitels und zur Vorbereitung auf das nächste noch ein Beispiel
einer nichtkommutativen Variante eines Zahlkörpers betrachten.

§7: Quaternionen

Nachdem durch die komplexen ZahlenR2 mit der Struktur eines K̈orpers
versehen war, versuchten viele Mathematikerähnliches auch für R3 zu
erreichen. Naẗurlich kann wederR3 noch sonst einRn mit n > 2
zu einem K̈orper gemacht werden, denn ein solcher Körper ẅare eine
algebraische Erweiterung vonR; da aber der algebraische Abschluß
vonR gleichC ist, muß dannn = 1 odern = 2 sein.

Die damaligen Mathematiker waren jedoch bescheidener: Ihnen gen̈ugte
es, einfach irgendeine Art von Multiplikation zu finden, dienicht un-
bedingt allen K̈orperaxiomen gen̈ugte – von K̈orpern sprach damals
ohnehin noch niemand.

Erst 1940 konnte HEINZ HOPF (1894–1971) (auf dem Umweg̈uber
Vektorfelder auf Spḧaren) zeigen, daß das nicht möglich ist: Selbst eine
bilineare AbbildungRn × Rn → Rn kann nur dann existieren, wennn
eine Zweierpotenz ist, und 1958 zeigten dann unabhängig voneinander
und mit verschiedenen Methoden JOHNMILNOR und MICHEL KERVAIRE,
daß auch nochn ≤ 8 sein muß, so daß nur die vier Möglichkeiten
n = 1, 2, 4 und 8 in Frage kommen. Genau in diesen Fällen waren auch
bereits entsprechende Produkte bekannt: Für n = 1 und 2 haben wir
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naẗurlich die reellebzw.komplexe Multiplikation. Den Falln = 4 löste
HAMILTON 1843: Er fand eine Multiplikation aufR4, die zwar nicht
kommutativ ist, ansonsten aber alle Körperaxiome erf̈ullt. Man spricht
in so einem Fall von einemSchiefk̈orper oder, in der neueren Literatur,
einerDivisionsalgebra.HAMILTON bezeichnete seine vierdimensionalen
Zahlen alsQuaternionen.Kurz danach konstruierte ARTHUR CAYLEY

(1821–1895) ein nicht-assoziatives Produkt aufR8; die so erhaltenen

”
Zahlen“ nannte erOktaven.

WILLIAM ROWEN HAMILTON (1805–1865) wurde in
Dublin geboren; bereits mit fünf Jahren sprach er Latein,
Griechisch und Hebräisch. Mit dreizehn begann er, ma-
thematische Literatur zu lesen, mit 21 wurde er, noch als
Student, Professor der Astronomie am Trinity College
in Dublin. Er verlor allerdings schon bald sein Interesse
an der Astronomie und beschäftigte sich stattdessen mit
mathematischen und physikalischen Problemen. Am be-
kanntesten ist er für seine Entdeckung der Quaternio-
nen, vorher publizierte er aber auch bedeutende Arbeiten
über Optik, Dynamik und Algebra.

HAMILTON wählte eine Basis vonH = R4, die aus der Eins sowie drei

”
imagin̈aren Einheiten“i, j , k besteht, d.h.i2 = j2 = k2 = −1. Außerdem

postulierte er, daßij = −ji = k sein sollte; daraus lassen sich dannüber
das Assoziativgesetz auch die anderen Produkte imaginärer Einheiten
berechnen.

Damit ist, wenn man die G̈ultigkeit des Distributivgesetzes postuliert,
eine Multiplikation aufR4 definiert; der Beweis, daß hierbei alle Körper-
axiome außer der Kommutativität der Multiplikation erf̈ullt sind, entḧalt
wie üblich nur einen etwas schwierigeren Punkt, die Existenz von In-
versen; der Rest ist m̈uhsame Abhakerei.

Zum Glück fand CAYLEY 1858 einen einfacheren Weg: Die vier kom-
plexen 2× 2-Matrizen

E =

(

1 0
0 1

)

, I =

(

0 1
−1 0

)

, J =

(

0 i
i 0

)

undK =

(

i 0
0 −i

)

erfüllen dieselben Relationen

I2 = J2 = K2 = −E und IJ = −JI = K ;
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wir können also die Quaterniona + bi + cj + dk identifizieren mit der
Matrix

aE + bI + cJ + dK =

(

a + di b + ci
−b + ci a − di

)

∈ C2×2 .

Da für Matrizen das Assoziativgesetz wie auch das Distributivgesetz gel-
ten, ist klar, daß das Produkt zweier solcher Matrizen wieder von dersel-
ben Form ist und daß auch die Quaternionenmultiplikation Assoziativ-
und Distributivgesetz erfüllt.

Die Quaternionen entsprechen somit genau den komplexen 2× 2-
Matrizen der Form

(

α β
−β α

)

mit α = a + di, β = b + ci .

Die Determinante dieser Matrix istαα + ββ = a2 + b2 + c2 + d2 .

Definieren wir in Analogie zum Fall der quadratischen Zahlkörper wie-
der das konjugierte Element zuγ = a + bi + cj + dk als die Quaternion
γ = a − bi − cj − dk, so entsprichtγ der Matrix

(

α −β
β α

)

und

(

α β
−β α

)(

α −β
β α

)

= (αα + ββ)E .

Damit folgt insbesondere, daßγγ eine reelle Zahl ist, die genau dann
verschwindet, wennγ = 0 ist. Wir bezeichnen diese Zahl wieder als die
NormN(γ) der Quaternionγ, und wieder istγ/N(γ) das multiplikative
Inverse zuγ – sowohl f̈ur die Links- als auch die Rechtsmultiplikation.

N(γ) ist gleichzeitig die Determinante derγ zugeordneten Matrix; aus
dem Multiplikationssatz f̈ur Determinanten folgt daher sofort die Formel

N(γδ) = N(γ)N(δ) .


