Kapitel 5
Kettenbriiche

81: Der Kettenbruchalgorithmus

Der BUKLID Ische Algorithmusaf3t sich auch verwenden, um eine reelle
Zahl durch Biiche zu approximieren. Beginnen wir der Einfachheit
halber mit einer rationalen Zahl= > mit n, m € N. Der erste Schritt
des BUKLIDischen Algorithmus dividiert durchm:

1

n
n:m=q ReStrlboz=E=qo+E.

Fallsr, Z 0 ist, wird im zweiten Schrittn durchr; dividiert:
m Ty 1
m:ry=q Restr,= —=q+ == a=q¢g+—7F-.
1 L} g+ -2
1
Istauch nochr, von Null verschieden, wird sodampdurchr, dividiert:

. . _ rs _ _ 1
LTy = Qo ReStr3—¢r——q2+r——¢a—qo+ 1 ,
2 2
g1t

-
CI2+—3

T2
und so weiter. Die Konstruktion muf3 nach endlich vielen ighr
abbrechen, denn die Folge der Restieeim EUKLID ischen Algorithmus
ist monoton fallend und muf3 daher schlie3lich Null erreichHeamit
Ist o dargestellt als ein sogenannk&ttenbruch.

Wir kdnnen die Konstruktion auch so formulieren, daf} sie nur ve@n d
Zahl o = = abhangt: Der Quotient bei der Division mit Rest van
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durchm ist ¢; = [«], und der durchn dividierte Rest istv — g,. Dies
fuhrt zu folgender Formulierung des Algorithmus:

Setze zur Initialisierung, = [«] und schreibe
a=cygta; mit 0< o<1,

Im ¢-ten Schritt; > 1, bricht der Algorithmus ab, falls, verschwindet;
andernfalls wirde, definiert als gof3te ganze Zahl kleiner oder gleich
1/a; unda,,, SO, daf gilt

1 —
&—i—0i+@¢+1-

Offensichtlich ist dann

+ + 1 + 1
o =C Q= C =C -
0 0 0 C]_+CV1 0 .4 1
1
62+CK2
1
:...:CO+ 1
Cl+ 1
Cz+
. . 1
Cr_1
CT+aT

Da diese Darstellung sehr viel Platz verbraucht, verwendet daiir
oft auch die kompaktere Schreibweise

a=[cy,C1y-- 0],

Falls der Algorithmus mity,, = O abbricht, steht im untersten Bruch
natirlich nurc, im Nenner, und wir schreiben den Kettenbruch kurz als

[coscqy---5C,)

So, wie der Algorithmus jetzt formuliert ist,Oknen wir ihn auch auf
irrationale Zahlerx anwenden. Dann kann keir). verschwinden, denn
sonst latten wir ja eine Darstellung vanals rationale Zahl. Wir&nnen
aber nach dem-ten Schritt abbrechen und den Bruch betrachten, der
entsteht, wenn wit,. = 0 setzen. Diesen Bruch bezeichnen wir als die
r-te Konvergenteder Kettenbruchentwicklung vamn.
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Als Beispiel betrachten wirv = /2. Hier istc¢, = [v2] = 1 und
oy =2 — 1. Also ist
11 2+l
a; V2-1 (V2-1)(V2+1)

d.h.c; = [1+v2] =2unda, =1++v2—-2=+2—-1 = ;. Damit
wiederholt sich ab jetzt alles, d.h.

+1,

1
V2=1+ 1

2+

1
1
1
2+...
In Analogie zu periodischen Dezimailwhen schreibt man dies auch
kurz in der Form

2+

2+
2+

VvV2=[1222...1=[1,2].

Die ersten Partialldiche sind
1

1 /
Py=1 P =1+-=15 P,=1+ =—-=14,
2 .1 5
+ —
2
1 17 _ 1 41
Py=1+——-—=-—-=1416 und P,=1+ = 5g
5 1 12 1 29
+ 2+ ——
1 1
2+§ 2+ 1
2+~
2

was ungeihr gleich 14137931 ist. Die Fehley2 — P, sind, gerundet
auf sechs Nachkommastellen, die Zahlen

0,414214 —0,085786 0,014214 —0,002453 und @MO0420;

verglichen mit den kleinen Nennern2 5,12 und 29 haben wir al-
so erstaunlich gut&bereinstimmungen, und imbrigen ist auch die
Kettenbruchentwicklung erheblich regdiffiger als die Dezimalbruch-

darstellung von/2.
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Als zweites Beispiel betrachten war = 7; hier erhalten wir zuachst
¢p =3 unday =71 — 3~ 0,14159, sodann

1
¢ = LT = 3] =7 und a,~ 0,062513285.

L 1 :
Im nachsten Schritt ist, = [—] = 15 unday ~ 0,99659976. Weiter
a3

gehtes mitt; = 1,¢, = 292,¢c5 = cg = c; = 1,cg = 2 undcg = 1. Ein
Muster ist weder erkennbar, noch ist eines bekannt.

Die Kettenbruchentwicklung vom ist somit
m=[3,7,151,2921,1,1,2,1,...].

Die ersten Partialliiche und ihre Differenzen vansind

1 15 16 4687
3 3 7 3 106 3 113 3 33102

0,14 -0,0013 83-10°> —-27-107 58.10°1°

Auch hier haben wir wieder, verglichen mit derde des Nenners,
exzellente Approximationseigenschaften.

§2: Geometrische Formulierung

Wir wollen uns zu@chstiberlegen, dal3 die Konvergenten der Ket-
tenbruchentwicklung einer irrationalen Zahl stets die \mmigegebe-
ner GRenordnung des Nenners bedtjiche rationale Approximation
dieser Zahl liefern.

Dazu betrachten wir (im wesentlichen nach dem Ansatz vardtD
STARK in seinem BuchAn Introduction to Number TheoriIT Press,
1978) das Problem der rationalen Approximation von der geosthen
Seite: Zur reellen Zahtv > 0 haben wir die Geradg = ax durch
den Nullpunkt, und offensichtlich ist genau dann rational, wenn auf
dieser Geraden aufRer dem Nullpunkt noch ein weiterer Pynk} (nit
ganzzahligen Koordinaten liegt. Rationale Approximagiorerhalten
wir durch Punkted, p) € Z x Z, die in der Nahe der Geraden liegen.
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(Die Reihenfolge der Koordinaten mag auf den ersten Blickuadern;
sie kommt daher, dal3 wir die Steigungler Geraden durch die Steigung
des Ortsvektors zum Punkf, (p) anrdhern wollen, und die isi/q.)

Die folgende Konstruktion liefert Punkt, nahe der Geraden, diérf
geraden stets unterhally = ax liegen und @ir ungerade: dattiber:

Wir starten mitP_, = (1,0) undP_; = (0, 1).

Zu zwei PunktenP = (¢,p) und P’ = (¢, p’), die auf verschiedenen
Seiten der Geraden liegen, gibt es stets eine nichtneggdinee Zahl

c € Ny, so daRP + cP’" entweder auf der Geraden liegt oder aber auf
derselben Seite wi, wahrendP + (c+1)P’ auf der anderen Seite liegt.

Liegt namlich beispielsweis® unterhalb der Geraden, so jstq < «,
alsop — aq < 0. Rur den oberhalb der Geraden liegenden Putkist
entsprecheng’ — o’ > 0. Damit ist klar, daR

p—aq

C:
[F—a¢]

das Verlangte leistet. Maiaberlegt sich leicht, dal’ diese Formel auch
gilt, wenn P oberhalb und®’ unterhalb der Geraden liegt.

Zahler und Nenner des obigen Bruchs lassen sich einfach gesche
interpretieren: ¢, ag) hat dieselber-Koordinate wieP = (¢q,p) und
liegt auf der Geraden = ax; daher isip — aq der (gerichtete) vertikale
Abstand vonP zur Geraden ung’ — aq’ entsprechend der vaR’.

Ausgehend vor® = P_, = (1,0) und P’ = P_, = (0, 1) definieren wir
nun die Punkte”, fur n > 0 mit dem wie oben definierten= ¢,, aus
ihren beiden Vorgngern rekursiv als

Pn:Pn—2+CnPn—1'

Dann liegtP, auf derselben Seite der Geraden Wjge », fir gerades

also unterhalb undif ungerades oberhalb — es sei denn, irgendwann
einmal liegt einP, auf der Geraden. In diesem Fall istrational und

wir brechen die Konstruktion ab.UF irrationalesa erhalten wir eine
unendliche Folge von Punkte?), .
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Bezeichnen wir mit/,, = p,, — aq,, den gerichteten vertikalen Abstand
des Punkte$®’, = (¢,,,p,,) von der Geradep = az, so ist nach obiger
dn—2

Formel
Cn - [ dn—l ] .

Daher verschwindet, genau dann, wenfl,, _,| < |d,,_,| ist.

Istdagegend,, ;| < |d,_,|,soistc,, > 1,unddaP, = P, _,+c,P,_,
auf derselben Seite der Geraden liegt Wje », ist auch
dn = dn—Z + Cndn—l = dn—Z + |: d
dn—2

] dn—l
=d -1 <[ ] + n—2>
n ] L / L

betragsrafiig kleiner alsi,, _,. (Man beachte, daf,, ; undd,,_, ver-
schiedene Vorzeichen haben!) Falls dalieeinen Index: der Abstand
von P, _, zur Geradery = ax Kkleiner ist als der vo®®, _», gilt dasselbe
auch fir alle folgenden Indizes, und ab dem Indegind allec, > 1.

dn—Z

n—1

Die ersten beiden Abdhde sindi_, = —a undd_; = 1, es langt vonu
ab, welche der beiden Zahlen de®@eren Betrag hat.

Der nachste Punkt isP, = (1, c¢y) mit ¢y = [], also istdy = [a] — «,
und der Betrag davon ist kleiner als; = 1. Somit ist fir allen > 1
der Koeffizientc,, von Null verschieden unfil,, | < |d,,_,|.

Aus den Beziehungep, = p,,_» +c¢,p,,_ undgq, = q, > +c¢,q,_1
sehen wir daher, dal3 die Folge dgrwie auch dep,, furn > 1 strikt
monoton ansteigt, ahrend die Folge der Differenzen

-l
strikt monoton &llt. Die Briche p,/q, geben also immer bessere
Annaherungen an.

Wir konnen die obigen Rekursionsformeln zusammenfassen zuixMat

gleicllung
( Py a, ) — (Cn 1) (pn—l qn—l) .
Pn—1 dn-1 1 0 Pn—2 d4n-2 ’
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wenden wir darauf den MultiplikationssatzrfDeterminanten an, erhal-
ten wir die Formel

Pnln-1 = 9nPp—1~ _(pn—lqn—Z T qn—lpn—Z) .
Furn =0istp_19_»—q_1p_»=0-0—1-1 = —1; daraus folgt induktiv
die Formelp,,q,, 1 — q,p,,_1 = (—1)" 1. Insbesondere sind die Zahlen
p,, undgq,, stets teilerfremdp,, /q,, ist also ein gelrzter Bruch.

Als nachstes wollen wir ungiberlegen, dal3 die Folge dieseriiBhe
gegena konvergiert. DaP, und P,,, auf verschiedenen Seiten der
Geradeny = ax liegen, istfirn > 0

o — & < Pn+1 . & — Pn+19n — 9n+1Pn
qn N dn+1 dn 4nAdn+1
1 1 1

qnqn+1 qn(qn—l +Cn+lqn) - q% .

Da die Folge dey,, strikt monoton ansteigt, konvergiert die Folge der
».,,/q,, Somit gegeny, und dies sogar extrem gut: Istq eine rationale
Approximation einer irrationalen Zahl, so kann der Fehler im allge-
meinen bis zu 12¢ betragen; hier ist erdthstens 1¢* und tatgchlich
wohl, da wir recht grob abgesatrt haben, meist noch kleiner. Wie
wir gleich sehen werden, mul® umgekepry eine Konvergente der
Kettenbruchentwicklung von sein, wenrja — p/q| < 1/2¢ ist.

Zuvor missen wir uns aber nodlberlegen, dald die hier betrachteten
Briichep,, /q,, tatsachlich die Konvergenten der K1 definierten Ket-
tenbruchentwicklung sind und dal3 die hier betrachtetenefialy mit
deneniibereinstimmen, die der Kettenbruchalgorithmus liefert.

Dazu setzen wir

— dn—l — dn—l .
™ dn—Z B dn—2 ’
zumindest @ir n > 1 ist danna,, < 1. Wegenc,, = [|d,,_,/d,_1|]

ist dannc,, = [1/«,,]. Division der Beziehungl,, = d, , +c,d;
durchd,, _, fuhrt auf

dn dn—2 1
= +c¢, oder —a,.4=——+c¢c,,
dn—l an,
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was wir wiederum umformendanen zu

— =c, Yo,

an

Dac, =[1/a,]ist a = ¢y + a4, fUhrt dies genau auf die il konstru-
ierten Folgen det,, undo,, .

Insbesondere liefern unsere Rekursionsforméfrdfe Koordinaterp,,
und g,, Zahler und Nenner der Konvergenten der Kettenbruchentwick-
lung vona, was wir als Satz festhalten wollen:

Satz: Ista = [cy, ¢q, ¢y, - . . ] die Kettenbruchentwicklung einer reellen
Zahl, so lassen sich die Konvergenteyyq,, folgendermafien rekursiv
berechnen:

Do =Cosq0=1,p1 =cocr +1,qy = ¢y,
Pn = Pn—2 + CphPn—1 und d, = dn—2 + Chdn—1 furn 2 2.

Die so berechneten Zahlen undg,, sind stets teilerfremd; genauer ist
Pnln-1— 9nPp_1 = (—1)”_1 fur allen.

Zu beweisengibt es hier nichts, denn wir haben alle diese Formeln
bereits bewiesenif die Koordinatery,, undp,, von P, , und wie wir
gerade gesehen haben, sind das der Nenner undatderZern-ten

Konvergenten.
|

Fir spatere Anwendungen wollen wir noch eine Formel herleiter, wi
sich a aus«,, sowie den Konvergentep, ;/q,,_, undp, _»/q,_»
berechnetd3t: Nach Definition ist

- dn—l _ Ppn—1— 04, 1
o, = — = — :

" dn—Z Ppn_2 — Q4,2

Damitista, (g, > — P,,_»2) = P,,_1 — q,,_1, Was durch Umordnung
der Terme auf(c,,q,,_» + aq,,_1) = @, p,,_» + p,,_4 fUhrt. Also ist

— OpPp—2 + Pn—1
Apdn_2 + dn—1
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83: Optimale Approximation

Nach den Vorbereitungen im letzten Paragraph@&mnlen wir nun be-
weisen, dald Kettenbiche in der Tat bestagliche Approximationen
sind im folgenden Sinne: Ist/s irgendein Bruch, dessen Nenner
zwischen den Nennerg),_,; und ¢, zweier Konvergenten der Ketten-
bruchentwicklung liegt, so ist,, _,/q,,_, €ine bessere Approximation
alsr/s:

Lemma: p,, /q, seien die Konvergenten der Kettenbruchentwicklung
einer reellen Zahk. Falls« irrational ist oder rational mit einem Nenner
echt gbRerg,, n > 2, so ist fir jede rationale Zahl/s mit s < ¢,, und

7/8 & \Pn-1/Gn—1,Pn/ 8}

Pn—1
dn—-1

r
oa——|>|a—
s

Beweis:Wir betrachten die Punkt®, _, = (q,,_1,9,,_1), P, = (¢,,, P.,)
undR = (s, 7). Es geligt zu zeigen, daf3 der vertikale Abstand von ;
zur Geradeny = ax einen kleineren Betrag hat als der vBn

Wir schreibenR als ganzzahlige Linearkombinatidgh= kP, |+ (P,
der PunkteP, _, und P, . Das ist ndglich, denn die Determinante des
linearen Gleichungssystems

(2 ) ()-(0)
dn—-1 dn ¢ §
Ist nach dem Satz am Ende des vorigen Paragraphen gleich

Prn—-14n — Pn4n—1 = (_1)n_1 '

Die somit eindeutig bestimmtedisung &, ¢) des Gleichungssystems ist
ganzzahlig, denn wenn wir sie hach detAMERschen Regel ausick-

en, sindk und/ Briche mit dieser Determinante im Nenner und einer
ganzzahligen Determinante inadler.

Fur das Folgende wollen wiruns aufden RBajl ,/q,, 1 < a <p,,/q,
beschanken; der Falp,,_1/q,,_1 > a > p,,/q,, 9eht\bllig analog.
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Wir betrachten die Geradg durchkP,_, mit SteigungsvektoOP, ;
nach unserer Annahme ist ihre Steigungl{gr alsx.

Im Fallk < Oliegtder Punkt P, 4
und damit die ganze Geradezu-
R mindest ab dem PunktP, _, ober-
(G Pr halb der Geradep = ax, und we-
gen der gbl3eren Steigung von
S steigt der Abstand zwischen den
beiden Geraden mit wachsendem
Wir konnen den Abstand voR zur
Geradeny = ax daher nach unten
o absclatzen durch den Abstand des
" P, SchnittpunktsS von g mit der y-
Achse. Dessen Abstand wiederum
—kba konnen wir nach unten absatzen,
indem wirk = —1 setzen, denn in diesem Fall ist der Abstand yaur
Geradeny = ax am kleinsten. Der Punkt P, _, hat (betrags@iig)
denselben Abstand van= ax wie P,_,, und da die Abszisse = 0
von S grof3er ist als die vor-P, , hat somitS einen gbl3eren Abstand
vony = az alsP,_,.ImFallk < Oist damit die Behauptung bewiesen.

y=ax

g n—1

Als nachstes betrachten wir den Falt> 0. Dann muf¥ < 0 sein, denn
sonst vare diex-Koordinates = kq,,_4 + {g,, von R grof3er alsg,,. Der
Punktk P, 4 liegtunterhalb der Geraden= ax und die Geradeg nahert
sich dieser mit steigender Abszisse immer mehr an. Da dektPRin
entweder dieselbe Abszisse wi¢’, , hat oder eine kleinere, ist sein
Abstand somit Bchstens gleich dem vonP, _,, der wiederum das-
fache des Abstands voR, , ist. Furk > 2 erhalten wir damit die
gewunschte strikte UngleichungiFk = 1 erhalten wir auch eine, denn
wegen der Voraussetzudg7 P,_, muld danrf > 1 sein.

Bleibt noch der Falk = 0. Dannistk = ¢/P,, wobei? #1,daR # P, .
Anderseits kanif auch nicht gbl3er als eins sein, denn< ¢,,. Somit
kommt dieser Fall gar nicht vor.

|
Als nachstes wollen wir ungéiberlegen, wann gute Approximationen
Konvergenten der Kettenbruchentwicklung seifissen. Wir wissen
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bereits, dal3ifr die Konvergenten gilt

Dies charakterisiert die Konvergenten allerdings nochtnidetrachten
wir etwa die Kettenbruchentwicklung vam = /3. Der Algorithmus
liefert zurachstcy = [v/3] = 1 unda, = v/3 — 1. Der Kehrwert davon

ist
1 —\/§+1:¢ =1 und _v3-1
J3_1 R L= Qg = 5
Der Kehrwert davon ist
2
\/§_1=\/§+1=——>02=2 und az3=Vv3-1=q,.
Ab hier wiederholt sich also alles periodisch, d.h.
1 _
V3=1+ 1 =[1,1,2].
1+
1
2+
1+ !
2+...
Die ersten Konvergenten der Kettenbruchentwicklung sind
2 3 8 11
1, 2, 15, 12, 11—1 und 11—5,

da die Folge der Nenner monoton steigt, gibt es also keingdfgente
mit Nenner sieben. Trotzdem ist

5 1 1 1
V3 - 1?| ~0,017765< 02 = 25 < 25 = = .
Dafur gilt aber der folgende Satz, dessen zweiédftd bereits 1808 von
ADRIEN-MARIE LEGENDRE(1752-1833) bewiesen wurde:

Satz: a) Eine irrationale Zahtv erfullt fir jedes: > 2 mindestens eine
der beiden Ungleichungen
1

<_

a___pn—l
2¢2

qn—1

1
< 5> oder
an—l
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1
< 55,80

b) Erfullen zwei ganze Zahlen, ¢ die Ungleichung*a _P 572"
q

q
ist £ eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung von
q

Beweis: a)Angenommen, beide Ungleichungen sind falsch. Nach Mul-
tiplikation mit ¢,,_, bzw.q,, haben wir dann die beiden Relationen

1
2q,
Wir nehmen @ir den Beweis wieder an, dal} ,/q, ; < a < p,/q,
Ist; der umgekehrte Fall gehbilig analog.

‘qn—la - pn—l’ > und ‘qn& - pn‘ >
2q

n—1

Nach unserer Annahme liegt der Pudkt ; = (¢,,_1, p,,_1) unterhalb
der Geradeny = az, undP, = (g,,, p,,) liegt dafiber.

—_—

Das Kreuzprodukt (siehe Anhang) der Vektoré®, ; und O—R:

hat als Betrag die Bche des davon aufgespannten Parallelogramms;
das Dreieck mit Eckeiw, P, _, und P, ist halb so grof3. Wegen der
Beziehung, q, | — q,,p,,_; = (—1)" ! ist die Fche dieses Dreiecks
daher gleich 12.

Als nachstes betrachten wir zu den Punkfeén= (g,, p,;) ihre Projek-
tionen @, = (g;, aq;) in y-Richtung auf die Gerade = ax und die
DreieckeAOP;Q,;. Nach Voraussetzung ist digahge der Seitd’,Q),
furi = n—1undi = n mindestens 12¢,. Die darauf senkrecht stehende
Hohe isty,, also ist die Fhche jedes der beiden Dreiecks mindestegds 1

Ist S der Schnittpunkt der Gera-
p, deny = ax mit der Verbindungs-
strecke vonP, _, und P, so istdas
5. Dreieck AOP,,_,P,, die Vereini-
S gung der Dreiecke\OP, ,Q,,_1,
% AOP,Q, undAP, _,Q,,_,S, mi-
nus dem DreieckASP,Q,,. Die
=az Dreiecke beided\ P, ,Q,,_;Sund
j ASP,Q, sindahnlich, und da je-
9 de Konvergente eine bessere Appro-
ximation liefert als ihre Vorgnger,
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Ist das zweite dieser Dreiecke das kleinere. Daher ist diehel des
DreiecksAOP,_, P, grol3er als die Summe derdéhen der Dreiecke
AOP, 1Q,_,und AOP,Q,,, also gblRer als 14 + 1/4 = 1/2. Dies
Ist ein Widerspruch zur obigen direkten Berechnung diekmste.

b) Wir kdnnen ndirlich voraussetzen, dal’ der Brughy gekiirzt ist,
denn fir jede nichtgelrzte Darstellung ist die Bedingung echt adier.

Da die Folge der Nenney, strikt monoton ansteigt, gibt es genau gin
so dalyg, < ¢ < q,41 iSt; wir mussen zeigen, daf/q = p,,/q,, ist.
Andernfalls istpq,, — qp,, 7 O, also — da dies eine ganze Zahl ist —
\pg,, — qp,,| > 1. Setzen wirP = (gq,p), so ist also die Fche des
DreiecksAOP P, mindestens gleich/2.

Seien wieder = (¢,aq) und @,, = (g,,, @q,) die Projektionen der
betrachteten Punkte auf die Geragle= ax. Die Lange der Strecke
PQ ist |ag — p|, was nach Voraussetzung kleiner al&4 ist. Nach
dem Lemma zu Beginn dieses Paragraphen ist die Stiégige kirzer
als PQ, also ebenfalls kleiner als/2q und damit erst recht kleiner
als 1/2q,,. Somit haben beide DreieckeO PQ undAOP, Q,, Flachen,
die kleiner sind als 4.

Wir wollen uns iberlegen, dal3 dann auch diea¢the des Dreiecks
AOPP, kleiner als ¥2 sein mul3, im Widerspruch zur obigen Rech-
nung. Die Geometrie dngt dabei stark davon ab, wie die Puniie
und P, sowohl zueinander wie auch in Bezug auf die Geradeax
liegen.

6 Betrachten wir als erstes den Fall,
dal p, /q, zwischena und p/q
liegt. Dann liegt der Punkf, im

y=ox
Innern des Dreieck®\OP(Q, also
@n ist das gesamte DreieckOPP,
by, im Dreieck AOPQ enthalten. Da

ersteres mindestens dieaEhe 12
hat, letzteres aber weniger alg4l
kann dieser Fall offensichtlich nicht
vorkommen.
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Als nachstes nehmen wir ap/q
6  liege zwischenx undp, /q,,. Dann
schneiden sich die Strecké?), @,
y=az undOP in einem PunktS, und das
O p  Dreieck AOPP, ist die Vereini-
gung der beiden DreieckfOSP,
S und ASPP,. Zur Flachenberech-
P, nung gehen wir aus von der gemein-
samen Kant& P, ; die darauf senk-
recht stehenden dhen haben die
O Langeng, und ¢ — ¢,,. Somit ist
die verdoppelte Fche des gesamten Dreieck®) PP, gleich

denn dag zwischeng,, undgq,,,, liegt, kannP, nach obigem Lemma
keinen gbl3eren Abstand von der Geradgrs ax haben alsP. Rechts
steht aber die verdoppeltedéhe des Dreieck&aOP(Q, von der wir
wissen, dal3 siedthstens gleich 2 ist, so daf} auch dieser Fall nicht
auftreten kann.

Bleibt noch der Fall, da& zwischenp/q undp,,/q,, liegt, P und P,
also auf verschiedenen Seiten der Gerager ax liegen. Dann
schneidet ihre Verbinungsstrecke’, diese Gerade in einem Punkt
Damit sind wir in einerahnlichen Situation wie beim Beweis vea):
Das Dreieck AOPP, ist gleich dem DreieckAOP, @, plus dem
Dreieck AOPQ plus ASP,Q,, minus ASP(Q. Die beiden letzteren

Dreiecke sindahnlich, und daPQ
p  hicht kiirzer sein kann al®,(@,, ist
das subtrahierte Dreieck mindestens
genauso groB wiedSP,@Q,,. Somit
T=ax ist die Fche vonAOPP, hoch-
0 S stens gleich der Summe de@Ehen
von AOPQ und AOP,Q,,, also
P, kleiner als ¥4 + 1/4 = 1/2. Damit
haben wir auch hier einen Wider-
spruch, d.hp/q =p,,/q,.
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Anhang: Das Kreuzprodukt zweier Vektoren

Im R3 (und nur dort) gibt es eine bilineare Vetkpfung, die zwei Vek-
toren einen dritten zuordnet, das (vielleicht aus der Schekannte)
Vektorprodukt oder Kreuzprodukt. Wie schon der Name sagnet es
je zwei Vektorenv undw ausR? einenVektorzu, und dieser wird mit
v x w € R3 bezeichnet. Er ist festgelegt durch folgende Eigenschafte

e v X w hat die Langelv x w| = |v] |w| [sin£ (v, w)| .

Insbesondere ist alsox w = 0, wennv undw auf einer Geraden
liegen, denn dann bilden sie einen Winkel von null oder 188dGr
so dal’ der Sinus verschwindet.

e v x w steht senkrecht sowohl aufals auch autv.

Fallsv x w # 0 ist, spannemn und w eine Ebene auf, auf der (da
wir im R?® sind) genau ein eindimensionaler Unterraum senkrecht
steht. Darin gibt es allerdings$iff jede vorgegebene positivéihge
zwei Vektoren, die sich durch ihr Vorzeichen unterscheiddém
v X w eindeutig festzulegen, brauchen wir daher noch eine veeiter
Bedingung:

e Die drei Vektorenv,w und v x w bilden ein Rechtssystem, d.h.
wenn sich die Finger deechtenHand so ausrichten lassen, dal3 der
Daumen in Richtung von zeigt, der Zeigefinger in Richtung vemn
und der Mittelfinger in Richtung von x w.

Alternativ kann man ein Rechtssystem auch so definierensigal3ein
von v hachw gedrehter Korkenzieher in Richtungx w in den Kork
bohrt. Ahnlich geht es auch mit Schrauben; da es allerdings neben de
(Ublichen) Rechtsschrauben auch die (seltenen) Linkssblragibt,
ist diese Definition eventuell zirkat: Alles hangt davon ab, wie man
Rechtsschrauben definiert.

Aus jeder dieser Regeln folgt sofort datikommutativit des Vektor-
produkts:

VXW=—wWXU.

Weitere Rechenregeln lassen sich leicht geometrischtabi€da der Si-
nus eines Winkels gleich Gegenkathete durch Hypothentjsgtis der
von v undw aufgespannten Ebenén| |sin< (v, w)| gleich der lange
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des auf die senkrecht aufstehenden Geraden projizierten Vektars
das heil3t also gleich derdHe des in der Abbildung eingezeichneten
Rechtecks. Die &nge des Vektors x w ist daher gleich dem Bthen-
inhalt dieses Rechtecks und damit — wie eine Scherung zeaitgieh
der FAche des vom undw aufgespannten Parallelogramms.

v

Daraus folgt nun sofort das Distributivgesetz
vX(wtu)=vXwtov Xu

fur den zweiten Faktor, und wegen der Antikommutagiviolgt daraus
wiederum dasiir den ersten:

(utv) XxXw=uxw+v X w.

Um das Vektorprodukt in Koordinaten ausrechnen aarien, niissen

wir zunachst die Produkte der Koordinateneinheitsvekterekennen.

Da sie allesamt die&nge eins haben und paarweise aufeinander senk-
recht stehen, ist klar, dal3 das Produkt zweier verschiedibeser Vek-
toren bis aufs Vorzeichen gleich dem dritten ist; das Vatzen fangt

ab von der Orientierung des Koordinatensystems. Das Ptranks
Vektorse, mit sich selbst ist ndirlich, wie jedes Produkt eines Vektors
mit sich selbst, gleich dem Nullvektor, denn der eingesssdne Winkel

ist null Grad.

Fur die folgende Rechnung wollen wir annehmen, dgaf&, unde; in
dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden; das ist lesspeise dann
der Fall, wenre,; nach rechtse, nach vorne und,; nach oben zeigt.
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Dann folgt sofort, daf
61 X 62 = 63

Ist, und nach einigen Fing@ébungen auch findet man auch die Formeln
e, Xeg=e uUnd e; Xe3=—e,.

Die Produkte mit vertauschten Faktoren sindinlath gerade das nega-
tive davon, una; x e, = 0. Fir

U1 wy
v=1| v, und w = | w,
U3 w3

v X w = (Ve + Ve + Uge3) X (wyeq + wye, + wses),

ist also

nach den obigen Rechenregeln gleich

3 3
g g VW, €; X €

i=1 j=1

= (vwz — vaw,p)ey + (V3w — Viws)e, + (Viwy — vowy ey,

U1 wq VW3 — VU3W;
U2 X wz = U3w1 — Ule .
U3 w3 V1Wyp — VoW,

Dies [af3t sich dadurch merken, dal? man im Schema

d.h.

€1 €2 €3 €1 €2
AN X X /

U1 Up U3 U1 Up
/ X X N\

w1 Wy w3 w1 Wy

vone, ausgeht und als dessen Koeffizient das Zweierprodukt endian
schiagen Linie nach rechts untgositivund das entlang der ségen
Linie nach links untemegativnimmt; man wendet also di;a8Russche
Regel an auf digDeterminante”
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84: Kettenbriiche und Kalender

Schon in deraltesten bekannten Kulturen richtete sich die Zeitrecgnun
nach astronomischen Gesetdiigkeiten: dem Umlauf der Erde um die
Sonne, dem Umlauf des Mondes um die Erde sowie der Drehung der
Erde um sich selbst.

Der Tag als Zeiteinheit ist ein so selbstvarsilicher Teil unseres Le-
bensrhythmus, dal er als Zeiteinheit nie zur Debatte stahdnso
selbstversindlich war, dal} als Tag nicht die Dauer einer vollen Drehung
der Erde um ihre Achse genommen wurde, sondern der etwa vier
Minuten langere Zeitraum, bis sie der Sonne wieder dieselbe Stelle
zuwendet.

Als nachstgol3ere Einheitiihrten wahrscheinlich die Babylonier die
Woche ein; ob sie sich dabei vom ungkfen Abstand zwischen zwei
Mondphasen leiten lie3en, ist unbekannt; vielleicht wutiddDauer von
sieben Tagen auch einfach deshalb gelty weil die Sieben als heilige
Zahl galt.

Definitiv vom Mond abgeleitet ist der Monat. Der Mond drehthsi
bekanntlich um die Erde; die Zeitif einen vollsaindigen Umlauf be-
tragt ungeéihr 27,3 Tage. Dieser sogenanstderischeMonat spielt
allerdings fir die Kalenderrechnung keine Rollajrfdie Zeitbestim-
mung wurden seit Alters her die gut und einfach zu beobadeten
Mondphasen verwendet. Da der Mond nicht selbst leuchtetleso das
Sonnenlicht reflektiert, dngen diese ab vom Winkelabstand zwischen
Sonne und Mond;ir den Kalender relevant ist daher der sogenannte
synodischeMonat von 29,53 Tagen, nach dem sich dieser Winkelab-
stand wiederholt. (Der taashliche Abstand zwischen zwei Neumonden
ist wegen der komplizierten Mondbewegung keine Konstagrtst; im
Mittel kommt man auf den synodischen Monat.)

Da 29,53 keine ganze Zahl ist, lassen sich Monate nicht&irdés eine
feste Anzahl von Tagen definieren sonderiissen in einem lunaren
Kalender mal 29, mal 30 Tage haben.

Einer der einfachsten und zugleich einer dergsten dieser Kalender ist
der islamische: Sobald mindestens zwei vertrauéndige Manner den
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neuen Mond gesehen haben, beginnt ein neuer Monat, bélktem
Himmel unablngig davon drei3ig Tage nach dem letzten Monatsan-
fang. Alle zwolf Monate beginnt ein neues Jahr.

Es ist klar, dal3 bei einer solchen Festlegung dimde der Monate
sowohl innerhalb eines Jahres als auch von Jahr zu Jahrskhaal3er-
dem sind die Jahre nicht synchron zum Umlauf der Erde um d@&o
Da der Kalender auf der arabischen Halbinsel entstand, negzeiten
keine Rolle spielen und auch die Landwirtschaft das ganbe tlaer
konstante Bedingungen vorfindet, ist letzteres dort keiohil.

Fur Regionen mit ausgeggten Jahreszeiten odahylich wiederkehren-
den Ereignissen ist die Synchronisation des Kalenders enitSonne
wichtiger als die mit dem Mond. Das woldlteste Beispiel eines
reinen Sonnenjahrs bietet degyptische Kalender. Da diérfdie Land-
wirtschaft fundamentalerahprlichen Niliberschwemmungen ungéir
mit der ersten Sichtung des Sterns Sitibgreinstimmten, wurde dieses
Ereignis als Beginn des neuen Jahrs genommen. Dies ist gasamte
siderischelahr mit einer Bnge von 365,256 Tagen. Obwoh! digypter
wul3ten, dal3 diesednge ungefhr 365}1 Tage betagt, legten Sie doch
fest, dal jedes Jahr genau 365 Tage haben sollte, vertéiwalf
Monate zu jeweils dreil3ig Tagen sowiaf Zusatztage.

Ein Jahr, das wirklich synchron zu den Jahreszeiten idtesalerdings
nicht anhand des Fixsternhimmels definiert werden, sondehand
jahreszeitlicher Plmomene wie beispielsweise der Tag- und Nachtglei-
che oder dem Durchgang der Sonne durch démlikrgspunkt. Das ist
(im Mittel) das sogenannteopischelahr mit einer Bnge von 356,2422
Tagen. Der Unterschied zum siderischen Jahr ist zwar gexbey — wie

wir gleich sehen werden — trotzdem relevant.

Viel bedeutender als dieser Unterschied war abeachst einmal die
Tatsache, daf3 ein Jahr mit exakt 365 Tageiiniah im Laufe der Jahr-
hunderte zu einem Verlust der Synchronisation des Kalsnuérden
Jahreszeiteruhrt. Aus diesem Grund beauftragteiGs JuLius CAESAR
(100—44) den alexandrinischen Astronomes&ENEIMIt einer Kalen-
derreform, die die damit verbundene Verschiebung des ahfang (die
sich in nur 120 Jahren auf einen Monat summiert) kompensmsolte.
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Das Ergebnis, delulianischer Kalendervurde offiziell eingefihrt zum

1. Januar des Jahres 789 urbe conditad.h. nach Gindung der Stadt
Rom. In unserer heutigen Zeitrechnung handelt es sich dabedas
Jahr 45 v.Chr. Die Monatsnamen undngen des Julianischen Kalen-
ders sind die heute noch gahbichlichen. Er unterscheidet sich vom
klassischeragyptischen Kalender durch die amliche Regel, dald in
jedem vierten Jahr ein Schalttag einigjeft wird, der 29. Februar.

Dabei blieb es bis ins sechzehnte Jahrhundert. Bis dahie kdas
astronomisch etwas zu lange Julianische Jahr zu einer Afelamg
beispielsweise der Bhjahrssonnenwende um rund elf Tage tdpet.
Um dies zu korrigieren, setzte PapskR&&OR Xl (U GO BONCOM-
PAGNI, 1502-1585, Papst ab 1572) eine Kommission ein, auf Grund
von deren Empfehlungen in den Jahren, die durch hundertratier
durch vierhundert teilbar sind, auf den Schalttag vereicvird. Dieser
Gregorianische Kalendetrat in den katholischendndern am Freitag,
dem 15. Oktober 1582 in Kraft; um die bis dahin akkumuliefehler
des Julianischen Kalenders zu kompensieren, folgte diegsgauf den
noch Julianischen Donnerstag, den 4. Oktober 1582. In katioli-
schen landern galt der Julianische Kalender noahder, wurde aber
schlieRlich (mit den verschiedenstélbergangsregelnjiberall durch
den Gregorianischen ersetzt — zuletzt 1927 in dekéi.

Um die Neuerung des Gregorianischen Kalenders zu versteétach-
ten wir die Kettenbruchentwicklung von 365,2422; sie ist

[365,4,7,1,3,4,1,1,1 2]

und hat die Konvergenten

1 7 8 31 132
365 36521, 365@, 365@, 365@, 365?45,

Der Julianische Kalender verwendet die einfach zu reatisde Kon-
vergente 36%. Unter den folgenden Konvergenten finden wir keine
mit einem Nenner, der sich guiifeine einfache Kalenderregel eignen
wirde. Am ehesten kommt vielleicht noch der Nenner 33 in Frege

er ungeéhr ein Drittel von hundert ist. Arbeitet man mit der Appro-
Ximation 3653%, so sollten unter 33 Jahren acht Schaltjahre sein, also
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24 pro 99 Jahre. Nimmt man stattdessen 24 Schaltjahre proulah
dert, was der Regel entspricht, daf3 durch hundert teilbdabrekeine
Schaltjahre sind, so sorgt der Unterschied zwischen 99 06cddafir,

dafd nach jeweils 400 Jahren eine Vierjahresperiode fehtthAliese hat
Anspruch auf ein Schaltjahr, daher die Gregorianische RegB durch
hundert teilbare JahikeeineSchaltjahre sind, es sei denn, die Jahreszahl
sei sogar durch vierhundert teilbar. Innerhalb einer jedenode von
400 Jahren gibt es also 1603 = 97 Schaltjahre; das Gregorianische
Jahr hat somit einednge von 365&) Tagen, eine praktikable Zahl in

der Nahe der Konvergente 3%

Zum Einstieg in die Kalenderrechnung beginnen wir mit denfieah-
sten Problem, den Wochentagen, urzerlegen wir uns, auf welchen
Wochentag deT’-te Tag des\/-ten Monats im Jahy fallt.

Alle Wochen haben exakt sieben Tage und die Jahre haben mesh e
recht klaren Regel 365 oder 366 Tage; es ist daher relatfaainden
Wochentagiiir deni-ten Tag des Jahres zu berechnen, sofern mairiiihn f
irgendeinen anderen Tag dieses Jahres kenntaigthinnerhalb eines
Jahres schlief3lich nur ab vermod 7.

Um auch die AbRAngigkeit vom Jahr noch zu hierksichtigen, ist es am
einfachsten, die Tage nicht vom 1. Januar des jeweils begtn Jahres
aus zu ahlen, sondern ab irgendeinem festen Datum. Historiscirsin
ware hier beispielsweise das Datum der Bhrling des Gregorianischen
Kalenders; da hier aber Jahr, Monat und Tagumme“ Zahlen sind,
wirde dies zu unitig komplizierten mathematischen Formeln mit zu
vielen willkarlich erscheinenden Konstanterhfen.

Fur die Mathematik ist es unerheblich, ob zum fiktiven Anfgngskt
bereits der Gregorianische Kalender in Gebrauch war oabdt;nivir
konnen daher beispielsweise ausgehen von einem 1. Janesifiktiven
Jahres Null. (Die Z2hlung der Jahre ab Christi Geburt wurde im sechsten
Jahrhundertinitiiert von IDNYSIUS EXIGUUS, der allerdings ein falsches
Geburtsjahr 1 berechnete, auf das wir uns heute noch bezidakre
davor interessierten ihn nicht; der erste der auch Jahrer zn\Bezug

auf Christi Geburt datierte, war wohl der angelesische Theologe
und Historiker BEDA VENERABILIS ( 673—735), der — da er keine Null



Kap. 5: Kettenbrlche 154

kannte — das Jahr vor dem Jahr aemashChristus als einsor Christus
bezeichnete.)

Wenn wir dem fiktiven 1. Januar O die Nummer eins geben und der
Einfachheit halber davon ausgehen, dal3 das JahrkdiniSchaltjahr
war, kdnnen wir die Nummer des 31. Dezembers des Jahred fol-
gendermal3en berechnen: Bis dahin sihd 1 Jahre verflossen, von
denen jedes mindestens 365 Tage hatte; damit kommen satnmoalei
365(/ — 1) Tage zusammen. Was noch fehlt sind die Schalttage: Im
Julianischen Kalenderdtte es davon [{ — 1)/4] gegeben, im Gre-
gorianischen sind aber die durch 100, nicht aber durch 4ii¢aten
Jahre keine Schaltjahre, alsa@igsen wir [/ — 1)/100]— [(J — 1)/400]
subtrahieren. Dei~te Tag des Jahreshat somit die Nummer

365(7 — 1) + [(J — 1)/4] — [(J — 1)/100] + [(J — 1)/400] +i .

Um den zugetirigen Wochentag zu finden,resen wir nun nur noch
den Wochentag des Tags Nummer eins bestimmen. Daandn wir
von irgendeinem bekannten Datum ausgehen: Donnerstat)dapril
2014 ist der (31 + 28 + 31 + 10) = 100-te Tag des Jahres 2014|dwat a
die Nummer

365- 2013 +503- 20+ 5+ 100 = 735333.

Diese Zahl ist kongruent vier modulo sieben; somit war Tat @in
Montag. Geben wir den Wochentagen, wie es die DIN- und IS@¥i¢0
vorsehen, von Montag ausgehend die Nummern eins bis sisbéiilt
der Tag mit Nummet also auf den Wochentag mit Nummemod 7,
wobei die Null dem normge&fd mit 7 bezeichneten Sonntag entspricht.

Tatsachlich ratten wir die obige Rechnung etwas vereinfachénrien:
Da 365= 1 mod 7 ist, reicht es, wenn wir

(J—-1)+[(J —1)/4] - [(J — 1)/100] + [(J — 1)/400] +i mod 7
berechnen, im Beispiel also
2013 +503-20+5+100=260E 4 mod 7.

Um den Wochentag zu einem vorgegebene Datum bestimmen zu
konnen, niissen wir immer noch berechnen, der wievielte Tag des Jahres
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derT'-te Tag dedV/-ten Monats ist. Eine sehr einfache Methode besteht
darin, dal3 wir ahlen, wie viele Tage vor dem Ersten des jeweiligen
Monats bereits vergangen sind. Dabdigsen wir nairlich zwischen
Schaltjahren und gemnlichen Jahren unterscheidefir fetztere seien
diest,, Tage, fir erstes,,. Dann haben wir folgende Tabelle:

M = 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
tyy= 031 59 90 120 151 181 212 243 273 304 334
syy= 031 60 91 121 152 182 213 244 274 305 335

Dann fllt derT-te Tag dedV/-ten Monats des Jahisauf den Wochen-
tag mit der Nummer

(J — 1)+ [(J — 1)/4] — [(J — 1)/100] + [(J — 1)/400] +t,, + T

modulo sieben, fallg kein Schaltjahr ist; andernfalls muf, durchs,,
ersetzt werden. Es gagt natirlich, die Zahlert,, oders,, modulo 7
einzusetzen, also

M = 1 2 3 456 7 8 9 10 11 12
tymod7= 0 3 3 6 1 4 6 25 0 3 5
symod7= 1 4 4 0 2 5 0 3 6 1 4 6

Da wohl niemand eine dieser beiden Tabellen auswendigriendehte,
stellt sich die Frage, ob es vielleicht auch eine geschies$®rmel
gibt. Dazu ignorieren wir zuaichst einmal die historisdiberkommenen
Monatshngen und tun so, al®knte ein Mathematiker amigmen Tisch
festlegen, wie er 365 Tage auf ai’Monate verteilt.

Fur ihn ware die am wenigsten irreguke Verteilung der Monat&hgen
wohl die, bei der Tag eines Jahres miv Tagen genau dann iften
Monat liegt, wenn gilt

(k—1N . kN 12
AN < -1 <
7 <z_12 oder k <N_k,

d.h.k ist die kleinste ganze Zahl@Rer oder gleich 1ZN. Fur ein Jahr
mit NV = 365 Tagen wirde dies auf die Monatshgen

30, 30, 31, 30, 31, 30,30, 31, 30, 31, 30, 31
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fuhren, in einem Schaltjahr mi¥' = 366 Hatten alle ungeraden Monate
drei3ig und alle geraden Monate 31 Tage. Ein Februar mit 28 od
29 Tagen kann bei einer derartigen Strategiéimiah nie vorkommen.

Trotzdem &Mt sich auch unser chaotisches Monatssystem fast auf eine
solche Formel bringen: Nehmen wir an, wiatten ein Jahr mit 367
Tagen und zwlf Monaten. Dann liefert uns die obige Vorgehensweise
Monate der [angen

30,31, 30,31, 30,31, 31, 30,31, 30,31, 31,

wir haben also wie im wirklichen Kalender an zwei Stellenenodén-
derfolgende Monate mit 31 Tagen. Im Kalender sind diesAudjust
und Dezember/Januar, hier sind es die Monate 6 und 7 sowiedl121
Wenn wir zyklisch um eine Position verschieben, so dal? dieehe 31
an der ersten Stelle steht, stimmen die beiden Positiaberein, und
abgesehen vom Februar, der hier dreil3ig Tage hat, habernauglie
Folge der Monat&ingen.

(Kurioserweise gab es 1712 in Schweden sogar ein Jahr mita&§an

und einem 30. Februar: 1699 wurde beschlossen, langsam zem G
gorianischen Kalendediberzugehen und dazu als erstes den Schalttag
1700 zu streichen. Danach wurde der Beschlul3 aufgegebdnymn
wieder synchron zum Julianischen Kalender zu werden, gdb/ &2
einen 30. Februar als zweiten Schalttag. 1753 wurde dero@agsche
Kalender dann enddtig und abrupt eingéihrt.)

Die Anzahl der Tage vor dem Ersten degsten Monats vére in unserem
hypothetischen Kalender einfach gleich [36712]; durch die zyklische
Verschiebung wird diese Formel freilich zeéydt Sie kann aber gerettet
werden durch eine Verschiebung irafder: Wie explizites Nachrechnen
zeigt, sind in einem Jahr mit 367 Tagen, in dem der Febru#@bidréage
hat, vor dem Ersten ded -ten Monats gleich [(36¥/ — 362)/12] Tage
vergangen. Somit istif unseren realen Kalender

o [ 3670 —362) furM <2 und
M| [8M362) _ 2 fur M > 3

_ [ [Bem_36) furM <2
Sp = [367M1-362] _ 1 fgr M >3
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Der Wochentag de€g-ten Tags imM -ten Monat des Jahts ist somit
-1 -1 —1 M — 362

J—1)+ J e N J N 36 36
4 100 400 12

modulo sieben mit
0O fallsM <2
5., = {

] +0,,+7T

—1 falls M > 3 und.J Schaltjahr
—2 falls M > 3 und.J kein Schaltjahr

Diese Formel gilt selbstveitdlich nur fir Daten nach dem Gregori-
anischen Kalender; bailteren Daten mul3 man zachst wissen, auf
welchem Kalender und welchem Jahresanfang sie beruhen.

Als beispielsweise der amerikanische Naturwissens@naRhilosoph
und Politiker BENJAMIN FRANKLIN geboren wurde, zeigten die Kalender
in seiner Heimatstadt Boston den 6. Januar 1705. Massathuse zu
der Zeit noch britische Kolonie, und da Grof3britannien deeg@ria-
nischen Kalender erst 1752 diiirte, ist das ein Julianisches Datum.
Gregorianisch ist sein Geburtstag elf Tagatsp, d.h. am 17. Januar.
Allerdings handelt es sich dabei nicht um den 17. Januar ,15@%
dern um den des Jahres 1706: In Grol3britannien begann daslaeu
damals @mlich nicht am ersten Januar, sondern am 2araVIAuf den
31. Dezember 1705 folgte also der 1. Januar 1705 und auf dév&t4
1705 der 25. Mrz 1706. Solche Besonderheiten bei der Interpretation
alter Datumsangaben gibt es viele; hier ist also Vorsichbgn.

Mindestens genauso wichtig wie eine verbesserte Schattgdl war

fur Papst Gregor das Datum des Osterfests; auch darum sdtlteesne
Kommission Kimmern. Damit kam nun ptzlich auch der Mond in den
Kalender, denn 325 beschlol3 das Konzil vonddi¢bei Konstantinopel),
dafl’ Ostern stets am ersten Sonntag nach dem ersten Vollmoodex
nach der Rihlings-Tag-und-Nacht-Gleiche zu feiern sei. (Man beacht
dal} das ersteachim Sinne eines >, das zweite im Sinne eines
definiert ist. Der Grundifr das > lag darin, dal3 so Ostern nur sehr selten
gleichzeitig mit demijdischen Pascha-Fest begangen wird.)

Der erste Vollmond am oder nach detlRlings-Tag-und-Nacht-Gleiche
kann nicht einfach nach einé@hnlichen Regel wie der Monatsanfang
Im islamischen Kalender bestimmt werden, also etwa dannnvilen
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mindestens zwei vertrauengwdige Kardiréle gesehen haben, denn der
Osterliche Festkreis beginnt bereits siebzig Tage vorr@sias Datum
muf3te daher im Voraus berechnet werden. Der Mathematikendior-
matiker DONALD E. KNUTH sagt in Abschnitt 1.3.2, Aufgabe 14 seiner
Art of Computer Programming: There are many indicationd tha sole
important application of arithmetic in Europe during the ddile Ages
was the calculation of the Easter date, and so such algosthra his-
torically significant.So ordnete etwa KRL DER GROSSE(747/8-814)
bei seiner Neuordnung des Bildungssystems mehrfach anndeger
Diozese mindestens ein Geistlicher in der Lage sdisg®, das Oster-
datum zuve#dssig zu berechnen. Schauen wir uns also an, wie Papst
Gregor das Osterdatum berechnen liel3.

Wir brauchen Informationeinber die Wochentagéber die Mondphasen
und dber die Tag-Nacht-Gleiche im #nling. Letztere ist, da der Gre-
gorianische Kalender das tropische Jahr recht genau appesk noch
recht lange konstant am 21.dvk jedes Jahres; bei der bei der Berech-
nung des Osterdatums geht man daher stets von diesem Tag/iaus.
man Wochentage bestimmt, haben wir uns geldukrlegt; bleibt also
noch das Problem mit den Mondphasen.

Die mittlere Zeitspanne zwischen zwei Neumonden, die sigcbé
Umlaufzeit des Mondes, béigt etwa 29,5306 Tage; ein tropisches Jahr
mit seinen 362422 Tagen besteht also aus

3652422 : 295306~ 12,3679
solchen Zykeln. Die Kettenbruchentwicklung dieses Qundéie ist
[12,2,1,2,1,1,4,1,81]
mit Konvergenten

1 3 4 7 32 39
12, 123, 128, 1211, 1219, 1287’ 12106’
Fur einen Kalender, der sowohl mit der Sonne als auch mit demdvVio
synchronisiert ist, &nnte man also Jahre mit 12 und 13 Monaten kom-
binieren, wobei in erster &herung jedes dritte Jahr 13 Monattb.
Tatsachlich war man imiinften vorchristlichen Jahrhundert bereits er-

heblich weiter: Der um 440 v.Chr. lebende Athener Mathekeatind
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Astronomen MTON verwendete die Konvergente mit Nenner 19. Ein
Metonischer Zyklus besteht besteht demnach aus 19 Jarammtdr
zwolf Gemeinjahreraus zvdlf Monaten und siebechaltjahrenaus
13 Monaten. Die Monate hatten teils 29, teils 30 Tage. Denawfar
basierende Kalender wurde in Griechenland bis 46 v.Chweredet.
Die Synchronisation zwischen Sonnen- und Mondzykeln ist feer-
fekt:

19- 3652422 = 693%6018 und 235295306 =693%91,

der Fehler pro Zyklus liegt also bei nur etwa zwei Stundent Se
Einfuhrung des Gregorianischen Kalenders sind etitas 22 Metoni-
sche Zykeln vergangen; der akkumulierte Fehler liegt atschrunter
zwei Tagen.

Der Gregorianische Kalender geht deshalb bei der Bestimgnuas
Osterdatums nicht von astronomischen Beobachtungen andems
von Metonischen Zykeln, allerdings mit einer Korrektur fien akku-
mulierten Fehler. Ebenfalls unligksichtigt bleiben die Irregulaéaten

der realen Mondbewegung; gerechnet wird mit einer Appraxiom
dermittlerenMondbewegung. Auf den ersten Blick seltsam erscheinen
mag auch die Tatsache, dal} bei der Fehlerkorrektur mitialeni-
schenJahresinge von 36%) Tagen gerechnet wird; der Grund lag wohl
vor allem darin, dal3 Papst Gregor bisherige Praktiken maditr als
unbedingt notwendi@ndern wollte.

Die wesentliche Gif3e, mit der die Mondphasenin unseren an der Sonne
orientierten Kalender gebracht werden, ist der sogenaapadt. Mit
diesem Wort bezeichneten die Griechen die Anzahl der Tageanl
Neujahr seit dem letzten Neumond des alten Jahres vergaveyem.
Genall dem Metonischen Zyklus sollte diese Zahl sich alle 19eJahr
wiederholen; in der Kalenderrechnung wird daher die um ems
mehrte Restklasse modulo 19 der Jahreszahl alg@mdene Zahl
bezeichnet. (Die Addition der Eins kommt ddtch daher, dal3 zur Zeit
ihrer Einfuhrung die Null in der euraoschen Mathematik noch nicht
vorkam.)

Wenn jedes Jahr genau 365 Tag#té, lonnten wir einfach mit den
12 x 29,5 = 354 Tagen eines Mondjahrs vergleichen urif®ten dann,
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dalf? sich die Mondphase an einem festen Datum jedes Jahr Uagelf
verschiebt. AldMondphasédezeichnen wir dabei die Anzahl von Tagen,
die seit dem letzten Neumond vergangen sind.

Eine der vielen Vereinfachungen in der Berechnung des @siems
liegt darin, dal?® man innerhalb des aktuellen Metonischedugyim
wesentlichen von dieser Formel ausgeht, die Schalttagegdisriert.

Da die Schalttage Ende Februar eindet werden, wir uns abeiif den
Volimond am oder nach dem 21.avk interessieren, sollten wir nicht
mit dem klassischen Epakt, der Mondphase des 1. Januangiechonst
gabe es schlief3lich algorithmisch unangenehme Falluriteidgngen
fur die Schaltjahre. Aus Effizienzgnden bietet sich an, stattdessen mit
einemverschobeneikpakt zu rechnen, d.h. mit der Mondphase eines
geeigneten Datums, daalmer bei Ostern liegt.

Die Lange eines lunaren Zyklus liegt bei ungef 29,5 Tagen; zum
einfacheren Rechnen sollten wir das zumindéstden einen Zyklus,

in den Osterndllt, auf den ganzzahligen Wert 30 runden. Der erste
Vollmond nach dem 21. Bz ist dann der letzte Vollmond vor dem
19. April, und sein Abstand zum 19. April ist, wenn wir den Mabnd

als Tag mit Mondphase 14 betrachten, gleich dem Abstandetigeh
Neumonds vor dem 5. April zum 5. April, also die Mondphase des
5. Aprils. Somit bietet sich an, als verschobenen Epakt diadphase
des 5. Aprils zu nehmen. G&fd unserer vereinfachenden Annahmen
sollte auch sie sich alle 19 Jahre wiederholen und sollteaimindest
innerhalb eines Metonischen Zyklus von Jahr zu Jahr modulm3elf
verschieben.

Damit brauchen wir nur nochif ein Jahr des Metonischen Zyklus
den tat&chlichen Wert der Mondphase démften Aprils kennen, um
den verschobenen Epakt allgemein berechnentzuné&n. Die vor der
Gregorianischen Reform gehrchliche Formel berechnet ihiirfdas
JahrJ als

E = (14 +11. (J mod 19) mod 30.

Der erste Vollmond am oder nach dem 21ai¥l lag somit Tage vor
dem 19. April, und Ostern war der (echt) darauf folgende SmrSo
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wird Ostern noch heute in fast allen orthodoxen Kirchen tanet; die
einzige Ausnahme ist die finnische.

Der Gregorianische Kalender modifiziert diese Formel dudcéi
zusatzliche Terme: Zuachst belicksichtigt er, dal’ der Metonische Zyk-
lus nicht wirklich exakt ist, insbesondere dann nicht, weran mit dem
Julianischen Jahr arbeitet:

19- 36525 =6939750 und 235295306 = 693%91;

hier betagt die Differenz also 059 Tage pro Zyklus und

100
0,059x — ~ 0,31
9 X 19 )

Tage pro Jahrhundert. Die Gregorianische Osterformelcxppirert

dies durch 825 = 032, addiert allerdings ink-ten Jahrhundert nicht
[8/25], sonderr{ (5 + 8h)/25|. Diese Modifikation soll in erster Linie
dafur sorgen, dal3 Osternaglichst selten mit demidischen Paschafest
zusammerdllt. Fur das Jahrhundert wird dabei die gleiche Konvention
benutzt wie @ir die Feier des Jahrtausendanfangs am 1. Januar 2000: Das
h-te Jahrhundert beginnt mit dem Jahr 106(1), d.h.h = [J/100] + 1.

Da der Gregorianische Kalender bei der Korrektur der Maidmen
Zyklen mit Julianischen Jahren arbeitet, am Ende aber eag@sani-
sches Datum braucht, imsen als achstes die unterschiedlichen An-
zahlen von Schalttagen lmksichtigt werden, d.h. digausfallenden®
Schalttage des Gregorianischen Kalendetssen subtrahiert werden.
Das sind drei Stck pro 400 Jahre, also wird ;34] subtrahiert. Dies
ergabe die neue Formel

E = (14+11- (J mod 19)+{5+8h] _ {%D mod 30.

25 4

Tatsachlich gibt es noch eine weitere Modifikation, die islagorgen
soll, dal3 die 19 Epakte eines Metonischen Zyklus alle vézdein sind
und £ = 0 nicht auftritt: FallsE = 0O ist oder fallsE = 1 ist und

J mod 19> 10, wird E um eins erbbht. Der (berechnete) Vollmond ist
dannFE Tage vor dem 19. April, und Ostern wird weiterhin am darauf
folgenden Sonntag gefeiert.
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Das JahtJ = 2014 liegt imh = 21. Jahrhundert und 20 0 mod 19.
Somit ist

E = (14+11 O+[173] [63

5 ZD mod 30 =5

Der rechnerische Volimond ist daher am 14. April. (Derdatdiche ist
erst am 15. April um 9 Uhr 42.) Der darauf folgende Sonntaglést
20. April 2014, also wird dann Ostern gefeiert.

85: Eine kryptographische Anwendung

Beim RSA-Verfahren whlt man dendffentlichen Exponenter oft
ziemlich klein, z.B.e = 3 odere = 2%° + 1. Dies hat den \orteil,
dal} zumindest die Versdidselung ziemlich schnell geht und man nur
zur Entschilisselung mit einem Exponenten in detdGenordnung des
Moduls arbeiten muf3.

Fur jemanden, der RSA hauptshlich Uir elektronische Unterschriften
verwendet, Wwirde sich anbieten, stattdessen den privaten Exponénten
relativ klein zu wahlen. Dann &nnte er schnell viele Dokumente un-
terschreiben, und falls jeder Engpfger nur eines davon bekomméi|f
dessen bherer Aufwand bei dddberpfifung nicht so sehr ins Gewicht.

Natiirlich kann man nichtl = 3 oderd = 2'® + 1 wahlen: Der private
Exponent muf3 schliel3lich geheim sein und es darf nidglich sein,
ihn durch Probieren zu erraten.

Andererseits geht man heute bei symmetrischen Kryptdwexfedavon
aus, daR ein Verfahren sicher ist, falls ein Gegner mindesté® Mog-
lichkeiten durchprobieren mul3, so dafnhgige Verfahren wie AES mit
einer Schilisselange von 128 Bit auskommen. Verglichen damit er-
scheinen 2048 Bitifr einen privaten Entscii$selungsexponenten recht
hoch.

Trotzdem &3t sich hier nicht wesentlich sparen, denn ein Gegner kann
kurze private Exponenten nicht nur durch Ausprobiereniioesén,
sondern auch wesentlich schneller nach dem Kettenbruatiggus.
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Wir gehen aus von eineniffentlichen RSA-Sclilssel (V,e) sowie
dem zugebrigen privaten Exponenteh Dann gibt es bekanntlich eine
natirliche Zahlk, so daled — kp(N) = 1 ist. Dies lbnnen wir um-
schreiben als

e k 1

o(N)  d dp(N)

Falls d sehr viel kleiner ist also(/N) haben wir hier einen Bruch mit
dem grof3en Nennes(/N) sehr gut angekhert durch einen Bruch mit
dem sehr viel kleineren Nennér Fur hinreichend kleined ist das nur
maoglich, wennk /d eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung von

e/ (V) ist.

Das mag zuachst harmlos erscheinen, denn die Sicherheit von RSA
beruht ja gerade darauf, dal3 niemand aul3er dem Inhaberidatepr
Schlissels! die FaktorisierungV = pg und damit den Wert von

p(N)=@—-Dlg-1)=N-(p+g+1

kennt. Dafir kennt aber jeder den Wert vaN, und wie die obige
Gleichung zeigt, liegt der recht nahe k€iV): Die Primzahlerp undq
sind schlieRlich nur von der @8enordnung/N. Damit solltek /d auch
eine gute Approximationifr e/N liefern.

In der Tat zeigte Kryptologe MHAEL JAMES WIENER 1990 ein Resultat,
wonach insbesondere der folgende Satz gilt:

Satz: Ist N = pq Produkt zweier Primzahlemundg mit p < ¢ < 2gq,
und istd < %‘{/N der private Exponent zuraffentlichen Exponen-
tene < p(IV), so istd Nenner einer Konvergenten der Kettenbruchent-
wicklung vone/N.

Beweis: Wegened = 1 modp(N) gibt es eink € N; so dal}
ed — kp(N) = 1 ist; wegene < (N) ist dabeik < d. Nach dem
Satz von [EGENDREaus§3 reicht es, wenn wir zeigerbknen, dal

e_k_1
N d 2d?
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ist, denn dann isk/d eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung
vone/N.

e k| _|ed—kN
N_E‘_ AN
_ (ed — kgo(N)) +ko(N) — kN
- dN
B 1+k(g0(N)—N)
- dN
_|1+k(Q—p—q)| _k(p+q) —(k+1)
- dN - dN
k@+®_

<

dN

Natirlich ist p < +/N, und wegen der Voraussetzugg< 2p folgt
p+q < 3VN.AuRBerdemist < d < 1 {/N, also

3kvN _ 3k _ VN 1
dN 4N VN VYN
Dies ist genau dann kleiner alg2d?, wennd < 1 /N ist. Nach Vo-

raussetzung ist abdrsogar kleiner al%> VN, womit der Satz bewiesen
ware.

e k

N d

Um d zu berechnen, irssen wir daher nur so lange Konvergemniepy,,
bestimmen, bisidr einen der Nenneg, die Exponentiation mif,,
modulo N invers ist zu der mik. Falsche Kandidaten sollten dabei
praktisch immer bereits beim ersten Versuch erkannt werden

Tatsachlich gibt es Algorithmen, mit denen man sogar privated=xp
nentend < N%289rekonstruieren kann, und manche Fachleute meinen,
daR man vielleicht sogar in vieleriifen mitd < /N mit geeigneten
Algorithmen eine realistische Erfolgschance habénrite; bei diesen
Attacken arbeitet man allerdings nicht mit Ketteintinen, sondern mit
anderen Verfahren zur diophantischen Approximation.
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Private Exponenten éissen somit immer grol3 sein. Falls man von ei-
nem vorgegebenedifentlichen Exponenten ausgeht, ist das ifreali-
stischeN mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeifiktf\or-
sicht ist nur geboten, wenn man mit dem privaten Exponertaates.
Daher verlangen auch die Vorschriften der Bundesnetzagelafd man
immer vomoffentlichen Exponentea ausgehen mulf3, und erst daraus
einen privaten Exponenten berechnet.

86: Die Kettenbruchentwicklung der Eulerschen Zahl

Aufgabe b) des neuntefdbungsblattsdRt eine erstaunliche Regeim
Rigkeit in der Kettenbruchentwicklung ververmuten:

e=[2,1,2,1141161181-].

Diese Entwicklung ist bereits im 18. Kapitel der 1748 ersokenen
Introductio in analysin infinitoriunvon EULER enthalten; HRMITE be-
wies sie 1873 im Rahmen seiner Arbi@tter die Transzendenz vemit
anderen Methoden die zusammangen mit der Approximation der Ex-
ponentialfunktion durch rationale Funktionen. Sein 8eh RADE ent-
wickelte sg@ter eine systematische Theorie solcher Approximationen,
die RDE-Approximanten, die in der Numerik eine groRRe Rolle spie-
len fUr die raherungsweise Berechnung von Standardfunktionen. Durch
Kombination solcher Ideen kamen verschiedene Mathenratikem-

mer einfacheren Beweisen; der hier wiedergegebene BeweidBNRY
CoHN erschien 2006 imimerican Mathematical Monthlgtirekt dahin-

ter folgt eine Arbeit von HOMAS J. GsLER, der den Beweis so verallge-
meinert, dald er auch die Kettenbruchentwicklungen der @iurause
liefert.

Wir kdnnen die obige Kettenbruchentwicklung noch etwas reg8lger
schreiben, indem wir beachten, daf allex € R gilt

1
1+~ =1+(1l+x)=2+z;

1
0+
1+x

der obige Kettenbruch kann also auch geschrieben werden als
[1,0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,...].
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Hier lal3t sich dem-te Koeffizientc, vollig regelnaflig durchn aus-
dricken: Firn = 3k + 1 mitk € Ny ist er Z, ansonsten eins.

Fir die Kettenbruchentwicklung dev/-ten Wurzel aus mussen wir
daran nur weni@ndern: Hier wollen wir sehen, dal3

Car, = Cap2 =1 UNA gy = (2 +1)M -1
ist fur allek € Ny, d.h.
Mie=[1,M—-1113M—-1115M—-1,117M —1,1,...].

Wir gehen aus von diesem Kettenbruch und wollen zeigen, dal3 e
gegen ®/e konvergiert. Nach dem Satz am Ende \thlassen sich
der Zahlerp,, und der Nenneg,, dern-ten Konvergente eines Ketten-
bruchs E,, ¢4, ¢, . . .] rekursiv berechnen nach den Formeln

Po=Coqo=1,p1 =cocr +1,q4 = ¢y,
Py = Pn_2 + ChPn—1 und d, = d,_2 + Chdn—_1 furn 2 2.

Speziell fir die hier betrachtete Kettenbruchentwicklung haben lso a
die Anfangsterme, = ¢; = p; = 1 undg; = M — 1, was insbesondere
bedeutet, dal} die erste Konvergente im Falle= 1, bei der Ketten-
bruchentwicklung vore also, nicht definiert ist. Weiter geht es nach
obiger Rekursionsformel; da die vonn mod 3 abkngen, bekommen
wir je nach Restklasse vondrei verschiedene Formeln:

D3t = P3r—2 T D31 Q3 = qap—2 1 d3p_1
Papr1 = Pap—1 + ((2k +1) — 1) Mpgy,  qape1 = gap—1 + ((2k + 1)M — 1)qg,
D3k+2 = P31 P31 Q3k+2 = Q3 1 Q3541

Wir missen zeigen, dal3 die Folge der Quotienigpyg,, gegen /e
konvergiert.

Der Trick dazu Engt mit RDE-Approximanten zusammen; ichaohte
darauf nicht eingehen, sondern ohne Beglung einfach die drei Inte-
grale

1 1

k k k+1 k

T a1,

A= [ e e By [ e da
0 0
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1
k k+1
-1
und C’k=/x (z—1) /M dy

0
betrachten.

Satz: Fur allek € Ny gilt:
Par — Qe Ve = —Ay
Par+1 — Qare1’Ve = By,
Pag+2 — Qape2’Ve = Cy,
Da in allen drei Integranden deidBler kleiner als eins und die Expo-

nentialfunktion ldchstens™/e ist, wahrend der Nennerif £ — oo
gegenco geht, ist

Iim A, = lim B, = Ilim =0;

k—oo k k—oo k k—oo Ck

daher folgt aus diesem Satz sofort

Korollar: lim £n = »/z d.h.
n—oo q’l’b
Mle=[1,M —1,1,1,3M —1,1,1,5M — 1,1,1,7M — 1,1,...].
Insbesondereist=[1,0,1,1,2,1,1,4,1,...]1=1[2,1,2,1,1,4,1,...].

Der obige Satz wird durch Induktion bewiesefirk = 0 ist
1

1
Ao=/M6I/M da = /M

0

1

= Ne-1

0

1
=(1-M)Ne+M
0

1
B, :/%ex/Mda: = (z — M)e*'™M
0
1

1
=—MNYe+M+1
0

-1
CO=/:EM "M dy = (x — 1 — M)e™/™M
0
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Nach den eingangs angegebenen Rekursionsforraebli¢p,, undg,
ist

Po=¢=1 p =M, ¢g=M-1 p,=1+M und ¢ =M.
Die drei Formeln aus dem Satz werden alggf= 0 zu den Gleichungen
1- Xe=1- Ye
M—(M—-1e=Q—- M~Ne +M
1+M — M¥e=—-M¥e+M+1,
die offensichtlich alle drei richtig sind.

Fur den Induktionsschritt brauchen wir Beziehungen zwisathen In-
tegralend,, B, undC),. Hier gilt firallek € N

a) Ay, =—By_1—Cy_,
b) B, = —((2k+1)M — 1) A, +C},_,
C) Cp =B — A

Zum Beweisvon a) wenden wir die [EIBNIZ-Regel zur Ableitung eines
Produkts an auf das Produkt der drei Faktar&n(z — 1)* unde®/ .
Fir ein solches Dreierprodukt isiqw)’ = v'vw +wv'w +uwvw’, also ist

d_x,k(x . 1)k€x/M
dz

k(..  a\k
— kxk_l(x o 1)k€x/M + k:rk(x o 1)k—16x/M + L ('CC 1) 6ac/M .

Division durchk! M* macht daraus

d a"@-1" )y

dr  k!MF

k=1(,. vk, @/M k(, 1y—1 k(.  1\k
_Z (x 1) € + X (x 1) ea:/M+ x (x 1) 6x/]w
(k — 1)\ MF (k — 1)\ MF k! MF+1

Integrieren wir beide Seiten von 0 bis 1, so erhalten wir aarfloshken
Seite den Wert null, da die Stammfunktion des Integrandebesaien
Intervallenden verschwindet. Rechts erhalten wir die Sender Inte-
graleC,,_,, B,_, und A, ; somitistA, + B,_, + C,,_; = 0, wasa)
beweist.
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Der Beweis vorb) gehtahnlich: Wir berechnen za@chst die Ableitung
vonz*(x — 1)¥*1e*/M und dividieren wieder durch! M*; wir erhalten

d_xk(x - 1)k+1 /M

dv  k'MF
— xk_l(x - 1)k+16x/M (k + 1)xk(x - 1)k ea:/M xk(x - 1)k+1 x/M
(k — 1) MF k! MF k! ME+1
_ EMaxP oz — 1+ M(k + L)2"(x — 1)F + 2% (2 — 1)F* x/M
- L\ fk+L €
" Ho — 1 (kM (z — 1) + (e + DM + 2(z — 1)) M
- ANV €
e 1) (((Zk LM — 1)z — kM + xz) o
- AR+ €
k k k—1 k
= ((@h+ DM = 1) = e - (k — 1)IMF /
$k+1($ - 1)k: /M
k!Mk:+1

Wenn wir die linke Seite dieser Gleichung von 0 bis 1 integme
erhalten wir wieder den Wert null, bei der rechten erhalten w

(k+1)M —1)A,_, — B, +C)_; .
Auflosen nachB,, zeigt die Behauptuni)

Zum Beweis vonc) schlief3lich gehen wir aus von der Gleichung
(z — 1) = z(z — 1) — (x — 1) und multiplizieren diese mit
zF (e — 1)1 o/M
LIARHL ©
Integration von 0 bis 1ifhrt auf die Gleichung@’, = B, — A,..

Damit sind alle drei Relationen bewiesen, und winken mit dem
Induktionsschritt zum Beweis unseres zentralen SatzesmeEy Sei
alsok > 1; wir nehmen an, dali3 die drei Gleichungén# — 1 gelten.

Als erstes wollen wir zeigen, dal3
Par — e Ve = — Ay
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Ist. Nach den RekursionsformelinfZahler und Nenner der Konvergen-
ten ist

P3k = Pak—2 tPak—1 UNd G = qa_o + Gap_1;
also ist
P3x — q3 Ve = (Pap—2 — dap—2Ve) + (Pap—1 — dap—1Ve)
=Bj_1+C,_1= -4,
nach Induktionsannahme und der Beziehdng= —B;,_; — C_;.

Genauso &nnen wir auch bei den anderen beiden Gleichungen vorge-
hen:
Page1 — Qare1VeE = (pSk:—l - qSk—l%)
+ ((2k + )M — 1) (ps), — g3, Ve)
=Cy_1— ((2k+1)M — 1) A, = B,
und
Dar2 — Qa2 Ve = (P, — a3 V/e) + (Papr1 — GareaVe)
=—A, + B, =C;
Somit gelten alle drei Beziehungen audh#, also fir allek € N;. Dies

beweist den Satz sowie die Kettenbruchentwicklungere fund seine
Wurzeln.

|
Wer sich genauer daf interessiert, wie man auf die hier einfach
hingeschriebenen Integralg, , B, und C, kommt, sollte die verwen-
deten Originalarbeiten (und eventuell auch die dort zdidnteratur)
konsultieren:

HENRY COHN: A Short Proof of the Simple Continued Fraction Expan-
sion ofe, American Mathematical Monthli/13(2006), 56—62

und

THoMAS J. GsLER A Proof of the Continued Fraction Expansion
of e’ | American Mathematical Monthli/13(2006), 62—66
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