Kapitel 3
Primzahlen

Wie wir aus dem ersten Kapitel wissen, sind Primzahlen dignG+
bausteine iir die multiplikative Struktur der ganzen Zahlen, und aus
Kapitel zwei wissen wir, dal3 sie auch wichtige Anwendungeflea-
halb der Zahlentheorie haben. Es lohnt sich also auf jediérsieeetwas
genauer zu untersuchen.

81: Die Verteilung der Primzahlen

Als erstes stellt sich die Frage, wie viele Primzahlen et Bile Antwort
finden wir schonin BKLID s Elementen; der dort gegebene Bewéidte
immer noch der einfachste sein: Es gibt unendlich viele Painten,
denn gbe es nur endlich viele Primzahlepn ..., p,,, so kbnnten wir
deren ProdukP bilden und die Primzerlegung van+ 1 betrachten. Da
P durch allep, teilbar ist, istP + 1 durch keirp, teilbar, im Widerspruch
zur Existenz der Primfaktorzerlegung. Somit muf3 es nockenesialso
unendlich viele Primzahlen geben.

Um nicht ganz auf dem Stand von vor rund zweieinhalb Jahetaus
den stehen zu bleiben, wollen wir uns noch einen zweitenEauEr
zuruckgehenden Beweis ansehen.

Dazu betrachten wirlir eine reelle Zah$ > 1 die unendliche Reihe
1
¢(s) = Z o
n=1

Als erstes riissen wir unsiberlegen, dald diese Reihe konvergiert. Da
alle Summanden positiv sind,imsen wir dair nur zeigen, dal’ es eine
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gemeinsame obere Schrankie &lle Teilsummen gibt. Da die Funktion
x — 1/2° firz > 0 monoton fallend ist, haben witifn — 1 <z <n
die Absctatzung ¥n° < 1/x%, d.h.

N N N
Zi:1+ i§1+ dx
ns ns xs
n=1 n=2 1
r 1 S
<1l+ | —=1 =
xS s—1 s-—-1

Somit ist{(s) fur alles > 1 wohldefiniert.

Einen Zusammenhang mit Primzahlen liefert der folgende

. 1
Satz: a) Fiirs > List((s) = [ =
p prim pe

N1 1

b) Fur alle N [ — < .

) € Nund alle reellers > 0ist » — < 11 T
n=1 p<N p?
p prim

Beweis:Wir beginnen mitb). Fir N = 1 steht hier die triviale Formel
1 <1;seialsaN > 2, und seiem, ..., p, die amtlichen Primzahlen
kleiner oder gleichV. Nach der Summenformelif die geometrische

Reihe ist
1 =1
— 1 =D

B — pk;
p;  £=0
und das Produkt der rechtsstehenden Reilik = 1 bisr ist wegen
der Eindeutigkeit der Primzerlegung die Suminher alle jene 1n®, fur

die n keinen Primteiler gifer N hat. Darunter sind insbesondere alle
n < N, womitb) bewiesen \are.

Die Differenz zwischen((s) und dem Produkt auf der rechten Seite
von b) ist gleich der Summaéber alle ¥»?, fir dien mindestens einen
Primteiler goRerN haben. Diese Summe ist Gaich hochstens gleich
der Summe aller in® mit n > N, und die geht wegen der Konvergenz

von ((s) gegen nulléir N — oo. Damit ist aucha) bewiesen. .



67 Zahlentheorie

Auch daraus folgt, dafl3 es unendlich viele Primzahlen gildtbé&es
namlich nur endlich viele, so éhde auf der rechten Seite v flr
jedes hinreichend grof3€ das Produkiiber diesamtlichenPrimzahlen.
Da es nur endlich viele Faktoren hatamg es auchifr s = 1 endlich,
und damit ntil3te

s

n=1 n

kleiner oder gleich dieser Zahl sein, im Widerspruch zurdbipenz der
harmonischen Reihe.

Verglichen mit dem Beweis ausUELIDS Elementen ist BLERS Me-
thode erheblich komplizierter. Um trotzdem ihre Existegrathtigung
zu haben, sollte sie uns daher auch mehr Informationemntielie wel-
chem Mal3e sie dies tatshlich leistet, geht wahrscheinlich sogar noch
deutlichiber alles hinaus, wasUeeR seinerzeit thumen konnte.

Zunachst einmal &nnen wir Teilb) fur s = 1 zu einer quantitati-
ven Absclatzung beiglich der Anzahlr (V) der Primzahlen kleiner
oder gleichV umformulieren: Wie oben im Konvergenzbewsis {(s)
kdnnen wir aus der Monotonie der Funktion— 1/x folgern, dald @ér
alle N € N qilt

N+1d N 1 Nd
Iog(N+1):/—x<Z—<1+/—x:1+logN.
i n=ln / X
1

Zur Absctatzung der linken Seite beachten wir einfach, dal? der Faxktor
1/(1— 1/p) fur p = 2 gleich zwei ist, ansonsten aber kleiner. Somit ist

N
1 1
Iog(N+1)<Zﬁ <11 1 < 27V
n=1

A
und damit l0glog(V + 1)
oglog(Vv +
> )
(N) = log 2

Wie wir bald sehen werden, ist das allerdings eine sehr scisvAb-
schatzung.
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EULERs Methode erlaubt uns auch, die Dichte der Primzahlen zu ver-
gleichen mit der Dichte beispielsweise der QuadratzaMéawir oben
gesehen haben, konvergiée(t) fur alles > 1, insbesondere also kon-
vergiert die Summe(2) der inversen QuadratzahlenullER konnte

mit seiner Methode zeigen, dal3 die Summe der inversen Frleza
divergiert, so dal3 die Primzahlen zumindest in diesem Sinne dichter
liegen als die Quadratzahlen und alle anderen Potenzerreritgm)
Exponenterx > 1.

Zum Beweis fehlt uns nur noch eine Analysi€Jbungsaufgabe: Wir
wollen unsiiberlegen, dafdf alle 0< = < % gilt (1 —x) >4 *. An
den Intervallenden stimmen beide Funktiorigrerein, und 1- z ist
eine lineare Funktion. Es reicht daher, wenn wir zeigen, 4ial3eine
konvexe Funktion ist, daf3 also ihre zweite Ableiturggrall im Intervall
positiv ist. Das ist aber klar, denn die ist einfach 10§(4~*. Fir jede
Primzahlp ist daher

1—524—1/19 und 1—11g41/19.

P p

Zusammen mit der vorigen Absatzung folgt

|og(N+1)< H 1—11 S H41/p:425’

p<N p p<N
p prim p prim

wobei die Summe im Exponentérber alle Primzahlep < N geht.
Da log(V + 1) fur N — oo gegen unendlich geht, muf3 somit auch die
Summe der inversen Primzahlen divergieren.

Mit diesen Bemerkungerahgt allerdings die Ntzlichkeit der Funktion
((s) fur das Versindnis der Funktion(/V) gerade erst an: Ein Jahrhun-
dert nach BHILER erkannte REMANN, dal3 die Funktiorq(s) ihre wahre
Nutzlichkeit fur das Studium von (V) erst zeigt, wenn man sie audlrf
komplexe Argumente betrachtet. Jeder, der sich ein bil3chen mit Funk-
tionen einer komplexer Vanderlichen auskennt, kann leicht zeigen, daf3
((s) auch fir komplexe Zahlen mit Realteil gRer ein konvergiert: Der
Imaginarteil des Exponentenihrt schliel3lich nur zu einem Faktor vom
Betrag eins.
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RIEMANNS wesentliche Erkenntnis war, dald si¢{s) fortsetzen &f3t
zu einer analytischen Funktion auf der gesamten Menge aeplexen
Zahlen mit Ausnahme der Eins (wo did~unktion wegen der Divergenz
der harmonischen Reihe keinen endlichen Wert haben kann).

GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826-1866)
war Sohn eines lutherischen Pastors und schrieb sich
1946 auf Anraten seines Vaters an der Univatsit
Gottingen fir das Studium der Theologie ein. Schon
bald wechselte an die Philosophische Faiulim dort
unter anderem bei &¥ss Mathematikvorlesungen zu
horen. Nach Promotion 1851 und Habilitation 1854 er-
hielt er dort 1857 einen Lehrstuhl. Trotz seingshien
Todes initiierte er grundlegende auch noch heute funda-
mentale Entwicklungen in der Geometrie, der Zahlen-
theorie undiber abelsche Funktionen. Wie sein Nach-
laR3 zeigte, sitzte er seine 1859 aufgestellte Vermutung
uber die Nullstellen de¢-Funktion auf umfangreiche
Rechnungen.

Fur Leser, die nicht mit dem Konzept der analytischen Fartsey
vertraut sind, mchte ich ausdrcklich darauf hinweisen, dafd dies
selbstversindlich nicht bedeutet, daf3 die definierende Summeder
Funktion fir reelle Zahlen kleiner eins oder komplexe Zahlen mit Re-
alteil kleiner oder gleich eins konvergiert: Analytischertsetzung be-
steht darin, daf} eine differenzierbare Funktion (die im Ktaxen au-
tomatisch beliebig oft differenzierbar ist und um jeden IRun eine
TAYLOR-Reihe entwickelt werden kann) viaYLOR-Reihentuber ihren
eigentlichen Definitionsbereich hinweg ausgedehnt wirdnMann bei-
spielsweise zeigen, dad$—1) = —liz Ist. Setzt mars = —1 in die fur

s > 1 gultige Reihe ein, er@t man die Summe aller rialicher Zahlen,
die selbstversindlich nicht gleich—li2 Ist, sondern divergiert. Entspre-
chend hat/(s) Nullstellen bei allen geraden negativen Zahlen, obwonhl
auch hier die entsprechenden Reihen divergieren. Diedstilig¢n be-
zeichnet man als die sogenanntawmialen Nullstellen der-Funktion,

da sie sich sofort aus einer bei der Konstruktion der arsalggn Fort-
setzung zu beweisenden Funktionalgleichung ablesennlasge die
Primzahlverteilung spielen vor allem dibrigen, die sogenannten nicht-
trivialen Nullstellen, eine grol3e Rolle.
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Wie wir gerade gesehen haben, liegen die Primzahlen zustinde
einem gewissen Sinne dichter als die Quadratzahlen. ZstiEimung
auf das Problem der Primzahlverteilung wollen wir uns kuiiz aer
(deutlich einfacheren) Verteilung der Quadratzahlen legfsigen.

Die Folge der Absinde zwischen zwei aufeinanderfolgenden Quadrat-
zahlen ist einfach die Folge der ungeraden Zahlen, denn

(n+1P? —n?=2n+1.

Zwei aufeinanderfolgende Quadratzahign< Q' haben daher die Dif-

ferenzQ’ — Q =2,/Q + 1.

Bei den Primzahlen ist die Situation leider sehr vielibarsichtlicher:
EULER meinte sogar, die Verteilung der Primzahlen sei ein Gehisimn
das der menschliche Verstand nie erfassen werde. Der kigigBche
Abstand zwischen zwei verschiedenen Primzahlen ist affetish
eins, der Abstand zwischen zwei und drei. Er kommt nur anedies
einen Stelle vor, denn auf3er der Zwei sind schlief3lich allm&hlen
ungerade.

Der Abstand zwei ist schon deutlictalfiger: Zwei ist beispielsweise
der Abstand zwischen drei undrf, aber auch der zwischen den Prim-
zahlen 16°°+ 35737 und 18°+ 35739. Seit langer Zeit wird vermutet,
dal’ es unendlich viele solchBrimzahlzwillingegibt; experimentelle
Untersuchungen deuten sogar darauf hin, daf3 ihre Didh#&ahlen der
GroRenordnung: bei ungedhr 1 : (logn)? liegen sollte, aber bislang
konnte noch niemand auch nur beweisen, dal3 es unendliehgiix!

Eine obere Grenzéif den Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Primzahlen gibt es genauso wenig wie bei den Quadratzakten> 2

und 2< i < n, so ist die Zahl! + 7 durchi teilbar und somit keine
Primzahl. Der Abstand zwischen derogten Primzahl kleiner oder
gleichn! + 1 und ihrem Nachfolger ist somit mindestens

Um einen ersten Eindruck von der Verteilung der Primzahielnekom-
men, betrachten wir den Graphen der Funktion

Ryo — Ny
T .
x — Anzahl der Primzahler z
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Die Abbildungen auf der vorigen Seite zeigen iliin die Intervalle von
null bis 10 furi = 1,...,5. Wie man sieht, werden die Graphen immer
glatter, und bei den beiden letzten Bildéminte man glauben, es handle
sich um den Graphen einer differenzierbaren Funktion; dateh die
Schreibweiser(x) statt — wie bisher «(N).

Auf den ersten Blick sieht diese Funktion fast linear aughtsman
sich allerdings die Zahlenwerte genauer an, so sient mameficdal
m(z) etwas langsamer &chst als eine lineare Funktion; die Funktion
x/ logz ist eine deutlich bessere Approximation. In der Ténken wir
auch mit unseren sehr elementaren Mitteln eine entsprdeh®unssage
beweisen:

Satz: Es gibt Konstanten,, c, > 0, so dal3 gilt:

<7(z) < e

C .
Ylogx logx

Beweis:Wir betrachten die neue Funktion

(x) =" logp,

p<zx

wobei ein Summationsindexhier wie stets in diesem Beweis bedeuten
soll, daf’ wiriiber allePrimzahlenmit der jeweils angegebenen Eigen-
schaft summieren.

Dann ist einerseits

(@ )‘Z Iogp Z logp _ 9(z) |

andererseits ist

(@)=Y logp> Y logp > log(vz)(() - 7 (Vz))

p<x Ve<p<z

= L loge) (v(@) - (v))

209(x)
logx

und damit auch(z) < 20(x) +7(Vz) <

| + /2. Wenn wir also
zeigen onnen 09
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1. Es gibt Konstanten;, c3 > 0, so dalk;x < ¥(z) < c3z
2. 3" ¢ 'ng = logz + O(1),

p<zx

dann folgt die Behauptung des Satzes.

Zum Beweis der ersten Aussage betrachten wir die Primzaerteg
n! = H peP
p<n

von n!. Unter den nalrlichen Zahlen bis: sind [%] durchyp teilbar,
(2] durchp?, usw.;daher ist

e —Z[ ] und logn! = "e,logp = ZZ[ ]|ng.

k>1 p<n p<n k>1

Die Summanden m# > 1 liefern dabei nur einen kleinen Beitrag:

ZZ{ ]|OQPSZ |ng-zz% —nzp(;)gpl)

p<n k>2 p<n k>2 p<n

nach der Summenformelif die geometrische Reihe:

Z 1 1 i1 1 1
ok~ 2 17 2 _ 0 _ 1)
=P vt 1-5 pr-p pp-1)
Zur weiteren Abschtzung ersetzen wir die Sumriaker alle Primzahlen
kleiner oder gleichn durch die Summaiber alle Zahlen bis: und
beachten, dafdif reellenz > 2 gilt logz < /x, also

log <\/5_ 1

w(x—1) 22 282 :
Z logp < log < i |
“plp—1) T i - 1) T 33/2

Da} i, -+ furalles > 1 konvergiert, konvergiert die rechts stehende
Summe fir n — oo gegen einen endlichen Wert (ungkf 1,612375),
ist alsoO(1), und damit isty, -, p—]k = O(n). Setzen wir dies in die
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Formel fir logn! ein, erhalten wir nach allen bislang bewiesenen Ab-
schatzungen, dal3

logn! =) [g] logp + O(n).

p<n
Dies kbnnen wir vergleichen mit dermf&LINGschen Formel
logn! = nlogn — n+ O(logn),

deren Beweisiir Leser, die ihn noch nicht kennen, im Anhang zu diesem
Paragraphen skizziert ist. Kombinieren wir dies mit deegerbewiese-
nen Formel, ist also

Z [E] logp =nlogn + O(n). (*)
p<n p
Damit ist
Z ({%n] —2 [g]) logp = 2nlog 2n — 2nlogn + O(2n)
p<2n =2nlog2+0(n) = O(n).

Hier ist [27”] — 2[%] stets entweder null oder eins; spezigll die

Primzahlerp mitn < p < 2nist [2] =0 und[%”] = 1. Somit ist
9@2n) —9Im)= Y logp< > ([2—"] _2 H) logp = O(n) .
n<p<2n p<2n p p

Die Formeld(2n) — ¥(n) = O(n) bleibt giltig, wenn wirn durch eine
reelle Zahlx ersetzen; somit ist

> a a > X
10923 (0(3) ~o(5)) =0 (35 ) =00
womit die obere Schrankéif¢(x) bewiesen \are.
Bevor wir uns der unteren Schranke zuwenden, beweisen wichst

die zweite Aussage. Nadich ist 2 = [2] + O(1), also ist nachx()
Zﬁlogpzz [ﬁ] logp+0O [ ) "logp
pSnp p<n p p<n

=nlogn +O(n) + O(é‘(n)) =nlogn+O(n),
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denn wie wir gerade gesehen habenidét) = O(n). Kurzen wir die
obige Formel durch, erhalten wir die geénschte Aussage

Zlogp logn + O(1),

p<n

die natirlich auch dann gilt, wenn wit durch eine reelle Zahl ersetzen:
Der TermO(1) schluckt alle dabei auftretenden atdichen Fehler.

Fir 0 < o < 1 ist daher

S 197 _ jog — logaz + O(1) = Iog— +O(1),

ar<p<z p

wobei der Fehlerterm(1) nicht vona abhangt.

Da Iogé fur « — 0 gegenco geht, ist fir hinreichend kleine Werte
vona undx > ¢/« fur irgendeinc > 2 beispielsweise

3 AT

ar<p<lz p

und fur solche Werte von undc ist dann

logp 1 W )
- - <
10 < E < . E logp o

ar<p<lz p ar<p<lz

Somit ist 1vz < 9(z), womit auch die untere Schranke aus der ersten

Behauptung bewiesenare und damit der gesamte Satz. .

Der bewiesene Satz ist nur ein schwacher Abglanz desserbeaslie
Funktionn(x) bekannt ist. Zum Abschluld des Kapitels seien kurz eini-
ge der wichtigsten bekannten und vermuteten Eigenschafiemn ()
zusammengestellt. Diese knappbersicht folgt im wesentlichen dem
Artikel Primzahlsataus

DaviD WELLS: Prime Numbers — The Most Mysterious Figures in
Math, Wiley, 2005,

einer Zusammenstellung im Lexikonformat von interessaiiéésachen
und auch blofRen Kuriosa aus dem Umkreis der Primzahlen.
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Gausskam 1792, im Alter von 15 Jahren also, durch seine Experienent
zur Vermutung, dafx(x) ungefihr gleich dem sogenanntértegrallo-
garithmusvon z sein sollte:

| fd
m(z) =~ Li(x) = & :
def / logé&

2
Auch LEGENDREversuchter(x) anhand experimenteller Daten anatn
hern. Er stellte dazu eine Liste aller Primzahlen bis 400AA@&mmen,
das sind immerhin 33 860 i&tk, und suchte eine glatte Kurve, die den
Graphen vonr moglichst gut anahert. In seinem 1798 erschienenen
BuchEssai sur la téorie des nombregab er sein Ergebnis an als

X

logz — 1,08366°

w(x) ~

Uber ein halbes Jahrhunder&sger gab es den ersten Beweis einer Aus-
sage: BFNUTIJ L' voviC CEBYSEV (1821-1894), in der Numerik meist
bekannt in der Schreibweise Tschebytscheff, zeigte 1B&lls

jim ")
T—00 :I:'/ logz

existiert, dann mufd er den Wert eins haben.

1852 bewies er dann ein deutlich scferes Resultat: iF hinreichend
grolReWerte vonz ist

x .
log <7(x) <cy- @ mit ¢, ~ 0,92 und ¢, ~ 1,105.

Cq-
1896 schlie3lich zeigten der frabsische Mathematikern@QUES SA-
LOMON HADAMARD (1865-1963) und sein belgischer KollegeARLES
JEAN GUSTAVE NICOLAS BARON DE LA VALL EE POUSSIN (1866-1962)
unablangig voneinander die Aussage, die heutePalmzahlsatz be-
kannt ist:

x
w(z) ~ ogz
Dies bedeutet nun freilich nicht, dal3 damit die Formeln ven$s und
von LEGENDREUberflissig varen: Die Tatsache, dal3 der Quotient zweier
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Funktionen asymptotisch gleich eins ist, erlaubt schied3immer noch
betrachtliche Unterschiede zwischen den beiden Funktionen:dsu
relative Fehler mul3 gegen null gehen.

Offensichtlich ist fir jedesa € R
x/logx . logz —a

a
lim =lm —=1—Ilm — =1,
x|—>oo x/(|ng —a) x|—>oo logx x|—>oo logx
und es ist auch nicht schwer zu zeigen, dal}
jim /1097 _
z—oo Li(x)

Ist. Nach dem Primzahlsatz ist daher aughjédesas € R

() ~ und w(x) ~ Li(x).

logzxr — a
Wie DE LA VALL EE POUSSIN zeigte, liefert der Wert, = 1 unter allen
reellen Zahlem die beste Approximation an(x), aber Li) liefert eine
noch bessere ApproximationiiFkleine Werte von: sieht man das auch
in der folgenden Tabelle, in der alle reellen Zahlen zchsten ganzen
Zahl gerundet sind. Wie kaum anders zu erwarten, liefedHNDRES
Formel Uir 10* und 10 die besten Werte:

n m(n) ogn logn—1 logn_108366 Li(n)
10° 168 145 169 172 178
10° 1229 1086 1218 1231 1246
10° 9592 8686 9512 9588 9630
10° 78489 72382 78030 78534 78628

10 664 579 620420 661459 665138 664 918
16® 5761455 5428681 5740304 5769341 5762209
10° 50847478 48254942 50701542 50917519 50849235

Wenn wir genaue Aussagéiers(x) machen wollen, sollten wir also
etwasliber die Differenz Lif) — w(x) wissen. Hier kommen wir in das
Reich der offenen Fragen, und nach derzeitigem Harhis langt alles
ab von der oben er@hnten REMANNSchen Zetafunktion. Nach einer
berihmten Vermutung von IRMANN haben alle nichttrivialen Null-
stellen von((s) den Realteil ein halb. Falls dies stimmt, ist

7(z) = Li(z) + O(y/z logz) .
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Die REMANNSche Vermutung ist eines der wichtigsten ubgétn Pro-
bleme der heutigen Mathematik; sie war 1900 eines dese&TSschen
Probleme und ist auch eines der siebilbennium problems{ur deren
Losung das Cay Mathematics Institute in Cambridge, Mass. 2000 einen
Preis von jeweils einer Million Dollar ausgesetzt hatr Einzelheiten
siehehttp://www.claymath.org/millennium/ .

Anhang: Die Eulersche Summenformel und die Stirlingsche Faonel

Die EULERsche Summenformel erlaubt es, eine endliche Summe auf ein
Integral zutickzuftihren und dadurch in vielendaken erst rechnerisch
handhabbar zu machen. Wir betrachten eine reellwertideréifzier-
bare Funktionf, deren Definitionsbereich das Intervall 1] enthalt.

Fur eine reelle Zaht bezeichnen wir weiterhin mit{ die grol3te ganze

Zahl kleiner oder gleichk:; auRerdemifhren wir noch die Bezeichnung

{z} =T [x] ein fUr den gebrochenen Anteil van Fir eine ganze
e

Zahlk ist somit{z} = x — k fur allex aus dem Intervallf, & + 1).

Partielle Integrationiihrt auf die Gleichung

k+1 k+1

/ ({2} - D) f@)de = (z— k- —)f(x) / F(a) da
k+1

k
00y,
k

Addition aller solcher Gleichungen van= 1 bisk = n — 1 liefert

n

[} = 3 F@do= f(1)+§jf(k)+f” [ s@yae.
1

1

womit man die Summe defi(k) berechnen kann:

Satz (EULERsche Summenformel): (FF eine differenzierbare Funk-
tion f: D — R, deren Definitionsbereich das Intervall 1] umfaft,
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ist

Zf(k) /f()d SO0 / 1) /() da

Fur die Absclatzung vonn! interessiert uns speziell der Fall, dal3
f(x) = logz der natirliche Logarithmus ist; hier wird die EERsChe
Summenformel zu

n n _l
|Ogn'=/|0gxdx+ an . ) 2 dx
x
1 1
=z(logz —1)| + o9n {z} 2 dx
1 2 x

Fiel 1
—n(logn—l)+1+lgn /{x—zda:
2 x
1

In dieser Formel §trt noch das rechte Integral; diesémken wir wie
folgt absclatzen: Fir eine nairliche Zahlk ist

1
2 2
_ x x a — 212
= PP S B dx = T2 de.
2 2 J (k+3) —a

0

Im Intervall von O bis% ist der Integrand monoton fallend, d.h.

— 222 —3 _ -2 1
(k+%) _q2 (;H%) _% 2k +1y¢ -1 2k
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und damit ist
1
k+1 2
1 2
— 3 -2 1
x (k + l) . 4k
k 0 2

denn wir Kbnnen das Integral absatzen durch das Produkt aus der
Lange des Integrationsintervalls und dem Minimum des |atadgn.
Summation vork = 1 bisn — 1 schlie3lich gibt die Abscitzung

[z} -1 g 131
0> [F >3 >33
1

k=1 k=1

fur das sbrende Integral aus der obigen Formel. Da die Summe rechts
konvergiert, konvergiert auch das Integréar fn — oo gegen einen
Grenzwertl. Somit ist

logn! = n(logn — 1)+|0% +71+1+0(1),

also folgt insbesondere die Absitiaung
logn! = nlogn + O(n),

die wir im Beweis des Satzébern(n) verwendet haben.

82: Das Sieb des Eratosthenes

Das klassische Verfahren zur Bestimmung aller Primzahtearbalb
einer bestimmten Schranke geht zck auf ERATOSTHENESImM dritten
vorchristlichen Jahrhundert. Es funktioniert folgendafan:

Um alle Primzahlen kleiner oder gleich einer Zahku finden, schreibe
man zurdchst die Zahlen von eins hi$ in eine Reihe.

Eins ist nach Definition keine Primzahl érfgriechische Mathematiker
wie EUKLID war die Eins nicht einmal eine Zahl. Also streichen wir die
Eins durch. Die Zwei ist prim, aber ihre echten Vielfacherdsiatirlich
keine Primzahlen, werden also durchgestrichen. Dazssen wir nicht
von jeder Zahl nachgifen, ob sie durch zwei teilbar ist, sondern wir
streichen einfach nach der Zwei jede zweite Zahl aus dee distch.
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Die erste nichtdurchgestrichene Zahl der Liste ist dannDdiE. Sie
mufd eine Primzahl sein, dentatke sie einen von eins verschiedenen
kleineren Teiler, Bnnte das nur die Zwei sein, und alle Vielfachen von
zwei (aul3er der Zwei selbst) sind bereits durchgestrichen.

Auch die echten Vielfachen der Drei sind keine Primzahlesrden also
durchgestrichen. Auch dazu streichen wir wieder einfadé gitte Zahl
aus der Liste durch, unalhgig davon, ob sie bereits durchgestrichen ist
oder nicht. (Alle durch sechs teilbaren Zahlen sind offelm$ich schon
durchgestrichen.)

Genauso geht es weiter mit dairf usw.;nach jedem Durchgang durch
die Liste muf3 offenbar die erste noch nicht durchgestrietahl eine
Primzahl sein, denn alle Vielfache von kleineren Primzakilad bereits
durchgestrichen, und wenn eine Zablerhaupt einen echten Teiler hat,
dann ist sie nairlich auch durch eine echt kleinere Primzahl teilbar.

Wie lange niissen wir dieses Verfahren durdhfen? Wenn eine Zahil
Produkt zweier echt kleinerer Faktoreno ist, konnenu undv nicht
beide gbRer sein als/z: Sonst véare schliel3lichc = uv grofRer alse.

Alsoisteiner der beiden Teiler, v kleiner oder gleich/x, so daf& min-

destens einen Teiler hat, dessen Quadrat kleiner odehglest. Damit
Ist eine zusammengesetzte Zahtlurch mindestens eine Primzahl
teilbar mitp? < .

ERATOSTHENES (EpatooBévec) wurde 276 v.Chr. in
Cyrene im heutigen Libyen geboren, wo er @ahst von
ScHilern des Stoikerseio ausgebildet wurde. Danach
studierte er noch einige Jahre in Athen, bis ihn 245
der Pharao PoLEMAIOS Il als Tutor seines Sohns nach
Alexandrien holte. 240 wurde er dort Bibliothekar der
bertihmten Bibliothek im Museion.

Heute ist er aul3er durch sein Sieb vor allem durch
seine Bestimmung des Erdumfangs bekannt. Er berech-
nete aber auch die Alistde der Erde von Sonne und
Mond und entwickelte einen Kalender, der Schalt-
jahre enthielt. 194 starb er in Alexandrien, nach eini-
genUberlieferungen, indem er sich, nachdem er blind
geworden war, zu Tode hungerte.

Fur das Sieb desHATOSTHENES angewandt auf die Zahlen von eins
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bis N heil3t das, dal3 wir aufinen kbdnnen, sobald die erste nicht-
durchgestrichene Zahl ein Quadrap? > N hat; dann Bnnen wir
sicher sein, dal} jede zusammengesetzte Zakl N bereits einen
kleineren Primteiler alg hat und somit bereits durchgestrichen ist. Die
noch nicht durchgestrichenen Zahlen in der Liste sind atsoZ&hlen.

Damitlassen sich leicht von Hand alle Primzahlen bis hurfoheten, mit
etwas Fleil3 auch die bis Tausend, aber sicher nicht die Intstelégen.

Trotzdem kann uns®ATOSTHENEShelfen, zumindest zu zeigen, dal3 ge-
wissen Zahlen nicht prim sind: Wenn wir Primzahlen in einetedvall
[a, b] suchen, d.h. also Primzahlemit

a<p<b,

so kbnnen wir RATOSTHENESauf dieses Intervall fast genauso anwen-
den wie gerade eben auf das Intervall ]]:

Wir gehen aus von einer Listg, .. ., p,. der ersten Primzahlen; dabei
wahlen wirr so, dal? die Chancen auf nicht dugghteilbare Zahlen im
Intervall [a, b] noch einigermalRen realistisch sind, d.h. wir gehen bis zu
einer Primzahyp,., die ungeéhr in der Gél3enordnung der Intervalhge

b — a liegt.

Nun kdnnen wir mit jeder der Primzahlgn sieben wie im klassischen
Fall; wir miissen nur wissen, wo wir anfangen sollen.

Dazu berechnen wilf jedesp, den Divisionsrest, = a modp,. Dann
ist a — r; durchp, teilbar, liegt allerdings nicht im Intervalkf b]. Die

erste Zahl, die wir streicheniimssen, ist alsa — r, + p,, und von da
an streichen wir einfach, ohne noch einmal dividieren Zissen, wie
gehabt jede,-te Zahl durch.

Was nachr Durchgangen nochibrig bleibt, sind genau die Zahlen
aus p, b, die durch keine der Primzahler) teilbar sind. Sie &nnen
zwar noch gbl3ere Primteiler haben, aber wichtig ist, dal’3 wir mit mini-
malem Aufwand fir den Grol3teil aller Zahlen aus,[b] gesehen haben,
dalfd sie keine Primzahlen sindifkden Rest brauchen wir andere Ver-
fahren, aber die sind allesamt erheblich aufwendigerRdS&STHENES

so dal} sich diese erste Reduktion auf jeden Fall lohnt.
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8 3: Fermat-Test und Fermat-Zahlen

Nach dem kleinen Satz voreRMAT gilt fiir jede Primzahp und je-
de nicht durchp teilbare Zahla die Formela?~! = 1 modp. Im
Umkehrschlul3 folgt sofort:

Falls fur eine natirliche Zahll < a < p — 1 gilt aPt % 1 modp,
kannp keine Primzahl sein.

Beispiel: Istp = 129 eine Primzahl? Falls ja, ist nach dem kleinen Satz
von FERMAT 21?8 = 1 mod 129. Tatichlich ist aber

2’ =128= —1 mod 129,

also hatdie Zwei inZ,/129)* die Ordnung 14. Da 14 kein Teiler von 128
ist, kann 228 mod 129 nicht eins sein. (Wegen 128 2 mod 14 ist
2128 = 22 = 4 mod 129.) Somit ist 129 keine Primzahl.

Dieses Ergebnisdtten wir nafirlich auch durch Probedivisionen leicht
gefunden: Da 129 die Quersumme 12 hat, ist die Zahl durchellear;
ihre Primzerlegung ist 129 =-33.

Keine Kopfrechenaufgabe ist die Frage,/6f3 = 22 + 1 eine Primzahl
ist. Falls ja, vare nach dem kleinen Satz voBRMAT insbesondere

3f2~1 =1 modF,, also 3 V/2=+1modF,.

Nachrechnen zeigt, dal3 dies nicht der Fall ist, allerdirgsdas
,Nachrechnen® bei dieser 315 653-stelligen Zahlirlath keineUbungs-
aufgabe @ir Taschenrechner: 1988 brauchte eine Cray X-MP dazu
82 Stunden, der damals schnellste Supercomputer Cray-2rinnm
noch zehn; siehe

JEFF YOUNG, DUNCAN A. BUELL: The Twentieth Fermat Number is
CompositeMath. Comp50(1988), 261-263.

Damit war gezeigt, dal, keine Primzahl ist. (Die anscheinend etwas
weltabgewandt lebenden Autoren meinten, dies sei die andigste bis
dahin produzierte 1-Bit-Information.)

Umgekehrt Knnen wir leider nicht folgern, daf$ eine Primzahl ist,
wenn fir eina € Nmit1l < a < p — 1 gilt o~ = 1 modp. So ist
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beispielsweise 8% = 1 mod 323, aber 323 = 1729 ist zusammenge-
setzt. Immerhin gibt es nicht viele < 323 mita®?2 = 1 mod 323: Die
einzigen Moglichkeiten sindz = +£1 unda = +18.

Es kann nicht vorkommen, daBrfeine zusammengesetzte Zahlnd
alle 1< a < naqgilt a™ ! = 1 modn, denn istp ein Primteiler vonn,
so ist fir jedes Vielfache: von p natirlich aucha™ ! durchp teilbar,
kann also nicht kongruent eins modulo des Vielfachewon p sein.
Zumindest @r die a mit ggT(a,n) > 1 kann die Gleichung also nicht
erfullt sein.

Bei grol3en Zahlem mit nur wenigen Primfaktoren ist die Chance, ein
solchesa zu erwischen, recht klein; wenn dies die einzigen Gegen-
beispiele sind, wird uns dereRMAT-Test also fast immer in die Irre
fuhren.

Definition: Eine natirliche Zahln hei3t G\RMICHAEL-Zahl, wenn
sie keine Primzahl ist, aber trotzderar fiede natrliche Zahla mit
g9T(@,n) = 1 gilt: a" 1 =1 modn .

ROBERT DANIEL CARMICHAEL (1879-1967) war ein amerikanischer Mathematiker, der
unter anderem &cheruber die Relatividitstheorieiiber Zahlentheorig¢jber Analysis und
Uber Gruppentheorie v@dfentlichte. Ab 1915 lehrte er an der University of IllirsoiEr

zeigte 1910, dal3 561 die gerade definierte Eigenschaft lthpublizierte auch sier
noch eine Reihe von Arbeitdiber solche Zahlen.

Satz: Eine natirliche Zahln ist genau dann eine ARMICHAEL -Zahl,
wenn sie das Produkt von mindestens drei paarweise vedssiea
ungeraden Primzahlen ist, wobeirfjeden Primfaktorp auchp — 1
Teiler vonn — 1 ist.

Beweis:Sei zurachstn = []p,; ein Produkt paarweise verschiedener
Primzahlen, @ir diep, — 1 Teiler vonn — 1 ist. Nach dem chinesischen
Restesatz ist danrZ(N)* = [[(Z/p;)*. In der GruppeZ/p,)”™ ist
die Ordnung eines jeden Elements ein Teiler ypr- 1 und damit von

n —1; alsoist auch inZ/n)* die Ordnung eines jeden Elements Teiler
vonn — 1. Damit gilt fir jedes zw: teilerfremden € Z die Kongruenz
a" 1 =1 modn, d.h.n ist eine GRMICHAEL-Zahl.
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Umgekehrt sei eine GARMICHAEL -Zahl. Dann ist: ungerade, denriif
gerade Zahlen ist (n — 1)" ! = (—-1)* 1 = —1 modn.

Als nachstes wollen wir ungiberlegen, dafa Produkt verschiedener
Primzahlen sein muf3: Angenommen, in der Primzerlegungrvrit
eine Primzahp mehrfach auf, d.ha = p°q mit einer zup teilerfremden
Zahlq. Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

e—1 A pe_l
ey =X (M)

k=0
und fur allek Z 0O ist

PN T D) 0 k),
k)P T ! P

e Pt pt -2 pt-(k-1) pF

1 2 kE—1 k-

In jedem der Biiche p°~* — ¢) /¢ kommtp in Zahler und Nenner mit der
gleichen Potenz vor, derh< p°~tundp®™! — ¢ = —¢ modp®~t. Im
letzten Brucl'p’“/k stehtp im Zahler offensichtlich mit einerdheren
Potenz als im Nenner; insgesamt ist der Ausdruck also miedss
durch p® teilbar. Somit ist (1 479)7"6_l = 1 modp®; in (Z/p°)* gibt
es daher Elemente, deren Ordnung ein Vielfachespyvat. Da nach
dem chinesischen Restesa¥z/()* =~ (Z/p°)* x (Z/q)™ ist, gibt es
dann auch inZ/n)* ein solches Element. Dan — 1 nicht durchp
teilbar ist, istn kein Vielfaches dieser Ordnung, so da®* modu-
lo n nicht eins sein kann. Damit i3t keine GA\RMICHAEL-Zahl; eine
CARMICHAEL-Zahl mul3 also Produkt verschiedener Primzahlen sein.

Fir jeden Primteilep vonn mul3p — 1 ein Teiler vonn — 1 sein, denn
nach dem chinesischen RestesatzZst)* das Produkt der Gruppen
(Z/p)™, es gibt also inZ/n)* eine primitive Wurzelk, modulop. Da
a"~1 = 1 modn und damit insbesondere moduyldst, mu3n — 1 ein
Vielfaches der Ordnung — 1 vona modulop sein.

Schlief3lich niissen wir uns nocliberlegen, dafs ein Produkt von
mindestens drei Primzahlen ist: Danach Definition keine Primzahl
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Ist, waren = pq sonst das Produkt zweier Primzahlen. Wie wir gerade
gesehen haben,ifite

n—1=pg—1=@p—-1)g+(@-1)=plg—-1)+p—-1)
sowohl durchp — 1 als auch durcly — 1 teilbar sein, also @fdten
p — 1 undg — 1 durcheinander teilbar sein, dgh= ¢, was wir bereits
ausgeschlossen haben. .
Als Beispiel kbonnen wir ein Produkt = (6¢ + 1)(12 + 1)(1& + 1) mit
drei primen Faktoren betrachten, z.B.

1729 =7x13x 19 furt=1 oder 294409 = 3% 73 x 109

firt = 6. Hier istn — 1 = 12963 + 3962 + 36t = 36t - (36t2 + 111 + 1)
offensichtlich durch 6§ 12t und 18 teilbar,n ist also eine GRMICHAEL -
Zahl.

Natirlich muf3 nicht jede @rRMICHAEL-Zahl von dieser Form sein; die
kleinste Q\RMICHAEL-Zahl beispielsweise ist 561 =-31- 17 und hat
keinen einzigen Primfaktor kongruent eins modulo sechs.

Eine gibl3te QRMICHAEL-Zahl gibt es nicht, denn nach

W.R. ALFORD, ANDREW GRANVILLE, CARL POMERANCE There are
infinitely many Carmichael number&nn. Math,140(1994), 703-722

gibt es unendlich viele. Konkret zeigen sie, dal3 die Anzadl d
CARMICHAEL-Zahlen kleiner oder gleickx fur grof3e Zahlen: min-
destens gleich:?/7 ist. Die tat@chliche Anzahl drfte wohl deutlich
grofer sein, ist aber immer noch sehr viel kleiner als die derzzthlen.

Fir grofRe Zahlep wird es zunehmend unwahrscheinlich, daf3 sie auch
nur fur eina den ERMAT-Test bestehen, ohne Primzahl zu sein. Rech-
nungen von

SU HEe KiM, CARL POMERANCE The probability that a Random
Probable Prime is Compositelath. Comp53(1989), 721-741

geben folgende obere Schranke die Wahrscheinlichkeit, daf3 eine
zufallig gewahlte Zahlp der angegebenen &fenordnung derBRMAT-
Test mit einem vorgegebenenbesteht und trotzdem keine Primzahl
Ist:



87 Zahlentheorie

p ~ 10%° 1070 10%0 10% 1010
£<716-102287-10°846-10"° 1,70-10°° 2.77.10°8
p =~ 10 10 10'%° 10" 10°%
£<528-1012108-1071°181-10192,76-107223,85-10"%
p ~ 10°% 10™° 10°%° 10°%° 10"
£<58-102°57.10% 23.10>° 17-10°% 18.10°%
DA 10800 10900 101000 102000 103000

£<54.-107% 10-1071°12.1071%%86 10262381073

(Sie geben nétlich auch eine allgemeine Formel an, jedoch ist diese
zu grausam zum Abtippen.)

Wenn wir RSA-Moduln von 2048 Bit konstruieren wollen, braaa wir
etwa dreihundertstellige Primzahlen; hier liegt die Imswahrschein-
lichkeit bei einem einzigen#RMAT-Test also bei bichstens B - 10-2°,
Wenn das zu hoch ist, kann man mit mehrerealtigfgewahlten Basen
testen und dadurch dir Fehlerwahrscheinlichkeit deuthefringern —
auch wenn es wohl gewagtane, zwei solche Tests als undipigig
anzunehmen.

Die Bundesnetzagentur empfiehlt, bei probabilistischem&ahltests
fur die Erzeugung von RSA-Moduln eine Irrtumswahrscheiiet von
hochsten 21%° ~ 7.89. 10~3! zuzulassen. Da die Wahrscheinlichkeiten
in obiger Tabelle obere Schranken sindnkte das vielleicht schon mit
einem Test erreicht sein; besser sind auf jeden Fall mebdse noch
besser, ein Test, der wirklidbeweiserkann, dald eine Zahl prim ist.

Einige Leute reden bei Zahlen, die eineaRMAT-Test bestanden haben,
von,wahrscheinlichen Primzahlen®. Das istiadich Unsinn: Eine Zahl
Ist entwedesicherprim odersicherzusammengesetzfjf\Wahrschein-
lichkeiten gibt es hier keinen Spielraum. Besser ist denfis gele-
gentlich zu ldrende Ausdruckindustrial grade primes®, alsdndus-
trieprimzahlen®, der ausdcken soll, dal3 wir zwar niclvewiesemaben,
dafld die Zahl wirklich prim ist, dal3 sie abéirf(manche),industrielle
Anwendungen” gut genug ist.

Zumindest grundaszlich ARt sich der ERMAT-Test auch ausbauen zu
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einem echten Primzahltest; die einfachste Art ist die fiotge sehr
schwache Version eines Satzes V@TRLINGTON:

Satz: Ist fUr zwei natirliche Zahlenp, a zwara?~! = 1 modp, aber
fur jeden Primteiler; vonp — 1 gilt «®~1/9 £ 1 modp, so istp eine
Primzahl.

Beweis:Offensichtlich mu3 dann die Ordnung vain (Z/pZ)* gleich
p — 1 sein. Wie wir aus Kapitel 1§8 wissen, hatZ /pZ)* die Ord-
nung (p), und fur jede zusammengesetzte Zahl folgt aus der dort
angegebenen Formel leicht, dafp) < p — 1 ist. Also mul3p prim

sein. -

HENRY CABOURN POCKLINGTON (1870-1952) wurde im englischenn Exeter geboren; er
studierte an dem College, aus 1904 die University of Leedsl&wlDamals wurden Stu-
denten dort auf Examen in London vorbereite3CRLINGTON erhielt 1889 Bachelorgrade
sowohl in Experimentalphysik als auch in Mathematik undedtilanschlieRend verschie-
dene Stipendien des St. John’s College in Cambdridgeachst als Student, dann als
fellow. 1896 erhielt er den Doktorgrad der Univeé&itLondon. Als seine Stipendien 1900
ausliefen, wurde er Physiklehrer an einer Schule in Leedslieb dies auch bis zu seiner
Pensionierung 1926, obwohl er mehrfach Angebote von Usitaen bekam und 1907
sogarfellowderRoyal Societyvurde. Zwischen 1895 und 1940 publizierte er rund vierzig
Arbeiten, zufchst hauptechlich aus dem Gebiet der Physik und Astronomie, ab 1910
aber vor allem aus der Mathematik,

Der Nachteil des gerade bewiesenen Satzes ist, dal3 wirraieier
vonp — 1 kennen rissen; wenn wir Primzahlen mit mehreren hundert
Dezimalstellen suchen, ist das meist keine sehr realsigainahme.
Fur Zahlen spezieller Bauart kann dieser Test jedoch sg@afich sein:
Wenn wir von einer Zahh mit wenigen, uns bekannten Primteilern
ausgehenAlit sich so testen, ob+ 1 eine Primzahl ist.

Die einfachsten Kandidaterifn sind Primzahlpotenzen = p"; flr
eine ungerade Primzaplist allerdingsn + 1 gerade und somit keine
Primzahl. Auf den Falp = 2 werden wir gleich zurckkommen.

Bei kleinen geraden Zahlenmit wenigen Primfaktoren gibt es gele-
gentlich Chancen, da#i¥ + 1 eine Primzahl ist, allerdings kommt auch
das nur selten vor. Ein Beispielane etwa

p=24+1=331777.
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Hier hatp — 1 = 24" nur 2 und 3 als Primteiler, wir irssen also eine
Zahl a finden, so dal3

" =1modp, a?Y2=£1modp und a® Y31 modp

ist. Dazu berechnen wir am besten aahstz = «®~Y/¢ mod p, sodann
y = a? V3 modp = 22 modp und z = «® Y2 modp = z* modp.
Wennp eine Primzahl ist, muf3 offensichtlich= —1 modp sein, und
wenn dies gilt, ist auch®” =Y = 1 modp.

Fur a = 2 erhalten wirz = 92553y = 239223 und: = 1; das beweist
nichts. Rir a = 3 ist sogar bereits = 1, aber @ira = 5 wird x = 92554,
y = 92553 undz = 331776= —1 modp. Dies beweist,dal3p eine
Primzahl ist.

Als nachstes wollen wir ungberlegen, wann = 2" + 1 prim sein kann.
Fur ungerade ist n durch drei teilbar, denn2= (—1)" = —1 mod 3;
fur » > 1 kannn dann also nicht prim sein. Auch wennnur durch
eine ungerade Zahl > 1 teilbar ist, kann 2+ 1 nicht prim sein, denn
istr =uv,s0ist2 =(2)" =(-1)*=-1mod2 +1sodalR2+1
ein nichttrivialer Teiler ist. Die einzigen KandidateirfPrimzahlen sind
daher die Zahlen

F =22 +1,

bei denen der Exponemnteine Zweierpotenz ist. Sie heil3eBHMAT-
Zahlen, weil ERMAT zwischen 1630 und 1640 in mehreren Briefen,
unter anderem anaBCAL und an MERSENNE die Vermutungaul3erte,
diese Zahlen seien allesamt prim.

Fur F, = 3, F; = 5 F, = 17 sieht man das mit bloiem Auge und
mit auch F;; = 257 gibt es keine nennenswerten Schwierigkeitém. F
grofRere Werte vom kdnnen wir den obigen Test anwenden; da 2 der
einzige Primteiler vonF,, — 1 ist, wird er hier einfach einfach zur
folgenden Aussage:

Lemma: F, ist genau dann eine Primzahl, wenn esegibt mit

»=1/2 = _1 modF, .
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Fur F, = 2"+ 1 = 65537 ist £, — 1)/2 = 2'°, wir mussen also
ein a finden, so dak? = —1 mod F, ist. Fir a = 2 bekommen wir
nach 15 Quadrierungen das nutzlose Ergebnis eimg, £ 3 aber die
gewunschte—1. Damit istF, als Primzahl erkannt — was aucBRMAT
wul3te.

Fir F, = 232+ 1 = 4294967 297 iilssen wira> mod Fy, berechnen,
brauchen also schon 31 Quadrierungeémd= 2 erhalten wir wieder die
nutzlose Eins,ir a = 3 aber das Ergebnis 10 324 303, das sich offenbar
auch modulofy deutlich von£1 unterscheidet. Somit isky keine
Primzahl und ERMATS obige Vermutung ist widerlegt. Sie igbrigens

die einzige seiner vielen Vermutungen, die sich als falsahes.

Der erste, der erkannte, ddf3 zusammengesetzt ist, wauEER, den
GOLDBACH in Sankt Petersburg aufERMATS Vermutung aufmerksam
gemacht hatte. NachdemuEERs Beweisversuche erfolglos blieben,
fand er 1732 schlief3lich die Faktorisieruhg= 6416 700 417. Obwohl
EULER viel rechnete, fand er diese Faktorisierungimiath nicht durch
systematisches Ausprobieren aller Primzahlen bis zur badrzel
von Fz: dafur hatte er im schlimmsten Fall immerhin durch 6542 Prim-
zahlen dividieren rassen!

Stattdessen benutzt&/EER den kleinen Satz vonHRMAT, um zurachst
Aussageniber nogliche Teiler von ERMAT-Zahlen zu bekommen. Er
fand

Lemma: Jeder Primteilep von F,, ist kongruent eins moduld™2®.

Beweis:Ist 2" = —1 modF,, so ist erst recht? = —1 modp, also
22" = 1 modp. Die Ordnung der Zwei i ist somit ein Teiler
von 2**1, also eine Zweierpotenz. §ive diese kleiner als’2!, ware sie
ein Teiler von 2, so daR 2 = +1 modp sein niiRte. Somit ist 2**
die genaue Ordnung. Diese mul3 aber nach dem Satza@RANGE ein
Teiler der Gruppenordnung sein, d.R! 2teilt p— 1, was die Behauptung
beweist. .
Somit wul3te BLER, dal jeder Primteiler voh; die Formp = 64k + 1
haben muR; Primzahlen dieser Form gibt es nur 209 unterloall2'y,
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was das Problem schon viel handhabbarer erscheatnDazu kam,
dal er Glick hatte: Schoniir k = 10 bekam er einen Teiler. Nach 193,
257,449 und 577 ist 641 bereits dimfte Primzahl dieser Form!

Tatsachlich aber machte er sich trotzdem zuviel Arbeit, denn dae
franzdsische Mathematiker d®UARD LUCAS (1842-1891) fand, gilt
sogar

Lemma: Furn > 3 ist jeder Primteilep von F,, kongruent eins mo-
dulo 22,

Beweis:Wir gehen genauso vor wieUEER, suchen aber ein Element
von IF;, dessen Ordnung™?? ist. Ein solches Element haben wir ge-

funden, wenn wir ir)’ einz finden mitz? = 2. Wegen der Beziehung
(22 +1)° =22 +1+2 =2 I modF,

haben wir zuachst eine Zahy gefunden mit®> = 2* mod F,, wobei
u = 2"~1+1 eine ungerade Zahl ist. Mit dem erweitertaskEID ischen
Algorithmus kdnnen wir daher ganze Zahlenw finden mituv+2w = 1.
Damit ist auch

2 = 2uv+2w — (Zu)v . (2w)2 — y2v . 22w — (yv . 2w)2

ein Quadrat irf,; .

|
Mit dieser Verschrfung seines Lemmastte sich ©LER auf Primzah-
len der Form 128+ 1 beschiénken kbnnen und htte bereits im zweiten
Anlauf (nach einem vergeblichen Versuch mit 257) seinerntdfade-
funden.

Auch wenn er nie etwas daber publiziert hat, &tte er auch beweisen
konnen und bewies vielleicht auch, dal sein Kofaktoer 6 700417
ebenfalls eine Primzahl ist: Da jeder Primteileron ¢ insbesondere
auchFy teilt, mu3p = 1 mod 128 sein, und wenn es einen echten Teiler
gibt, gibt es auch einen der kleiner ist a)3 ~ 25885. Es gibt nur
zwanzig Zahlen der Form 128+ 1 unterhalb von,/g, und nur finf
davon sind prim: Neben den bereits bekannten Kandidaten2$%41
sind das noch 769, 1153 und 140%9F einfache Divisionen mit Rest
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zeigen, daly durch keine dieser Zahlen teilbar ist; somit haben wir
bewiesen, dal3 aughprim sein mul3.

Die Suche nach#RMAT-Primzahlen sowie nach Faktoren vOERMAT-
Zahlen bescaftigt auch heute noch eine ganze Reihe von Mathemati-
kern; die jewells neuesten Ergebnisse sind zum BeispielautVebsei-

ten vonwww.fermatsearch.org zu finden. Unter anderem ist bewiesen,
dalRF, fur5 < n < 32 sowie viele andere Werte venzusammenge-
setzt ist; oft sind auch zumindest einige Faktoren bek&mmMmATSChe
Primzahlen mitn > 4 wurden bislang keine gefunden, allerdings ist
auch noch nicht bewiesen, dal? es unendlich viekMAT-Zahlen gibt,

die keinePrimzahlen sind.

Der oben angegebene Beweis voudas zeigt tibrigens auch, warum
wir beim Primzahltestidir F, mit der Basis zwei keinen Erfolg hat-
ten: Da 2 moduloF, ein Quadrat istmuf3die Potenz mit Exponent
(F, — 1)/2 gleich eins sein, denn sie ist schlieflich di, ¢ 1)-te
Potenz der Wurzel aus 2. Aus diesem Grund wurde bdiderpfifung
von F,, nicht mita = 2 gearbeitet, obwohl dies rechnerisch sehr viel
effizienter gewesen &e. Wie wir im Kapiteliber quadratische Reste
sehen werden, konnten sich die Autoresr Beginn ihrer Rechnung
leicht davonuiberzeugen, dal® drei modulg, keine Quadratzahl ist;
der Aufwand fir die Entscheidung, ob eine ZahQuadrat moduld,,
ist, erfordert einen Aufwand, der un@éir dem @r die Anwendung des
EukLiDischen Algerithmus auf und £, entspricht, im Falle. = 3 also
nicht viel mehr als die Berechnung vd; mod 3, was man im Kopf

als (—1)>" + 1 = 2 berechnen kann.
Kehren wir zuiick zu Primzahltestdif allgemeine Zahlen, Wenn wir

n — 1 zumindest teilweise faktorisiererwknen, hilft gelegentlich der
folgende Satz:

Satz: Angenommenn = wuwv ist das Produkt zweier teilerfremder
Zahlensu < v, und wir kennen die Primzerlegung= [] ¢;* von v.
Falls es eiru € N gibt, so da%” ! = 1 modn und

ggT(a™ V% —1n)=1  furallei,
ist n eine Primzahl.
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Beweis:Angenommenp sei ein echter Primteiler von, unda erfulle
die angegebenen Bedingungen. Die Ordnung der Restklasse vo
(Z/p)™ seir; sie ist nafirlich ein Teiler vonp — 1.

Daa™ ! = 1 modn und damit erst recht modulo des Teilgrsist r
auch Teiler vomn — 1; daa™ 1% — 1 aber teilerfremd zw ist, ist
a"~ /4 njcht kongruent eins modulg die Ordnungr teilt also keine
der Zahlen ¢ — 1)/¢;. Somit teiltr zwar das volle Produki [ [ ¢;*,
nicht aber das Produkt, in dem auch nur ein Exporergrniedrigt
wurde. Somit ist fir jedes; ein Vielfaches vory;* und damit auch ein
Vielfaches vorw. Dar ein Teiler vonp — 1 ist, folgt insbesondere dal3
v < p sein muf3. Nun ist aber = uv undu < v, d.h.v > y/n. Damit
haben wir gezeugt, dal jeder echte Primteiler n@mol3er als,/n sein
mul3. Da dies unidglich ist, gibt es keine echten Primteiler, drhist

eine Primzabhil. .

84: Der Test von Miller und Rabin

Der Test von MLLER und RABIN ist eine etwas strengere Version des
Tests von ERMAT: Um zu testen, ol eine Primzahl sein kann, schrei-
ben wirp — 1 zurAchst als Produkt”2; einer Zweierpotenz und einer
ungeraden Zahl; sodann berechnenatirnod p. Falls wir das Ergeb-
nis eins erhalten, ist erst reciit~! = 1 modp, und wir khnnen nicht
folgern, dal® zusammengesetzt ist.

Andernfalls quadrieren wir das Ergebnis bisrzmal modulop. Falls
dabei nie eine Eins erscheint, folgt nadkrRMAT, dal3p zusammenge-
setztist. Falls vor der ersten Eins eine veh (bzw.p — 1) verschiedene
Zahl erscheint, folgt das auch, denn indiger,, hat die Eins nur die
beiden Quadratwurzeltl. In allen anderen&len erfahren wir nicht
mehr als bei ERMAT.

Algorithmisch funktioniert der Test also folgendermal3en:

Schritt 0: Wahle ein zudlliges a, schreibep — 1 = 2*u mit einer
ungeraden Zahl und berechné = o modp. Falls dies gleich Eins
ist, endet der Algorithmus und wir konnten nicht zeigen, gafine
zusammengesetzte Zahl ist; sie kann prim sein.
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Schritt 3,1 < i < n: Fallsb = —1 modp, endet der Algorithmus
und wir kdnnen nicht ausschlie3en, darim ist. Fallsb = 1 ist (was
friuhestens im zweiten Schritt der Fall sein kann)y Bisammengesetzt
und der Algorithmus endet. Andernfalls wibcdurchb? modp ersetzt
und es geht weiter mit Schritt+ 1.

Schritt n + 1. Der Algorithmus endet mit dem Ergebnis, daBusam-
mengesetzt ist.

Beispiel:Ist 247 eine Primzahl? Wir &hlena = 77, und da 77" mod
247 = 1ist, lbonnen wir mit ERMAT nicht ausschliel3en, dal’ 247 prim ist.
Da aber 7722 mod 247 = 77 ist, sagt uns der Algorithmus vomnMR
und RaBIN im zweiten Schritt, wenn wir 27= 1 mod 247 betrachten,
dafl} die Zahl zusammengesetzt sein muf3.

Hatten wir allerdings mit. = 87 gearbeitet, &tten wir im nullten Schritt
8723 = 1 mod 247 berechnet unétien 247 = 1319 nicht als zusam-
mengesetzt erkannt.

GARY L. MILLER entwickelte diesen Test 1975 im Rah-
men seiner Dissertation (in Informatik) an der Univer-
sitat von Berkeley. Dabei ging es ihm nicht um einen
probabilistischen Test, sondern um einen Test, der im-
mer die richtige Antwort liefert. Er konnte zeigen, dal3
dies hier beim Test von hinreichend vielen geeigneten
Basen der Fall isvorausgesetztdie bis heute immer
noch offene verallgemeinerteERIANN-Vermutung ist
richtig. Er lehrte spter zumchst einige Jahre an der
University of Waterloo, inzwischen an der Carnegie
Mellon University. Seine sigeren Arbeiten stammen
haupt&chlich aus dem Gebiet der rechnerischen Geo-
metrie.www.cs.cmu.edu/~glmiller

MICHAEL O. RaBIN wurde 1931 in Breslau geboren. Die
Familie wanderte nach Israel aus, wo er an derisbr
chen Universit von Jerusalem Mathematik studierte.
Nach seinem Diplom 1953 ging er nach Princeton, wo
er 1957 promovierte. Seit 1958 lehrt er an der Bedbr
chen Universit, wo er unter anderem auch Dekan der
mathematischen Fakalt und Rektor war. Seit 1983
ist er zugtzlich Inhaber des HOMAS J. WATSON-
Lehrstuhls @r Informatik an der Harvard University.
Seine Forschungeniif die er u.a. 1976 denURING-
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Preis erhielt, bes@itigen sich mit der Komplexitt mathematischer Operationen und der
Sicherheit von Informationssystemen. Seine home page marthist zu finden unter
www.seas.harvard.edu/directory/Rabin .

Anscheinend wurde der Test vonIMER und RaBIN bereits 1974, also
vor MILLERsS Velbffentlichung, von &LFRIDGE verwendet; daher sieht
man gelegentlich auch die korrektere Bezeichniliagt VONMILLER,
RABIN und SELFRIDGE

Der amerikanische MathematikeoHN L. SELFRIDGE
promovierte 1958 an der University of California in Los
Angelos. Bis zu seiner Emeritierung lehrte er an der
Northern lllinois University. Seine Arbeiten befassen
sich vor allem mit der analytischen sowie der konstruk-
tiven Zahlentheorie. Vierzehn davon schrieb er miilP
ERDPS. math.niu.edu/faculty/index.php?cmd=
detail&id=91

85: Der Test von Agrawal, Kayal und Saxena

Im August 2002 stellten MNINDRA AGRAWAL, NEERAJ KAYAL und
NITIN SAXENA, zwei Bachelor-Studenten am Indian Institute of Tech-
nology in Kanpur und ihr Professor, einen Primzahltestderebenfalls
auf dem kleinen Satz voreRMAT beruht, aber (nétlich auf Kosten ei-
nes erheblich gif3eren Aufwands) immer die richtige Antwort liefert;
er ist inzwischen erschienen in

MANINDRA AGRAWAL, NEERAJKAYAL, NITIN SAXENA: PRIMES
Is in P, Annals of Mathematic¥60(2004), 781-793.

Selbstversindlich war dies nicht der erste Primzahltest, der deutlich

schneller als Probedivisionen zeigt, ob eine gegebenepfahlist oder

nicht; es ist auch bei weitem nicht der schnellste solche Eesat aber

gegeriiber anderen solchen Tests zwei Besonderheiten:

1. Zu seinem Ver&indnis ist — nach einigen in der letzten Zeit gefun-
denen Vereinfachungen — nur elementare Zahlentheorieamaligy.

2. Es ist der bislang einzige Test, von dem man beweisen ldaih,
seine Laufzeitifir n-stellige Zahlen durch ein Polynominbegrenzt
werden kann.
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MANINDRA AGRAWAL erhielt 1986 seinen BTech und
1991 seinen PhD in Informatik am Indian Institute of
Technology in Kanpur, wo er — abgesehen von Gastau-
fenthalten in Madras, Ulm, Princeton und Singapur —
seither als Professor lehrt. Seine Arbeiten befassen sich
haupt&chlich mit der Komplexit von Schaltungen und
von Algorithmen. Fr die Arbeit mit KayaL und S\x-

ENA erhielt er gemeinsam mit diesen unter anderem
den QODEL-Preis 2006 iir die besten Zeitschriften-
veroffentlichung auf dem Gebiet der Theoretischen In-
formatik.

http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/

NEERAJ KAYAL wurde 1979 geboren. Er erhielt 2002
seinen BTech und 2006 seinen PhD beiNVNDRA
AGRAWAL am Indian Institute of Technology in Kan-
pur. Neuere Arbeiten besaftigen unter anderem sich
mit der Komplexitt des Isomorphieproblems bei endli-
chen Ringen sowie derdsbarkeit von bivariaten Poly-
nomgleichungeriiber endlichen Krpern. Nach einem
kurzen Aufenthalt an der Rutgers University arbeitet er
inzwischen bei Microsoft Research.

http://research.microsoft.com/en-us/
people/neeraka/

NITIN SAXENA wurde 1981 geboren. Er erhielt 2002 sei-
nen Bachelor of Technology und 2006 seinen PhD bei
MANINDRA AGRAWAL am Indian Institute of Technol-
ogy in Kanpur. Wahrend der Arbeit an seiner Disser-
tationtiber die Anwendung von Ringhomomorphismen
auf Fragen der Komplexitstheorie besuchte er jeweils
ein Jahr lang die Universgiten Princeton und Singapur,
danach arbeitete er als Postdoc in der Gru@Qpan-
tum Computing and Advanced Systems Reseanch
Centrum voor Wiskunde en Informatica in Amsterdam.
2006-2012 war eBonn Junior Fellonam HAUSDORFF
CENTERder Universiét Bonn, seit 2013 hat er eine Pro-
fessur am Indian Institute of Technology in Kanpur.
Sein Interesse gilt algorithmischen Verfahren der Alge-
bra und Zahlentheorie sowie Fragen der Kompkesi
theorie.

http://www.cse.iitk.ac.in/users/nitin/
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Fur uns ist vor allem der erste Punkt wichtig; der zweite ishzain fr
Komplexitatstheoretiker sehr interessantes Ergebnis, hat abearladin
praktische Bedeutung: Im Buch

VICTOR SHOUP: A computational Introduction to Number Theory
and Algebra,Cambridge University Pres€2008 {/olltext unter
http://shoup.net/ntb/),

dem dieser Paragraph im wesentlichen folgt, argumentiedvug dald
alternative Algorithmen, so man sich auf Zahlen von wenige#*°° Bit

beschankt, durch eine vergleichbare Schranke abg&zthwerden
konnen, und ndirlich sind die Zahlen, mit denen wir éblicherweise
zu tun haben, deutlich kleiner. In der Praxis sind die aéteven Algo-
rithmen deutlich schneller.

(225 liegt knappiiber 137; derzeitige Schtzungen ifir die Anzahl der
Nukleonen im Universum liegen bei etwa®#0Damit ist klar, daR kein
Computer, der mit irgendeiner Art von heute bekannter Telduie

arbeitet, je eine solche Zahl speichern kann, geschweige damit

rechnen.)

Im folgenden wird es daher nur um eine mathematische Bdtragh
des Algorithmus von ARAWAL, KAYAL und SA\XENA gehen; @ir einen
(kurzen und elementaren) Beweis der Kompktsaussage sei beispiels-
weise auf das zitierte Buch vom8upP verwiesen.

Die Grundidee des Algorithmus steckt im folgenden

Satz: n > 1 sei eine ndlrliche Zahl undaz € N sei dazu teilerfremd.
n ist genau dann prim, wenn im PolynomriaigerZ /N qilt:

(X+a)"=X"+a.

Beweis:Nach dem binomischen Lehrsatz ist

n—1
(X+a)"=X"+a" + Z (@)aiX”_i.
i

=1
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Fur eine Primzahh gilt nach dem kleinen Satz VOreERMAT in Z/n die
Gleichunga™ = a. AuRerdem istiir 1 < i < n — 1 der Binomialkoef-

fizient
(n) _ n(n — 1)~-'-(n—z'+1)

1 7l

durchn teilbar, dan Faktor des Zhlers, nicht aber des Nenners ist.
Somit verschwinden ifZ./n alle diese Binomialkoeffizienten, und die
Gleichung aus dem Satz ist bewiesen.

Umgekehrt sein eine zusammengesetzte Zahl umckin Primteiler
von n. Genauer seh = p°m mit einer zup teilerfremden Zahim.
Dann ist der Ahler von(g) genau durch® teilbar, denn die Faktoren
(n—1),...,(n —p+1)sind allesamt teilerfremd zy und der Nenner
ist genau durchp teilbar. Somit ist(’;) zwar durchp®~? teilbar, nicht
aber durchp® und damit erst recht nicht durelh Wenn wir (X + a)"
UberZ /n ausmultiplizieren, kann daher der Summéfih” X" =7 nicht

verschwinden, und damit kann die Gleichung aus dem Sattgﬁdier.\.

In dieser Formiihrt der Satz allerdings noch nicht zu einem praktikab-
len Primzahltest: Das Ausmultiplizieren voX (+ a)™ fuhrt schlief3lich
auf n + 1 Summanden, der Aufwand ist also proportionalzund
damit vergleichbar damit, dal3 wiarf jede nafrliche Zahl 1< m < n
nachpiifen, obn ohne Rest durcln teilbar ist. Die wesentliche neue
Idee von AGRAWAL, KAYAL und S\XENA besteht darin zu zeigen, dal3
es bereits reicht, Gleichungen der im Satz genannten Artufooesi-
nem geeigneten PolynotY” — 1 mit einem relativ kleinen Grad
nachzupifen.

Konkret geht ihr Algorithmus folgendermal3en vor:

n sei die zu testende riatiche Zahl und/(n) = [log, n] + 1 die Anzahl
ihrer Binarziffern.

1. Schritt: Stelle sicher, dafd keine Potenz einer anderen indichen
Zahl ist.

Das BRf3t sich beispielsweise dadurch bewerkstelligen, da3 n&an d
Quadratwurzel, Kubikwurzelisw. von n soweit ausrechnet bis man
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erkennt, dal3 es sich um keineindithe Zahl handelt. Der urigpstigste
Fall ist offenbar der, da® eine Zweierpotenz seindkinte; man muf}
also bis zur [logn]-ten Wurzel gehen.

2. Schritt:Finde die kleinste nétliche Zahl- > 1 mit der Eigenschatft,
dafl’ entweder ggn( ) > list oder aber gg¥,r) = 1 istundn modr
in (Z/r)* eine gbRere Ordnung als/fn)? hat.

Dies geschieht einfach dadurch, dal3 man die Zahler?, 3, ... alle-

samt durchprobiert, bis zum ersten mal eine der beiden Badgen
erfullt ist. Die Bedingungiiber die Ordnung der Restklasse venn
(Z/r)* pruftman nach, indem man nacheinander ihre Potenzen ausrech-
net, bis man entweder eine Eins gefunden hat oder aber demErp
groRer als 4(n)? ist.

3. Schritt:Fallsr = n, istn prim und der Algorithmus endet.

In der Tat: Dann haben wiif aller < n Uberpift, dal3 ggT(,r) = 1
ist. Wenn der Algorithmus etwas taugt, darf eriimath hochstensiir
sehr kleine Werte von mit diesem Schritt enden.

4. Schritt: Falls im zweiten Schritt eim gefunden wurde,iir das der
ggT vonn undr grof3er als eins ist, mufs zusammengesetzt sein und
der Algorithmus endet.

Denn dann haben wir einen Teiler vargefunden.

Andernfalls kennen wir nun eine zuteilerfremde Zaht, fur dien. mod
rin (Z/r)* eine gbRere Ordnung alst4n)? hat.

5. Schritt:Testefirj =1,...,¢ = 2¢(n)[/r] + 1, oblberZ/n
e
(X+)"=X"+jmod (X" —1).

Sobald einj gefunden wird, #fir das dies nicht eilt ist, endet der
Algorithmus mit dem Ergebnis ist zusammengesetzt.

Falls ramlichn eine Primzahl ist, stimmenX + j)" und X" + j als
Polynome mit Koeffizienten aus/n nach obigem Satiaberein, sind
also erst recht auch gleich modul&( — 1).

6. Schritt: Wenn alle Tests imifnften Schritt bestanden sind, iseine
Primzahl.
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Dies zu beweisen ist die Hauptarbeit dieses Paragraphen.

Nach den Kommentaren zu den einzelnen Schritten ist kldd, cia
Algorithmus fur eine Primzaht, stets das richtige Ergebnis liefert; wir
missen zeigen, dald er auch zusammengesetzte Zahlen séetsterk

Sei alson eine zusammengesetzte Zahl. Fall®otenz einer anderen
natirlichen Zahl ist, wird dies im ersten Schritt erkannt; wankien und
werden im folgenden daher annehmen, dal dies nicht dersEall i

Dasr aus dem zweiten Schritt ist auf jeden Fall echt kleinerrals
denn als zusammengesetzte Zahhhmisbesondere einen Teile n.
Der Algorithmus kann daher nicht im dritten Schritt mit dentdort
»n ISt prim* enden. Falls er im vierten Schritt endet, liefedtr zweite
Schritt einen Teiler vom, und wir erhalten die richtige Antwort ist
Zusammengesetzt’.

Fiur den Rest des Paragrapheinken wir somit annehmen, dal3 der
zweite Schritt auf einr fuhrte, fir das ggT4, ) = 1 ist. Wir missen
zeigen, dal? einer der Tests ifinften Schritt scheitert, dal es also eine
natirliche Zahlj gibt mit

1<j<?¢ und (X+j)"#X"+j5jmod X" —1)inZ/n[X].
Wir nehmen an, das sei nicht der Fall, und betrachten einartéiler p

vonn. Dieser muld dgil3er als- sein, denn sonstitte der Algorithmus
bereits mit dem vierten Schritt afestens bei = p geendet.

Jede Kongruenz moduleoist erst recht eine Kongruenz moduipwir
konnen daher davon ausgehen, dafatlej mit 1 < j < /7 gilt

(X+7)"=X"+57mod (X" —1)inF,[X].
Wenn wir zum Faktorring? = IF [ X]/(X" — 1) Ubergehen, ist dort also
(X+)"=X"+5 falls 1<j5</.

Um diese seltsame Relation genauer zu untersuchen, betnagi fur
jede zur teilerfremde nairliche Zahlk die Abbildung

R IFp[X] — R
O-k: '
g — g(X*) mod (X" — 1)
die in jedem Polynong die VariableX {iberall durchX* ersetzt.
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Lemma: o), ist surjektiv und sein Kern besteht genau aus den Vielfa-
chen des Polynom&" — 1.

Beweis:Wir betrachtert, nur fur Indizesk, die zur teilerfremd sind.
Zu jedem solchen Index gibt es daher ginso dafkk’ = 1 modr ist,
und moduloX” — 1 ist damitX**" = X. Fir ein beliebiges Polynom
g € F[X]und(X) = g(X*") ist daher inR

Gy(h) = h(X") = g(X**) = g(X) = g,
die Abbildung ist also surjektiv.

Was ihren Kern betrifft, so endlit er auf jeden FallX” — 1 und alle
seine Vielfachen, denn

(X" —1D=X"-1)mod (X" —-1)=1"-1=0,
daX"=1mod X" —1).

Umgekehrt sey irgendein Polynom aus dem Kern ven. Dann ist
das Polynomh(X) = g(X*) moduloX™ — 1 gleich dem Nullpolynom,
ist also ein Vielfaches vorlX" — 1. Konkret seih = (X" — 1)f. Im
FaktorringR ist dann

9(X) = g(X*) = h(X*) = (X*" — ) f(x*) =0,
dennwegerX” = 1in Ristdort X*” — 1 =0.

In F,[X] muB g(X) daher ein Vielfaches voX™ — 1 sein, und genau

das war die Behaupturigher den Kern voa .
|

Da alle Vielfachen voX" — 1 im Kern vong,, liegen, definiert, eine
Abbildungo;, von R nachR, die jedem Polynomp mod (X" —1) ausRk
das Element, (g) zuordnet; nach dem gerade bewiesenen Len#mgh
dieses wirklich nur von der Restklasgenod (X" — 1) ab. AuRerdem
zeigt das Lemma, daf}. sowohl surjektiv als auch injektiv ist, denn der
Kern vonao,, ist gleich dem Kern der Restklassenabbildung #ghX]
nachR. Damit isto,, ein bijektiver Homomorphismus voR nachR,
ein sogenanntekutomorphismuson R. Wir haben damitdr jede zur
teilerfremde nalrliche Zahlk einen Automorphismus,.: R — R, der
jedem Polynom inX das entsprechende PolynomXrf' zuordnet. Da
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wir in R rechnen, werden niatich alle Polynome moduloX™ — 1
betrachtet.

Unmittelbar aus der Definition folgt, dal3 die verschiedeAatomor-
phismeno;, miteinander kommutieren; genauer ist

O OO'k/ = O OO'k = Ok’ »
denn in allen drei &llen wird im EndeffektX durch X** ersetzt.

Speziell fir das Elemenk +j ausRisto, (X +j) = X*+j. Firk = n
undj =1,...,/ist andererseits auch

o, (X +7) = (X +))",

denn fir diesej wurde ja nach unserer Annahme der Test imffen
Schritt bestanden.

Wir wollen genauer untersuchen, wann die Gleichap@f) = f* erfullt
ist. Dazu definieren zwei Arten von Mengen:

C(f)={ke@/r)*|o(f)=fF} furallefeR und
D(k)={f € R| on(f) = f*} fur allek € (Z/r)*

Beide Mengen enthalten mit zwei Elementen auch deren Ptodeikn
fur zwei Elementé:, k' € C(f) ist

T (F) = 06 (Fo(f) = o4 (04 () = 0, (FF) = o ()F = FF+,
und fur f, g € D(k) ist

0. (f9) = 0, (owl9) = fFg" = (fg)* .

Der Rest des Beweises besteht darin, dal3 wir, Gie®Re* der Men-
ge D(n) auf zwei verschiedene Weisen abatden und daraus einen
Widerspruch herleiten zur Annahme, dalzusammengesetzt ist, aber
trotzdem vom Algorithmus als Primzahl klassifiziert wirdir\tfefinie-
ren zurachst zwei neue Zahlen:

e s sei die Ordnung der Restklasse vpin (Z/r)*. Dann istr ein
Teiler vonp® — 1, dennp® = 1 modr.
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e ¢ sei die Ordnung der von den Restklassen yamdn erzeugten
Untergruppe vonZ/r)*, d.h also die Ordnung der kleinsten Un-
tergruppe, die beide Restklassen @fittDa diese Untergruppe ins-
besondere die Restklasse ywund deren Potenzen e@lh istt ein
Vielfaches vors.

Als nachstes betrachten wir einerdioer K mit p° Elementen. Einen
solchen Kirper kann man konstruieren, indem man den Vektorraum
I, identifiziert mit dem Vektorraum aller Polynome vom Gradikle
ner s mit Koeffizienten auéFp und dort eine Multiplikation eirifhrt,

die zwei Polynomen deren Produkt modulo einem festen iaibéten
Polynomvom Grad tiberf, zuordnet. Man kann zeigen (siehe Algebra-
Vorlesung oder entsprechendes Lehrbuch), dalirgedess ein solches
Polynom gibt, und dal3 zwei verschiedene irreduzible Paotyg@om
Grads zu isomorphen Krpern fihren.

Aus Kapitel 1 wissen wir, daf3 die multiplikative Gruppe je@adlichen
Korpers zyklisch istK* ist also eine zyklische Gruppe der Ordnung
p® — 1. Diese Zahl ist, wie wir gerade gesehen haben, ein Viedfach
vonr; somit gibt es inK ™ (mindestens) ein Elemegtder Ordnung-.
Fur irgendein solches Element definieren wir einen Homomerphs

N {]FP[X] — K
' g gQ)

Da7(X" — 1) =(" — 1 verschwindet, induzieft einen Ringhomomor-
phismust: R — K. Die angekndigten Abschtzungen dey,Grof3e*
von D(n) beziehen sich auf die Bthtigkeit der Meng& = 7(D(n)):

Lemma: S = r(D(n)) hat tochstens:?lV" Elemente.

Beweis:Wir gehen davon aus, dafd weder eine Primzahl noch eine
Primzahlpotenz ist; daher gibt es aul3er dem Primteil@och min-
destens einen weiteren PrimteileiMenn wir (inN) Potenzen der Form
n*p® undn® p¥ mitu, v, v, v’ € N, betrachten, sind diese daher genau
dann gleich, wenm(,v) = (u’,v") ist: Ist lAmlichu # «’, so tritt g in
der Primzerlegung der beiden Elemente mit verschiedenporienten
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auf, und istu = v/, aberv # v, so gilt entsprechendegrfp. Daher hat
die Menge

I={n"p"|0<u,v <[V}

mindesteng[v/¢]+1) ? Elemente, und diese Zahl ist offensichtlich8er
alst.

Nun war abet definiert als die Ordnung der Untergruppe vé@n' ()™,
die von den Restklassen venund vonp erzeugt wird; daher mufl3 es
mindestens zwei Elemente

E=n"p" und k' = n“lp“/

aus! geben, die dieselbe RestklasseZiy()* definieren, f@ir die also
gilt: £ = £’ modr. Da die Exponenten, v’, v, v" hochstens gleich\f?]
sind undp ein Teiler vonn ist, kdbnnen wirn2Vil als (sehr grobe) obere
Schrankefir k undk’ nehmen.

Nun seif € R ein Element vonD(n). Nach Definition der Mengen
C(f)undD(n)istdann auch ein Element vor'( f). AuRerdem enthit
C(f) stets die Eins und nach dem kleinen Satz verNmT auch die
Primzahlp, denn Potenzieren mitistuberl,, ein Homomorphismus. Da
mit zwei Elementen stets auch deren Produkt(if) liegt, liegen daher
die Restklassen moduloaller Elemente vord in C(f). Insbesondere
sind dahek undk’ Elemente vorC'(f), d.h.

o (f)=fF und o, (f)=f".

Wegenk = k' modr ist abers,, dieselbe Abbildung wie ., ; daher ist
f* = ¥ fur jedesf € D(n). Somit sind die Bilder-(f) aller f € R
Nullstellen des Polynom&* — X*'. Dessen Grad ist das Maximum
vonk undk’, und dar(f) im KorperK liegt, gibt es fdchstens so viele
Nullstellen, wie der Grad angibt. Aufgrund der obigen Aldgziing fir

k undk’ hat das Polynom dahebbhsten:2V¥ Nullstellen, und damit

kann auchS nicht mehr Elemente enthalten. .

Als untere Grenzellr die Elementanzahl vofi erhalten wir
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Lemma: S enthalt mindestens®"®9 _ 1 Elemente.

BeweisWegen der bestandenen Tests in Schritt 5 k€gt + 7) in D(n)
furyj=1,...,¢. Dap > r >t > m st, sind die Zahlen von 1 bis:
auch modulg paarweise verschieden. Die Teilmenge

P= {ﬁ(X +5) | e; €{0,1} und Zm:ej < m}

J=1 j=1

von, [ X] enthalt daher 2* — 1 Polynome.

Aus diesen Polynomendkinen wir Elemente voi® bzw. K machen,
indem wir fur die VariableX die Restklassg = X mod (X" — 1) bzw.
das oben ge@hlte Element{ der Ordnungr einsetzen; wir erhalten
Teilmengen

P ={fm|fePyCR und PQ)={f()|feP}CK.

Da sowohln als auchp in D(n) liegen und mit zwei Elementen auch
deren Produkt, lieg(r) in D(n) und damitr(P(n)) = P(¢) in S.
Das Lemma ist daher bewiesen, sobald wir gezeigt haben Pdéay3
mindestens 2 — 1 Elemente enthit.

Falls dies nicht der Fall &re, mif3te es inP zwei verschiedene Polynome
g und h geben, iir die g(¢) = h(¢) ware. Wir nussen also zeigen, dal}
g(¢) = h(¢) nur dann gelten kann, wenpn= h ist.

Wie im vorigen Lemma folgt, da,b undn alle drei sowohl inC'(g(n))
als auch inC(h(n)) liegen, daB alle natlichen Zahlenk der Form
k =n"p’ in diesen beiden Mengen liegen.

Dag(¢) = h(¢), qgilt fur jedes solché

0=g(Q)" = (&) =7(9(m)" — r(h(m)" =7 (9)*) — 7 (h()")
=7(9(")) — 7(h(")) = g(¢") — (¢
Da( in K die Ordnung- hat, fangt¢* nur vonk modr ab; die Anzahl
verschiedener Restklassen der Fartip” modulor hatten wir oben

mit ¢ bezeichnet. Somit hat die Differepz- h mindestens Nullstellen.
Andererseits sind aberund/~ und damit auch ihre Differenz Polynome



Kap. 3: Primzahlen 100

vom Grad ldchstens — 1, also muly — A das Nullpolynom sein, d.h.
g = h. Somit entkalt S mindestens2 — 1 Elemente, wie behauptet..

Zum Abschlul3 des Beweises, dald der Test varRAVAL, KAYAL und
SAXENA stets die richtige Antwort liefert, @rssen wir nun nur noch
zeigen, dal3 die Schranken aus den beiden letzten Lemmaja,utiter
der Voraussetzung bewiesen wurde, dal3 eine zusammertgesstkals
prim erkannt wird, einander widersprechen, dal} also derar@chranke
grol3er ist als die obere:

Lemma: 2Mint0 _ 1 5 p2Vil
Beweis:Da/(n) > log, n, geriigt es zu zeigen, daf}
omin(t,0) _ 1 < 22Un)Vi]

Da beide Exponenten natiche Zahlen sind, gemgt dazu wiederum,
daR min¢, ¢) > 2¢(n)[v/1] ist, denn wenn sich die Exponenten um
mindestens eins unterscheiden, ist die Differenz zwisdearPotenzen
mindestens zwei. Wir fissen daher zeigen, dal3 sowoldls auch/
groRer sind als &n)[v/t].

Fur ¢ = 2¢(n)[+/r] + 1 ist das klar, da die Ordnung einer Untergruppe
von (Z/r)* bezeichnet und damit auf jeden Fall kleineralst.

Die Ungleichung > 2¢(n)[+/?] ist sicherlich dann eifilt, wenn sogar
t > 20(n)/t ist, und dies wiederum isaquivalent zur Ungleichung
t > 40(n)?. Nun ist abet die Ordnung jener Untergruppe VoA (),

die von den Restklassen vanund p erzeugt wird. Da wir im zweiten
Schritt des Algorithmus sichergestellt haben, dal3 dagiradlie Ordnung
der Restklasse vanschon goReristals 4(n)?, istauch die Ungleichung

fur ¢ trivial. .

Damit ist die Korrektheit des Algorithmus vol&stdig bewiesen.



