
Kapitel 3
Primzahlen

Wie wir aus dem ersten Kapitel wissen, sind Primzahlen die Grund-
bausteine f̈ur die multiplikative Struktur der ganzen Zahlen, und aus
Kapitel zwei wissen wir, daß sie auch wichtige Anwendungen außer-
halb der Zahlentheorie haben. Es lohnt sich also auf jeden Fall, sie etwas
genauer zu untersuchen.

§1: Die Verteilung der Primzahlen

Als erstes stellt sich die Frage, wie viele Primzahlen es gibt. Die Antwort
finden wir schon in EUKLID s Elementen; der dort gegebene Beweis dürfte
immer noch der einfachste sein: Es gibt unendlich viele Primzahlen,
denn g̈abe es nur endlich viele Primzahlenp1, . . . , pn, so k̈onnten wir
deren ProduktP bilden und die Primzerlegung vonP +1 betrachten. Da
P durch allepi teilbar ist, istP +1 durch keinpi teilbar, im Widerspruch
zur Existenz der Primfaktorzerlegung. Somit muß es noch weitere, also
unendlich viele Primzahlen geben.

Um nicht ganz auf dem Stand von vor rund zweieinhalb Jahrtausen-
den stehen zu bleiben, wollen wir uns noch einen zweiten, aufEULER

zurückgehenden Beweis ansehen.

Dazu betrachten wir für eine reelle Zahls > 1 die unendliche Reihe

ζ(s) =
∞∑

n=1

1
ns

.

Als erstes m̈ussen wir uns̈uberlegen, daß diese Reihe konvergiert. Da
alle Summanden positiv sind, müssen wir daf̈ur nur zeigen, daß es eine
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gemeinsame obere Schranke für alle Teilsummen gibt. Da die Funktion
x 7→ 1/xs für x > 0 monoton fallend ist, haben wir für n − 1 ≤ x ≤ n
die Abscḧatzung 1/ns ≤ 1/xs, d.h.

N∑

n=1

1
ns

= 1 +
N∑

n=2

1
ns

≤ 1 +

N∫

1

dx

xs

< 1 +

∞∫

1

dx

xs
= 1 +

1
s − 1

=
s

s − 1
.

Somit istζ(s) für alles > 1 wohldefiniert.

Einen Zusammenhang mit Primzahlen liefert der folgende

Satz: a) Für s > 1 ist ζ(s) =
∏

p prim

1

1− 1
ps

.

b) Für alleN ∈ N und alle reellens > 0 ist
N∑

n=1

1
ns

≤
∏

p≤N
p prim

1

1− 1
ps

.

Beweis:Wir beginnen mitb). Für N = 1 steht hier die triviale Formel
1 ≤ 1; sei alsoN ≥ 2, und seienp1, . . . , pr die s̈amtlichen Primzahlen
kleiner oder gleichN . Nach der Summenformel für die geometrische
Reihe ist

1

1− 1
ps

k

=
∞∑

ℓ=0

1

pℓs
k

,

und das Produkt der rechtsstehenden Reihenüberk = 1 bisr ist wegen
der Eindeutigkeit der Primzerlegung die Summeüber alle jene 1/ns, für
die n keinen Primteiler gr̈oßerN hat. Darunter sind insbesondere alle
n ≤ N , womit b) bewiesen ẅare.

Die Differenz zwischenζ(s) und dem Produkt auf der rechten Seite
vonb) ist gleich der Summëuber alle 1/ns, für dien mindestens einen
Primteiler gr̈oßerN haben. Diese Summe ist natürlich höchstens gleich
der Summe aller 1/ns mit n > N , und die geht wegen der Konvergenz
von ζ(s) gegen null f̈ur N → ∞. Damit ist aucha) bewiesen.
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Auch daraus folgt, daß es unendlich viele Primzahlen gibt: Gäbe es
nämlich nur endlich viele, so stünde auf der rechten Seite vonb) für
jedes hinreichend großeN das Produkẗuber diesämtlichenPrimzahlen.
Da es nur endlich viele Faktoren hat, wäre es auch für s = 1 endlich,
und damit m̈ußte

∞∑

n=1

1
n

kleiner oder gleich dieser Zahl sein, im Widerspruch zur Divergenz der
harmonischen Reihe.

Verglichen mit dem Beweis aus EUKLID s Elementen ist EULERs Me-
thode erheblich komplizierter. Um trotzdem ihre Existenzberechtigung
zu haben, sollte sie uns daher auch mehr Informationen liefern. In wel-
chem Maße sie dies tatsächlich leistet, geht wahrscheinlich sogar noch
deutlichüber alles hinaus, was EULER seinerzeit tr̈aumen konnte.

Zunächst einmal k̈onnen wir Teil b) für s = 1 zu einer quantitati-
ven Abscḧatzung bez̈uglich der Anzahlπ(N ) der Primzahlen kleiner
oder gleichN umformulieren: Wie oben im Konvergenzbeweis für ζ(s)
können wir aus der Monotonie der Funktionx 7→ 1/x folgern, daß f̈ur
alleN ∈ N gilt

log(N + 1) =

N+1∫

1

dx

x
<

N∑

n=1

1
n

< 1 +

N∫

1

dx

x
= 1 + logN .

Zur Abscḧatzung der linken Seite beachten wir einfach, daß der Faktoren
1/(1− 1/p) für p = 2 gleich zwei ist, ansonsten aber kleiner. Somit ist

log(N + 1) <
N∑

n=1

1
n

≤
∏

p≤N

p prim

1

1− 1
p

≤ 2π(N )

und damit

π(N ) ≥ log log(N + 1)
log 2

.

Wie wir bald sehen werden, ist das allerdings eine sehr schwache Ab-
scḧatzung.
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EULERs Methode erlaubt uns auch, die Dichte der Primzahlen zu ver-
gleichen mit der Dichte beispielsweise der Quadratzahlen:Wie wir oben
gesehen haben, konvergiertζ(s) für alles > 1, insbesondere also kon-
vergiert die Summeζ(2) der inversen Quadratzahlen. EULER konnte
mit seiner Methode zeigen, daß die Summe der inversen Primzahlen
divergiert, so daß die Primzahlen zumindest in diesem Sinne dichter
liegen als die Quadratzahlen und alle anderen Potenzen mit (reellem)
Exponentenx > 1.

Zum Beweis fehlt uns nur noch eine Analysis IÜbungsaufgabe: Wir
wollen unsüberlegen, daß für alle 0≤ x ≤ 1

2 gilt (1 − x) ≥ 4−x. An
den Intervallenden stimmen beide Funktionenüberein, und 1− x ist
eine lineare Funktion. Es reicht daher, wenn wir zeigen, daß4−x eine
konvexe Funktion ist, daß also ihre zweite Ableitungüberall im Intervall
positiv ist. Das ist aber klar, denn die ist einfach log(4)2 · 4−x. Für jede
Primzahlp ist daher

1− 1
p
≥ 4−1/p und

1

1− 1
p

≤ 41/p .

Zusammen mit der vorigen Abschätzung folgt

log(N + 1) <
∏

p≤N

p prim

1

1− 1
p

≤
∏

p≤N

p prim

41/p = 4
∑

1
p ,

wobei die Summe im Exponenten̈uber alle Primzahlenp ≤ N geht.
Da log(N + 1) für N → ∞ gegen unendlich geht, muß somit auch die
Summe der inversen Primzahlen divergieren.

Mit diesen Bemerkungen fängt allerdings die N̈utzlichkeit der Funktion
ζ(s) für das Versẗandnis der Funktionπ(N ) gerade erst an: Ein Jahrhun-
dert nach EULER erkannte RIEMANN , daß die Funktionζ(s) ihre wahre
Nützlichkeit für das Studium vonπ(N ) erst zeigt, wenn man sie auch für
komplexe Argumentes betrachtet. Jeder, der sich ein bißchen mit Funk-
tionen einer komplexer Veränderlichen auskennt, kann leicht zeigen, daß
ζ(s) auch f̈ur komplexe Zahlen mit Realteil größer ein konvergiert: Der
Imagin̈arteil des Exponenten führt schließlich nur zu einem Faktor vom
Betrag eins.
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RIEMANNs wesentliche Erkenntnis war, daß sichζ(s) fortsetzen l̈aßt
zu einer analytischen Funktion auf der gesamten Menge der komplexen
Zahlen mit Ausnahme der Eins (wo dieζ-Funktion wegen der Divergenz
der harmonischen Reihe keinen endlichen Wert haben kann).

GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826-1866)
war Sohn eines lutherischen Pastors und schrieb sich
1946 auf Anraten seines Vaters an der Universität
Göttingen f̈ur das Studium der Theologie ein. Schon
bald wechselte an die Philosophische Fakultät, um dort
unter anderem bei GAUSS Mathematikvorlesungen zu
hören. Nach Promotion 1851 und Habilitation 1854 er-
hielt er dort 1857 einen Lehrstuhl. Trotz seines frühen
Todes initiierte er grundlegende auch noch heute funda-
mentale Entwicklungen in der Geometrie, der Zahlen-
theorie undüber abelsche Funktionen. Wie sein Nach-
laß zeigte, sẗutzte er seine 1859 aufgestellte Vermutung
über die Nullstellen derζ-Funktion auf umfangreiche
Rechnungen.

Für Leser, die nicht mit dem Konzept der analytischen Fortsetzung
vertraut sind, m̈ochte ich ausdr̈ucklich darauf hinweisen, daß dies
selbstversẗandlich nicht bedeutet, daß die definierende Summe derζ-
Funktion f̈ur reelle Zahlen kleiner eins oder komplexe Zahlen mit Re-
alteil kleiner oder gleich eins konvergiert: Analytische Fortsetzung be-
steht darin, daß eine differenzierbare Funktion (die im Komplexen au-
tomatisch beliebig oft differenzierbar ist und um jeden Punkt in eine
TAYLOR-Reihe entwickelt werden kann) via TAYLOR-Reihenüber ihren
eigentlichen Definitionsbereich hinweg ausgedehnt wird. Man kann bei-
spielsweise zeigen, dasζ(−1) = − 1

12 ist. Setzt mans = −1 in die für
s > 1 gültige Reihe ein, erḧalt man die Summe aller natürlicher Zahlen,
die selbstverständlich nicht gleich− 1

12 ist, sondern divergiert. Entspre-
chend hatζ(s) Nullstellen bei allen geraden negativen Zahlen, obwohl
auch hier die entsprechenden Reihen divergieren. Diese Nullstellen be-
zeichnet man als die sogenanntentrivialen Nullstellen derζ-Funktion,
da sie sich sofort aus einer bei der Konstruktion der analytischen Fort-
setzung zu beweisenden Funktionalgleichung ablesen lassen. Für die
Primzahlverteilung spielen vor allem dieübrigen, die sogenannten nicht-
trivialen Nullstellen, eine große Rolle.
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Wie wir gerade gesehen haben, liegen die Primzahlen zumindest in
einem gewissen Sinne dichter als die Quadratzahlen. Zur Einstimmung
auf das Problem der Primzahlverteilung wollen wir uns kurz mit der
(deutlich einfacheren) Verteilung der Quadratzahlen beschäftigen.

Die Folge der Absẗande zwischen zwei aufeinanderfolgenden Quadrat-
zahlen ist einfach die Folge der ungeraden Zahlen, denn

(n + 1)2 − n2 = 2n + 1 .

Zwei aufeinanderfolgende QuadratzahlenQ < Q′ haben daher die Dif-
ferenzQ′ − Q = 2

√
Q + 1.

Bei den Primzahlen ist die Situation leider sehr viel unübersichtlicher:
EULER meinte sogar, die Verteilung der Primzahlen sei ein Geheimnis,
das der menschliche Verstand nie erfassen werde. Der kleinstmögliche
Abstand zwischen zwei verschiedenen Primzahlen ist offensichtlich
eins, der Abstand zwischen zwei und drei. Er kommt nur an dieser
einen Stelle vor, denn außer der Zwei sind schließlich alle Primzahlen
ungerade.

Der Abstand zwei ist schon deutlich häufiger: Zwei ist beispielsweise
der Abstand zwischen drei und fünf, aber auch der zwischen den Prim-
zahlen 10100+ 35737 und 10100+ 35739. Seit langer Zeit wird vermutet,
daß es unendlich viele solcherPrimzahlzwillingegibt; experimentelle
Untersuchungen deuten sogar darauf hin, daß ihre Dichte für Zahlen der
Größenordnungn bei ungef̈ahr 1 : (logn)2 liegen sollte, aber bislang
konnte noch niemand auch nur beweisen, daß es unendlich viele gibt.

Eine obere Grenze für den Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Primzahlen gibt es genauso wenig wie bei den Quadratzahlen:Istn ≥ 2
und 2≤ i ≤ n, so ist die Zahln! + i durchi teilbar und somit keine
Primzahl. Der Abstand zwischen der größten Primzahl kleiner oder
gleichn! + 1 und ihrem Nachfolger ist somit mindestensn.

Um einen ersten Eindruck von der Verteilung der Primzahlen zu bekom-
men, betrachten wir den Graphen der Funktion

π:

{
R>0 → N0

x 7→ Anzahl der Primzahlen≤ x
.
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Die Abbildungen auf der vorigen Seite zeigen ihn für die Intervalle von
null bis 10i für i = 1, . . . , 5. Wie man sieht, werden die Graphen immer
glatter, und bei den beiden letzten Bilder könnte man glauben, es handle
sich um den Graphen einer differenzierbaren Funktion; daher auch die
Schreibweiseπ(x) statt – wie bisher –π(N ).

Auf den ersten Blick sieht diese Funktion fast linear aus.; sieht man
sich allerdings die Zahlenwerte genauer an, so sieht man schnell, daß
π(x) etwas langsamer ẅachst als eine lineare Funktion; die Funktion
x/ logx ist eine deutlich bessere Approximation. In der Tat können wir
auch mit unseren sehr elementaren Mitteln eine entsprechende Aussage
beweisen:

Satz: Es gibt Konstantenc1, c2 > 0, so daß gilt:

c1
x

logx
< π(x) < c2

x

logx
.

Beweis:Wir betrachten die neue Funktion

ϑ(x) =
∑

p≤x

logp ,

wobei ein Summationsindexp hier wie stets in diesem Beweis bedeuten
soll, daß wirüber allePrimzahlenmit der jeweils angegebenen Eigen-
schaft summieren.

Dann ist einerseits

π(x) =
∑

p≤x

logp

logp
≥
∑

p≤x

logp

logx
=

ϑ(x)
logx

,

andererseits ist

ϑ(x) =
∑

p≤x

logp ≥
∑

√
x<p≤x

logp > log
(√

x
)(

π(x) − π
(√

x
))

=
1
2

log(x)
(
π(x) − π

(√
x
))

und damit auchπ(x) <
2ϑ(x)
logx

+ π
(√

x
)

<
2ϑ(x)
logx

+
√

x. Wenn wir also
zeigen k̈onnen
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1. Es gibt Konstantenc1, c3 > 0, so daßc1x < ϑ(x) < c3x

2.
∑

p≤x

logp

p
= logx + O(1),

dann folgt die Behauptung des Satzes.

Zum Beweis der ersten Aussage betrachten wir die Primzerlegung

n! =
∏

p≤n

pep

von n!. Unter den naẗurlichen Zahlen bisn sind
[

n
p

]
durchp teilbar,[

n
p2

]
durchp2, usw.;daher ist

ep =
∑

k≥1

[
n

pk

]
und logn! =

∑

p≤n

ep logp =
∑

p≤n

∑

k≥1

[
n

pk

]
logp .

Die Summanden mitk > 1 liefern dabei nur einen kleinen Beitrag:

∑

p≤n

∑

k≥2

[
n

pk

]
logp ≤

∑

p≤n



logp ·
∑

k≥2

n

pk



 = n
∑

p≤n

logp

p(p − 1)

nach der Summenformel für die geometrische Reihe:
∑

k≥2

1
pk

=
1
p2

· 1

1− 1
p

=
1

p2 − p
=

1
p(p − 1)

.

Zur weiteren Abscḧatzung ersetzen wir die Summeüber alle Primzahlen
kleiner oder gleichn durch die Summëuber alle Zahlen bisn und
beachten, daß für reellenx ≥ 2 gilt logx <

√
x, also

logx

x(x − 1)
<

√
x

x2
=

1
x3/2

:

∑

p≤n

logp

p(p − 1)
≤

n∑

i=2

log i

i(i − 1)
≤

n∑

i=2

1
i3/2

.

Da
∑∞

i=1
1
is für alles > 1 konvergiert, konvergiert die rechts stehende

Summe f̈ur n → ∞ gegen einen endlichen Wert (ungefähr 1,612375),
ist alsoO(1), und damit ist

∑
k≥2

1
pk = O(n). Setzen wir dies in die
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Formel f̈ur logn! ein, erhalten wir nach allen bislang bewiesenen Ab-
scḧatzungen, daß

logn! =
∑

p≤n

[
n

p

]
logp + O(n) .

Dies k̈onnen wir vergleichen mit der STIRLINGschen Formel

logn! = n logn − n + O(logn) ,

deren Beweis f̈ur Leser, die ihn noch nicht kennen, im Anhang zu diesem
Paragraphen skizziert ist. Kombinieren wir dies mit der gerade bewiese-
nen Formel, ist also

∑

p≤n

[
n

p

]
logp = n logn + O(n) . (∗)

Damit ist
∑

p≤2n

([
2n

p

]
− 2

[
n

p

])
logp = 2n log 2n − 2n logn + O(2n)

= 2n log 2 +O(n) = O(n) .

Hier ist
[

2n
p

]
− 2

[
n
p

]
stets entweder null oder eins; speziell für die

Primzahlenp mit n < p < 2n ist
[

n
p

]
= 0 und

[
2n
p

]
= 1. Somit ist

ϑ(2n) − ϑ(n) =
∑

n<p<2n

logp ≤
∑

p≤2n

([
2n

p

]
− 2

[
n

p

])
logp = O(n) .

Die Formelϑ(2n) − ϑ(n) = O(n) bleibt gültig, wenn wirn durch eine
reelle Zahlx ersetzen; somit ist

ϑ(x) =
∞∑

i=0

(
ϑ
( x

2i

)
− ϑ

( x

2i+1

))
= O

( ∞∑

i=0

x

2i

)

= O(x) ,

womit die obere Schranke für ϑ(x) bewiesen ẅare.

Bevor wir uns der unteren Schranke zuwenden, beweisen wir zunächst
die zweite Aussage. Natürlich ist n

p =
[

n
p

]
+ O(1), also ist nach (∗)

∑

p≤n

n

p
logp =

∑

p≤n

[
n

p

]
logp + O




∑

p≤n

logp





= n logn + O(n) + O
(
ϑ(n)

)
= n logn + O(n) ,
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denn wie wir gerade gesehen haben istϑ(n) = O(n). Kürzen wir die
obige Formel durchn, erhalten wir die geẅunschte Aussage

∑

p≤n

logp

p
= logn + O(1) ,

die naẗurlich auch dann gilt, wenn wirn durch eine reelle Zahlx ersetzen:
Der TermO(1) schluckt alle dabei auftretenden zusätzlichen Fehler.

Für 0 < α < 1 ist daher
∑

αx<p≤x

logp

p
= logx − logαx + O(1) = log

1
α

+ O(1) ,

wobei der FehlertermO(1) nicht vonα abḧangt.

Da log 1
α für α → 0 gegen∞ geht, ist f̈ur hinreichend kleine Werte

vonα undx > c/α für irgendeinc > 2 beispielsweise
∑

αx<p≤x

logp

p
> 10 ,

und für solche Werte vonα undc ist dann

10 <
∑

αx<p≤x

logp

p
<

1
αx

∑

αx<p≤x

logp ≤ ϑ(x)
αx

.

Somit ist 10αx < ϑ(x), womit auch die untere Schranke aus der ersten
Behauptung bewiesen wäre und damit der gesamte Satz.

Der bewiesene Satz ist nur ein schwacher Abglanz dessen, wasüber die
Funktionπ(x) bekannt ist. Zum Abschluß des Kapitels seien kurz eini-
ge der wichtigsten bekannten und vermuteten Eigenschaftenvon π(x)
zusammengestellt. Diese knappeÜbersicht folgt im wesentlichen dem
Artikel Primzahlsatzaus

DAVID WELLS: Prime Numbers – The Most Mysterious Figures in
Math,Wiley,2005,

einer Zusammenstellung im Lexikonformat von interessanten Tatsachen
und auch bloßen Kuriosa aus dem Umkreis der Primzahlen.
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GAUSSkam 1792, im Alter von 15 Jahren also, durch seine Experimente
zur Vermutung, daßπ(x) ungef̈ahr gleich dem sogenanntenIntegrallo-
garithmusvonx sein sollte:

π(x) ≈ Li(x) =
def

x∫

2

dξ

logξ
.

Auch LEGENDREversuchte,π(x) anhand experimenteller Daten anzunä-
hern. Er stellte dazu eine Liste aller Primzahlen bis 400 000zusammen,
das sind immerhin 33 860 Stück, und suchte eine glatte Kurve, die den
Graphen vonπ möglichst gut ann̈ahert. In seinem 1798 erschienenen
BuchEssai sur la th́eorie des nombresgab er sein Ergebnis an als

π(x) ≈ x

logx − 1,08366
.

Über ein halbes Jahrhundert später gab es den ersten Beweis einer Aus-
sage: PAFNUTIJ L’ VOVIČ ČEBYŠĒV (1821–1894), in der Numerik meist
bekannt in der Schreibweise Tschebytscheff, zeigte 1851:Falls

lim
x→∞

π(x)
x/ logx

existiert, dann muß er den Wert eins haben.

1852 bewies er dann ein deutlich schärferes Resultat: F̈ur hinreichend
großeWerte vonx ist

c1 ·
x

logx
< π(x) < c2 ·

x

logx
mit c1 ≈ 0,92 und c2 ≈ 1,105 .

1896 schließlich zeigten der französische Mathematiker JACQUES SA-
LOMON HADAMARD (1865–1963) und sein belgischer Kollege CHARLES

JEAN GUSTAVE NICOLAS BARON DE LA VALL ÉE POUSSIN (1866–1962)
unabḧangig voneinander die Aussage, die heute alsPrimzahlsatz be-
kannt ist:

π(x) ∼ x

logx
.

Dies bedeutet nun freilich nicht, daß damit die Formeln von GAUSSund
von LEGENDREüberfl̈ussig ẅaren: Die Tatsache, daß der Quotient zweier
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Funktionen asymptotisch gleich eins ist, erlaubt schließlich immer noch
betr̈achtliche Unterschiede zwischen den beiden Funktionen: Nur der
relativeFehler muß gegen null gehen.

Offensichtlich ist f̈ur jedesa ∈ R

lim
x→∞

x/ logx

x/(logx − a)
= lim

x→∞

logx − a

logx
= 1− lim

x→∞

a

logx
= 1 ,

und es ist auch nicht schwer zu zeigen, daß

lim
x→∞

x/ logx

Li(x)
= 1

ist. Nach dem Primzahlsatz ist daher auch für jedesa ∈ R

π(x) ∼ x

logx − a
und π(x) ∼ Li(x) .

Wie DE LA VALL ÉE POUSSIN zeigte, liefert der Werta = 1 unter allen
reellen Zahlena die beste Approximation anπ(x), aber Li(x) liefert eine
noch bessere Approximation. Für kleine Werte vonx sieht man das auch
in der folgenden Tabelle, in der alle reellen Zahlen zur nächsten ganzen
Zahl gerundet sind. Wie kaum anders zu erwarten, liefert LEGENDREs
Formel f̈ur 104 und 105 die besten Werte:

n π(n) n
logn

n
logn−1

n
logn−1,08366 Li(n)

103 168 145 169 172 178
104 1 229 1 086 1 218 1 231 1 246
105 9 592 8 686 9 512 9 588 9 630
106 78 489 72 382 78 030 78 534 78 628
107 664 579 620 420 661 459 665 138 664 918
108 5 761 455 5 428 681 5 740 304 5 769 341 5 762 209
109 50 847 478 48 254 942 50 701 542 50 917 519 50 849 235

Wenn wir genaue Aussagenüberπ(x) machen wollen, sollten wir also
etwasüber die Differenz Li(x) − π(x) wissen. Hier kommen wir in das
Reich der offenen Fragen, und nach derzeitigem Verständnis ḧangt alles
ab von der oben erẅahnten RIEMANNschen Zetafunktion. Nach einer
ber̈uhmten Vermutung von RIEMANN haben alle nichttrivialen Null-
stellen vonζ(s) den Realteil ein halb. Falls dies stimmt, ist

π(x) = Li(x) + O(
√

x logx) .
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Die RIEMANNsche Vermutung ist eines der wichtigsten ungelösten Pro-
bleme der heutigen Mathematik; sie war 1900 eines der HILBERTschen
Probleme und ist auch eines der siebenMillennium problems,für deren
Lösung das CLAY Mathematics Institute in Cambridge, Mass. 2000 einen
Preis von jeweils einer Million Dollar ausgesetzt hat; für Einzelheiten
siehehttp://www.claymath.org/millennium/ .

Anhang: Die Eulersche Summenformel und die Stirlingsche Formel

Die EULERsche Summenformel erlaubt es, eine endliche Summe auf ein
Integral zur̈uckzuf̈uhren und dadurch in vielen Fällen erst rechnerisch
handhabbar zu machen. Wir betrachten eine reellwertige differenzier-
bare Funktionf , deren Definitionsbereich das Intervall [1, n] entḧalt.

Für eine reelle Zahlx bezeichnen wir weiterhin mit [x] die größte ganze
Zahl kleiner oder gleichx; außerdem f̈uhren wir noch die Bezeichnung
{x} =

def
x − [x] ein für den gebrochenen Anteil vonx. Für eine ganze

Zahlk ist somit{x} = x − k für allex aus dem Intervall [k, k + 1).

Partielle Integration f̈uhrt auf die Gleichung

k+1∫

k

(
{x} − 1

2

)
f ′(x) dx =

(
x − k − 1

2)f (x)

∣∣∣∣
k+1

k

−
k+1∫

k

f (x) dx

=
f (k + 1) +f (k)

2
−

k+1∫

k

f (x) dx .

Addition aller solcher Gleichungen vonk = 1 bisk = n − 1 liefert
n∫

1

(
{x} − 1

2

)
f ′(x) dx =

f (1)
2

+
n−1∑

k=2

f (k) +
f (n)

2
−

n∫

1

f (x) dx ,

womit man die Summe derf (k) berechnen kann:

Satz (EULERsche Summenformel): Für eine differenzierbare Funk-
tion f : D → R, deren Definitionsbereich das Intervall [1, n] umfaßt,
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ist

n∑

k=1

f (k) =

n∫

1

f (x) dx +
f (1) +f (n)

2
+

n∫

1

(
{x} − 1

2

)
f ′(x) dx .

Für die Abscḧatzung vonn! interessiert uns speziell der Fall, daß
f (x) = logx der naẗurliche Logarithmus ist; hier wird die EULERsche
Summenformel zu

logn! =

n∫

1

logx dx +
logn

2
+

n∫

1

{x} − 1
2

x
dx

= x(logx − 1)

∣∣∣∣
n

1

+
logn

2
+

n∫

1

{x} − 1
2

x
dx

= n(logn − 1) + 1 +
logn

2
+

n∫

1

{x} − 1
2

x
dx .

In dieser Formel stört noch das rechte Integral; dieses können wir wie
folgt abscḧatzen: F̈ur eine naẗurliche Zahlk ist

k+1∫

k

{x} − 1
2

x
dx =

1
2∫

− 1
2

x

k + 1
2 + x

dx

=

1
2∫

0

(
x

k + 1
2 + x

− x

k + 1
2 − x

)

dx =

1
2∫

0

−2x2

(
k + 1

2

)2 − x2
dx .

Im Intervall von 0 bis1
2 ist der Integrand monoton fallend, d.h.

0 ≥ −2x2

(
k + 1

2

)2 − x2
≥ − 1

2(
k + 1

2

)2 − 1
4

=
−2

(2k + 1)2 − 1
≥ − 1

2k2
,
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und damit ist

0 ≥
k+1∫

k

{x} − 1
2

x
dx =

1
2∫

0

−2x2

(
k + 1

2

)2 − x2
dx ≥ − 1

4k2
,

denn wir k̈onnen das Integral abschätzen durch das Produkt aus der
Länge des Integrationsintervalls und dem Minimum des Integranden.
Summation vonk = 1 bisn − 1 schließlich gibt die Abscḧatzung

0 ≥
n∫

1

{x} − 1
2

x
dx ≥ −

n−1∑

k=1

1
4k2

> −1
4

∞∑

k=1

1
k2

für das sẗorende Integral aus der obigen Formel. Da die Summe rechts
konvergiert, konvergiert auch das Integral für n → ∞ gegen einen
GrenzwertI. Somit ist

logn! = n(logn − 1) +
logn

2
+ I + 1 +o(1) ,

also folgt insbesondere die Abschätzung

logn! = n logn + O(n) ,

die wir im Beweis des Satzesüberπ(n) verwendet haben.

§2: Das Sieb des Eratosthenes

Das klassische Verfahren zur Bestimmung aller Primzahlen unterhalb
einer bestimmten Schranke geht zurück auf ERATOSTHENESim dritten
vorchristlichen Jahrhundert. Es funktioniert folgendermaßen:

Um alle Primzahlen kleiner oder gleich einer ZahlN zu finden, schreibe
man zun̈achst die Zahlen von eins bisN in eine Reihe.

Eins ist nach Definition keine Primzahl – für griechische Mathematiker
wie EUKLID war die Eins nicht einmal eine Zahl. Also streichen wir die
Eins durch. Die Zwei ist prim, aber ihre echten Vielfachen sind naẗurlich
keine Primzahlen, werden also durchgestrichen. Dazu müssen wir nicht
von jeder Zahl nachprüfen, ob sie durch zwei teilbar ist, sondern wir
streichen einfach nach der Zwei jede zweite Zahl aus der Liste durch.
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Die erste nichtdurchgestrichene Zahl der Liste ist dann dieDrei. Sie
muß eine Primzahl sein, denn hätte sie einen von eins verschiedenen
kleineren Teiler, k̈onnte das nur die Zwei sein, und alle Vielfachen von
zwei (außer der Zwei selbst) sind bereits durchgestrichen.

Auch die echten Vielfachen der Drei sind keine Primzahlen, werden also
durchgestrichen. Auch dazu streichen wir wieder einfach jede dritte Zahl
aus der Liste durch, unabhängig davon, ob sie bereits durchgestrichen ist
oder nicht. (Alle durch sechs teilbaren Zahlen sind offensichtlich schon
durchgestrichen.)

Genauso geht es weiter mit der Fünf usw.;nach jedem Durchgang durch
die Liste muß offenbar die erste noch nicht durchgestrichene Zahl eine
Primzahl sein, denn alle Vielfache von kleineren Primzahlen sind bereits
durchgestrichen, und wenn eine Zahlüberhaupt einen echten Teiler hat,
dann ist sie natürlich auch durch eine echt kleinere Primzahl teilbar.

Wie lange m̈ussen wir dieses Verfahren durchführen? Wenn eine Zahlx
Produkt zweier echt kleinerer Faktorenu, v ist, könnenu und v nicht
beide gr̈oßer sein als

√
x: Sonst ẅare schließlichx = uv größer alsx.

Also ist einer der beiden Teileru, v kleiner oder gleich
√

x, so daßx min-
destens einen Teiler hat, dessen Quadrat kleiner oder gleich x ist. Damit
ist eine zusammengesetzte Zahlx durch mindestens eine Primzahlp
teilbar mitp2 ≤ x.

ERATOSTHENES (Ερατοσθένες) wurde 276 v.Chr. in
Cyrene im heutigen Libyen geboren, wo er zunächst von
Scḧulern des Stoikers ZENO ausgebildet wurde. Danach
studierte er noch einige Jahre in Athen, bis ihn 245
der Pharao PTOLEMAIOS III als Tutor seines Sohns nach
Alexandrien holte. 240 wurde er dort Bibliothekar der
ber̈uhmten Bibliothek im Museion.
Heute ist er außer durch sein Sieb vor allem durch
seine Bestimmung des Erdumfangs bekannt. Er berech-
nete aber auch die Abstände der Erde von Sonne und
Mond und entwickelte einen Kalender, der Schalt-
jahre enthielt. 194 starb er in Alexandrien, nach eini-
genÜberlieferungen, indem er sich, nachdem er blind
geworden war, zu Tode hungerte.

Für das Sieb des ERATOSTHENES, angewandt auf die Zahlen von eins
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bis N heißt das, daß wir aufhören k̈onnen, sobald die erste nicht-
durchgestrichene Zahlp ein Quadratp2 > N hat; dann k̈onnen wir
sicher sein, daß jede zusammengesetzte Zahlx ≤ N bereits einen
kleineren Primteiler alsp hat und somit bereits durchgestrichen ist. Die
noch nicht durchgestrichenen Zahlen in der Liste sind also Primzahlen.

Damit lassen sich leicht von Hand alle Primzahlen bis hundert finden, mit
etwas Fleiß auch die bis Tausend, aber sicher nicht die hundertstelligen.

Trotzdem kann uns ERATOSTHENEShelfen, zumindest zu zeigen, daß ge-
wissen Zahlen nicht prim sind: Wenn wir Primzahlen in einem Intervall
[a, b] suchen, d.h. also Primzahlenp mit

a ≤ p ≤ b ,

so k̈onnen wir ERATOSTHENESauf dieses Intervall fast genauso anwen-
den wie gerade eben auf das Intervall [1, N ]:

Wir gehen aus von einer Listep1, . . . , pr der ersten Primzahlen; dabei
wählen wirr so, daß die Chancen auf nicht durchpr teilbare Zahlen im
Intervall [a, b] noch einigermaßen realistisch sind, d.h. wir gehen bis zu
einer Primzahlpr, die ungef̈ahr in der Gr̈oßenordnung der Intervallänge
b − a liegt.

Nun können wir mit jeder der Primzahlenpi sieben wie im klassischen
Fall; wir müssen nur wissen, wo wir anfangen sollen.

Dazu berechnen wir für jedespi den Divisionsrestri = a modpi. Dann
ist a − ri durchpi teilbar, liegt allerdings nicht im Intervall [a, b]. Die
erste Zahl, die wir streichen m̈ussen, ist alsoa − ri + pi, und von da
an streichen wir einfach, ohne noch einmal dividieren zu müssen, wie
gehabt jedepi-te Zahl durch.

Was nachr Durchg̈angen nocḧubrig bleibt, sind genau die Zahlen
aus [a, b], die durch keine der Primzahlenpi teilbar sind. Sie k̈onnen
zwar noch gr̈oßere Primteiler haben, aber wichtig ist, daß wir mit mini-
malem Aufwand f̈ur den Großteil aller Zahlen aus [a, b] gesehen haben,
daß sie keine Primzahlen sind. Für den Rest brauchen wir andere Ver-
fahren, aber die sind allesamt erheblich aufwendiger als ERATOSTHENES,
so daß sich diese erste Reduktion auf jeden Fall lohnt.
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§3: Fermat-Test und Fermat-Zahlen

Nach dem kleinen Satz von FERMAT gilt f ür jede Primzahlp und je-
de nicht durchp teilbare Zahla die Formelap−1 ≡ 1 modp. Im
Umkehrschluß folgt sofort:

Falls für eine naẗurliche Zahl1 ≤ a ≤ p − 1 gilt ap−1 6≡ 1 modp,
kannp keine Primzahl sein.

Beispiel: Istp = 129 eine Primzahl? Falls ja, ist nach dem kleinen Satz
von FERMAT 2128 ≡ 1 mod 129. Tats̈achlich ist aber

27 = 128≡ −1 mod 129 ,

also hat die Zwei in (Z/129)× die Ordnung 14. Da 14 kein Teiler von 128
ist, kann 2128 mod 129 nicht eins sein. (Wegen 128≡ 2 mod 14 ist
2128 ≡ 22 = 4 mod 129.) Somit ist 129 keine Primzahl.

Dieses Ergebnis ḧatten wir naẗurlich auch durch Probedivisionen leicht
gefunden: Da 129 die Quersumme 12 hat, ist die Zahl durch dreiteilbar;
ihre Primzerlegung ist 129 = 3· 43.

Keine Kopfrechenaufgabe ist die Frage, obF20 = 2220

+ 1 eine Primzahl
ist. Falls ja, ẅare nach dem kleinen Satz von FERMAT insbesondere

3F20−1 = 1 modF20, also 3(F20−1)/2 ≡ ±1 modF20 .

Nachrechnen zeigt, daß dies nicht der Fall ist, allerdings ist das

”
Nachrechnen“ bei dieser 315 653-stelligen Zahl natürlich keineÜbungs-

aufgabe f̈ur Taschenrechner: 1988 brauchte eine Cray X-MP dazu
82 Stunden, der damals schnellste Supercomputer Cray-2 immerhin
noch zehn; siehe

JEFF YOUNG, DUNCAN A. BUELL: The Twentieth Fermat Number is
Composite,Math. Comp.50 (1988), 261–263.

Damit war gezeigt, daßF20 keine Primzahl ist. (Die anscheinend etwas
weltabgewandt lebenden Autoren meinten, dies sei die aufwendigste bis
dahin produzierte 1-Bit-Information.)

Umgekehrt k̈onnen wir leider nicht folgern, daßp eine Primzahl ist,
wenn f̈ur ein a ∈ N mit 1 < a < p − 1 gilt ap−1 ≡ 1 modp. So ist
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beispielsweise 18322 ≡ 1 mod 323, aber 323 = 17· 19 ist zusammenge-
setzt. Immerhin gibt es nicht vielea ≤ 323 mita322 ≡ 1 mod 323: Die
einzigen M̈oglichkeiten sinda = ±1 unda = ±18.

Es kann nicht vorkommen, daß für eine zusammengesetzte Zahln und
alle 1≤ a ≤ n gilt an−1 ≡ 1 modn, denn istp ein Primteiler vonn,
so ist f̈ur jedes Vielfachea von p naẗurlich auchan−1 durchp teilbar,
kann also nicht kongruent eins modulo des Vielfachenn von p sein.
Zumindest f̈ur diea mit ggT(a, n) > 1 kann die Gleichung also nicht
erfüllt sein.

Bei großen Zahlenn mit nur wenigen Primfaktoren ist die Chance, ein
solchesa zu erwischen, recht klein; wenn dies die einzigen Gegen-
beispiele sind, wird uns der FERMAT-Test also fast immer in die Irre
führen.

Definition: Eine naẗurliche Zahl n heißt CARMICHAEL-Zahl, wenn
sie keine Primzahl ist, aber trotzdem für jede naẗurliche Zahla mit
ggT(a, n) = 1 gilt: an−1 ≡ 1 modn .

ROBERT DANIEL CARMICHAEL (1879–1967) war ein amerikanischer Mathematiker, der
unter anderem B̈ucherüber die Relativiẗatstheorie,̈uber Zahlentheorie,̈uber Analysis und
über Gruppentheorie veröffentlichte. Ab 1915 lehrte er an der University of Illinois. Er
zeigte 1910, daß 561 die gerade definierte Eigenschaft hat und publizierte auch sp̈ater
noch eine Reihe von Arbeiten̈uber solche Zahlen.

Satz: Eine naẗurliche Zahln ist genau dann eine CARMICHAEL-Zahl,
wenn sie das Produkt von mindestens drei paarweise verschiedenen
ungeraden Primzahlen ist, wobei für jeden Primfaktorp auchp − 1
Teiler vonn − 1 ist.

Beweis:Sei zun̈achstn =
∏

pi ein Produkt paarweise verschiedener
Primzahlen, f̈ur diepi − 1 Teiler vonn − 1 ist. Nach dem chinesischen
Restesatz ist dann (Z/N )× ∼=

∏
(Z/pi)

×. In der Gruppe (Z/pi)
× ist

die Ordnung eines jeden Elements ein Teiler vonpi − 1 und damit von
n− 1; also ist auch in (Z/n)× die Ordnung eines jeden Elements Teiler
vonn − 1. Damit gilt für jedes zun teilerfremdea ∈ Z die Kongruenz
an−1 ≡ 1 modn, d.h.n ist eine CARMICHAEL-Zahl.
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Umgekehrt sein eine CARMICHAEL-Zahl. Dann istn ungerade, denn für
gerade Zahlenn ist (n − 1)n−1 ≡ (−1)n−1 = −1 modn.

Als nächstes wollen wir uns̈uberlegen, daßn Produkt verschiedener
Primzahlen sein muß: Angenommen, in der Primzerlegung vonn tritt
eine Primzahlp mehrfach auf, d.h.n = peq mit einer zup teilerfremden
Zahl q. Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

(p + 1)p
e−1

=
pe−1∑

k=0

(
pe−1

k

)
pk ,

und für allek 6= 0 ist
(

pe−1

k

)
pk =

pe−1(pe−1 − 1) · · · (pe−1 − k + 1)
k!

pk

= pe−1 · pe−1

1
· pe−1 − 2

2
· · · pe−1 − (k − 1)

k − 1
· pk

k
.

In jedem der Br̈uche (pe−1−ℓ)/ℓ kommtp in Zähler und Nenner mit der
gleichen Potenz vor, dennℓ < pe−1 undpe−1 − ℓ ≡ −ℓ modpe−1. Im
letzten Bruchpk/k stehtp im Zähler offensichtlich mit einer ḧoheren
Potenz als im Nenner; insgesamt ist der Ausdruck also mindestens
durch pe teilbar. Somit ist (1 +p)p

e−1 ≡ 1 modpe; in (Z/pe)× gibt
es daher Elemente, deren Ordnung ein Vielfaches vonp ist. Da nach
dem chinesischen Restesatz (Z/n)× ∼= (Z/pe)× × (Z/q)× ist, gibt es
dann auch in (Z/n)× ein solches Elementa. Da n − 1 nicht durchp
teilbar ist, istn kein Vielfaches dieser Ordnung, so daßan−1 modu-
lo n nicht eins sein kann. Damit istn keine CARMICHAEL-Zahl; eine
CARMICHAEL-Zahl muß also Produkt verschiedener Primzahlen sein.

Für jeden Primteilerp vonn mußp− 1 ein Teiler vonn − 1 sein, denn
nach dem chinesischen Restesatz ist (Z/n)× das Produkt der Gruppen
(Z/p)×, es gibt also in (Z/n)× eine primitive Wurzela modulop. Da
an−1 ≡ 1 modn und damit insbesondere modulop ist, mußn − 1 ein
Vielfaches der Ordnungp − 1 vona modulop sein.

Schließlich m̈ussen wir uns nocḧuberlegen, daßn ein Produkt von
mindestens drei Primzahlen ist: Dan nach Definition keine Primzahl
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ist, wären = pq sonst das Produkt zweier Primzahlen. Wie wir gerade
gesehen haben, m̈ußte

n − 1 = pq − 1 = (p − 1)q + (q − 1) = p(q − 1) + (p − 1)

sowohl durchp − 1 als auch durchq − 1 teilbar sein, also m̈ußten
p − 1 undq − 1 durcheinander teilbar sein, d.h.p = q, was wir bereits
ausgeschlossen haben.

Als Beispiel k̈onnen wir ein Produktn = (6t + 1)(12t + 1)(18t + 1) mit
drei primen Faktoren betrachten, z.B.

1729 = 7× 13× 19 für t = 1 oder 294409 = 37× 73× 109

für t = 6. Hier istn − 1 = 1296t3 + 396t2 + 36t = 36t · (36t2 + 11t + 1)
offensichtlich durch 6t, 12t und 18t teilbar,n ist also eine CARMICHAEL-
Zahl.

Natürlich muß nicht jede CARMICHAEL-Zahl von dieser Form sein; die
kleinste CARMICHAEL-Zahl beispielsweise ist 561 = 3· 11 · 17 und hat
keinen einzigen Primfaktor kongruent eins modulo sechs.

Eine gr̈oßte CARMICHAEL-Zahl gibt es nicht, denn nach

W.R. ALFORD, ANDREW GRANVILLE , CARL POMERANCE: There are
infinitely many Carmichael numbers,Ann. Math,140(1994), 703–722

gibt es unendlich viele. Konkret zeigen sie, daß die Anzahl der
CARMICHAEL-Zahlen kleiner oder gleichx für große Zahlenx min-
destens gleichx2/7 ist. Die tats̈achliche Anzahl d̈urfte wohl deutlich
größer sein, ist aber immer noch sehr viel kleiner als die der Primzahlen.

Für große Zahlenp wird es zunehmend unwahrscheinlich, daß sie auch
nur für eina den FERMAT-Test bestehen, ohne Primzahl zu sein. Rech-
nungen von

SU HEE KIM , CARL POMERANCE: The probability that a Random
Probable Prime is Composite,Math. Comp.53 (1989), 721–741

geben folgende obere Schranke für die Wahrscheinlichkeitε, daß eine
zufällig geẅahlte Zahlp der angegebenen Größenordnung den FERMAT-
Test mit einem vorgegebenena besteht und trotzdem keine Primzahl
ist:
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p ≈ 1060 1070 1080 1090 10100

ε ≤ 7,16 · 10−2 2,87 · 10−3 8,46 · 10−5 1,70 · 10−6 2,77 · 10−8

p ≈ 10120 10140 10160 10180 10200

ε ≤ 5,28 · 10−12 1,08 · 10−15 1,81 · 10−19 2,76 · 10−23 3,85 · 10−27

p ≈ 10300 10400 10500 10600 10700

ε ≤ 5,8 · 10−29 5,7 · 10−42 2,3 · 10−55 1,7 · 10−68 1,8 · 10−82

p ≈ 10800 10900 101000 102000 103000

ε ≤ 5,4 · 10−96 1,0 · 10−109 1,2 · 10−123 8,6 · 10−262 3,8 · 10−397

(Sie geben natürlich auch eine allgemeine Formel an, jedoch ist diese
zu grausam zum Abtippen.)

Wenn wir RSA-Moduln von 2048 Bit konstruieren wollen, brauchen wir
etwa dreihundertstellige Primzahlen; hier liegt die Irrtumswahrschein-
lichkeit bei einem einzigen FERMAT-Test also bei ḧochstens 5,8 · 10−29.
Wenn das zu hoch ist, kann man mit mehreren zufällig geẅahlten Basen
testen und dadurch dir Fehlerwahrscheinlichkeit deutlichverringern –
auch wenn es wohl gewagt wäre, zwei solche Tests als unabhängig
anzunehmen.

Die Bundesnetzagentur empfiehlt, bei probabilistischen Primzahltests
für die Erzeugung von RSA-Moduln eine Irrtumswahrscheinlichkeit von
höchsten 2−100 ≈ 7,89·10−31 zuzulassen. Da die Wahrscheinlichkeiten
in obiger Tabelle obere Schranken sind, könnte das vielleicht schon mit
einem Test erreicht sein; besser sind auf jeden Fall mehrereoder, noch
besser, ein Test, der wirklichbeweisenkann, daß eine Zahl prim ist.

Einige Leute reden bei Zahlen, die einen FERMAT-Test bestanden haben,
von

”
wahrscheinlichen Primzahlen“. Das ist natürlich Unsinn: Eine Zahl

ist entwedersicherprim odersicherzusammengesetzt; für Wahrschein-
lichkeiten gibt es hier keinen Spielraum. Besser ist der ebenfalls gele-
gentlich zu ḧorende Ausdruck

”
industrial grade primes“, also

”
Indus-

trieprimzahlen“, der ausdrücken soll, daß wir zwar nichtbewiesenhaben,
daß die Zahl wirklich prim ist, daß sie aber für (manche)

”
industrielle

Anwendungen“ gut genug ist.

Zumindest grunds̈atzlich l̈aßt sich der FERMAT-Test auch ausbauen zu
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einem echten Primzahltest; die einfachste Art ist die folgende sehr
schwache Version eines Satzes von POCKLINGTON:

Satz: Ist für zwei naẗurliche Zahlenp, a zwar ap−1 ≡ 1 modp, aber
für jeden Primteilerq von p − 1 gilt a(p−1)/q 6≡ 1 modp, so istp eine
Primzahl.

Beweis:Offensichtlich muß dann die Ordnung vona in (Z/pZ)× gleich
p − 1 sein. Wie wir aus Kapitel 1,§8 wissen, hat (Z/pZ)× die Ord-
nung ϕ(p), und f̈ur jede zusammengesetzte Zahl folgt aus der dort
angegebenen Formel leicht, daßϕ(p) < p − 1 ist. Also mußp prim
sein.

HENRY CABOURN POCKLINGTON (1870–1952) wurde im englischenn Exeter geboren; er
studierte an dem College, aus 1904 die University of Leeds wurde. Damals wurden Stu-
denten dort auf Examen in London vorbereitet; POCKLINGTON erhielt 1889 Bachelorgrade
sowohl in Experimentalphysik als auch in Mathematik und erhielt anschließend verschie-
dene Stipendien des St. John’s College in Cambdridge, zunächst als Student, dann als
fellow.1896 erhielt er den Doktorgrad der Universität London. Als seine Stipendien 1900
ausliefen, wurde er Physiklehrer an einer Schule in Leeds und blieb dies auch bis zu seiner
Pensionierung 1926, obwohl er mehrfach Angebote von Universitäten bekam und 1907
sogarfellowderRoyal Societywurde. Zwischen 1895 und 1940 publizierte er rund vierzig
Arbeiten, zun̈achst haupts̈achlich aus dem Gebiet der Physik und Astronomie, ab 1910
aber vor allem aus der Mathematik,

Der Nachteil des gerade bewiesenen Satzes ist, daß wir alle Primteiler
vonp − 1 kennen m̈ussen; wenn wir Primzahlen mit mehreren hundert
Dezimalstellen suchen, ist das meist keine sehr realistische Annahme.
Für Zahlen spezieller Bauart kann dieser Test jedoch sehr nützlich sein:
Wenn wir von einer Zahln mit wenigen, uns bekannten Primteilern
ausgehen, läßt sich so testen, obn + 1 eine Primzahl ist.

Die einfachsten Kandidaten für n sind Primzahlpotenzenn = pr; für
eine ungerade Primzahlp ist allerdingsn + 1 gerade und somit keine
Primzahl. Auf den Fallp = 2 werden wir gleich zur̈uckkommen.

Bei kleinen geraden Zahlenb mit wenigen Primfaktoren gibt es gele-
gentlich Chancen, daßbr + 1 eine Primzahl ist, allerdings kommt auch
das nur selten vor. Ein Beispiel wäre etwa

p = 244 + 1 = 331 777 .
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Hier hatp − 1 = 244 nur 2 und 3 als Primteiler, wir m̈ussen also eine
Zahla finden, so daß

ap−1 ≡ 1 modp, a(p−1)/2 6≡ 1 modp und a(p−1)/3 6≡ 1 modp

ist. Dazu berechnen wir am besten zunächstx = a(p−1)/6 modp, sodann
y = a(p−1)/3 modp = x2 modp und z = a(p−1)/2 modp = x3 modp.
Wennp eine Primzahl ist, muß offensichtlichz ≡ −1 modp sein, und
wenn dies gilt, ist aucha(p−1) ≡ 1 modp.

Für a = 2 erhalten wirx = 92553, y = 239223 undz = 1; das beweist
nichts. F̈ur a = 3 ist sogar bereitsx = 1, aber f̈ur a = 5 wird x = 92554,
y = 92553 undz = 331776≡ −1 modp. Dies beweist,daßp eine
Primzahl ist.

Als nächstes wollen wir uns̈uberlegen, wannn = 2r + 1 prim sein kann.
Für ungerader ist n durch drei teilbar, denn 2r ≡ (−1)r ≡ −1 mod 3;
für r > 1 kannn dann also nicht prim sein. Auch wennr nur durch
eine ungerade Zahlu > 1 teilbar ist, kann 2r + 1 nicht prim sein, denn
ist r = uv, so ist 2r = (2v)u ≡ (−1)u ≡ −1 mod 2v + 1 ,so daß 2v + 1
ein nichttrivialer Teiler ist. Die einzigen Kandidaten für Primzahlen sind
daher die Zahlen

Fn = 22n

+ 1 ,

bei denen der Exponentr eine Zweierpotenz ist. Sie heißen FERMAT-
Zahlen, weil FERMAT zwischen 1630 und 1640 in mehreren Briefen,
unter anderem an PASCAL und an MERSENNE, die Vermutung̈außerte,
diese Zahlen seien allesamt prim.

Für F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17 sieht man das mit bloßem Auge und
mit auchF3 = 257 gibt es keine nennenswerten Schwierigkeiten. Für
größere Werte vonn können wir den obigen Test anwenden; da 2 der
einzige Primteiler vonFn − 1 ist, wird er hier einfach einfach zur
folgenden Aussage:

Lemma: Fn ist genau dann eine Primzahl, wenn es eina gibt mit

a(Fn−1)/2 ≡ −1 modFn .
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Für F4 = 216 + 1 = 65 537 ist (Fn − 1)/2 = 215, wir müssen also

ein a finden, so daßa215 ≡ −1 modF4 ist. Für a = 2 bekommen wir
nach 15 Quadrierungen das nutzlose Ergebnis eins, für a = 3 aber die
gewünschte−1. Damit istF4 als Primzahl erkannt – was auch FERMAT

wußte.

Für F5 = 232 + 1 = 429 4967 297 m̈ussen wira231

modF5 berechnen,
brauchen also schon 31 Quadrierungen. Füra = 2 erhalten wir wieder die
nutzlose Eins, f̈ur a = 3 aber das Ergebnis 10 324 303, das sich offenbar
auch moduloF5 deutlich von±1 unterscheidet. Somit istF5 keine
Primzahl und FERMATs obige Vermutung ist widerlegt. Sie istübrigens
die einzige seiner vielen Vermutungen, die sich als falsch erwies.

Der erste, der erkannte, daßF5 zusammengesetzt ist, war EULER, den
GOLDBACH in Sankt Petersburg auf FERMATs Vermutung aufmerksam
gemacht hatte. Nachdem EULERs Beweisversuche erfolglos blieben,
fand er 1732 schließlich die FaktorisierungF5 = 641·6 700 417. Obwohl
EULER viel rechnete, fand er diese Faktorisierung natürlich nicht durch
systematisches Ausprobieren aller Primzahlen bis zur Quadratwurzel
vonF5: dafür hätte er im schlimmsten Fall immerhin durch 6542 Prim-
zahlen dividieren m̈ussen!

Stattdessen benutzte EULER den kleinen Satz von FERMAT, um zun̈achst
Aussagen̈uber m̈ogliche Teiler von FERMAT-Zahlen zu bekommen. Er
fand

Lemma: Jeder Primteilerp vonFn ist kongruent eins modulo 2n+1.

Beweis:Ist 22n ≡ −1 modFn, so ist erst recht 22
n ≡ −1 modp, also

22n+1 ≡ 1 modp. Die Ordnung der Zwei inF×
p ist somit ein Teiler

von 2n+1, also eine Zweierpotenz. Ẅare diese kleiner als 2n+1, wäre sie
ein Teiler von 2n, so daß 22

n ≡ +1 modp sein m̈ußte. Somit ist 2n+1

die genaue Ordnung. Diese muß aber nach dem Satz von LAGRANGEein
Teiler der Gruppenordnung sein, d.h. 2n+1 teilt p−1, was die Behauptung
beweist.

Somit wußte EULER, daß jeder Primteiler vonF5 die Formp = 64k + 1
haben muß; Primzahlen dieser Form gibt es nur 209 unterhalb von 215,
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was das Problem schon viel handhabbarer erscheinen läßt. Dazu kam,
daß er Gl̈uck hatte: Schon für k = 10 bekam er einen Teiler. Nach 193,
257, 449 und 577 ist 641 bereits die fünfte Primzahl dieser Form!

Tats̈achlich aber machte er sich trotzdem zuviel Arbeit, denn wieder
franz̈osische Mathematiker EDOUARD LUCAS (1842–1891) fand, gilt
sogar

Lemma: Für n ≥ 3 ist jeder Primteilerp von Fn kongruent eins mo-
dulo 2n+2.

Beweis:Wir gehen genauso vor wie EULER, suchen aber ein Element
von F

×
p , dessen Ordnung 2n+2 ist. Ein solches Element haben wir ge-

funden, wenn wir inF×
p einx finden mitx2 = 2. Wegen der Beziehung

(
22n−1

+ 1
)2

= 22n

+ 1 + 22n−1+1 ≡ 22n−1+1 modFn

haben wir zun̈achst eine Zahly gefunden mity2 ≡ 2u modFn, wobei
u = 2n−1 +1 eine ungerade Zahl ist. Mit dem erweiterten EUKLID ischen
Algorithmus k̈onnen wir daher ganze Zahlenv, w finden mituv+2w = 1.
Damit ist auch

2 = 2uv+2w = (2u)v · (2w)2 = y2v · 22w = (yv · 2w)2

ein Quadrat inF×
p .

Mit dieser Verscḧarfung seines Lemmas hätte sich EULER auf Primzah-
len der Form 128k + 1 beschr̈anken k̈onnen und ḧatte bereits im zweiten
Anlauf (nach einem vergeblichen Versuch mit 257) seinen Faktor ge-
funden.

Auch wenn er nie etwas darüber publiziert hat, ḧatte er auch beweisen
können und bewies vielleicht auch, daß sein Kofaktorq = 6 700 417
ebenfalls eine Primzahl ist: Da jeder Primteilerp von q insbesondere
auchF5 teilt, mußp ≡ 1 mod 128 sein, und wenn es einen echten Teiler
gibt, gibt es auch einen der kleiner ist als

√
q ≈ 2588,5. Es gibt nur

zwanzig Zahlen der Form 128k + 1 unterhalb von
√

q, und nur f̈unf
davon sind prim: Neben den bereits bekannten Kandidaten 257und 641
sind das noch 769, 1153 und 1409. Fünf einfache Divisionen mit Rest
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zeigen, daßq durch keine dieser Zahlen teilbar ist; somit haben wir
bewiesen, daß auchq prim sein muß.

Die Suche nach FERMAT-Primzahlen sowie nach Faktoren von FERMAT-
Zahlen bescḧaftigt auch heute noch eine ganze Reihe von Mathemati-
kern; die jeweils neuesten Ergebnisse sind zum Beispiel aufden Websei-
ten vonwww.fermatsearch.org zu finden. Unter anderem ist bewiesen,
daßFn für 5 ≤ n ≤ 32 sowie viele andere Werte vonn zusammenge-
setzt ist; oft sind auch zumindest einige Faktoren bekannt.FERMATsche
Primzahlen mitn > 4 wurden bislang keine gefunden, allerdings ist
auch noch nicht bewiesen, daß es unendlich viele FERMAT-Zahlen gibt,
diekeinePrimzahlen sind.

Der oben angegebene Beweis von LUCAS zeigt übrigens auch, warum
wir beim Primzahltest f̈ur F4 mit der Basis zwei keinen Erfolg hat-
ten: Da 2 moduloF4 ein Quadrat ist,mußdie Potenz mit Exponent
(F4 − 1)/2 gleich eins sein, denn sie ist schließlich die (F4 − 1)-te
Potenz der Wurzel aus 2. Aus diesem Grund wurde bei derÜberpr̈ufung
von F20 nicht mit a = 2 gearbeitet, obwohl dies rechnerisch sehr viel
effizienter gewesen ẅare. Wie wir im Kapitelüber quadratische Reste
sehen werden, konnten sich die Autorenvor Beginn ihrer Rechnung
leicht davonüberzeugen, daß drei moduloF20 keineQuadratzahl ist;
der Aufwand f̈ur die Entscheidung, ob eine Zahla Quadrat moduloF20
ist, erfordert einen Aufwand, der ungefähr dem f̈ur die Anwendung des
EUKLID ischen Algerithmus aufa undF20 entspricht, im Fallea = 3 also
nicht viel mehr als die Berechnung vonF20 mod 3, was man im Kopf

als (−1)2
20

+ 1 = 2 berechnen kann.

Kehren wir zur̈uck zu Primzahltests für allgemeine Zahlenn, Wenn wir
n − 1 zumindest teilweise faktorisieren können, hilft gelegentlich der
folgende Satz:

Satz: Angenommenn = uv ist das Produkt zweier teilerfremder
Zahlensu < v, und wir kennen die Primzerlegungv =

∏
qei

i von v.
Falls es eina ∈ N gibt, so daßan−1 ≡ 1 modn und

ggT
(
a(n−1)/qi − 1, n

)
= 1 für allei ,

ist n eine Primzahl.
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Beweis:Angenommen,p sei ein echter Primteiler vonn, unda erfülle
die angegebenen Bedingungen. Die Ordnung der Restklasse von a in
(Z/p)× seir; sie ist naẗurlich ein Teiler vonp − 1.

Da an−1 ≡ 1 modn und damit erst recht modulo des Teilersp, ist r
auch Teiler vonn − 1; daa(n−1)/qi − 1 aber teilerfremd zun ist, ist
a(n−1)/qi nicht kongruent eins modulop; die Ordnungr teilt also keine
der Zahlen (n − 1)/qi. Somit teilt r zwar das volle Produktu

∏
qei

i ,
nicht aber das Produkt, in dem auch nur ein Exponentei erniedrigt
wurde. Somit istr für jedesi ein Vielfaches vonqei

i und damit auch ein
Vielfaches vonv. Da r ein Teiler vonp − 1 ist, folgt insbesondere daß
v < p sein muß. Nun ist abern = uv undu < v, d.h.v >

√
n. Damit

haben wir gezeugt, daß jeder echte Primteiler vonn größer als
√

n sein
muß. Da dies unm̈oglich ist, gibt es keine echten Primteiler, d.h.n ist
eine Primzahl.

§4: Der Test von Miller und Rabin

Der Test von MILLER und RABIN ist eine etwas strengere Version des
Tests von FERMAT: Um zu testen, obp eine Primzahl sein kann, schrei-
ben wirp − 1 zun̈achst als Produkt 2nu einer Zweierpotenz und einer
ungeraden Zahl; sodann berechnen wirau modp. Falls wir das Ergeb-
nis eins erhalten, ist erst rechtap−1 ≡ 1 modp, und wir können nicht
folgern, daßp zusammengesetzt ist.

Andernfalls quadrieren wir das Ergebnis bis zun-mal modulop. Falls
dabei nie eine Eins erscheint, folgt nach FERMAT, daßp zusammenge-
setzt ist. Falls vor der ersten Eins eine von−1 (bzw.p−1) verschiedene
Zahl erscheint, folgt das auch, denn im KörperFp hat die Eins nur die
beiden Quadratwurzeln±1. In allen anderen F̈allen erfahren wir nicht
mehr als bei FERMAT.

Algorithmisch funktioniert der Test also folgendermaßen:

Schritt 0: Wähle ein zuf̈alliges a, schreibep − 1 = 2nu mit einer
ungeraden Zahlu und berechneb = au modp. Falls dies gleich Eins
ist, endet der Algorithmus und wir konnten nicht zeigen, daßp eine
zusammengesetzte Zahl ist; sie kann prim sein.
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Schritt i, 1 ≤ i ≤ n: Falls b ≡ −1 modp, endet der Algorithmus
und wir können nicht ausschließen, daßp prim ist. Fallsb = 1 ist (was
frühestens im zweiten Schritt der Fall sein kann), istp zusammengesetzt
und der Algorithmus endet. Andernfalls wirdb durchb2 modp ersetzt
und es geht weiter mit Schritti + 1.

Schritt n + 1: Der Algorithmus endet mit dem Ergebnis, daßp zusam-
mengesetzt ist.

Beispiel:Ist 247 eine Primzahl? Wir ẅahlena = 77, und da 77246 mod
247 = 1 ist, k̈onnen wir mit FERMAT nicht ausschließen, daß 247 prim ist.
Da aber 77123 mod 247 = 77 ist, sagt uns der Algorithmus von MILLER

und RABIN im zweiten Schritt, wenn wir 772 ≡ 1 mod 247 betrachten,
daß die Zahl zusammengesetzt sein muß.

Hätten wir allerdings mita = 87 gearbeitet, ḧatten wir im nullten Schritt
87123 ≡ 1 mod 247 berechnet und hätten 247 = 13· 19 nicht als zusam-
mengesetzt erkannt.

GARY L. M ILLER entwickelte diesen Test 1975 im Rah-
men seiner Dissertation (in Informatik) an der Univer-
sität von Berkeley. Dabei ging es ihm nicht um einen
probabilistischen Test, sondern um einen Test, der im-
mer die richtige Antwort liefert. Er konnte zeigen, daß
dies hier beim Test von hinreichend vielen geeigneten
Basen der Fall istvorausgesetztdie bis heute immer
noch offene verallgemeinerte RIEMANN-Vermutung ist
richtig. Er lehrte sp̈ater zun̈achst einige Jahre an der
University of Waterloo, inzwischen an der Carnegie
Mellon University. Seine sp̈ateren Arbeiten stammen
haupts̈achlich aus dem Gebiet der rechnerischen Geo-
metrie.www.cs.cmu.edu/∼glmiller

MICHAEL O. RABIN wurde 1931 in Breslau geboren. Die
Familie wanderte nach Israel aus, wo er an der hebräis-
chen Universiẗat von Jerusalem Mathematik studierte.
Nach seinem Diplom 1953 ging er nach Princeton, wo
er 1957 promovierte. Seit 1958 lehrt er an der hebräis-
chen Universiẗat, wo er unter anderem auch Dekan der
mathematischen Fakultät und Rektor war. Seit 1983
ist er zus̈atzlich Inhaber des THOMAS J. WATSON-
Lehrstuhls f̈ur Informatik an der Harvard University.
Seine Forschungen, für die er u.a. 1976 den TURING-
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Preis erhielt, beschäftigen sich mit der Komplexität mathematischer Operationen und der
Sicherheit von Informationssystemen. Seine home page in Harvard ist zu finden unter
www.seas.harvard.edu/directory/Rabin .

Anscheinend wurde der Test von MILLER und RABIN bereits 1974, also
vor MILLERs Ver̈offentlichung, von SELFRIDGE verwendet; daher sieht
man gelegentlich auch die korrektere BezeichnungTest vonMILLER,
RABIN undSELFRIDGE.

Der amerikanische Mathematiker JOHN L. SELFRIDGE

promovierte 1958 an der University of California in Los
Angelos. Bis zu seiner Emeritierung lehrte er an der
Northern Illinois University. Seine Arbeiten befassen
sich vor allem mit der analytischen sowie der konstruk-
tiven Zahlentheorie. Vierzehn davon schrieb er mit PAUL

ERD}OS. math.niu.edu/faculty/index.php?cmd=

detail&id=91

§5: Der Test von Agrawal, Kayal und Saxena

Im August 2002 stellten MANINDRA AGRAWAL, NEERAJ KAYAL und
NITIN SAXENA , zwei Bachelor-Studenten am Indian Institute of Tech-
nology in Kanpur und ihr Professor, einen Primzahltest vor,der ebenfalls
auf dem kleinen Satz von FERMAT beruht, aber (natürlich auf Kosten ei-
nes erheblich gr̈oßeren Aufwands) immer die richtige Antwort liefert;
er ist inzwischen erschienen in

MANINDRA AGRAWAL, NEERAJ KAYAL , NITIN SAXENA : PRIMES
is in P , Annals of Mathematics160(2004), 781-793.

Selbstversẗandlich war dies nicht der erste Primzahltest, der deutlich
schneller als Probedivisionen zeigt, ob eine gegebene Zahlprim ist oder
nicht; es ist auch bei weitem nicht der schnellste solche Test. Er hat aber
gegen̈uber anderen solchen Tests zwei Besonderheiten:
1. Zu seinem Verständnis ist – nach einigen in der letzten Zeit gefun-

denen Vereinfachungen – nur elementare Zahlentheorie notwendig.
2. Es ist der bislang einzige Test, von dem man beweisen kann,daß

seine Laufzeit f̈urn-stellige Zahlen durch ein Polynom inn begrenzt
werden kann.



Kap. 3: Primzahlen 

MANINDRA AGRAWAL erhielt 1986 seinen BTech und
1991 seinen PhD in Informatik am Indian Institute of
Technology in Kanpur, wo er – abgesehen von Gastau-
fenthalten in Madras, Ulm, Princeton und Singapur –
seither als Professor lehrt. Seine Arbeiten befassen sich
haupts̈achlich mit der Komplexiẗat von Schaltungen und
von Algorithmen. F̈ur die Arbeit mit KAYAL und SAX-
ENA erhielt er gemeinsam mit diesen unter anderem
den G̈ODEL-Preis 2006 f̈ur die besten Zeitschriften-
veröffentlichung auf dem Gebiet der Theoretischen In-
formatik.

http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/

NEERAJ KAYAL wurde 1979 geboren. Er erhielt 2002
seinen BTech und 2006 seinen PhD bei MANINDRA

AGRAWAL am Indian Institute of Technology in Kan-
pur. Neuere Arbeiten beschäftigen unter anderem sich
mit der Komplexiẗat des Isomorphieproblems bei endli-
chen Ringen sowie der Lösbarkeit von bivariaten Poly-
nomgleichungen̈uber endlichen K̈orpern. Nach einem
kurzen Aufenthalt an der Rutgers University arbeitet er
inzwischen bei Microsoft Research.

http://research.microsoft.com/en-us/

people/neeraka/

NITIN SAXENA wurde 1981 geboren. Er erhielt 2002 sei-
nen Bachelor of Technology und 2006 seinen PhD bei
MANINDRA AGRAWAL am Indian Institute of Technol-
ogy in Kanpur. Ẅahrend der Arbeit an seiner Disser-
tationüber die Anwendung von Ringhomomorphismen
auf Fragen der Komplexitätstheorie besuchte er jeweils
ein Jahr lang die Universitäten Princeton und Singapur,
danach arbeitete er als Postdoc in der GruppeQuan-
tum Computing and Advanced Systems Researcham
Centrum voor Wiskunde en Informatica in Amsterdam.
2006–2012 war erBonn Junior Fellowam HAUSDORFF

CENTERder Universiẗat Bonn, seit 2013 hat er eine Pro-
fessur am Indian Institute of Technology in Kanpur.
Sein Interesse gilt algorithmischen Verfahren der Alge-
bra und Zahlentheorie sowie Fragen der Komplexitäts-
theorie.

http://www.cse.iitk.ac.in/users/nitin/
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Für uns ist vor allem der erste Punkt wichtig; der zweite ist zwar ein f̈ur
Komplexiẗatstheoretiker sehr interessantes Ergebnis, hat aber keinerlei
praktische Bedeutung: Im Buch

VICTOR SHOUP: A computational Introduction to Number Theory
and Algebra,Cambridge University Press,22008 (Volltext unter
http://shoup.net/ntb/),

dem dieser Paragraph im wesentlichen folgt, argumentiert SHOUP, daß
alternative Algorithmen, so man sich auf Zahlen von wenigerals 2256Bit
beschr̈ankt, durch eine vergleichbare Schranke abgeschätzt werden
können, und natürlich sind die Zahlen, mit denen wir esüblicherweise
zu tun haben, deutlich kleiner. In der Praxis sind die alternativen Algo-
rithmen deutlich schneller.

(2256 liegt knappüber 1077; derzeitige Scḧatzungen f̈ur die Anzahl der
Nukleonen im Universum liegen bei etwa 1080. Damit ist klar, daß kein
Computer, der mit irgendeiner Art von heute bekannter Technologie
arbeitet, je eine solche Zahl speichern kann, geschweige denn damit
rechnen.)

Im folgenden wird es daher nur um eine mathematische Betrachtung
des Algorithmus von AGRAWAL, KAYAL und SAXENA gehen; f̈ur einen
(kurzen und elementaren) Beweis der Komplexitätsaussage sei beispiels-
weise auf das zitierte Buch von SHOUPverwiesen.

Die Grundidee des Algorithmus steckt im folgenden

Satz: n > 1 sei eine naẗurliche Zahl unda ∈ N sei dazu teilerfremd.
n ist genau dann prim, wenn im PolynomringüberZ/N gilt:

(X + a)n = Xn + a .

Beweis:Nach dem binomischen Lehrsatz ist

(X + a)n = Xn + an +
n−1∑

i=1

(
n

i

)
aiXn−i .
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Für eine Primzahln gilt nach dem kleinen Satz von FERMAT in Z/n die
Gleichungan = a. Außerdem ist f̈ur 1≤ i ≤ n − 1 der Binomialkoef-
fizient (

n

i

)
=

n(n − 1) · · · (n − i + 1)
i!

durchn teilbar, dan Faktor des Z̈ahlers, nicht aber des Nenners ist.
Somit verschwinden inZ/n alle diese Binomialkoeffizienten, und die
Gleichung aus dem Satz ist bewiesen.

Umgekehrt sein eine zusammengesetzte Zahl undp ein Primteiler
von n. Genauer sein = pem mit einer zup teilerfremden Zahlm.
Dann ist der Z̈ahler von

(
n
p

)
genau durchpe teilbar, denn die Faktoren

(n − 1), . . . , (n − p + 1) sind allesamt teilerfremd zup, und der Nenner
ist genau durchp teilbar. Somit ist

(
n
p

)
zwar durchpe−1 teilbar, nicht

aber durchpe und damit erst recht nicht durchn. Wenn wir (X + a)n

überZ/n ausmultiplizieren, kann daher der Summand
(
n
p

)
apXn−p nicht

verschwinden, und damit kann die Gleichung aus dem Satz nicht gelten.

In dieser Form f̈uhrt der Satz allerdings noch nicht zu einem praktikab-
len Primzahltest: Das Ausmultiplizieren von (X + a)n führt schließlich
auf n + 1 Summanden, der Aufwand ist also proportional zun und
damit vergleichbar damit, daß wir für jede naẗurliche Zahl 1< m < n
nachpr̈ufen, obn ohne Rest durchm teilbar ist. Die wesentliche neue
Idee von AGRAWAL, KAYAL und SAXENA besteht darin zu zeigen, daß
es bereits reicht, Gleichungen der im Satz genannten Art modulo ei-
nem geeigneten PolynomXr − 1 mit einem relativ kleinen Gradr
nachzupr̈ufen.

Konkret geht ihr Algorithmus folgendermaßen vor:

n sei die zu testende natürliche Zahl undℓ(n) = [log2 n] + 1 die Anzahl
ihrer Binärziffern.

1. Schritt:Stelle sicher, daßn keine Potenz einer anderen natürlichen
Zahl ist.

Das l̈aßt sich beispielsweise dadurch bewerkstelligen, daß man die
Quadratwurzel, Kubikwurzelusw. von n soweit ausrechnet bis man
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erkennt, daß es sich um keine natürliche Zahl handelt. Der ungünstigste
Fall ist offenbar der, daßn eine Zweierpotenz sein könnte; man muß
also bis zur [log2 n]-ten Wurzel gehen.

2. Schritt:Finde die kleinste natürliche Zahlr > 1 mit der Eigenschaft,
daß entweder ggT(n, r) > 1 ist oder aber ggT(n, r) = 1 ist undn modr
in (Z/r)× eine gr̈oßere Ordnung als 4ℓ(n)2 hat.

Dies geschieht einfach dadurch, daß man die Zahlenr = 2, 3, . . . alle-
samt durchprobiert, bis zum ersten mal eine der beiden Bedingungen
erfüllt ist. Die Bedingungüber die Ordnung der Restklasse vonn in
(Z/r)× prüft man nach, indem man nacheinander ihre Potenzen ausrech-
net, bis man entweder eine Eins gefunden hat oder aber der Exponent
größer als 4ℓ(n)2 ist.

3. Schritt:Fallsr = n, ist n prim und der Algorithmus endet.

In der Tat: Dann haben wir für aller < n überpr̈uft, daß ggT(n, r) = 1
ist. Wenn der Algorithmus etwas taugt, darf er natürlich höchstens f̈ur
sehr kleine Werte vonn mit diesem Schritt enden.

4. Schritt:Falls im zweiten Schritt einr gefunden wurde, f̈ur das der
ggT vonn undr größer als eins ist, mußn zusammengesetzt sein und
der Algorithmus endet.

Denn dann haben wir einen Teiler vonn gefunden.

Andernfalls kennen wir nun eine zun teilerfremde Zahlr, für dien mod
r in (Z/r)× eine gr̈oßere Ordnung als 4ℓ(n)2 hat.

5. Schritt:Teste f̈ur j = 1, . . . , ℓ =
def

2ℓ(n)[
√

r] + 1, obüberZ/n

(X + j)n ≡ Xn + j mod (Xr − 1) .

Sobald einj gefunden wird, f̈ur das dies nicht erfüllt ist, endet der
Algorithmus mit dem Ergebnisn ist zusammengesetzt.

Falls n̈amlich n eine Primzahl ist, stimmen (X + j)n und Xn + j als
Polynome mit Koeffizienten ausZ/n nach obigem Satz̈uberein, sind
also erst recht auch gleich modulo (Xr − 1).

6. Schritt:Wenn alle Tests im f̈unften Schritt bestanden sind, istn eine
Primzahl.



Kap. 3: Primzahlen 

Dies zu beweisen ist die Hauptarbeit dieses Paragraphen.

Nach den Kommentaren zu den einzelnen Schritten ist klar, daß der
Algorithmus f̈ur eine Primzahln stets das richtige Ergebnis liefert; wir
müssen zeigen, daß er auch zusammengesetzte Zahlen stets erkennt.

Sei alson eine zusammengesetzte Zahl. Fallsn Potenz einer anderen
naẗurlichen Zahl ist, wird dies im ersten Schritt erkannt; wir können und
werden im folgenden daher annehmen, daß dies nicht der Fall ist.

Das r aus dem zweiten Schritt ist auf jeden Fall echt kleiner alsn,
denn als zusammengesetzte Zahl hatn insbesondere einen Teilerr < n.
Der Algorithmus kann daher nicht im dritten Schritt mit der Antwort

”
n ist prim“ enden. Falls er im vierten Schritt endet, lieferteder zweite

Schritt einen Teiler vonn, und wir erhalten die richtige Antwort
”
n ist

zusammengesetzt“.

Für den Rest des Paragraphen können wir somit annehmen, daß der
zweite Schritt auf einr führte, f̈ur das ggT(n, r) = 1 ist. Wir müssen
zeigen, daß einer der Tests im fünften Schritt scheitert, daß es also eine
naẗurliche Zahlj gibt mit

1 ≤ j ≤ ℓ und (X + j)n 6≡ Xn + j mod (Xr − 1) in Z/n[X] .

Wir nehmen an, das sei nicht der Fall, und betrachten einen Primteilerp
von n. Dieser muß gr̈oßer alsr sein, denn sonst hätte der Algorithmus
bereits mit dem vierten Schritt spätestens beir = p geendet.

Jede Kongruenz modulon ist erst recht eine Kongruenz modulop; wir
können daher davon ausgehen, daß für allej mit 1 ≤ j ≤ ℓ gilt

(X + j)n ≡ Xn + j mod (Xr − 1) in Fp[X] .

Wenn wir zum FaktorringR = Fp[X]/(Xr −1) übergehen, ist dort also

(X + j)n = Xn + j falls 1≤ j ≤ ℓ .

Um diese seltsame Relation genauer zu untersuchen, betrachten wir für
jede zur teilerfremde naẗurliche Zahlk die Abbildung

σ̂k:

{
Fp[X] → R

g 7→ g(Xk) mod (Xr − 1)
,

die in jedem Polynomg die VariableX überall durchXk ersetzt.
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Lemma: σ̂k ist surjektiv und sein Kern besteht genau aus den Vielfa-
chen des PolynomsXr − 1.

Beweis:Wir betrachten̂σk nur für Indizesk, die zur teilerfremd sind.
Zu jedem solchen Index gibt es daher eink′, so daßkk′ ≡ 1 modr ist,
und moduloXr − 1 ist damitXkk′ ≡ X. Für ein beliebiges Polynom
g ∈ Fp[X] undh(X) = g(Xk′

) ist daher inR

σ̂k(h) = h(Xk) = g(Xkk′

) = g(X) = g ,

die Abbildung ist also surjektiv.

Was ihren Kern betrifft, so enthält er auf jeden FallXr − 1 und alle
seine Vielfachen, denn

σ̂k(Xr − 1) = (Xkr − 1) mod (Xr − 1) = 1k − 1 = 0 ,

daXr ≡ 1 mod (Xr − 1).

Umgekehrt seig irgendein Polynom aus dem Kern von̂σk. Dann ist
das Polynomh(X) = g(Xk) moduloXr − 1 gleich dem Nullpolynom,
ist also ein Vielfaches vonXr − 1. Konkret seih = (Xr − 1)f . Im
FaktorringR ist dann

g(X) = g(Xkk′

) = h(Xk′

) = (Xk′r − 1)f (Xk′

) = 0 ,

denn wegenXr = 1 in R ist dortXk′r − 1 = 0.

In Fp[X] mußg(X) daher ein Vielfaches vonXr − 1 sein, und genau
das war die Behauptung̈uber den Kern von̂σk.

Da alle Vielfachen vonXr − 1 im Kern vonσ̂k liegen, definiert̂σk eine
Abbildungσk vonR nachR, die jedem Polynomg mod (Xr −1) ausR
das Element̂σk(g) zuordnet; nach dem gerade bewiesenen Lemma hängt
dieses wirklich nur von der Restklasseg mod (Xr − 1) ab. Außerdem
zeigt das Lemma, daßσk sowohl surjektiv als auch injektiv ist, denn der
Kern vonσ̂k ist gleich dem Kern der Restklassenabbildung vonFp[X]
nachR. Damit istσk ein bijektiver Homomorphismus vonR nachR,
ein sogenannterAutomorphismusvonR. Wir haben damit f̈ur jede zur
teilerfremde naẗurliche Zahlk einen Automorphismusσk: R → R, der
jedem Polynom inX das entsprechende Polynom inXk zuordnet. Da
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wir in R rechnen, werden natürlich alle Polynome moduloXr − 1
betrachtet.

Unmittelbar aus der Definition folgt, daß die verschiedenenAutomor-
phismenσk miteinander kommutieren; genauer ist

σk ◦ σk′ = σk′ ◦ σk = σkk′ ,

denn in allen drei F̈allen wird im EndeffektX durchXkk′

ersetzt.

Speziell f̈ur das ElementX + j ausR ist σk(X + j) = Xk + j. Für k = n
undj = 1, . . . , ℓ ist andererseits auch

σn(X + j) = (X + j)n ,

denn f̈ur diesej wurde ja nach unserer Annahme der Test im fünften
Schritt bestanden.

Wir wollen genauer untersuchen, wann die Gleichungσk(f ) = fk erfüllt
ist. Dazu definieren zwei Arten von Mengen:

C(f ) =
{
k ∈ (Z/r)×

∣∣ σk(f ) = fk
}

für allef ∈ R und
D(k) =

{
f ∈ R

∣∣ σk(f ) = fk
}

für allek ∈ (Z/r)×

Beide Mengen enthalten mit zwei Elementen auch deren Produkt, denn
für zwei Elementek, k′ ∈ C(f ) ist

σkk′(f ) = σk(f )σk′(f ) = σk

(
σk′ (f )

)
= σk(fk′

) = σk(f )k
′

= fkk′

,

und für f, g ∈ D(k) ist

σk(fg) = σk(f )σk(g) = fkgk = (fg)k .

Der Rest des Beweises besteht darin, daß wir die
”
Größe“ der Men-

ge D(n) auf zwei verschiedene Weisen abschätzen und daraus einen
Widerspruch herleiten zur Annahme, daßn zusammengesetzt ist, aber
trotzdem vom Algorithmus als Primzahl klassifiziert wird. Wir definie-
ren zun̈achst zwei neue Zahlen:
• s sei die Ordnung der Restklasse vonp in (Z/r)×. Dann istr ein

Teiler vonps − 1, dennps ≡ 1 modr.
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• t sei die Ordnung der von den Restklassen vonp undn erzeugten
Untergruppe von (Z/r)×, d.h also die Ordnung der kleinsten Un-
tergruppe, die beide Restklassen enthält. Da diese Untergruppe ins-
besondere die Restklasse vonp und deren Potenzen enthält, istt ein
Vielfaches vons.

Als nächstes betrachten wir einen KörperK mit ps Elementen. Einen
solchen K̈orper kann man konstruieren, indem man den Vektorraum
F

s
p identifiziert mit dem Vektorraum aller Polynome vom Grad klei-

ner s mit Koeffizienten ausFp und dort eine Multiplikation einf̈uhrt,
die zwei Polynomen deren Produkt modulo einem festen irreduziblen
Polynom vom Grads überFp zuordnet. Man kann zeigen (siehe Algebra-
Vorlesung oder entsprechendes Lehrbuch), daß es für jedess ein solches
Polynom gibt, und daß zwei verschiedene irreduzible Polynome vom
Grads zu isomorphen K̈orpern f̈uhren.

Aus Kapitel 1 wissen wir, daß die multiplikative Gruppe jedes endlichen
Körpers zyklisch ist;K× ist also eine zyklische Gruppe der Ordnung
ps − 1. Diese Zahl ist, wie wir gerade gesehen haben, ein Vielfaches
von r; somit gibt es inK× (mindestens) ein Elementζ der Ordnungr.
Für irgendein solches Element definieren wir einen Homomorphismus

τ̂ :

{
Fp[X] → K

g 7→ g(ζ)
.

Da τ̂ (Xr − 1) = ζr − 1 verschwindet, induziert̂τ einen Ringhomomor-
phismusτ : R → K. Die angek̈undigten Abscḧatzungen der

”
Größe“

vonD(n) beziehen sich auf die M̈achtigkeit der MengeS = τ
(
D(n)

)
:

Lemma: S = τ
(
D(n)

)
hat ḧochstensn2[

√
t] Elemente.

Beweis:Wir gehen davon aus, daßn weder eine Primzahl noch eine
Primzahlpotenz ist; daher gibt es außer dem Primteilerp noch min-
destens einen weiteren Primteilerq. Wenn wir (inN) Potenzen der Form
nupv undnu′

pv′

mit u, u′, v, v′ ∈ N0 betrachten, sind diese daher genau
dann gleich, wenn (u, v) = (u′, v′) ist: Ist n̈amlichu 6= u′, so tritt g in
der Primzerlegung der beiden Elemente mit verschiedenen Exponenten
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auf, und istu = u′, aberv 6= v′, so gilt entsprechendes für p. Daher hat
die Menge

I =
{
nupv

∣∣ 0 ≤ u, v ≤ [
√

t]
}

mindestens
(
[
√

t]+1
)2

Elemente, und diese Zahl ist offensichtlich größer
alst.

Nun war abert definiert als die Ordnung der Untergruppe von (Z/r)×,
die von den Restklassen vonn und vonp erzeugt wird; daher muß es
mindestens zwei Elemente

k = nupv und k′ = nu′

pv′

ausI geben, die dieselbe Restklasse in (Z/r)× definieren, f̈ur die also
gilt: k ≡ k′ modr. Da die Exponentenu, u′, v, v′ höchstens gleich [

√
t]

sind undp ein Teiler vonn ist, können wirn2[
√

t] als (sehr grobe) obere
Schranke f̈ur k undk′ nehmen.

Nun seif ∈ R ein Element vonD(n). Nach Definition der Mengen
C(f ) undD(n) ist dann auchn ein Element vonC(f ). Außerdem entḧalt
C(f ) stets die Eins und nach dem kleinen Satz von FERMAT auch die
Primzahlp, denn Potenzieren mitp ist überFp ein Homomorphismus. Da
mit zwei Elementen stets auch deren Produkt inC(f ) liegt, liegen daher
die Restklassen modulor aller Elemente vonI in C(f ). Insbesondere
sind daherk undk′ Elemente vonC(f ), d.h.

σk(f ) = fk und σk′(f ) = fk′

.

Wegenk ≡ k′ modr ist aberσk dieselbe Abbildung wieσk′ ; daher ist
fk = fk′

für jedesf ∈ D(n). Somit sind die Bilderτ (f ) aller f ∈ R

Nullstellen des PolynomsXk − Xk′

. Dessen Grad ist das Maximum
vonk undk′, und daτ (f ) im KörperK liegt, gibt es ḧochstens so viele
Nullstellen, wie der Grad angibt. Aufgrund der obigen Abschätzung f̈ur
k undk′ hat das Polynom daher höchstensn2[

√
t] Nullstellen, und damit

kann auchS nicht mehr Elemente enthalten.

Als untere Grenze für die Elementanzahl vonS erhalten wir
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Lemma: S entḧalt mindestens 2min(t,ℓ) − 1 Elemente.

Beweis:Wegen der bestandenen Tests in Schritt 5 liegtτ (X +j) in D(n)
für j = 1, . . . , ℓ. Da p > r > t ≥ m ist, sind die Zahlen von 1 bism
auch modulop paarweise verschieden. Die Teilmenge

P =
{ m∏

j=1

(X + j)ej

∣∣∣ ej ∈ {0, 1} und
m∑

j=1

ej < m
}

vonFp[X] entḧalt daher 2m − 1 Polynome.

Aus diesen Polynomen können wir Elemente vonR bzw.K machen,
indem wir für die VariableX die Restklasseη = X mod (Xr − 1) bzw.
das oben geẅahlte Elementζ der Ordnungr einsetzen; wir erhalten
Teilmengen

P (η) =
{
f (η)

∣∣ f ∈ P} ⊆ R und P (ζ) =
{
f (ζ)

∣∣ f ∈ P} ⊆ K .

Da sowohln als auchp in D(n) liegen und mit zwei Elementen auch
deren Produkt, liegtP (η) in D(n) und damitτ

(
P (η)

)
= P (ζ) in S.

Das Lemma ist daher bewiesen, sobald wir gezeigt haben, daßP (ζ)
mindestens 2m − 1 Elemente entḧalt.

Falls dies nicht der Fall ẅare, m̈ußte es inP zwei verschiedene Polynome
g undh geben, f̈ur dieg(ζ) = h(ζ) wäre. Wir m̈ussen also zeigen, daß
g(ζ) = h(ζ) nur dann gelten kann, wenng = h ist.

Wie im vorigen Lemma folgt, da 1, p undn alle drei sowohl inC
(
g(η)

)

als auch inC
(
h(η)

)
liegen, daß alle natürlichen Zahlenk der Form

k = nupv in diesen beiden Mengen liegen.

Dag(ζ) = h(ζ), gilt f ür jedes solchek

0 = g(ζ)k − h(ζ)k = τ
(
g(η)

)k − τ
(
h(η)

)k
= τ
(
g(η)k

)
− τ
(
h(η)k

)

= τ
(
g(ηk)

)
− τ
(
h(ηk)

)
= g(ζk) − h(ζk) .

Daζ in K die Ordnungr hat, ḧangtζk nur vonk modr ab; die Anzahl
verschiedener Restklassen der Formnupv modulo r hatten wir oben
mit t bezeichnet. Somit hat die Differenzg−h mindestenst Nullstellen.
Andererseits sind aberg undh und damit auch ihre Differenz Polynome
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vom Grad ḧochstenst − 1, also mußg − h das Nullpolynom sein, d.h.
g = h. Somit entḧalt S mindestens 2m − 1 Elemente, wie behauptet.

Zum Abschluß des Beweises, daß der Test von AGRAWAL, KAYAL und
SAXENA stets die richtige Antwort liefert, m̈ussen wir nun nur noch
zeigen, daß die Schranken aus den beiden letzten Lemmata, die ja unter
der Voraussetzung bewiesen wurde, daß eine zusammengesetzte Zahl als
prim erkannt wird, einander widersprechen, daß also die untere Schranke
größer ist als die obere:

Lemma: 2min(t,ℓ) − 1 > n2[
√

t] .

Beweis:Da ℓ(n) > log2 n, gen̈ugt es zu zeigen, daß

2min(t,ℓ) − 1 > 22ℓ(n)[
√

t] .

Da beide Exponenten natürliche Zahlen sind, gen̈ugt dazu wiederum,
daß min(t, ℓ) > 2ℓ(n)[

√
t] ist, denn wenn sich die Exponenten um

mindestens eins unterscheiden, ist die Differenz zwischenden Potenzen
mindestens zwei. Wir m̈ussen daher zeigen, daß sowohlt als auchℓ
größer sind als 2ℓ(n)[

√
t].

Für ℓ = 2ℓ(n)[
√

r] + 1 ist das klar, dat die Ordnung einer Untergruppe
von (Z/r)× bezeichnet und damit auf jeden Fall kleiner alsr ist.

Die Ungleichungt > 2ℓ(n)[
√

t] ist sicherlich dann erf̈ullt, wenn sogar
t > 2ℓ(n)

√
t ist, und dies wiederum isẗaquivalent zur Ungleichung

t > 4ℓ(n)2. Nun ist abert die Ordnung jener Untergruppe von (Z/r)×,
die von den Restklassen vonn undp erzeugt wird. Da wir im zweiten
Schritt des Algorithmus sichergestellt haben, daß dort allein die Ordnung
der Restklasse vonn schon gr̈oßer ist als 4ℓ(n)2, ist auch die Ungleichung
für t trivial.

Damit ist die Korrektheit des Algorithmus vollständig bewiesen.


