Kapitel 1
Ganze Zahlen und ihre Primzerlegung

81: Rationale und irrationale Zahlen

Die Zahlentheorie besélfftigt sich, wie schon ihr Name sagt, mit Zahlen.
Nunwirde allerdings eine Umfrage wohl ergeben, dal3 sich naciciins
eines Grol3teils der Bélkerung die gesamte Mathematik mit Zahlen
besclaftigt — auch wenn beispielsweise im neandigen Analysis-
lehrbuch von BAN DIEUDONNE abgesehen von den dreiteiligen Ab-
schnittsnummern praktisch keine Zahlen auf3er 0, 1 und 2vamen.

Die Zahlentheorie unterscheidet sich dadurch von andeedanTder
Mathematik, dal3 es dort vor allem uganzeZahlen geht, oft sogar
einfach um die ndlrlichen Zahlen 12,3,... . Die frlhe griechische
Philosophie der Pythagaer beispielsweise stand unter dem Mdtlies
ist Zahl.Sie konnten die musikalischen Harmonien auf einfachealerh
nisse ndirlicher Zahlen zuickfihren und wareriberzeugt, daf} dies
auch fir alle anderen Proportionen galt.

Umso gibRRer war der Schock, als um 450 v.Chr. einer von ihnen,
wahrscheinlich HPASSOS VONMETAPONT, herausfand, dal3 es in der
Geometrie langenverhltnisse gibt, die sichichtso beschreiben lassen.
Schlimmer noch: Ein Beispiel daf bietet ausgerechnet das Wahrzei-
chen der Pythagaer, das Pentagramm.IFRASSOS VONMETAPONT
nahm deshalb auch ein schlimmes Ende: Nach eirifestlieferungen
wurde er von den eiznten Pythagdarern ertankt, nach anderen liel3en
ihn die Gotter als Strafeiir seine Schandtat bei einem Schiffsuntergang
ertrinken.
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PYTHAGORAS VON SAMOS lebte etwa von 569 bis 475.
Als ungefihr 18-ahriger besuchte er Thales in Milot
und ging auf dessen Rat 535 na&bypten, um mehr
uber Mathematik und Astronomie zu lernen. Im Tempel
von Diospolis wurde er nach der dafvorgesehen Aus-
bildung in die Priesterschaft aufgenommen. 525, bei der
persischen InvasioAgyptens, geriet er in Gefangen-
schaft und wurde nach Babylon gebracht, was er nutzte
er, um die dortige Mathematik zu erlernen. 520 kam er
frei und kehrte zuick nach Samos, zog aber schon bald
weiter nach Croton in &litalien, wo er eine religise
und philosophische Schuleigrdete, die Pythagaer.

Wir wollen uns hier mit einem einfacheren Fall als dem degd&gamm
besclaftigen, dem Ver&ltnis zwischen der Diagonale und der Seite ei-
nes Quadrats. In einem Quadrat der Se#rgka kann die Diagonale
aufgefal3t werden als Hypotenuse eines gleichschenklegmwinkli-
gen Dreiecks mit Katheten dehgea; sie hat daher nach dem Satz
des FTHAGORAS (der tat@chlich wohl einige hundert Jah#dter als
PYTHAGORAS sein dirfte) die Langeav/2, und das gesuchte Védinis

ist /2.

Ware v/2 als Verlaltnis a/b zweier nafirlicher Zahlen darstellbar, so
konnten wir ohne Beschnkung der Allgemeinheit annehmen, dafl3 min-
destens eine der beiden Zahtemndb ungerade ist: Andernfallsifdten
wir einfach so lange durch zweukzen, bis dies der Fall ist.

Quadrieren wir beide Seiten der Gleichum® = /2, so erhalten wir
die neue Gleichung?/b* = 2; demnach riaRtea® = 2b° eine gerade
Zahl sein. Damit rif3te aber auch gerade sein, dennavea = 2c + 1
ungerade, so auatf = 2- (2¢2 + ¢) + 1. Wenn abet durch zwei teilbar
ist, ista? = 2b2 durch vier teilbar, also @re aucth? und damit auctd
gerade, ein Widerspruch. Somit ig® keine rationale Zahl.

Auch das Verhltnis zwischen Umfang und Durchmesser eines Krei-
ses, @ir das wir heute die Bezeichnumgverwenden, ist nicht rational,
allerdings erfordert der Beweis dafetwas mehr Arbeit. Ich dthte
ihn trotzdem hier vorstellen, denn er zeigt sehrisglwie zahlentheo-
retische Aussagen teilweise nur auf Umweg@géer andere Gebiete der
Mathematik bewiesen werderdoknen. Beim folgenden Beweisitirt
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dieser Umwediber die reelle Analysis:

Wir gehen zuAchst aus von einem beliebigen Polyn&{x) mit reellen
Koeffizienten von einem geraden Grad.ZDazu definieren wir das
Polynom

Q) = P(x) — P"(z) + PO(x) — -+ (~1)" PP(z)

als die alternierende Summe der Ableitungen gerader Ogiwon P.
Weiter betrachten wir die Funktiof(z) = Q'(z)sinz — Q(x) cosz;
ihre Ableitung ist

S’ (x) = Q"(z) sinx + Q'(z) cosz — Q'(z) cosz + Q(x) sinx
= (Q"(z) + Q(z)) sinz .

In Q" (z) = P"(z) — PW(x) + - -- + (=1)" 1P (z) kommen bis auf
P(z) genau dieselben Terme vor wie @(x), allerdings mit dem
jeweils anderen Vorzeichen. Daher &'(z) + Q(z) = P(z) und
S(x) = Q'(x) sinz — Q(x) cosx ist eine Stammfunktion voR(x) sinz.
Damit folgt die

Formel von Hermite:

™

/P(x)sinx dx = S(w) — S(0) = Q(w) + Q(0),
0
dennsin0=simr=0,cos0=1undcos=—1.

Wir nehmen nun ang = a/b sei eine rationale Zahl, und wenden die
gerade bewiesene Formel an auf das spezielle Polynom

x"(a — bx)"

Py () dfzf n!

wir erhalten

" def

Iz, [ P@sin ds = Q)+ Q,(0)
0

mit Q,,(v) = P, (@) = @)+ P%(x) — - + (-1)" P#(x).
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P, (z)istim Intervall (Q 7) genau wie die Sinusfunktiaiberall positiv;
daherist auct,, > 0. Aul3erdem isP, (x) symmetrisch zur/2, denn

P (r—2x)=(m—x)" (a —b(m — x))n = (% — :c)n(bx " =z"(a—bx)".
Das Maximum vonP, in (0, ) wird an derselben Stelle angenommen
wie das der Funktiorf(z) = 2(a — bx); wegenf’(z) = a — 2bz handelt
es sich dabei um die Intervallmitte’2b = 7 /2, und der Funktionswert

dort ist )
a 1 /7av (ab\' 1 a"
Pl=)=— (= — | =———.
”(Zb) n! (Zb) (26) n! (4b)™
Schatzen wir das Integral ab durch Intendalge mal Maximum des
Integranden, erhalten wir daher die Ungleichung

und sehen, daB, fur n — oo gegen Null geht; denn! wachst sarker
als jede Potenz einer reellen Zahl. Somit ist
lim I, =0.

Andererseits ist abef, = @Q,,(0) + @, (7), was in diesem Fall wegen
der Symmetrie vorP, einfach 2), (0) ist. Wir wollen unsiiberlegen,
dal3 alle@,(0) ganze Zahlen sind. Dazu reicht es zu zeigen, dal3 alle
Ableitungen vonP, (x) an der Stelle Null ganzzahlige Werte annehmen.
Nach der binomischen Formel ist
(@ —bx)" 1 <~ [(n\ ,_. "
P e - n—1 . .., MTL .
() o n,z;(z)a (=0

die k-te Ableitung verschwindet alsaif & < n an der Stelle Null. Er
k=n+i>nist

PO = (”’) by (i)

ebenfalls eine ganze Zahl, da der Nennkfeiler von (» + ¢)! ist und
ansonsten nur ganze Zahlen dastehen.

Somit ist alsol,, fur jedesn € N eine positive ganze Zahl. Der Limes
einer Folge positiver ganzer Zahlen kann aber aginch Null sein,
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also tihrt die Annahmes = a/b sei eine rationale Zahl, zu einem
Widerspruch, der die Irrationadit vonr zeigt.

Wenn man schon dabei ist, kann man leicht auch noch vielerande
wichtige Zahlen als irrational erkennen; auf dem ersfenngsblatt ist
ein Beweis {ir die Irrationaliit der EJLERschen Zahk skizziert, und
mit nur wenig mehr Aufwand als im Fall der Quadratwurzel awgiz
laldt sich auch leicht zeigen, dadtle Quadratwurzel einer natlichen
Zahl entweder ganzzahlig oder irrational ist. Dasselbe fiibhdhere
Wurzeln und sogaiiir Nullstellen aller Polynome mit ganzzahligen Ko-
effizienten und bichstem Koeffizient eins, allerdings brauchen wir zum
Beweis einen Satz, den zwar fast jeder kennt, dessen Bevesisaber
nur selten sieht: Die eindeutige Primzerlegung detiriahen Zahlen.
Der Beweis dieses Satzes wiederum verwendet eine Konisinyklie
wahrscheinlich bereits den Pythagern bekannt war und die wir heute
als EUKLIDischen Algorithmus bezeichnen. Wie sich zeigen wird, ist er
zusammen mit einer ganzen Reihe von Varianten ein nichtmder
Zahlentheorie allgegerawtiges Werkzeug; es lohnt sich also, ihn gleich
jetzt zum Beginn der Vorlesung etwas dilsflicher zu betrachten.

82: Der Euklidische Algorithmus

Bei EUKLID, in Proposition 2 des siebten Buchs seik&mentewird
er (in derUbersetzung von (EMENS THAER in Oswalds Klassikern der
exakten Wissenschaft) so beschrieben:

Zu zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander $indrof3tes
gemeinsames Mal} zu finden.

Die zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim, gegeneinandet, Seien
AB,T’A. Man soll das gil3te gemeinsame Mal3 von ABA finden.

A B

r A

WennI'A hier AB mif3t — sich selbst mif3t es auch — dani&tgemeinsames
Mafd vonl’A, AB. Und es ist klar, dal3 es auch das@te ist, denn keine Zahl
groRerl’A kann’A messen.

WennTA aber AB nicht mif3t, und man nimmt bei ABA abwechselnd
immer das kleinere vom gReren weg, dann mufd (schlie3lich) eine Zahl
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ubrig bleiben, die die vorangehende mif3t. Die Einheit kaamlich nicht
ubrig bleiben; sonst ifdten ABT'A gegeneinander prim sein, gegen die
Voraussetzung. Also mul3 eine Zahbrig bleiben, die die vorangehende
mif3t. A lasse, indem es BE mif3t, EA, kleiner als sich sellisig; und EA
lasse, indem eAZ mif3t, ZI", kleiner als sich selbstbrig; undl'Z messe AE.

A E B

Dal'Z AE mif3t und AEAZ, muBI'Z auchAZ messen; es mif3t aber auch
sich selbst, muf3 also auch das Gaizemessenl’A mif3t aber BE; also mif3t
I'Z auch BE; es mif3t aber auch EA, mul also auch das Ganze BAmesse
Und es mil3t auc’A; I'Z mif3t also AB undl’A; also istl’'Z gemeinsames
Mal3 von AB,TA. Ich behaupte, dal} es auch daslje ist. \are ramlich

I'Z nicht das gol3te gemeinsame Mal3 von ABA, so nufdte irgendeine
Zahl gioRerT’Z die Zahlen AB undl’A messen. Dies geschehe; die Zahl
sei H. Da H dani’A malie und’A BE mif3t, mal3e H auch BE; es soll aber
auch das Ganze BA messeniifdte also auch den Rest AE messen. AE mif3t
aberAZ; also miufdste H auchAZ messen; es soll aber auch das Gande
messen, 1lte also auch den RASZ messen, als gfRere Zahl die kleinere;
dies ist unnaglich. Also kann keine Zahl gRerI"Z die Zahlen AB und’A
messen]'Z ist also das difdte gemeinsame Mal3 von AB); dies hatte man
beweisen sollen.

Aus heutiger Sicht erscheint hier die Voraussetzung, daBetrachteten
Grol3en nicht teilerfremd seinldfen, seltsam. Sie erddt sich daraus,
dafld in der griechischen Philosophie und Mathematik die étirgine
Sonderrolle einnahm und nicht als Zahl angesehen wurdeZ&héen
begannen erst mit der Zwei. DementsprecheandtfEUKLID in Propo-
sition 1 des siebten Buchs fasbrtlich dieselbe Konstruktion durckirf
den Fall von teilerfremden @Ren. Schon wenig gper wurde die Eins
auch in Griechenland als Zahl anerkannt, uiaduns heute ist die Un-
terscheidung ohnehin bedeutungslos. Winken die Bedingung, dal
der ggT ungleich eins sein soll, also einfach ignorieren.

Das dem bBKLIDischen Algorithmus zugrunde liegende Prinzip der
Wechselwegnahmader wechselseitigen Subtraktion war in der grie-
chischen Mathematik gfpestens gegen Ende desmften vorchristli-
chen Jahrhunderts bereits wohlbekannt unter dem Namemairga
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sis (@vtavaipeaolc) oder auch Anthyphairesigigbugaipeaic), und
auch der Algorithmus selbst geht mit ziemlicher Sicherheie so
vieles in den Elementemicht erst auf BEUKLID zuriick: SeineElemen-

te waren das wohl mindestens vierte Buchprojekt dieses Nanueials
alles spricht dafr, dald er vieles von seinen Vé@uggernibernommen
hat. Seine Elemente waren dann aber mit Abstand die erfolgten, so
dal} die anderen in Vergessenheit gerieten und verloreegiiyKLID
wurde schliel3lich alder Stoichist bekannt nach dem griechischen Titel
otoixeia der Elemente.

Es ist nicht ganz sicher, obUELID (EOKA€10NC) wirk-

lich gelebt hat; es ist giglich, wenn auch sehr unwahr-
scheinlich, da® BKLID nur ein Pseudonymif eine
Autorengruppe ist. (Das nebenstehende Bild aus dem
18. Jahrhundert ist reine Phantasie)kED ist vor
allem bekannt als Autor deElemente,in denen er
die Geometrie seiner Zeit systematisch darstellte und
(in gewisser Weise) auf wenige Definitionen sowie die
bertihmten finf Postulate zurckfuhrte; sie entstanden
um 300 v. Chr. BKLID arbeitete wohl am Museion in
Alexandrien; aufRer den Elementen schrieb er ein Buch
uber Optik und weitere, teilweise verschollenigcBer.

Wenn wir nicht mit Zirkel und Lineal arbeiten, sondern reehpkbnnen

wir die mehrfachg Wegnahme” einer Strecke von einer anderen einfa-
cher beschreiben durch eine Division mit Rest: Sindnd b die (als
natirliche Zahlen vorausgesetztergrigen der beiden Strecken und ist
a . b = g Restr, so kann mamy mal die Strecké von a wegnhehmen;
wasubrig bleibt ist eine Strecke def@hger < b.

EukLID s Konstruktion wird dann zu folgendem Algorithmusg zwei
natirliche Zahlem, b:

Schritt O: Setzery = a undr, = b.

Schritt ¢, ¢« > 1: Falls r, verschwindet, endet der Algorithmus mit
g9T(a,b) = r,_4; andernfalls sei,,, der Rest bei der Division vor} _,
durchr;.

EukLID behauptet, dal3 dieser Algorithmus stets endet und dal3 das
Ergebnis der dgifdte gemeinsame Teiler der Ausgangszahlgnist,
d.h. die gbl3te nairliche Zahl, die sowoht als auchb teilt.
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Da der Divisionsrest,,, stets echt kleiner ist als sein V@anggerr,
und eine Folge immer kleiner werdender nichtnegativer gadahlen
notwendigerweise nach endlich vielen Schritten die Nukkieht, muf3
der Algorithmus in der Tat stets enden. Dal3 er mit dem rielntigrgebnis
endet, ist ebenfalls leicht zu sehen, dennitan Schritt ist

Ti 1= qr; e oder vy =1 — gy,

so daf} jeder gemeinsame Teiler vomundr,,, auch ein Teiler vom, _,
ist und umgekehrt jeder gemeinsame Teiler vpn, und r; auchr,,;
teilt. Somit haben-, und r,_; dieselben gemeinsamen Teiler wig
undr,,,, insbesondere haben sie denselb@fggn gemeinsamen Teiler.
Durch Induktion folgt, dafd in jedem Schritt ggT(r,_;) = 99T(a, b)
ist. Im letzten Schritt ist; = O; da jede nairliche Zahl Teiler der Null
ist, istdannr, _, =ggT(;,r,_1) =99T(e, b), wie behauptet.

83: Der erweiterte Euklidische Algorithmus

Mehr als zwei Tausend Jahre nach der Entdeckung von Antirgpha
sis und BKLIDischem Algorithmus, 1624 in Bourg-en-Bresse, stellte
BACHET DE MEZIRIAC in der zweiten Auflage seines BucRsoblemes
plaisants et @lectables qui se fonts par les nombaggaben wie die
folgende:

Il'y a 41 personnes en un banquet tant hommes que femmes ®tsenfa
qui en tout @pensent 40 sous, mais chaque homme paye 4 sous, chaque
femme 3 sous, chaque enfant 4 deniers. Je demande combien il y
d’hommes, combien de femmes, combien d’enfants.

(Bei einem Bankett sind 41 Personenaivher, Frauen und Kinder, die
zusammen vierzig Sous ausgeben, aber jeder Mann zahltousr fede
Frau drei Sous und jedes Kind 4 Deniers. Ich frage, wie viefamier,
wie viele Frauen und wie viele Kinder es sind.)

Sobald man weil3, dal3 Bl Deniers ein Sou sind (und zwanzig Sous
ein Pfund), kann man dies in ein lineares Gleichungssy&atemsetzen:
Ist z die Zahl der Manner,y die der Frauen und die der Kinder, so
muB geltenz +y + z = 41 und 4 + 3y + 32 = 40.
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Im Gegensatz zum Fall der in Schule und Linearer Algebraabbteten
Gleichungssystemen kommen hieriitich nur natirliche Zahlen als
Losungen in Frage.

CLAUDE GASPAR BACHET SIEUR DE MEZIRIAC (1581-
1638) verbrachte den @i8ten Teil seines Lebens in sei-
nem Geburtsort Bourg-en-Bresse. Er studierte bei den
Jesuiten in Lyon und Milano und trat 1601 in den Orden
ein, trat aber bereits 1602 wegen Krankheit wieder aus
und kehrte nach Bourg zilick. Sein Buch erschien 1612;
1959 brachte der Verlag Blanchard eine vereinfachte
Ausgabe heraus. Am bekanntesten istBeT fir seine
lateinischeJbersetzung dekrithmetikavon DIOPHAN-

TOS. In einem Exemplar davon schriele®RMAT seine
Vermutung an den Rand. Auch Gedichte voscBET
sind erhalten. 1635 wurde er Mitglied der frésischen
Akademie der Wissenschaften.

Zur Losung kann man zé@ehst die erste Gleichung nachuflosen und
in die zweite Gleichung einsetzen; diéhft auf die Gleichung
11 8 79

+ —y = — + = .
37%3 3 oder 1k +8y=79

Bei einer solchen Gleichung ist priori nicht klar, ob esliberhaupt
Losungen gibt: Die Gleichung G- 8y = 79 beispielsweise kann keine
haben, denniir ganze Zahlen, y ist 10z + 8y stets gerade. Allgemein
kannax + by = ¢ hochstens dann ganzzahligédungen haben, wenn
der ggT vonu undb Teiler vonc ist.

BACHET DE MEZzIRIAC hat bewiesen, daR sie in diesem Fall auch stets
Losungen hat; das Kernigkk dazu ist seine Proposition XVIII, wo er
zu zweil teilerfremden Zahlen, b ganze Zahlenc, y konstruiert, @r
die ax — by = 1 ist: Deux nombres premiers entre eux estant damn
treuuer le moindre multiple de chascun d’iceux, surpassi@nkunité

un multiple de I'autreDie Methode ist eine einfache Erweiterung des
EukLIDischen Algorithmus, und genau wie letzterer nackED be-
nannt ist, da ihn dieser rund 150 Jahre nach seiner Entdgakusei-
nem Lehrbuch darstellte, heil3t auchdBiETs Satz heutédentitat von
BEzouT, weil dieser ihn 142 Jahre &er, im Jahre 1766, in seinem
Lehrbuch beschrieb (und auf Polynome verallgemeinerte).
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ETIENNE BEZOUT(1730-1783) wurde in Nemours in der

A lle-de-France geboren, wo seine Vorfahren Magistrate
waren. Er ging stattdessen an die Akademie der Wis-
- senschaften; seine Hauptbeattlgung war die Zusam-
1
“"l\‘"l.

menstellung von Lehiichern fir die Militarausbildung.

Im 1766 erschienenen dritten Band (von vier) seines
Cours de MatBmatiques I'usage des Gardes du Pavil-
lon et de la Marineist die Identitit von BEzouT darge-
stellt. Seine Bicher waren so erfolgreich, daf3 sie auch
ins Englischdibersetzt und als Lehillcher z.B. in Har-
vard benutzt wurden. Heute ist er vor allem auch bekannt
durch seinen Beweis, dafl3 sich zwei Kurven der Grade
n undm in hochstensym Punkten schneiderdkinen.

Zur Losung von Problemen wie dem vor®&4ET wollen wir gleich all-
gemein den d@if3ten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen als Linearkom-
bination dieser Zahlen darstellen. Dazu ist nur eine kl&rneeiterung
des BUKLIDischen Algorithmus notwendig, so dal3 man oft auch einfach
vom erweiterten BKLID ischen Algorithmus spricht.

Die Gleichung

Tio1 =T T i

|ait sich umschreiben als

Tir1 = Ti1 — 475 s
so daf¥,,, eine ganzzahlige Linearkombination voyundr,_, ist. Da
entsprechend auch) Linearkombination vonr,_; undr,_, ist, folgt

induktiv, dafd der ggT vo undb als ganzzahlige Linearkombination
vona undb dargestellt werden kann.

Algorithmisch sieht dies folgendermalien aus:

Schritt 0: Setzerg=a,r;=b,ap=p;=1unda; =3, =0. Riri=1
ist dann
r,_1=q;_a+0,_1b und r,=a,a+b.

Im i-ten Schritt werden neue Zahlen berechnet derart, dal? Gikese
chungen auchiir i + 1 gelten:

Schritt 4, « > 1: Fallsr; verschwindet, endet der Algorithmus mit

99T(@,b) =r;, 1 =a; ja+5; 1b.
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Andernfalls dividiere man,_, durchr;; der Divisionsrest sei,, ;. Dann
ist
Fivy = i1 — @57 = (0_ga + f;_1b) — g;(a;a + 5;b)

= (1 — q;)a+ (B;_1 — q¢;8;)b;
die gewilnschten Gleichungen gelten al$w f

Qg =0y —qo, und B =68, — q; 5.

Genau wie oben folgt, daf’ der Algorithmiiis &lle natirlichen Zahlem
undb endet und dal3 am Ende der richtige ggT berechnet wird; aeferd
sind diea; und3; so definiert, dal3 in jedem Schritt = «,a + 3,0 ist,
insbesondere wird also im letzten Schritt der ggT als Likeaabination
der Ausgangszahlen dargestelit.

Als Beispiel wollen wir den ggT von 200 und 148 als Linearkanation
darstellen. Im nullten Schritt haben wir 200 und 148 als digalen
Linearkombinationen

200=1-200+0-148 und 148=0200+1-148.

Im ersten Schritt dividieren wir, da 148 nicht verschwin@&0 mit Rest
durch 148:

200=1-148+52 und 52=1200—1-148.
Da auch 527 0, dividieren wir im zweiten Schritt 148 durch 52:
148 =2.52+44 und 44 =148 2-(1-200—1-148) = 3 148—2-200.
Auch 44 0; wir machen also weiter: 52 =-%4 + 8 und
8 =52—-44=(1-200—1-148)—(3-148—2-200) = 3-200—4-148.
Im nachsten Schritt erhalten wir 44 =8 + 4 und
4=44-5.8=(3148—2-200)—5-(3-200—4-148) = 23148—17-200.

Bei der Division von acht durch vier schlie3lich ist der Biansrest
null; damitist 4 = 23 148— 17- 200 der ggT von 148 und 200.

Zur Losung des Problems vonAaBHET missen wir die Gleichung
11z + 8y = 79 betrachten. Dazu stellen wir zshst den ggT von
11 und 8 als Linearkombination dieser Zahlen dar.
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Elf durch acht ist eins Rest drel, alsoist3 =111 - 1- 8.

Im nachsten Schritt dividieren wir acht durch drei mitdem Ergshawei
Rest zwei, alsoist2 =-B—2-3=1.8—-2-(1-11-1-8) =—-2-11+3.8.

Im letzten Schritt wird daher drei durch zwei dividiert undr wehen
erstens, dal3 der ggT gleich eins ist (was hier kdinerraschung ist), und
zweitens,dalRgilt1 =32 =(1-11-1-8)—(—2-11+38) =3:11—4-8.

Damit haben wir auch eine Darstellung von 79 als Linearkorioon
von elf und acht:

79=79. (3-11— 4-8)=237-11— 316-8.

Dies ist allerdings nicht die gesuchtédung: B\CHET dachte sicherlich
nicht an 237 Minner,—316 Frauen und 119 Kinder.

Nun ist aber die obige Gleichung 1 =-31 — 4 - 8 nicht die einzige
Moglichkeit zur Darstellung der Eins als Linearkombinatia@n acht
undelf: Da8 11— 11- 8 verschwindet, &nnen wir ein beliebiges Viel-
faches dieser Gleichung dazuaddieren und bekommen desradigere
Losung

(3+8k)-11—-(4+11)-8=1.

Entsprechend dnnen wir auch ein beliebiges Vielfaches dieser Glei-
chung zur Darstellung von 79 addieren:

79=(237+%)-11— (316 + 1%) - 8.

Wir missenk so wahlen, dal3 sowohl die Anzahl 237 * 8er Manner

als auch die Anzaht-(316 + 1%) der Frauen positiv oder zumindest
nicht negativ wird, d.h—2¥' < k < —32. Dak ganzzahlig sein muB,
kommt nurk = —29 in Frage; es waren alsarff Manner, drei Frauen
und dazu noch 4% 5 — 3 = 33 Kinder. Ihre Gesamtausgaben belaufen
sich in der Tat auf 54 + 3- 3+ 33- = 40 Sous.

Entsprechend kann der erweiterte<EID ische Algorithmus zur bisung
anderer diophantischer Gleichungen verwendet werdenGleichun-
gen also, bei denen nur ganzzahligésungen interessieren. Wir be-
trachten hier nur die lineare Gleichuag + by = ¢ mit a, b, c € Z fur
zwei Unbekannte:, y € Z.
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Der groldte gemeinsame Teiler = ggT(a, b) von a und b teilt offen-
sichtlich jeden Ausdruck der Forax + by mit x,y € Z; falls d kein
Teiler vonc ist, kann es also keine ganzzahligésiung geben.

Ist aberc = rd ein Vielfaches vonl und istd = aa + 3b die lineare
Darstellung des ggT nach dem erweitertesED ischen Algorithmus,
so haben wir mitr = ra undy = (3 offensichtlich eine bsung gefun-
den.

Ist (', y') eine weitere bsung, so ist
alx —2)+bly —y)=c—c=0 oder a(x —2')=0(y" —v).

v =a(zr—2") = by —vy) ist also ein gemeinsames Vielfaches wamdb

und damit auch ein Vielfaches des kleinsten gemeinsamdfadien
von a und b. Dieses kleinste gemeinsame Vielfachedstd, es mul3
also eine ganze Zaht geben mit

a
r—2 =m-- und ¢y —y=m-—.

d d
Die allgemeine bsung der obigen Gleichung ist somit

x=7“oz—m-g und y=rﬂ+m-g mit meZ.

84: Der Aufwand des Euklidischen Algorithmus

Im Beweis, dald der BkLIDische Algorithmus stets nach endlich vielen
Schritten abbricht, hatten wir argumentiert, dal’ der bovisrest stets
kleiner ist als der Divisor, so dal3 er irgendwann einmal mdtden
muf3; dann endet der Algorithmus.

Damit haben wir auch eine obere Schranke den Rechenaufwand
zur Berechnung von gg#&(b): Wir miussen bchstensh Divisionen
durchtihren.

Das erscheint zwar auf den ersten Blick als ein recht gutgel=r
nis; wenn man aber bedenkt, dal} dexEDische Algorithmus heute
in der Kryptographie aufiber 600-stellige Zahlen angewendet wird,
verliert diese Schranke schnell ihrelitdlichkeit: Da unser Univer-
sum ein gesdhiztes Alter von zehn Milliarden Jahren, also uradnef
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3. 10'® Sekunden hat, ist klar, daR auch der schnellste heutige Com-
puter, der zu Beginn des Universum zu rechnen begann, bte heu
einen verschwindend kleinen Bruchteil vorfDivisionen ausgéfhrt
hatte. Ware 16 eine realistische Aufwandsabsithung, lbnnten wir

an eine Anwendung desuUELIDischen Algorithmus auf 600-stellige
Zahlen nicht einmal denken.

Tatsachlich ist 16°° aber nairrlich nur eine obere Schranke, von der wir
bislang noch nicht wissen, wie realistisch sie ist. Um diegatschei-
den, suchen wir die kleinsten i@ichen Zahleru, b, flr dien Divisio-
nen notwendig sind; dies wird uns auf ein bekanntes Problestdam
13. Jahrhunderiihren.

Im Fallen = 1 sind offensichtlicha = b = 1 die kleinstndglichen
Zahlen; wenmz = b ist, kommt man immer mit genau einer Division
aus.

Dies ist allerdings ein eher untypischer Fall, der sich@ssimdere nicht
rekursiv verallgemeinermaldt, denn ab dem zweiten Schritt des-E
KLIDischen Algorithmus ist der Divisor stets kleiner als deriBand:
Ersterer ist schliel3lich der Rest bei der vorangegangemnasidanh und
letzterer der Divisor. Die kleinsten riatichen Zahler # b, fur die man
mit nur einer Division auskommt, sind offensichtlieh= 2 undb = 1.

Als nachstes suchen wir die kleinsten Zahlehfir die zwei Divisionen
notwendig sind. Ist der Rest bei der ersten Division, so ist r die
zweite Division. Far diese mufy > 1 undb > 2 sein, undu = ¢b + r,
wobeiq der Quotient bei der ersten Division ist. Dieser ist mindast
eins, die kleinstraglichen Werte sind damit

r=1 b=2 und a=b+r=3.

Allgemeiner seiem,, undb,, die kleinsten Zahlenfir dien Divisionen
notwendig sind, und sei der Rest bei der ersten Divisiorilrfelie zweite
Division b : r ist dannb,, > a,,_, undr > b,,_4; die kleinstndglichen
Werte sind damit

r=b, 4, b,=a, ,unda,=b,+r=a, 1+b,_1=a, +ta, .

n

Da wir a; = 2 undb; = 1 kennen, Bnnen wir somit allez,, undb,,
berechnen; was wir erhalten, sind die sogenannibNACCI-Zahlen.
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Sie sind durch folgende Rekursionsformel definiert:
Fy,=0, =1 und F,=F, 6 _,+F, , furn>2.

FIBONACCI fluhrte sie ein, um die Vermehrung einer Karnickelpopulation
durch ein einfaches Modell zu berechnen. In seinem 1202 iersenen
BuchLiber abacischreibt er:

Ein Mann bringt ein Paar Karnickel auf einen Platz, der volealSeiten
durch eine Mauer umgeben ist. Wie viele Paaiarken von diesem Paar
innerhalb eines Jahres produziert werden, wenn man annidafitiedes
Paar jeden Monat ein neues Paar liefert, das vom zweiten Moaeh
seiner Geburt an produktiv ist?

LEONARDO PISANO (1170-1250) ist heute vor allem
unter seinem SpitznameniBENACCI bekannt; gele-
gentlich nannte er sich auchi®LL0, auf Deutsch
Tunichtgutoder ReisenderEr ging in Nordafrika zur
Schule, kam aber 1202 Zwk nach Pisa. Seineli8her
waren mit die ersten, die die indisch-arabischen Zif-
fern in Europa eirihrten. Er behandelt darin nicht nur
Rechenaufgabeiif Kaufleute, sondern auch zahlenthe-
oretische Fragen, beispielsweise dal3 man die Quadrat-
zahlen durch Aufaddieren der ungeraden Zahlealerh
Auch betrachtet er nichtlineare Gleichungen, die er ap-
proximativ 10st, und erinnert an viele in Vergessenheit
geratene Ergebnisse der antiken Mathematik.

Wie wir gerade gesehen haben, kann man mit deoNAccI-Zahlen
nicht nur Karnickelpopulationen beschreiben, sonderne-@ABRIEL
LAME 1844 entdeckte — auch eine Obergrernimeden Aufwand beim
EukLIDischen Algorithmus angeben:

Satz von Lane (1844) Die kleinsten nairlichen Zahlenu, b, fur die
beim EUKLIDischen Algorithmus: > 2 Divisionen beitigt werden,
sinda = F, ,,undb=F, ;.

n
u

(FUrn = 1 gilt der Satz nur, wenn wir zaszlich voraussetzen, dal37 b
ist; fuirn > 2 ist dies automatisch efift.)
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GABRIEL LAME (1795-1870) studierte von 1813 bis
1817 Mathematik an der Ecole Polytechnique, danach
bis 1820 Ingenieurwissenschaften an der Ecole des
Mines. Auf Einladung Alexanders I. kam er 1820 nach
RuBland, wo er in St. Petersburg als Professor und Inge-
nieur unter anderem Vorlesungéber Analysis, Phy-
sik, Chemie und Ingenieurwissenschaften hielt. 1832
erhielt er einen Lehrstuhiif Physik an der Ecole Poly-
technique in Paris, 1852 eineiarfmathematische Phy-
sik und Wahrscheinlichkeitstheorie an der Sorbonne.
1836/37 war er wesentlich am Bau der Eisenbahnlinien
Paris-Versailles und Parist-Germain beteiligt.

Um die ZahlenF,, durch eine geschlossene Formel darzustellénnkn
wir (genau wie man es auchirfdie rekursive Berechnung per Computer
tun wirde) die Definitionsgleichung dergdoNAcCI-Zahlen als

Foa\ _ F, .. (11
(i) =) mea=(3 o)

schreiben; dann ist

(£2)-(3) ()

Das charakteristische Polynom vdnist

detd —AE) = (L—A)(=\) —1=X2—-\—1;
die Eigenwerte vond sind daher\, , = 3 + 31/5. Bezeichne3 die
Matrix, deren Spalten aus den zugelyen Eigenvektoren besteht, so ist

_p-1(A O
alsoA=1RB (O A, Bund

E.N_ w1 (I _ /Xt o0 1
()= (o) =2 (Mo )2 (o)

Auch ohne die MatrixB zu berechnen, wissen wir somit, daf3 sich
in der FormF,, = a\y 1+ bA\y~* darstellen#Rt. Indem wirz duchr )\,
undb durch ), dividieren, erhalten wir auch eine Darstellung der Form
F, = a)\] +b)\5, deren Koeffizienten wir durch Einsetzen var= 0

a

undn = 1 bestimmen &nnen:
Fy=1=a)X+b)d=a+b und F,=1=a)\ +b)\,.
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Damit istb = 1 — a, und die zweite Gleichung wird zu

1—X, A
aA— X))+ =aVE+h,=1=qa= 2="1
VB V5
Alsoisth=1—a = —22 undF, = N A
V5 V5

Numerisch ist

1+v5 1-+5
2\[@1,618034 Ay =1— ), = V5

A = ~ —0,618034
und+/5 ~ 2,236068; der Quotienty /+/5 ist also fir jedesn kleiner
als 1/2. Daher lbnnen wir F,, auch einfacher berechnen algchste
ganze Zahl zi\} /+/5. Insbesondere folgt, daR, exponentiell mitn
wachst.

Die Gleichungh\? — X\ — 1 = 0 laRkt sich umschreiben al§\ — 1) = 1
oderA:1=1:(\—1). Diese Gleichung charakterisiert dgoldenen
Schnitt:Stehen zwei Streckenundb in diesem Verhltnis, so auch die
beiden Streckeh und a — b. Die positive Losung\; wird traditionell
mit dem Buchstaben bezeichnetF’, ist also der zur achsten ganzen
Zahl gerundete Wert vop™ /+/5.

Die beiden kleinsten Zahleniurf die wir n Divisionen brauchen, sind
nach LAME a = F,,, undb = F, ,,. Aus der geschlossenen Formét f

n

die FBONAccI-Zahlen folgt
n = log, v5b—1=log,b+log, v5— 1=
~ 2,078Inb + 0,672.

Inb +In\/§
Ing Ingp

Fur beliebige Zahlem > b kdnnen nicht mehr Divisionen notwendig
sein als {ir die aufb folgenden @achstgolieren BBONACCI-Zahlen, al-
so gibt obige Formeliir jedesb eine obere Grenze. Die Anzahl der
Divisionen wachst daher nicht (wie oben bei der naiven Aldgzhng)
wie b, sondern bchstens wie log. Fur sechshundertstellige Zahlen
a, b mussen wir daher nicht mit 26 Divisionen rechnen, sondern mit
weniger als drei Tausend, was auch mit weniger leistiggén Com-
putern problemlos und schnellaglich ist.
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Tatsachlich gibt nafrlich auch die hier berechnete Schranke nur selten
dentat&chlichen Aufwand wieder; fast immer werden wir mit erheloli
weniger auskommen. Irabrigen ist auch alles andere als klar, ob wir
den ggT auf andere Weise nichtbglicherweise schneller berechnen
konnen. Da wir aberifr Zahlen der Gil3enordnung, die in heutigen
Anwendungen interessieren, selbst mit der Schrankedn schlimm-
sten Fall ganz gut leberbknen, sei hier auf diese Fragen nicht weiter
eingegangen. Interessenten finden mehr dazu z.B. in derhAit®&mn
4.5.2+3 des Buchs

DONALD E. KNUTH: The Art of Computer Programmingol. 2: Seminu-
merical Algorithms Addison-Wesley1981

85: Die multiplikative Struktur der ganzen Zahlen

Eine Primzahl ist bekanntlich eine fialiche Zahlp, die genau zwei
Teiler hat, iamlich die Eins und sich selbst. Der erweitert&kED ische
Algorithmus liefert eine wichtige Folgerung aus dieser bigbn:

Lemma: Wenn eine Primzahl das Produlttzweier naiirlicher Zahlen
teilt, teilt sie mindestens einen der Faktoren.

Beweis Angenommen, die Primzaplkei kein Teiler vom, teile abemb.
Da der ggT voru undp Teiler vonp und ungleichp ist, mul er notge-
drungen gleich eins sein; es gibt also eine Darstellung

l=aa+pPBp mit o,B€cZ.
Dann istb = aab + Gpb durchp teilbar, denn sowohtb also auchpb

sind Vielfache vormp. .

Daraus folgt induktiv

Satz: Jede nairliche Zahl A3t sich bis auf Reihenfolge eindeutig als
ein Produkt von Primzahlpotenzen schreiben.

Beweis:Wir zeigen zurchst, dald sich jede rimtiche Zahliberhaupt
als Produkt von Primzahlpotenzen schreib@dtl Falls dies nicht der
Fall ware, gabe es ein minimales Gegenbeispiél Dies kann nicht
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die Eins sein, denn die ist ja das leere Produkt, und es kazinkaine
Primzahl sein, denn die ist ja das Produkt mit sich selbstialzigem
Faktor. Somit hat\/ einen echten TeileN, d.h. 1< N < M. DaM

das minimale Gegenbeispiel war, lassen Wchnd% als Produkte von

Primzahlpotenzen schreiben, also alldh= N - %

Bleibt noch zu zeigen, dal3 die Produktdarstellung bis aaifRihen-
folge der Faktoren eindeutig ist. Auch hiexige es andernfalls wieder ein
minimales Gegenbeispidl/, das somit mindestens zwei verschiedene

Darstellungen
T S
v=]]v = ]]e"
i=1 j=1

hatte. Da die Eins durch kein Produkt dargestellt werden kisndem
wirklich eine Primzahl vorkommt, ist/ > 1, und somit steht in jedem
der beiden Produkte mindestens eine Primzahl.

Da p, Teiler von M ist, teilt es auch das rechtsstehende Produkt, also
nach dem gerade bewiesenen Lemma mindestens einen deregfakto
d.h. mindestens eig;. Da ¢; eine Primzahl ist, muf3 danpy, = g;
sein. DaM als minimales Gegenbeispiel vorausgesetzt war, untdrsche
den sich die beiden Produkte, aus denen dieser gemeinsaite Fa
gestrichen wurde, dcthstens durch die Reihenfolge der Faktoren, und
damit gilt dasselbelir die beiden Darstellungen vav.

Als erste Anwendung dieses Satzémken wir zeigen

Satz: Die reelle Zahle erfulle die Gleichung
" +a, " T+ taxtag=0 mit a, €7Z.
Dann istx entweder ganzzahlig oder irrational.

Beweis:Jede rationale Zahikann als Quotient = p/q zweier zueinan-
der teilerfremder ganzer Zahlerund ¢ geschrieben werden. Multipli-
zieren wir die Gleichung

n n—1
D p D
— +an_ - +...4+q — + a :O
<Q> 1<q> 1<Q> °



Kap. 1: Ganze Zahlen und ihre Primzerlegung 20

mit ¢, erhalten wir die nennerlose Gleichung

Pt a, 1p" rg+ - +apg" t+agg" =0.

Auflosen nach™ fuhrt auf
p"=—a, 1p" g — - —apg" Tt — agg”

=q(—a,_p" "t — - —apg” % —agg" Y,

d.h. ¢ mul3 ein Teiler vorp™ sein, was wegen der Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung vop™ sowie der vorausgesetzten Teilerfremdheit
von p undq nur fur ¢ = +1 der Fall sein kann. Somit ist eine ganze

Zahl, wie behauptet. .

§86: Kongruenzenrechnung

Zwei ganze Zahlen lassen sich im allgemeinen nicht duremeier
dividieren. Trotzdem — oder gerade deshalb — spielen Tk#itafragen
in der Zahlentheorie eine grol3e Rolle. Das technische Werkzu ihrer
Behandlung ist die Kongruenzenrechnung.

Definition: Wir sagen, zwei ganze Zahleny € 7Z seien kongruent
modulom flr eine natrrliche Zahlm, in Zeichen

x =y modm,
wennz — y durchm teilbar ist.

Die Kongruenz modulen definiert offensichtlich einéquivalenzrela-
tion aufZ: Jede ganze Zahl ist kongruent zu sich selbst, denn: = 0
ist durch jede nairliche Zahl teilbar; wenm: — y durchm teilbar ist,
so auchy — z = —(x — y), und ist schlie3liche = y modm und
y = z modm, so sindr — y undy — z durchm teilbar, also auch ihre
Summezr — z, und damit ist auch = z modm.

Zwei Zahlenz, y € Z liegen genau dann in derselb&quivalenzklasse,
wenn sie bei der Division durcle denselben Divisionsrest haben; es
gibt somitm Aquivalenzklassen, die den moglichen Divisionsresten
0,1,...,m — 1 entsprechen.
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Lemma: Istz = 2’ modm undy = y’ modm, so ist auch
r+y=2"+y modm und 2’y =y modm.
Beweis:Sindx — 2’ undy — 3’ durchm teilbar, so auch
(r+y)— (@@ +y)=@-2)+y-y) und
zy —2'y =2y —y) +y'(z - 2') .
Im folgenden wollen wir das Symbgmod* nicht nur in Kongruenzen

wie z = y modm benutzen, sondern auch — wie in vielen Program-
mierspracheiiblich — als Rechenoperation:

Definition: FUr eine ganze Zaht und eine natrliche Zahlm bezeich-
netx modm jene ganze Zahl & » < m mitx = r modm.

z modm ist also einfach der Divisionsrest bei der Division von
durchm.

Da nach dem gerade bewiesenen Lemma die Addition, Sulmtrakti
und Multiplikation mit Kongruenzen vertauschbar sindnken wir
auf der Menge alleAquivalenzklassen Rechenoperationen igimén.
Ubersichtlicher wird das, wenn wir statt dessen die Menge

Z/m = {0,1,...,m— 1}
def

betrachten. Wir definieren eine Addition durch
x+y fallsz +y <m
r+y—m sonst

und entsprechend eine Multiplikation gaf

x@y:(x+y)m0dm:{

xr®y = (ry) modm.

Fur m = 4 haben wir also folgende Operationen:

®| O 1 2 3 © 0 1 2 3
0| O 1 2 3 o, 60 0 O O
11 12 2 3 0 wund 1| O 1 2 3
2, 2 3 0 1 2, 0 2 0 2
3] 3 O 1 2 3] 0 3 2 1
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Um diese Tabellen zu interpretieren, sollten wir uns argeiGrundbe-
griffe aus der Algebra erinnern:

Definition: a) Eine Gruppeist eine MengeG zusammen mit einer
Verknipfungx: G x G — G, fur die gilt

1) @ xy)xz=x x (yxz)furallex,y, z € G.

2.) Esgibtein Element € G,sodale x x =z x e =z furallex € G.
3.) Zujedemr € G gibtes ein’ € G, sodalk x 2’ =2’ x x = eist.

Die Gruppe heifkommutativoderabelschwenn zu&tzlich noch gilt
4) x xy=y x xfurallex,y € G.

b) Eine Abbildungy: G — H zwischen zwei Gruppetr und H mit
Verkniipfungenx und ® heil3t (Gruppen-fHlomomorphismudalls fur
allex,y € G gilt: p(z xy) = p(r)p(y). Isty zusatzlich bijektiv, reden
wir von einemlisomorphismudie GrupperG und H heil3erisomorph,
in ZeichenG = H, wenn es einen IsomorphismusG — H gibt.

c) Ein Ring ist eine MengeR zusammen mit zwei Verkipfungen
+,R x R — R, sodal gilt

1.) Bediglich + istR eine abelsche Gruppe.

2) (x-y)-z=x-(y-z2)furallez,y,z € R.

3.) EsqibteinElement& R,sodalRlz =z -1 =z flrallex € R.
4) x-(y+tz)=x-y+z-zund @+y) -z =z -z+y-zfurallex,y, z € R.
Der Ring heiRkommutativiwenn zugtzlich noch gilt
5)xz-y=y-zfurallex,y € R.

d) Eine Abbildungy: R — S zwischen zwei Ringen heil3t (Ring-)
Homomorphismusyenn fur allex, y € R qilt

p(r+s)=o(r)+p(s) und o(r-s)=o(r)-e(s),

wobei + und- auf der linken Seite jeweils die Operationen vBrbe-
zeichnen und rechts die va$l. Auch hier reden wir von einertso-
morphismuswenn bijektiv ist, und bezeichne® = S alsisomorph,
wenn es einen IsomorphismysRk — S gibt.
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Lemma: Fur jedesm € N ist Z/m mit den Operationem® und® ein
Ring.

Beweis:Wir betrachten die Abbildung
Z — Z/m
©:

T — x modm

Nach dem obigen Lemma ist

olx+y)=o(x) ®e(y) und plry) = o) O ey) .

DaZ beZiglich + eine abelsche Gruppe ist, gilt somit dasselib&jm
beziglich®: Wenn zwei ganze Zahlen gleich sind, sind schliel3lich auch
ihre Divisionsreste module: gleich. Das Neutralelement ig{0) = O,

und das additive Inverse is{—x) = m — ¢(x). Auch die Eigenschaften
von & folgen sofort aus den entsprechenden Eigenschaften dei Mul

plikation ganzer Zahlen; das Neutralelementdét) = 1. .

Man beachte, da&/m im allgemeinen kein Krper ist: InZ/4 bei-
spielsweiseist 2 2 = 0, und in einem Krper kann ein Produkt nur ver-
schwinden, wenn mindestens einer der beiden Faktorenhyeirstet.

Im folgenden werden wir die RechenoperationerZjfm einfach mit

+ und- bezeichnen, wobei jedesmal aus dem Zusammenhang klar sein
sollte, ob wir von der Addition und Multiplikation i /m oder der inZ
reden. Der Malpunkt wird dabei, wigblich, oft weggelassen.

87: Der chinesische Restesatz

Der Legende nachahlten chinesische Geréde ihre Truppen, indem
sie diese mehrfach antreten lie3en in Reihen verschiedgresten
mq, ..., m, und jedesmal nur die Anzah). der Soldaten in der letzten
Reihe Ahlten. Aus dem Relationen

xr=aymodmy, ..., x=a,modm,

bestimmten sie dann die Gesamtzalder Soldaten.
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Ob es im alten China wirklich Gerd@e gab, die soviel Mathematik
konnten, sei dahingestellt; Beispiele zu diesem Satz fistddnjeden-
falls bereits 1247 in den chinesischiktathematischen Abhandlungen
in neun Bandenvon GH’IN CHIU-SHAO (1202-1261), allerdings geht es
dort nicht um Soldaten, sondern um Reis.

CH'IN CHIU-SHAO oder QN JusHAO wurde 1202 in der Provinz Sichuan geboren. Auf
eine wilde Jugend mit vielen Affairen folgte ein wildes urikg andere als gesetztreues
Berufsleben in Armeepffentlicher Verwaltung und illegalem Salzhandel. Als dndli-
cher studierte er an der Akademie von Hang-chou Astronospier brachte ihm ein
unbekannter Lehrer Mathematik bei. Insbesondere staedéerdie in vorchristlicher Zeit
entstandeneieun Richer der Rechenkunstach deren Vorbild er 1247 seine deutlich
anspruchsvollerehlathematischen Abhandlungen in neuimBenpublizierte, die ihn als
einen der bedeutendsten Mathematiker nicht nur Chinasesesw Zum chinesischen
Restesatz schreibt er, dal3 er ihn von den Kalendermachlemnmgeabe, diese ihn jedoch
nur rein mechanisch anwendeten ohne ihn zu verstehghN CHIU-SHAO starb 1261

in Meixian, wohin er nach einer seiner vielen Entlassungegem krimineller Machen-
schaften geschickt worden war.

Wir wollen uns zu@achstiberlegen, unter welchen Bedingungen ein
solches Verfahreberhaupt funktionieren kann. Offensichtlichirinen
die obigenr Relationen eine natliche Zahl nicht eindeutig festlegen,
denn istz eine Losung undM irgendein gemeinsames Vielfaches der
samtlichenm,, so istz + M auch eine =M ist schliel3lich modulo
allerm, kongruent zur Null.

AulRerdem gibt es Relationen obiger Form, digdsblar sind, beispiels-
weise das System

r=2mod4 und z=3 mod6,

dessen erste Gleichung nur geradsiingen hat, @hrend die zweite nur
ungerade hat. Das Problem hier besteht darin, dal3 zweiiaigsamer
Teiler von vier und sechs ist, so dal3 jede der beiden Kongareauch
etwasuber x mod 2 aussagt: Nach der erstenisgerade, nach der
zweiten aber ungerade.

Dieses Problemdnnen wir dadurch umgehen, dafd wir nur Moduin
zulassen, die paarweise teilerfremd sind. Dies hat auciaieeil, dal}
jedes gemeinsame Vielfache der Vielfaches des Produkts allen;
sein muf3, so dal3 wir modulo einer vergleichsweise grof3en Zahl ken-
nen.
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Chinesischer RestesatzDas System von Kongruenzen
r=aymodmq, ..., x=a, modm,

hat fur paarweise teilerfremde Moduln, genau eine isungz mit
0 <z < my---m,.Jede anderedsungy € Z lal3t sich in der Form
x + kmgq ---m, schreiben mik € Z.

Mit den Begriffen aus dem vorigen Paragraphaftlsich dies auch
anders formulieren: Die Zahl modm, kdnnen wir auffassen als Ele-
ment vonZ/m,, dasr-Tupel aus allen diesen Zahlen also als Element
vonZ/m4 X --- x Z/m,.. Man Uberlegt sich leicht, da3 das kartesi-
sche Produkt von zwei oder mehr Gruppen wieder eine Grupdeies
Verknipfung wird einfach komponentenweise definiert, und das-Neu
tralelement ist dasjenige Tupel, dessamtiche Komponenten Neu-
tralelemente der jeweiligen Faktoren sind. Genauso fd@f®, das kar-
tesische Produkt von zwei oder mehr Ringen wieder ein Ring is

In algebraischer Formulierung haben wir dann die folgeneesafar-
fung des obigen Satzes:

Chinesischer RestesatrAlgebraische Form) Die Abbildung
NZ/my---m, — Z/mqg x - X Z[m,
90.{ x — (x modmg,...,x modm,.)
Ist ein Isomorphismus von Ringen.
Wir beweiserden Satz in dieser algebraischen Form:

Zunachst ist

w:{ZHZ/mlx---xZ/mr

x — (x modmg, ..., modm,)

ein Ringhomomorphismus, denn nach dem Lemma aus dem vorigen
Paragraphen ist ddobergang zu den Restklassen modulo jeder der
Zahlenm, mit Addition und Multiplikation vertauschbar. Da(z) nur
vonz modm, - - - m,. abhangt, folgt daraus, dal3 aughein Ringhomo-
morphismus ist.
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@ ist injektiv, denn istp(x) = (y), so istz modm,; = y modm, fur
alle 7; da diem, paarweise teilerfremd sind, ist— y somit durch das
Produkt demn, teilbar, was @ir x,y € Z/my---m, nurim Fallz = y
moglich ist.

Nun ist aber eine Abbildung zwischen endlichen Mengen, die beide
aus jem, - --m, Elementen bestehen. Jede injektive Abbildung zwi-
schen zwei gleichiéchtigen endlichen Mengen ist zwartgdig auch

surjektiv, also bijektiv, und somit ist ein Isomorphismus.
|

Aus Sicht der chinesischen Ge#akr ist dieser Beweis e@atischend:
Angenommen, ein General weil, dafichstens Tausend Soldaten vor
Ihm stehen. Erdf3t sie in Zehnerreihen antreten; in der letzten Reihe
stehen finf Soldaten. Bei Elferreihen sind es neun, bei Dreizelenerr
hen sechs. Da 1011- 13 = 1430 gol3er ist als Tausend, weil} er, dal}
dies die Anzahl eindeutig festlegt. Er weil3 aber nicht, widevSol-
daten nun tagchlich vor ihm stehen. Als General hat eriméich die
Moglichkeit, einige Soldaten abzukommandieren, digéde Zahl bis
Tausend die Divisionsreste modulol® und 13 berechnenimsen, bis
sie auf das Tripel (3, 6) stol3en. Wir als Mathematiker sollten jedoch
eine effizientere Methode finden.

Dazu verhilft uns der erweitertedgLID ische Algorithmus:
Wir beginnen mit dem Fall zweier Kongruenzen
r=amodm und y=>bmodn

mit zueinander teilerfremden Zahlen und n. Ihr ggT eins &l3t sich
nach dem erweitertenUkLiDischen Algorithmus als 1 =vm + gn
schreiben. Somit ist

1 mod 0 mod
1—am=ﬁn5{0 modZL und 1—ﬁn=am5{1 mOdZL
also bst

_ _ fa modm
x—ﬂna+amb_{b modn

das Problem.
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x Ist natirlich nicht die einzige bsung; wenn wir ein gemeinsames
Vielfaches vonm undn addierenandert sich nichts an den Kongruen-
zen. Da wir von teilerfremden Zahlen ausgegangen sindasPdodukt
das kleinste gemeinsame Vielfache; die allgemeidgung ist daher

x+ (Bn+ Ab)a + (am — Aa)b.

Insbesondere ist diedsung eindeutig modulam.
Als Beispiel betrachten wir die beiden Kongruenzen
x=1mod 17 und x=5mod19.

Wir miissen als erstes den erweitertaskEDischen Algorithmus auf
die beiden Moduln 17 und 19 anwenden:

19:17=1 Rest 2= 2=19- 17
17:2=8 Rest 1 1=17/-8-2=9-17-8-19

Also ist 9- 17 = 153 = 0mod 17 und= 1 mod 19; aullerdem ist
—8-19 =—-152 durch 19 teilbar ung 1 mod 17. Die Zahl

x=-152-1+153-5=613

|0st somit das Problem. Da 613fger istals 1719 = 323, ist allerdings
nicht 613 die kleinste positivedsung, sondern 613 323 = 290.

Bei mehr als zwei Kongruenzen gehen wir rekursiv vor: \WWedn die
ersten beiden Kongruenzen= a; modm, undz = a, modm, wie

gerade besprochen; das Ergebnis ist eindeutig modyia,. Istc, eine
feste Losung, sodl3t sich die bBbsung schreiben als Kongruenz

r = 6} mOd mqms

und da diem, paarweise teilerfremd sind, ist auelym, teilerfremd
zumg. Mit EUKLID kdnnen wir daher das System

xr =c, modmym, und z = az; modmsg
l6sen und die isung schreiben als
x = cg modmqymomsg

und so weiter, bis wir schlief3lichmodulo dem Produkt aller.; kennen
und somit das Problem dgidt haben.
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Im Beispiel des oben angesprochenen Systems
r=5mod10 x=9modl1ll 2z =6mod13
|6sen wir also zuachst nur das System
x=5mod 10 und x =9 mod 11.

Dal=11-10,ist 11= 0 mod 11 und 12 1 mod 10; entsprechend
ist —10= 0 mod 10 und-10= 1 mod 11. Also ist

xr=5-11-9-10=-35
eine Losung; die allgemeinedsung ist—35 + 11 mit k € Z. Die
kleinste positive Bbsung ist-35 + 110 = 75.
Unser Ausgangssystem ist somduivalent zu den beiden Kongruenzen
x=75mod 110 und z =6 mod 13.

Um es zu dsen, niissen wir zuachst die Eins als Linearkombination
von 110 und 13 darstellen. Hier bietet sich keine offen$icie LOsung
an, also verwenden wir den erweitertebkEID ischen Algorithmus:

110:13=8 Rest 6= 6=110—-8-13
13:6=2 Rest 11=13-2-6=17-13-2-110

Also ist 17- 13 = 221 = 1 mod 110 und= 0 mod 13; genauso ist
—2-110 = 220= 1 mod 13 und= 9 mod 110. Eine ganzzahlig&kung
unseres Problems ist somit

75-221—6-220=15255.
Die allgemeine bsung ist
15255 +k-110-13=15255+1430 mit k€ Z.

Da 15255 : 1430 = 10 Rest 955 ist, hatte der General also 955l
vor sich stehen.

Alternativ laf3t sich die bsung eines Systems au&ongruenzen auch
in einer geschlossenen Form darstellen allerdings um deis Bmer
n-maligen statt{ — 1)-maligen Anwendung desUgLIDischen Algo-
rithmus und gdlReren Zahlen schon von Beginn an: Um das System

xr=a;, modm, fur i=1,...r
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zu losen, berechnen wir zanhst tir jedes; das Produkt
m; = H m;
JA
der smtlichenubrigenm; und bestimmen dazu ganze Zahiep j3;,
fur die gilta;m, + 8,m, = 1 Dann ist

n
z=Y B;mja; = Bma; = (1—a;m)a; = a; modm, .
J=1

Natirlich wird x hier —wie auch bei der obigen Formel — oft@er sein
als das Produkt der.;; um die kleinste bBsung zu finden, Gssen wir
also noch modulo diesem Produkt reduzieren.

Im obigen Beispiel ware

my;=10 f, =11-13=143 1=4310— 3-143
m,=11 f,=10-13=130 1=-59-11+5.130
ms=13 iy =10-11=110 1=1713—2-110,

also
r=-3-143-5+5.130-9—-2-110-6 = —-2145+5850- 1320 = 2385.
Modulo 10- 11- 13 erhalten wir natrlich auch hier wieder 955.

Damit kennen wir nun auch zwei konstruktive Beweise desadigthen
Restesatzes und wissen, wie man Systeme von Kongruenzéfilfait
des erweiterten EKLID ischen Algorithmusdsen kann.

88: Prime Restklassen

Wie wir gesehen habenpknen wir auch itZ /m im allgemeinen nicht
dividieren. Allerdings ist Division doch sehr vieahfiger ndglich als in
den ganzen Zahlen. Dies wollen wir againstes genauer untersuchen:

Lemma: Zu zwei gegebenen rialichen Zahlena, m gibt es genau
dann eint € N mit az = 1 modm, wenn ggTg, m) = 1 ist.
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Beweis:Wenn es ein solches gibt, gibt es dazu einy € N, so dal}
axr =1 +my, d.h. 1 =ax — my. Damit mul} jeder gemeinsame Teiler
vona undm Teiler der Eins seing undm sind also teilerfremd.

Sind umgekehrt: und m teilerfremd, so gibt es nach dem erweiter-
ten BUKLIDischen Algorithmusz,y € Z mit ax + my = 1. Durch
(gegebenenfalls mehrfache) Addition der Gleichung— ma = 0 laf3t
sich rbtigenfalls erreichen, daf8 positiv wird, und offensichtlich ist

axr = 1 modm. i

Definition: Ein Elementa € Z/m heil3t prime Restklasse, wenn
g9T(a, m) = 1 ist.

Nach dem gerade bewiesenen Lemma gibt es somit zu jederrmprime
Restklasse: ein x € Z/m, so dal} dorux = 1 ist. Damit ist das
folgende Lemma nicht verwunderlich:

Lemma: Die primen Restklassen aids'm bilden beziglich der Mul-
tiplikation eine Gruppe.

Beweis:Wir miissen uns zuchstiiberlegen, dal3 das Produkt zweier
primer Restklassen wieder eine prime Restklasse ist. §ind Z/m
beide teilerfremd zun, so auchab, denn vare p ein gemeinsamer
Primteiler vonab und m, so ware p als Primzahl auch Teiler von
oderb, also gemeinsamer Teiler venund m oder vonb undm. Die
Eins ist naiirlich eine prime Restklasse, und auch die Existenz von
Inversen ist kein Problem: Nach dem vorigen Lemma gibt eg eir?Z,
sodalizx = 1 modm ist, und die andere Richtung dieses Lemmas zeigt,
dal? auchx modm eine prime Restklasse ist. Das Assoziativgesetz der
Multiplikation gilt fur alle Elemente voiZ /m, erst recht alsolir die

primen Restklassen.
|

Definition: Die Gruppe Z/m)* der primen Restklassen heifitime
Restklassengruppi@ére Ordnung wird mito(m) bezeichnetp : N — N
heil3t EJLERSChep-Funktion.
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LEONHARDEULER (1707-1783) wurde in Basel geboren
und ging auch dort zur Schule und, im Alter von 14
Jahren, zur Universit. Dort legte er zwei Jahre &fgr

die Magisterpiifung in Philosophie ab und begann mit
dem Studium der Theologie; daneben hatte er sich seit
Beginn seines Studium unter Anleitung VOOHANN
BERNOULLI mit Mathematik besdhftigt. 1726 beendete

er sein Studium in Basel und bekam eine Stelle an der
Petersburger Akademie der Wissenschaften, die er 1727
antrat. Auf Einladung RIEDRICHS DESGROSSENwech-
selte er 1741 an die preul3ische Akademie der Wis-
senschaften; nachdem sich das \&his zwischen den
beiden dramatisch verschlechtert hatte, kehrte er 17863@€etersburg zick. Im glei-
chen Jahr erblindete er volistdig; trotzdem schrieb er rund diélfte seiner zahlreichen
Arbeiten (Seine gesammelten Abhandlungen umfassenan8d danach. Sie enthalten
bedeutende Be#ige zu zahlreichen Teilgebieten der Mathematik, PhysikroAsmie
und Kartographie.

Lemma: a) Fur zwei zueinander teilerfremde Zahlenm < N ist
p(nm) = p(n)p(m). )
b) Furm = [ p§* iste(m) = [T (p (p; — 1)).

i=1 1=1
Beweis: a)Eine Zahla ist genau dann teilerfremd zum Produkt,
wenna modn teilerfremd zun unda modm teilerfremd zum ist. Da
nach dem chinesischen Resteséfzim =~ 7Z/n x Z/m ist, ist daher
auch Z/nm)™ = (Z/n)* x (Z/m)*.

b) Wegena) geriigt es, diesiir Primzahlpotenzen® zu beweisen. Eine
Zahla ist genau dann teilerfremd zt, wenn sie kein Vielfaches van
ist. Unter den Zahlen von 1 bjs gibt es genaw®~! Vielfache vonp,

also istp(p®) = p¢ — p* Lt =p*~(p — 1).

Korollar: Z/m ist genau dann ein &per, wennn eine Primzahl ist.

Beweis:Das einzige, wa¥ /m zu einem Krper eventuell fehlt, ist die
Existenz von multiplikativen Inverseriif alle von null verschiedenen
Elemente. Dies ist offenbaquivalent zur Formeb(m) = m — 1, und

die gilt nach dem Lemma genau dann, wenmrim ist.
|
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Der KorperZ/p mit p Elementen wirdiblicherweise mif', bezeichnet;
die zugelirige prime Restklassengrupp@/p)™ = F, \ {0} entspre-
chend alsF,. Dabei steht dasF* far finit. Im Englischen werden
endliche Korper gelegentlich auch a{zalois fieldsbezeichnet, so daf3
man hier auch die Alidkzung GFp) sieht.Field ist das englische Wort
fur Korper; das gelegentlich in Informatilgbhern zu lesende Wo@a-
loisfeldist also einUbersetzungsfehler.

Wir wollen uns als Achstediberlegen, dal3 die multiplikative Gruppe
dieses Krpers aus den Potenzen eines einzigen Elements besteht. Da
brauchen wir zuachst noch ein Lemma aus der Gruppentheorie:

Definition: Die Ordnung eines Elemenis einer (multiplikativ ge-
schriebenen) Gruppé€' ist die kleinste natrliche Zahlr, fur die a”
gleich dem Einselement ist. Falls es keine solche Zahl gdmen wir,
a habe unendliche Ordnung.

Lemma (LAGRANGE): In einer endlichen Gruppe teilt die Ordnung ei-
nes jeden Elements die Gruppenordnung.

Beweis:Die Potenzen des Elemenisbilden zusammen mit der Eins
eine Untergruppé! von G, deren Elementanzahl gerade die Ordnting
von H ist. Wir filhren aufG eine Aquivalenzrelation ein durch die
Vorschrift ¢ ~ h, falls gh™! in H liegt. Offensichtlich besteht die
Aquivalenzklasse eines jeden Elements G aus genau Elemen-
ten, ramlichg, ga, ..., ga" 1. DaG die Vereinigung alleAquivalenz-
klassen ist, muf3 die Gruppenordnung somit ein Vielfachemmain..

JOSEPHLOUIS LAGRANGE (1736—1813) wurde alsiG-
SEPPELODOVICO LAGRANGIA in Turin geboren und
studierte dort zuachst Latein. Erst eine alte Arbeit
von HALLEY Uber algebraische Methoden in der Op-
tik weckte sein Interesse an der Mathematik, woraus
ein ausgedehnter Briefwechsel miuEER entstand.
In einem Brief vom 12. August 1755 berichtete er
diesem unter andereiiber seine Methode zur Berech-
nung von Maxima und Minima; 1756 wurde er, auf
EULERs Vorschlag, Mitglied der Berliner Akademie;
zehn Jahre sjper zog er nach Berlin und wurde dort
EULERs Nachfolger als mathematischer Direktor der
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Akademie. 1787 wechselte er an die Pariser Acai¢ des Sciences, wo er bis zu seinem
Tod blieb und unter anderem an der Eihfung des metrischen Systems beteiligt war.
Seine Arbeiten umspannen weite Teile der Analysis, AlgelbcaGeometrie.

Korollar: Fur zwei zueinander teilerfremde Zahlenn ist
a?™ = 1 modm .

BeweisKlar, dennp(m) ist die Ordnung der primen Restklassengruppe

modulom. .

Fur eine PrimzahlV = p bezeichnet man diese Aussage auch als den
kleinen Satz VORERMAT:

Satz (FERMAT): Fur jede nicht durch die Primzahl teilbare ganze
Zahla ista?~! = 1 modp. Fir allea € Z ista” = a modp.

Beweis:Die erste Aussage ist klar, d&p) = p — 1 ist. Fir die zweite
mussen wir nur noch beachten, daR durchp teilbare Zahlem sowohl

a? als auchu kongruent null modulg sind.
|

Der frandsische Mathematiker IERRE DE FERMAT
(1601-1665) wurde in Beaumont-de-Lomagne im De-
partement Tarn et Garonne geboren. Bekannt ist er
heutzutage vor allemif seine 1994 von KRDREW
WILES bewiesene Vermutung, wonach die Gleichung
x™+y" = 2™ furn > 3 keine ganzzahligedsung mit
xyz # 0 hat. Dieser,groRe"* Satzes VOnHRMAT, von
dem FERMAT lediglich in einer Randnotiz behauptete,
dafd er ihn beweiserdkne, erkart den Namen der obi-
gen Aussage. ObwohHRMAT sich sein Leben lang sehr
mit Mathematik besdiftigte und wesentliche Beége
zur Zahlentheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie und Ana-
lysis lieferte, war er hauptberuflich Jurist.

Satz: Die multiplikative Gruppe eines endlicherokpers ist zyklisch.

BeweisDa die multiplikative Gruppe einesdfpers mity Elementen aus
allen Korperelementen aul3er der Null besteht, hat sie die Ordipuig
d.h. nach IAGRANGE ist die Ordnung eines jeden Elements ein Teiler
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von ¢ — 1. Wir miissen zeigen, dal3 es mindestens ein Element gibt,
dessen Ordnungenaug — 1 ist.

Fur jeden Primteilep, vong — 1 hat die Polynomgleichung

2la=1/pi = 1

hochstensq — 1)/p, LOsungen im Krper; es gibt also zu jedem ein
Korperelemend,; mit o'~ /7 = 1.

q; sei die gbRte Potenz vop,, die ¢ — 1 teilt, undg, = agq—”/qi die
(¢ — 1)/q,-te Potenz vora,;. Dann ist
5 g—1

gl = ag_l =1 und g/ =a,"" #1,
g; hat also die Ordnung,. Da die verschiedeney, Potenzen ver-
schiedener Primzahlep, sind, hat daher das Produltaller g, das
Produkt allerg; als Ordnung, alsq — 1. Damit ist die multiplikative
Gruppe des Krpers zyklisch.

Definition: Ein Elementg eines endlichen &rpersk heil3t primitive
Wurzelwenn es die zyklische Grupge* erzeugt.

Selbst im Fall der Krper[F,, gibt es keine Formel, mit der man eine
solche primitive Wurzel explizit in Ab&ingigkeit vonp angeben kann.
Ublicherweise vithlt man zudllig ein Element aus und testet, ob es
die Ordnungp — 1 hat. Die Wahrscheinlichkeit daf ist offenbar
o(p—1) : (p — 1), was fir die meisten Werte vop recht gut ist.
Der Test, ob die Ordnung gleigh— 1 ist, laf3t sich allerdings nur dann
effizient durchiihren, wenn die Primteiles, von p — 1 bekannt sind,
denn dann kann man einfach testen, ob alle Potenzen mit qemEr-
ten (p — 1)/p, von eins verschieden sindufFgroRe Werte vop, wie
sie in der Kryptographie bénigt werden, kann dies ein Problem sein,
so dafd man hier im allgemeinen von faktorisierten Zahlansgeht und
dann testet, ob + 1 prim ist. Im Kapiteluber Primzahlen werden wir
geeignete Tests kennenlernen.



