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Dieses Skriptum entsteht parallel zur Vorlesung und sdlimdiglichst
geringer Verbgerung erscheinen. Es ist daher in seiner Qatadiif kei-
nen Fall mit einem Lehrbuch zu vergleichen; insbesonder Behler
bei dieser Entstehensweise nicht nudgtich, sonderrsicher. Dabei
handelt es sich wohl leider nicht immer nur um harmlose T&ehfsr,
sondern auch um Fehler bei den mathematischen Aussagerelidans
Teile aus anderen SkriptetirfHorerkreise der verschiedensten Niveaus
Ubernommen sind, ist die &entation auch teilweise ziemlich inho-
mogen.

Das Skriptum sollte daher mit Sorgfalt und einem gewissef3-Mi
trauen gegen seinen Inhalt gelesen werden. Falls Sie Fihdan,
teilen Sie mir dies bitte pegslich oder per e-mail (seiler@math.uni-
mannheim.de) mit. Auch wenn Sie Teile des Skriptums un@ediich
finden, bin ich @ir entsprechende Hinweise dankbar.

Falls geiiigend viele Hinweise eingehen, werde ich von Zeit zu Zeit
Listen mit Berichtigungen und Verbesserungen zusammi@rstdn
der online Version werden riglich alle bekannten Fehler korrigiert.

Biographische Angaben von Mathematikern beruhei3gmteils auf
den entsprechenden Artikeln imMacTutor History of Mathemat-
ics archive(www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/), von wo
auch die meisten abgedruckten Bilder stammen. Bei nochdzlre
Mathematikern bezog ich mich, soweitglich, auf deren eigenen In-
ternetauftritt.
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Kapitel 1
Ganze Zahlen und ihre Primzerlegung

81: Rationale und irrationale Zahlen

Die Zahlentheorie besélftigt sich, wie schon ihr Name sagt, mit Zahlen.
Nunwirde allerdings eine Umfrage wohl ergeben, daf3 sich nacichins
eines Grol3teils der Bélkerung die gesamte Mathematik mit Zahlen
besclaftigt — auch wenn beispielsweise im neéndigen Analysis-
lehrbuch von BAN DIEUDONNE abgesehen von den dreiteiligen Ab-
schnittsnummern praktisch keine Zahlen auRer 0, 1 und 2wanken.

Die Zahlentheorie unterscheidet sich dadurch von andeedanTder
Mathematik, daf3 es dort vor allem uganzeZahlen geht, oft sogar
einfach um die ndlfrlichen Zahlen 12, 3,... . Die frihe griechische
Philosophie der Pythagaer beispielsweise stand unter dem Métlies
ist Zahl.Sie konnten die musikalischen Harmonien auf einfachealerh
nisse ndirlicher Zahlen zuickfiihren und wareriberzeugt, dal3 dies
auch fir alle anderen Proportionen galt.

Umso gbRer war der Schock, als um 450 v.Chr. einer von ihnen,
wahrscheinlich HPPASSOS VONMETAPONT, herausfand, dal3 es in der
Geometrie langenverhltnisse gibt, die sichichtso beschreiben lassen.
Schlimmer noch: Ein Beispiel diaf bietet ausgerechnet das Wahrzei-
chen der Pythagéaer, das Pentagramm.R#ASSOS VONMETAPONT
nahm deshalb auch ein schlimmes Ende: Nach eiritimnlieferungen
wurde er von den eiznten Pythagdrern ertéankt, nach anderen lieRen
ihn die Gotter als Strafelfr seine Schandtat bei einem Schiffsuntergang
ertrinken.
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PYTHAGORAS VON SAMOS lebte etwa von 569 bis 475.
Als ungefihr 18-a&hriger besuchte er Thales in Milot
und ging auf dessen Rat 535 naBfjypten, um mehr
Uber Mathematik und Astronomie zu lernen. Im Tempel
von Diospolis wurde er nach der dafvorgesehen Aus-
bildung in die Priesterschaft aufgenommen. 525, bei der
persischen Invasiodgyptens, geriet er in Gefangen-
schaft und wurde nach Babylon gebracht, was er nutzte
er, um die dortige Mathematik zu erlernen. 520 kam er
frei und kehrte zuiick nach Samos, zog aber schon bald
weiter nach Croton in &litalien, wo er eine religise
und philosophische Schuleigrdete, die Pythagaer.

Wir wollen uns hier mit einem einfacheren Fall als dem degd&gamm
besclaftigen, dem Verhltnis zwischen der Diagonale und der Seite ei-
nes Quadrats. In einem Quadrat der Seéirgea kann die Diagonale
aufgefal3t werden als Hypotenuse eines gleichschenklagmwinkli-
gen Dreiecks mit Katheten defahgeq; sie hat daher nach dem Satz
des RTHAGORAS (der tatéchlich wohl einige hundert Jahédter als
PYTHAGORAS sein dirfte) die Langea+/2, und das gesuchte Véilnis

ist /2.

Ware /2 als Vertiltnis a/b zweier naiirlicher Zahlen darstellbar, so
kdénnten wir ohne Beschnkung der Allgemeinheitannehmen, dal min-
destens eine der beiden Zahteandb ungerade ist: Andernfallsifdten
wir einfach so lange durch zweilkzen, bis dies der Fall ist.

Quadrieren wir beide Seiten der Gleichun® = v/2, so erhalten wir
die neue Gleichung?/b* = 2; demnach riRtea® = 2b* eine gerade
Zahl sein. Damit rii3te aber auch gerade sein, denndwea = 2c + 1
ungerade, so auatf = 2- (2¢? + ¢) + 1. Wenn aber durch zwei teilbar
ist, ista? = 2b? durch vier teilbar, also @re aucth? und damit auctb
gerade, ein Widerspruch. Somit ig2 keine rationale Zahl.

Auch das VerBltnis zwischen Umfang und Durchmesser eines Krei-
ses, fir das wir heute die Bezeichnungverwenden, ist nicht rational,
allerdings erfordert der Beweis dafetwas mehr Arbeit. Ich dthte
ihn trotzdem hier vorstellen, denn er zeigt sehrésghwie zahlentheo-
retische Aussagen teilweise nur auf Umwegber andere Gebiete der
Mathematik bewiesen werderdknen. Beim folgenden Beweisitirt
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dieser Umwedgiber die reelle Analysis:

Wir gehen zuachst aus von einem beliebigen Polyn&x) mit reellen
Koeffizienten von einem geraden Grad.ZDazu definieren wir das
Polynom

Q) = Pa) = P"(z) + PY(x) — -+ (-1)"P#)(x)
e
als die alternierende Summe der Ableitungen gerader Ogivon P.

Weiter betrachten wir die Funktiof(z) = Q'(z)sinz — Q(x) cosz;
ihre Ableitung ist

S'(z) = Q" (x) sinx + Q' (z) cosx — Q'(x) cosz + Q(x) sinx
= (Q”(x) + Q(x)) sinx .

In Q" (z) = P"(z) — PW(x) + - - - + (=1)""1P")(z) kommen bis auf
P(x) genau dieselben Terme vor wie @(x), allerdings mit dem
jeweils anderen Vorzeichen. Daher i&'(z) + Q(z) = P(x) und
S(z) = Q'(x) sinz — Q(z) cosz ist eine Stammfunktion voR(z) sinz.
Damit folgt die

Formel von Hermite:
/P(x) sinz dx = S(w) — S(0) = Q(w) + Q(0),
0

dennsin0 =sim=0,cos0=1undcos=—1.

Wir nehmen nun any = a/b sei eine rationale Zahl, und wenden die
gerade bewiesene Formel an auf das spezielle Polynom

z"(a — bx)"

Py () def n! '
wir erhalten
Iz, [ Pa@)singde = @, +Q,0)
0
mit @, (z) = P,(z) — P)(z) + PO(z) — - -+ + (-1)" PP (2).
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P (z)istim Intervall (Q 7) genau wie die Sinusfunktidiberall positiv;
daher ist aucH,, > 0. AuRerdem is, (x) symmetrisch zur/2, denn

P (r—z)= (ﬂ'—x)"(a—b(ﬂ'—x))n = (% —a:)n(bx)" =z"(a—bx)".

Das Maximum vorP, in (0, 7) wird an derselben Stelle angenommen
wie das der Funktiorf(z) = z(a — bx); wegenf’(z) = a — 2bx handelt
es sich dabei um die Intervallmitte/2b = /2, und der Funktionswert

dort ist )
a 1 /av (ab\" 1 o™
Pl=)==(=) (=) == .
"(2b) n! (Zb) <2b) n! (4b)»
Schatzen wir das Integral ab durch Intendallge mal Maximum des
Integranden, erhalten wir daher die Ungleichung

1 CLG
I <m- =
n =T @)
und sehen, daB, fir n — co gegen Null geht; denn! wachst shrker
als jede Potenz einer reellen Zahl. Somit ist
lim 1, =0.
Andererseits ist abef, = @,,(0) +Q,,(7), was in diesem Fall wegen
der Symmetrie vorP,, einfach 2),,(0) ist. Wir wollen unstiberlegen,
daR alle®,,(0) ganze Zahlen sind. Dazu reicht es zu zeigen, daR alle
Ableitungen vonP, (z) an der Stelle Null ganzzahlige Werte annehmen.
Nach der binomischen Formel ist

P.(z) = " (a — bx)" 1 i (2’1) an_i(_b)ixnﬂ‘ :
=0

n! T nl 4

die k-te Ableitung verschwindet alsaif £ < n an der Stelle Null. Er
k=n+i>nist

1 _ .

pO0)= L (”) @ By + !

nl \ ¢
ebenfalls eine ganze Zahl, da der Nennkfeiler von (» +4)! ist und
ansonsten nur ganze Zahlen dastehen.

Somit ist alsol,, fur jedesn € N eine positive ganze Zahl. Der Limes
einer Folge positiver ganzer Zahlen kann aber @glich Null sein,
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also ihrt die Annahmesx = /b sei eine rationale Zahl, zu einem
Widerspruch, der die Irrationadit vonr zeigt.

Wenn man schon dabei ist, kann man leicht auch noch vielerande
wichtige Zahlen als irrational erkennen; auf dem erélenngsblatt ist
ein Beweis @ir die Irrationalitit der EJLERschen Zahk skizziert, und
mit nur wenig mehr Aufwand als im Fall der Quadratwurzel aweiz
laft sich auch leicht zeigen, dgtle Quadratwurzel einer nétlichen
Zahl entweder ganzzahlig oder irrational ist. Dasselbe fgibhdhere
Wurzeln und sogaiifr Nullstellen aller Polynome mit ganzzahligen Ko-
effizienten und bichstem Koeffizient eins, allerdings brauchen wir zum
Beweis einen Satz, den zwar fast jeder kennt, dessen Bevegigber
nur selten sieht: Die eindeutige Primzerlegung detirighen Zahlen.
Der Beweis dieses Satzes wiederum verwendet eine Konistnuklie
wahrscheinlich bereits den Pythagern bekannt war und die wir heute
als EuKLIDischen Algorithmus bezeichnen. Wie sich zeigen wird, ist er
zusammen mit einer ganzen Reihe von Varianten ein nichtmder
Zahlentheorie allgegeriéntiges Werkzeug; es lohnt sich also, ihn gleich
jetzt zum Beginn der Vorlesung etwas difsflicher zu betrachten.

§2: Der Euklidische Algorithmus

Bei EUKLID, in Proposition 2 des siebten Buchs seikégmentewird
er (in derUbersetzung von KEMENS THAER in Oswalds Klassikern der
exakten Wissenschaft) so beschrieben:

Zu zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander indgrofites
gemeinsames Mal zu finden.

Die zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim, gegeneinanded, sieien
AB, T’A. Man soll das gif3te gemeinsame Mal3 von ABA finden.

A B

T A

WennT’A hier AB mif3t — sich selbst mi3t es auch — danii&tgemeinsames
MafR vonI’A, AB. Und es ist klar, daf es auch das@te ist, denn keine Zahl
groRBerl’A kannT’A messen.

WennTA aber AB nicht mi3t, und man nimmt bei ABA abwechselnd
immer das kleinere vom gReren weg, dann muf} (schliellich) eine Zahl
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Uibrig bleiben, die die vorangehende mif3t. Die Einheit kaamlich nicht
Uibrig bleiben; sonst Gif3ten ABT’A gegeneinander prim sein, gegen die
Voraussetzung. Also mul3 eine Zahibrig bleiben, die die vorangehende
mif3t. TA lasse, indem es BE mif3t, EA, kleiner als sich selliwig; und EA
lasse, indem eAZ miRt, ZT", kleiner als sich selbstbrig; und'Z messe AE.

A E B

DaT'Z AE mif3t und AEAZ, muRT'Z auchAZ messen; es mi3t aber auch
sich selbst, muB also auch das Gan2emessenl’A mif3t aber BE; also mif3t
T'Z auch BE; es mif3t aber auch EA, muf3 also auch das Ganze BAmesse
Und es mi3t auci’A; I'Z mif3t also AB undl’A; also istI'Z gemeinsames
Maf3 von AB,TA. Ich behaupte, daR es auch dasfye ist. Ware ramlich

T'Z nicht das gbfRte gemeinsame Mal} von ABA, so mifdte irgendeine
Zahl gibRerI"'Z die Zahlen AB undl’A messen. Dies geschehe; die Zahl
sei H. Da H danT’A maRe und’A B E mift, malRe H auch BE; es soll aber
auch das Ganze BA messenijide also auch den Rest AE messen. AE mif3t
aberAZ; also mifdte H auchAZ messen; es soll aber auch das Gaade
messen, rilte also auch den RESE messen, als gfRere Zahl die kleinere;
dies ist unniglich. Also kann keine Zahl gf3erI"Z die Zahlen AB und"’A
messen]'Z ist also das @ifdte gemeinsame Maf3 von AB); dies hatte man
beweisen sollen.

Aus heutiger Sicht erscheint hier die Voraussetzung, daBeatrachteten
GroRRen nicht teilerfremd seinidfen, seltsam. Sie ekt sich daraus,
daf in der griechischen Philosophie und Mathematik die &irgine
Sonderrolle einnahm und nicht als Zahl angesehen wurdeZatiden
begannen erst mit der Zwei. DementsprechénmtfEuKLID in Propo-
sition 1 des siebten Buchs fasbrtlich dieselbe Konstruktion durclif
den Fall von teilerfremden ®Ren. Schon wenig &per wurde die Eins
auch in Griechenland als Zahl anerkannt, uindifns heute ist die Un-
terscheidung ohnehin bedeutungslos. Winken die Bedingung, daf3
der ggT ungleich eins sein soll, also einfach ignorieren.

Das dem BKLIDischen Algorithmus zugrunde liegende Prinzip der
Wechselwegnahmeder wechselseitigen Subtraktion war in der grie-
chischen Mathematik $pestens gegen Ende ddmften vorchristli-
chen Jahrhunderts bereits wohlbekannt unter dem Namemairgéa
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sis @vtavaipeolg) oder auch Anthyphairesisi¢bugaipeoic), und
auch der Algorithmus selbst geht mit ziemlicher Sicherheie so
vieles in den Elementemjcht erst auf EUKLID zurick: SeineElemen-

te waren das wohl mindestens vierte Buchprojekt dieses Nanueils
alles spricht dafr, daf3 er vieles von seinen V@mggerniibernommen
hat. Seine Elemente waren dann aber mit Abstand die erfolwten, so
dal die anderen in Vergessenheit gerieten und verloreegifyKLID
wurde schliel3lich alder Stoichist bekannt nach dem griechischen Titel
atoixeia der Elemente.

e B poe = i

! Es ist nicht ganz sicher, obUELID (EUKAEIdNG) wirk-

lich gelebt hat; es ist fglich, wenn auch sehr unwahr-
scheinlich, dal3 &LID nur ein Pseudonymif eine
Autorengruppe ist. (Das nebenstehende Bild aus dem
18. Jahrhundert ist reine Phantasie)KED ist vor
allem bekannt als Autor deElemente,in denen er
die Geometrie seiner Zeit systematisch darstellte und
(in gewisser Weise) auf wenige Definitionen sowie die
berihmten finf Postulate ziirckfiihrte; sie entstanden
um 300 v. Chr. BKLID arbeitete wohl am Museion in
Alexandrien; auBer den Elementen schrieb er ein Buch
Uber Optik und weitere, teilweise verschollenécBer.

Wenn wir nicht mit Zirkel und Lineal arbeiten, sondern reehpldnnen

wir die mehrfachg Wegnahme" einer Strecke von einer anderen einfa-
cher beschreiben durch eine Division mit Rest: Sindnd b die (als
natirliche Zahlen vorausgesetztergrigen der beiden Strecken und ist
a : b = q Restr, so kann mamy mal die Strecké von a wegnehmen,;
waslbrig bleibt ist eine Strecke deiéhger < b.

EukLIDs Konstruktion wird dann zu folgendem Algorithmus fzwei
natirliche Zahler, b:

Schritt 0: Setzery = a undr, = b.

99T(a, b) = r;_4; andernfalls sei,; der Rest bei der Division vor_,
durchr;.

Schritt 4, ¢ > 1: Falls r; verschwindet, endet der Algorithmus mit

EukLID behauptet, daR dieser Algorithmus stets endet und dal} das
Ergebnis der difite gemeinsame Teiler der Ausgangszalgnist,
d.h. die gbRte naiirliche Zahl, die sowoht als auchb teilt.
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Da der Divisionsrest,,; stets echt kleiner ist als sein Vémggerr;
und eine Folge immer kleiner werdender nichtnegativer gadahlen
notwendigerweise nach endlich vielen Schritten die Nuktieht, muf3
der Algorithmus in der Tat stets enden. Dal3 er mit dem rielmtigrgebnis
endet, ist ebenfalls leicht zu sehen, denriitan Schritt ist

Tii1 = qr; ¥ oder =7 g —qr;,

so daR jeder gemeinsame Teiler vomindr,,; auch ein Teiler vom,_;
ist und umgekehrt jeder gemeinsame Teiler vpn, undr; auchr,,
teilt. Somit habenr, und r,_, dieselben gemeinsamen Teiler wig
undr,,,, insbesondere haben sie denselbéfitgn gemeinsamen Teiler.
Durch Induktion folgt, daf in jedem Schritt ggT(r;_,) = 99T(a, b)
ist. Im letzten Schritt ist; = 0; da jede nditrliche Zahl Teiler der Null
ist, istdannr,_, = 99T(;,r,_1) = 99T(a, b), wie behauptet.

83: Der erweiterte Euklidische Algorithmus

Mehr als zwei Tausend Jahre nach der Entdeckung von Antlrgsha
sis und BKLIDischem Algorithmus, 1624 in Bourg-en-Bresse, stellte
BACHET DE MEZIRIAC in der zweiten Auflage seines BucRsobleémes
plaisants et électables qui se fonts par les nombasggaben wie die
folgende:

Il y a 41 personnes en un banquet tant hommes que femmes etsenfa
qui en tout @pensent 40 sous, mais chaque homme paye 4 sous, chaque
femme 3 sous, chaque enfant 4 deniers. Je demande combien il y
d’hommes, combien de femmes, combien d’enfants.

(Bei einem Bankett sind 41 Personenaivher, Frauen und Kinder, die
zusammen vierzig Sous ausgeben, aber jeder Mann zahltoter fede
Frau drei Sous und jedes Kind 4 Deniers. Ich frage, wie viedaiver,
wie viele Frauen und wie viele Kinder es sind.)

Sobald man weil3, dal3 Bl Deniers ein Sou sind (und zwanzig Sous
ein Pfund), kann man dies in ein lineares Gleichungssy&tmmsetzen:
Ist z die Zahl der Manner,y die der Frauen und die der Kinder, so
muB geltenz +y + z = 41 und 4 + 3y + 2 = 40.
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Im Gegensatz zum Fall der in Schule und Linearer Algebrabhteten
Gleichungssystemen kommen hieriiréith nur naiirliche Zahlen als
Losungen in Frage.

CLAUDE GASPAR BACHET SIEUR DE MEzIRIAC (1581-
1638) verbrachte den @i8ten Teil seines Lebens in sei-
nem Geburtsort Bourg-en-Bresse. Er studierte bei den
Jesuiten in Lyon und Milano und trat 1601 in den Orden
ein, trat aber bereits 1602 wegen Krankheit wieder aus
und kehrte nach Bourg ziick. Sein Buch erschien 1612;
1959 brachte der Verlag Blanchard eine vereinfachte
Ausgabe heraus. Am bekanntesten istBeT fir seine
lateinischeUbersetzung dehrithmetikavon DIOPHAN-

TOS. In einem Exemplar davon schriele®RMAT seine
Vermutung an den Rand. Auch Gedichte vorcBET
sind erhalten. 1635 wurde er Mitglied der frésschen
Akademie der Wissenschaften.

Zur Losung kann man zé@chst die erste Gleichung nachuflosen und
in die zweite Gleichung einsetzen; diéthft auf die Gleichung

11 8 79

§x+§y—§ Odel‘ 11E+8y—79
Bei einer solchen Gleichung ist priori nicht klar, ob esiberhaupt
Losungen gibt: Die Gleichung G- 8y = 79 beispielsweise kann keine
haben, denniir ganze Zahlen, y ist 10z + 8y stets gerade. Allgemein
kannaz + by = ¢ hochstens dann ganzzahligédungen haben, wenn
der ggT vore undb Teiler vonc ist.

BACHET DE MEZIRIAC hat bewiesen, daf? sie in diesem Fall auch stets
Losungen hat; das Keriigtk dazu ist seine Proposition XVIII, wo er
zu zwei teilerfremden Zahlen,b ganze Zahlen:,y konstruiert, @r
die ax — by = 1 ist: Deux nombres premiers entre eux estant dann
treuuer le moindre multiple de chascun d’iceux, surpass&ntunité

un multiple de l'autreDie Methode ist eine einfache Erweiterung des
EukLIDischen Algorithmus, und genau wie letzterer naehkEd be-
nannt ist, da ihn dieser rund 150 Jahre nach seiner Entdgdkisei-
nem Lehrbuch darstellte, heil3t auchdBieTs Satz heutédentitat von
BEzouT, weil dieser ihn 142 Jahre &fer, im Jahre 1766, in seinem
Lehrbuch beschrieb (und auf Polynome verallgemeinerte).

Kap. 1: Ganze Zahlen und ihre Primzerlegung 10

ETIENNE BEzouT (1730-1783) wurde in Nemours in der

5 lle-de-France geboren, wo seine Vorfahren Magistrate
waren. Er ging stattdessen an die Akademie der Wis-
- | senschaften; seine Hauptbesftiyung war die Zusam-
menstellung von Lehilchern fir die Militarausbildung.
s

Im 1766 erschienenen dritten Band (von vier) seines
Cours de Matématiques I'usage des Gardes du Pavil-
lon et de la Marineist die Identiit von BEzouT darge-
stellt. Seine Bicher waren so erfolgreich, daR sie auch
ins Englischaibersetzt und als Lehillsher z.B. in Har-
vard benutztwurden. Heute ist er vor allem auch bekannt
durch seinen Beweis, dal} sich zwei Kurven der Grade
n undm in hochstensym Punkten schneidendkinen.

-

Zur Lésung von Problemen wie dem voa@HET wollen wir gleich all-
gemein den gif3sten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen als Linearkom-
bination dieser Zahlen darstellen. Dazu ist nur eine ki&neeiterung
des EKLIDischen Algorithmus notwendig, so daf3 man oft auch einfach
vom erweiterten BKLID ischen Algorithmus spricht.

Die Gleichung
Tic1 = qiT YT
laR3t sich umschreiben als
Tirr =1 = @75 s
so daf¥,,, eine ganzzahlige Linearkombination verundr,_, ist. Da
entsprechend auck) Linearkombination vorr,_; undr,_, ist, folgt

induktiv, dafd der ggT vom undb als ganzzahlige Linearkombination
vona undb dargestellt werden kann.

Algorithmisch sieht dies folgendermal3en aus:

Schritt 0: Setzerg=a,r; =b,ag=/; =1lunday =3, =0.RIri =1
ist dann
ri_g=a,_atf,_b und 7, =oa+5b.

Im ¢-ten Schritt werden neue Zahlen berechnet derart, dal? Giese
chungen auchifr i + 1 gelten:

Schritt 4, ¢ > 1: Fallsr; verschwindet, endet der Algorithmus mit

g9T(@,b) =7,_1 =a;_qa+[5;_qb.
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Andernfalls dividiere man,_, durchr;; der Divisionsrest sei;,,. Dann
ist
Tir1 = Tio1 — ¢;7; = (g0 + B;_1b) — q;(a;a + 5;)

= (vi_1 — qa)a+ (B;_1 — q;8,)b;
die gewilnschten Gleichungen gelten alsw f

Qi =g — oy und B =61 — ;5 -

Genau wie oben folgt, daR der Algorithmiis &lle natirlichen Zahlem
undb endet und daf? am Ende der richtige ggT berechnetwird; aefderd
sind diec; und §; so definiert, daf? in jedem Schritt = «,a + §;b ist,
insbesondere wird also im letzten Schritt der ggT als Likeabination
der Ausgangszahlen dargestellt.

Als Beispiel wollen wir den ggT von 200 und 148 als Linearkanaition
darstellen. Im nullten Schritt haben wir 200 und 148 als digalen
Linearkombinationen

200=1-200+0-148 und 148=0200+1-148.

Im ersten Schritt dividieren wir, da 148 nicht verschwin@&0 mit Rest
durch 148:

200=1-148+52 und 52=1200-—1-148.
Da auch 527 0, dividieren wir im zweiten Schritt 148 durch 52:
148 =2.52+44 und 44 =148 2-(1-200—1-148) = 3-148—2-200.
Auch 44~ 0; wir machen also weiter: 52 =-44 + 8 und
8=52—-44 =(1-200—1-148)— (3-148—2-200) = 3-200—4-148.
Im nachsten Schritt erhalten wir 44 =8 + 4 und
4=44-5.8 = (3:148—2-200)—5-(3-200—4-148) = 23148—17-200.

Bei der Division von acht durch vier schlief3lich ist der Biainsrest
null; damitist 4 = 23 148— 17- 200 der ggT von 148 und 200.

Zur Losung des Problems vonaBHET missen wir die Gleichung
11x + 8y = 79 betrachten. Dazu stellen wir Zghst den ggT von
11 und 8 als Linearkombination dieser Zahlen dar.
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Elf durch acht ist eins Rest drei, also ist 3 =11 — 1 - 8.

Im nachsten Schritt dividieren wir acht durch drei mit dem Emgjelawei
Rest zwei, alsoist2 =B—2-3=1.8—2-(1-11-1-8) =—-2-11+3.8.

Im letzten Schritt wird daher drei durch zwei dividiert und wehen
erstens, dal3 derggT gleich einsist (was hier kBimerraschung ist), und
zweitens, dal3 gilt1 =32 =(1-.11-1-8)—(—2-11+38) = 3-11-4.8.

Damit haben wir auch eine Darstellung von 79 als Linearkomatidn
von elf und acht:

79=79-(3-11-4-8)=237-11— 316-8.

Dies ist allerdings nicht die gesuchtédung: B.CHET dachte sicherlich
nicht an 237 Minner,—316 Frauen und 119 Kinder.

Nun ist aber die obige Gleichung 1 =31 — 4 - 8 nicht die einzige
Maoglichkeit zur Darstellung der Eins als Linearkombinatiam acht
und elf: Da 8 11— 11- 8 verschwindet, &nnen wir ein beliebiges Viel-
faches dieser Gleichung dazuaddieren und bekommen denatigere
Losung

(3+8)-11—-(4+11%)-8=1.

Entsprechend dnnen wir auch ein beliebiges Vielfaches dieser Glei-
chung zur Darstellung von 79 addieren:

79=(237+%)-11— (316 + 1%) - 8.

Wir mussenk so wahlen, daf3 sowohl die Anzahl 237 % 8er Manner

als auch die Anzaht-(316 + 11) der Frauen positiv oder zumindest
nicht negativ wird, d.h—2 < k < —38 Dak ganzzahlig sein muB,
kommt nurk = —29 in Frage; es waren alsarff Manner, drei Frauen
und dazu noch 4% 5 — 3 = 33 Kinder. lhre Gesamtausgaben belaufen
sich in der Tat auf 54 + 3- 3+ 33- 1 = 40 Sous.

Entsprechend kann der erweitertedt D ische Algorithmus zur Bisung
anderer diophantischer Gleichungen verwendet werdenGleichun-
gen also, bei denen nur ganzzahliggsungen interessieren. Wir be-
trachten hier nur die lineare Gleichung + by = ¢ mit a, b, c € Z fur
zwei Unbekannte, y € Z.
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Der giofite gemeinsame Teilér= ggT(a, b) vona undb teilt offensicht-
lich jeden Ausdruck der Formar + by mit z, y € Z; falls d kein Teiler
von cist, kann es also keine ganzzahligésung geben.

Ist aberc = rd ein Vielfaches voni und istd = aa + $b die lineare
Darstellung des ggT nach dem erweitertaxBD ischen Algorithmus,
so haben wir mit: = ra undy = 3 offensichtlich eine Bsung gefun-
den.

Ist (2, ') eine weitere Bsung, so ist
alr —2)+bly—y)=c—c=0 oder a(x—2")=b{' — ).

v =a(z—2") = by —y)ist also ein gemeinsames Vielfaches vamdb
und damit auch ein Vielfaches des kleinsten gemeinsamdfadfeen
von a und b. Dieses kleinste gemeinsame Vielfachedsfd, es mui3
also eine ganze Zaht geben mit

x—a:/:m~g und y’—y:m-g.
Die allgemeine Bsung der obigen Gleichung ist somit

b .
xIra—m-E undyzrﬂ+m-% mit meZzZ.

84: Der Aufwand des Euklidischen Algorithmus

Im Beweis, dal’ der&LIDische Algorithmus stets nach endlich vielen
Schritten abbricht, hatten wir argumentiert, daf3 der [ovisrest stets
kleiner ist als der Divisor, so dal3 er irgendwann einmal mdlden
muf3; dann endet der Algorithmus.

Damit haben wir auch eine obere Schranke den Rechenaufwand
zur Berechnung von ggé&(b): Wir mussen bchstensh Divisionen
durchfihren.

Das erscheint zwar auf den ersten Blick als ein recht gutgelEr
nis; wenn man aber bedenkt, daf3 dexEDische Algorithmus heute
in der Kryptographie aufiber 600-stellige Zahlen angewendet wird,
verliert diese Schranke schnell ihreltdlichkeit: Da unser Univer-
sum ein geschiztes Alter von zehn Milliarden Jahren, also urdpef
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3. 10" Sekunden hat, ist klar, daR auch der schnellste heutige Com-
puter, der zu Beginn des Universum zu rechnen begann, bts heu
einen verschwindend kleinen Bruchteil vorf{Divisionen ausgéfhrt
hatte. Ware 16 eine realistische Aufwandsabgithung, lbnnten wir
an eine Anwendung desuUELIDischen Algorithmus auf 600-stellige
Zahlen nicht einmal denken.

Tatsachlich ist 16° aber naifirlich nur eine obere Schranke, von der wir
bislang noch nicht wissen, wie realistisch sie ist. Um diggatschei-
den, suchen wir die kleinsten iiaichen Zahleru, b, fir dien Divisio-
nen notwendig sind; dies wird uns auf ein bekanntes Problestdam
13. Jahrhundertihren.

Im Falle n = 1 sind offensichtlicha = b = 1 die kleinstnidglichen
Zahlen; wenm = b ist, kommt man immer mit genau einer Division
aus.

Dies ist allerdings ein eher untypischer Fall, der sich @ssimdere nicht
rekursiv verallgemeinerraldt, denn ab dem zweiten Schritt des-E
KLIDischen Algorithmus ist der Divisor stets kleiner als deriBénd:
Ersterer ist schlieBlich der Rest bei der vorangegangengsi@ und
letzterer der Divisor. Die kleinsten riatichen Zahler, # b, fiir die man
mit nur einer Division auskommt, sind offensichtliek= 2 undb = 1.

Als nachstes suchen wir die kleinsten Zahiehfir die zwei Divisionen
notwendig sind. Ist der Rest bei der ersten Division, so ist r die
zweite Division. Fr diese muf > 1 undb > 2 sein, untz = ¢gb +r,
wobeiq der Quotient bei der ersten Division ist. Dieser ist mindest
eins, die kleinstraglichen Werte sind damit

r=1 b=2 und a=b+r=3.

Allgemeiner seiem,, undb,, die kleinsten Zahlenir dien Divisionen
notwendig sind, und sei der Rest bei der ersten Divisiorilrfdie zweite
Division b : r ist dannb,, > a,,_, undr > b die kleinstndglichen

Werte sind damit
r=b, 4, b,=a, 4 unda,=b,+r=a,_1+b,_1=a,_1+a,_».

Da wir a; = 2 undb, = 1 kennen, knnen wir somit allez,, undb,,
berechnen; was wir erhalten, sind die sogenannoNACCI-Zahlen.

n—11



15 Zahlentheorie

Sie sind durch folgende Rekursionsformel definiert:

FiBoNAccl fihrte sie ein, um die Vermehrung einer Karnickelpopulation
durch ein einfaches Modell zu berechnen. In seinem 1202iersenen
BuchLiber abacischreibt er:

Ein Mann bringt ein Paar Karnickel auf einen Platz, der volealSeiten
durch eine Mauer umgeben ist. Wie viele Padiarken von diesem Paar
innerhalb eines Jahres produziert werden, wenn man annidafitedes
Paar jeden Monat ein neues Paar liefert, das vom zweiten Moaeh
seiner Geburt an produktiv ist?

LEONARDO PISANO (1170-1250) ist heute vor allem
unter seinem SpitznameniBBNACCI bekannt; gele-
gentlich nannte er sich auchid@®.cLLo, auf Deutsch
Tunichtgutoder ReisenderEr ging in Nordafrika zur
Schule, kam aber 1202 Zigk nach Pisa. SeinelBher
waren mit die ersten, die die indisch-arabischen Zif-
fern in Europa einfhrten. Er behandelt darin nicht nur
Rechenaufgaberiif Kaufleute, sondern auch zahlenthe-
oretische Fragen, beispielsweise da? man die Quadrat-
zahlen durch Aufaddieren der ungeraden Zahledlerh
Auch betrachtet er nichtlineare Gleichungen, die er ap-
proximativ I0st, und erinnert an viele in Vergessenheit
geratene Ergebnisse der antiken Mathematik.

Wie wir gerade gesehen haben, kann man mit depNAccI-Zahlen
nicht nur Karnickelpopulationen beschreiben, sonderne-@4BRIEL
LAME 1844 entdeckte — auch eine Obergrerizeden Aufwand beim
EukLiDischen Algorithmus angeben:

Satz von Lamé (1844) Die kleinsten natrlichen Zahler, b, fir die
beim BEUkLIDischen Algorithmus: > 2 Divisionen beitigt werden,

sinda = F,,,,undb=F, ;.
]

(FUrn = 1 giltder Satz nur, wenn wir zétzlich voraussetzen, daf37 b
ist; furn > 2 ist dies automatisch eHit.)
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GABRIEL LAME (1795-1870) studierte von 1813 bis
1817 Mathematik an der Ecole Polytechnique, danach
bis 1820 Ingenieurwissenschaften an der Ecole des
Mines. Auf Einladung Alexanders I. kam er 1820 nach
Rufland, wo er in St. Petersburg als Professor und Inge-
nieur unter anderem Vorlesungéber Analysis, Phy-
sik, Chemie und Ingenieurwissenschaften hielt. 1832
erhielt er einen Lehrstuhlif Physik an der Ecole Poly-
technique in Paris, 1852 einetirfmathematische Phy-
sik und Wahrscheinlichkeitstheorie an der Sorbonne.
1836/37 war er wesentlich am Bau der Eisenbahnlinien
Paris-Versailles und Paris-&ermain beteiligt.

Um die Zahlen¥,, durch eine geschlossene Formel darzustellénnkn
wir (genau wie man es auchirfdie rekursive Berechnung per Computer
tun wirde) die Definitionsgleichung derdoNacci-Zahlen als

Foa\ _ F, (11
(i) =ai) mea=(1 o)

schreiben; dann ist

(£)=(3) ()

Das charakteristische Polynom vdnist

detd —AE)=(1—A)(-A\)—1=X-X—-1;
die Eigenwerte vom sind daher\, , = 3 + 3V/5. Bezeichne die
Matrix, deren Spalten aus den zugelgen Eigenvektoren besteht, so ist

_ 1M O
alsoA =B (0 Ay B und

F, N\ a1\ _ o1/t 0 1
()= (o) = (Mo )2 (o)

Auch ohne die MatrixB zu berechnen, wissen wir somit, daf3 sigh
in der FormF,, = a\y =t + b\, ! darstellen#Rt. Indem wira duchr,
undb durch, dividieren, erhalten wir auch eine Darstellung der Form
F, = aA} +b)\y, deren Koeffizienten wir durch Einsetzen var= 0

a

undn = 1 bestimmen &nnen:
Fy=1=a)+b)\3=a+b und F =1=a)\ +b)\,.
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Damitistb = 1 — a, und die zweite Gleichung wird zu

1—-A A
arh—A)+ A =aVb+\,=1=>q="—"22="1
(1 2) 2 2 \/5 \/5
A A= A\D
Alsoistb=1—a=—"2undF, = "2
NG V5
Numerisch ist
1++/5 1-+v5
A = V5 ~1,618034 M =1—-)\;= 2\/— ~ —0,618034

und /5 ~ 2,236068; der Quotiem /+/5 ist also fir jedesn kleiner
als 1/2. Daher bnnen wir F,, auch einfacher berechnen algchste
ganze Zahl zw\} /+/5. Insbesondere folgt, da, exponentiell mitn
wachst.

Die Gleichungh\? — X\ — 1 = 0 [aRt sich umschreiben al§\ — 1) = 1
oderA:1=1:(\— 1). Diese Gleichung charakterisiert dgoldenen
Schnitt:Stehen zwei Streckenundb in diesem Verltnis, so auch die
beiden Streckeh unda — b. Die positive losung\; wird traditionell
mit dem Buchstabet bezeichnetF,, ist also der zur &chsten ganzen
Zahl gerundete Wert von™ /v/5.

Die beiden kleinsten Zahleniif die wir n Divisionen brauchen, sind
nach LAME a = F,, undb = F, ,,. Aus der geschlossenen Formit f

n

die FBONACCI-Zahlen folgt
n ~ log, v5b— 1 =log, b+log, v5—1=
~ 2,078Inb+ 0,672.

Inb +In\/ﬁ
Ing  Ing

Fur beliebige Zahlerm > b kdnnen nicht mehr Divisionen notwendig
sein als @ir die aufb folgenden &chstgolieren BBONACCI-Zahlen, al-
so gibt obige Formelifr jedesb eine obere Grenze. Die Anzahl der
Divisionen wachst daher nicht (wie oben bei der naiven Aligzhng)
wie b, sondern Bchstens wie log. Fur sechshundertstellige Zahlen
a,b missen wir daher nicht mit £8 Divisionen rechnen, sondern mit
weniger als drei Tausend, was auch mit weniger leistitggén Com-
putern problemlos und schnellgglich ist.
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Tatsachlich gibt natrlich auch die hier berechnete Schranke nur selten
den tatchlichen Aufwand wieder; fastimmer werden wir mit erhefbli
weniger auskommen. Irabrigen ist auch alles andere als klar, ob wir
den ggT auf andere Weise nichBglicherweise schneller berechnen
kénnen. Da wir aberifr Zahlen der Gil3enordnung, die in heutigen
Anwendungen interessieren, selbst mit der Schratikeén schlimm-
sten Fall ganz gut leberbknen, sei hier auf diese Fragen nicht weiter
eingegangen. Interessenten finden mehr dazu z.B. in derhAibsmn
4.5.2+3 des Buchs

DONALD E. KNUTH: The Art of Computer Programmingol. 2: Seminu-
merical AlgorithmsAddison-Wesley1981

§5: Die multiplikative Struktur der ganzen Zahlen

Eine Primzahl ist bekanntlich eine figiche Zahlp, die genau zwei
Teiler hat, 'amlich die Eins und sich selbst. Der erweitert&ED ische
Algorithmus liefert eine wichtige Folgerung aus dieser Digfin:

Lemma: Wenn eine Primzahl das Produ#tzweier naiirlicher Zahlen
teilt, teilt sie mindestens einen der Faktoren.

BeweisAngenommen, die Primzahiksei kein Teiler vor, teile abewb.
Da der ggT voru undp Teiler vonp und ungleictyp ist, muf3 er notge-
drungen gleich eins sein; es gibt also eine Darstellung

l=aa+f8p mit o,f€Z.
Dann istb = aab + Bpb durchp teilbar, denn sowohtd also auchpb

sind Vielfache vorp. .

Daraus folgt induktiv

Satz: Jede ndirliche Zahl BRt sich bis auf Reihenfolge eindeutig als
ein Produkt von Primzahlpotenzen schreiben.

Beweis:Wir zeigen zuichst, daf3 sich jede rimtiche Zahliberhaupt
als Produkt von Primzahlpotenzen schreib&ft! Falls dies nicht der
Fall ware, dibe es ein minimales Gegenbeisplél Dies kann nicht
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die Eins sein, denn die ist ja das leere Produkt, und es kasinlaine
Primzahl sein, denn die ist ja das Produkt mit sich selbs¢ialzigem
Faktor. Somit hai\/ einen echten TeileNV, d.h. 1< N < M. DaM
das minimale Gegenbeispiel war, lassen QVchnd% als Produkte von
Primzahlpotenzen schreiben, also au¢h= N - %

Bleibt noch zu zeigen, daf} die Produktdarstellung bis aeifR#ihen-
folge der Faktoren eindeutig ist. Auch higitte es andernfalls wieder ein
minimales Gegenbeispidll, das somit mindestens zwei verschiedene

Darstellungen
ks S
M=[]w =]/
i=1 j=1

hatte. Da die Eins durch kein Produkt dargestellt werden kemdem
wirklich eine Primzahl vorkommt, ist/ > 1, und somit steht in jedem
der beiden Produkte mindestens eine Primzahl.

Dap, Teiler von M ist, teilt es auch das rechtsstehende Produkt, also
nach dem gerade bewiesenen Lemma mindestens einen derdrakto
d.h. mindestens ein;. Da ¢; eine Primzahl ist, mufl3 danm = g;
sein. DaM als minimales Gegenbeispiel vorausgesetzt war, untersche
den sich die beiden Produkte, aus denen dieser gemeinsaktmr Fa
gestrichen wurde, dthstens durch die Reihenfolge der Faktoren, und
damit gilt dasselbelir die beiden Darstellungen vad.

Als erste Anwendung dieses Satzé&snken wir zeigen

Satz: Die reelle Zaht: erfiille die Gleichung
" +a, "+ tartag=0 mit a; €7Z.
Dann istx entweder ganzzahlig oder irrational.

Beweis:Jede rationale Zahikann als Quotient = p/q zweier zueinan-
der teilerfremder ganzer Zahlerund ¢ geschrieben werden. Multipli-
zieren wir die Gleichung

n n—1
b b p
=z +an_ =z +...4+q ~)4+a,=0
(q) 1((1) 1<q> °
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mit ¢", erhalten wir die nennerlose Gleichung
Pl a,_p" Tttt apg" T +agg" = 0.

Auflésen nach™ fuhrt auf

n 1

P = —a, ap" g~ agpg"T

= q(=a,_1p
d.h. ¢ muR3 ein Teiler vorp™ sein, was wegen der Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung vop™ sowie der vorausgesetzten Teilerfremdheit
von p undq nur fir ¢ = +1 der Fall sein kann. Somit ist eine ganze
Zahl, wie behauptet.

n
— Qoq

n—1 2 n—l)

= —apq" T = aoq

§6: Kongruenzenrechnung

Zwei ganze Zahlen lassen sich im allgemeinen nicht dureimeier
dividieren. Trotzdem — oder gerade deshalb — spielen Ti&iflitafragen
in der Zahlentheorie eine grof3e Rolle. Das technische Weikzu ihrer
Behandlung ist die Kongruenzenrechnung.

Definition: Wir sagen, zwei ganze Zahleny € Z seien kongruent
modulom fUr eine naltrliche Zahlm, in Zeichen

x =y modm,
wennx — y durchm teilbar ist.

Die Kongruenz modulen definiert offensichtlich eindquivalenzrela-
tion aufZ: Jede ganze Zahl ist kongruent zu sich selbst, denrr = 0
ist durch jede néirliche Zahl teilbar; wenm: — y durchm teilbar ist,
so auchy — x = —(x — y), und ist schlieSliche = y modm und
y = z modm, so sindx — y undy — z durchm teilbar, also auch ihre
Summez — z, und damit ist aucke = z modm.

Zwei Zahlenz, y € Z liegen genau dann in derselb&quivalenzklasse,
wenn sie bei der Division durchn denselben Divisionsrest haben; es
gibt somitm Aquivalenzklassen, die den mdglichen Divisionsresten
0,1,...,m — 1 entsprechen.
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Lemma: Istz = 2’ modm undy = v’ modm, so ist auch
rxy=2"+y modm und 2’y =y modm.
Beweis:Sindz — 2’ undy — ¢’ durchm teilbar, so auch
(r£y)-@+y)=@-2)£@y-y) und
zy -2y =2y —y) +y'(z - 2) =
Im folgenden wollen wir das Symbgmod* nicht nur in Kongruenzen

wie x = y modm benutzen, sondern auch — wie in vielen Program-
miersprachefiblich — als Rechenoperation:

Definition: Fur eine ganze Zaht und eine nairliche Zahlm bezeich-
netxz modm jene ganze Zahl & r» < m mit x = r modm.

z modm ist also einfach der Divisionsrest bei der Division ven
durchm.

Da nach dem gerade bewiesenen Lemma die Addition, Sulmrakti
und Multiplikation mit Kongruenzen vertauschbar sindnken wir
auf der Menge alleAquivalenzklassen Rechenoperationen igimén.
Ubersichtlicher wird das, wenn wir statt dessen die Menge

Z/md:f{O,l,...,m—l}
e
betrachten. Wir definieren eine Addition durch

T+y fallsz+y <m
T +y—m sonst

und entsprechend eine Multiplikation gafh

x@y:(x+y)m0dm:{

z®y = (xy) modm.

Fur m = 4 haben wir also folgende Operationen:

@ 0 1 2 3 © 0 1 2 3
0 0 1 2 3 of 0 0 0 O
i1/ 1 2 3 0 und 1| 0 1 2 3
2 2 3 0 1 2 0 2 0 2
3] 3 O 1 2 3|l 0 3 2 1
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Um diese Tabellen zu interpretieren, sollten wir uns argeigrundbe-
griffe aus der Algebra erinnern:

Definition: a) Eine Gruppeist eine MengeG zusammen mit einer
Verknipfungx: G x G — G, fur die gilt

1) @xy)xz=zx(yx z)furallez,y, z € G.

2.) Esgibtein Elemert € G,sodale x z =z x e =z flrallex € G.
3.) Zujedemx € G gibtes ein’ € G, sodalkr x 2’ =2’ x x = eist.

Die Gruppe heiffkommutativoderabelschwenn zugtzlich noch gilt
4) xxy=yx xzfurallezx,y € G.

b) Eine Abbildungy: G — H zwischen zwei Gruppe& und H mit
Verknipfungenx und ® heifdt (Gruppen-flomomorphismudalls fir
allex,y € Ggilt: p(z xy) = p(x)@p(y). Iste zusatzlich bijektiv, reden
wir von einemisomorphismusie Grupper und H heiRerisomorph,
in ZeichenG = H, wenn es einen IsomorphismusG — H gibt.

¢) Ein Ring ist eine MengeR zusammen mit zwei Verkipfungen
+,R x R — R, so dal gilt

1.) Bediglich + istR eine abelsche Gruppe.

2) x-y)-z=x-(y-2)furallex,y,z € R.

3.) Esgibtein Element& R,sodaRlx =z -1=zfuraller € R.
4) z-(y+z)=x-y+tx-zund@+y)-z =x-z+y-zfurallex,y, z € R.
Der Ring heiBkommutativivenn zugtzlich noch gilt
5)x-y=y-xfurallex,y € R.

d) Eine Abbildungy: R — S zwischen zwei Ringen heil3t (Ring-)
Homomorphismusyenn fir allex, y € R gilt

o(r+s)=p(r)+p(s) und @(r-s)=e(r)-e(s),

wobei + und- auf der linken Seite jeweils die Operationen vBrbe-
zeichnen und rechts die vos. Auch hier reden wir von einertso-
morphismuswenne bijektiv ist, und bezeichneR =~ S alsisomorph,
wenn es einen IsomorphismysRk — S gibt.
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Lemma: Fir jedesm € N ist Z/m mit den Operationem und® ein
Ring.

Beweis:Wir betrachten die Abbildung
Z—Z/m
¥

x— 2z modm

Nach dem obigen Lemma ist

o +y) =) @ ply) und o(ry) = () © ©Y) .

DaZ bediglich + eine abelsche Gruppe ist, gilt somit dasselib&fm
beiglich®: Wenn zwei ganze Zahlen gleich sind, sind schlie3lich auch
ihre Divisionsreste module: gleich. Das Neutralelement ig{0) = O,

und das additive Inverse ig{—x) = m — ¢(z). Auch die Eigenschaften
von & folgen sofort aus den entsprechenden Eigenschaften dei Mul

plikation ganzer Zahlen; das Neutralelementzgt) = 1. .

Man beachte, da&/m im allgemeinen kein Krper ist: InZ/4 bei-
spielsweise ist @ 2 = 0, und in einem Krper kann ein Produkt nur ver-
schwinden, wenn mindestens einer der beiden Faktorenhweirsdet.

Im folgenden werden wir die RechenoperationetZjfim einfach mit

+ und- bezeichnen, wobei jedesmal aus dem Zusammenhang klar sein
sollte, ob wir von der Addition und Multiplikation i /m oder der irZ
reden. Der Malpunkt wird dabei, wigblich, oft weggelassen.

87: Der chinesische Restesatz

Der Legende nachahlten chinesische Geréde ihre Truppen, indem
sie diese mehrfach antreten lieRen in Reihen verschiedgmeiten
my, ..., m, und jedesmal nur die Anzah|. der Soldaten in der letzten
Reihe Ahlten. Aus dem Relationen

r=a,modmq, ..., z=a, modm,

bestimmten sie dann die Gesamtzalder Soldaten.
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Ob es im alten China wirklich Gerée gab, die soviel Mathematik
konnten, sei dahingestellt; Beispiele zu diesem Satz fiistgmjeden-
falls bereits 1247 in den chinesischitathematischen Abhandlungen
in neun Bandervon Q4 IN CHIU-SHAO (1202-1261), allerdings geht es
dort nicht um Soldaten, sondern um Reis.

CH’IN CHIU-SHAO oder QN JusHAO wurde 1202 in der Provinz Sichuan geboren. Auf
eine wilde Jugend mit vielen Affairen folgte ein wildes uriésiandere als gesetztreues
Berufsleben in Armeepffentlicher Verwaltung und illegalem Salzhandel. Als dodli-
cher studierte er an der Akademie von Hang-chou Astronospiger brachte ihm ein
unbekannter Lehrer Mathematik bei. Insbesondere stedirtlie in vorchristlicher Zeit
entstandeneMeun Bicher der Rechenkunsiach deren Vorbild er 1247 seine deutlich
anspruchsvollereMathematischen Abhandlungen in neuimBenpublizierte, die ihn als
einen der bedeutendsten Mathematiker nicht nur Chinaseassm Zum chinesischen
Restesatz schreibt er, daB er ihn von den Kalendermachkemmigleabe, diese ihn jedoch
nur rein mechanisch anwendeten ohne ihn zu verstehenN CHIU-SHAO starb 1261

in Meixian, wohin er nach einer seiner vielen Entlassungegem krimineller Machen-
schaften geschickt worden war.

Wir wollen uns zuichstiiberlegen, unter welchen Bedingungen ein
solches Verfahreiiberhaupt funktionieren kann. Offensichtlictirknen
die obigenr Relationen eine natliche Zahl nicht eindeutig festlegen,
denn istz eine Losung undV/ irgendein gemeinsames Vielfaches der
samtlichenm,, so istz + M auch eine -/ ist schliel3lich modulo
allerm; kongruent zur Null.

AulRerdem gibt es Relationen obiger Form, digdgblar sind, beispiels-
weise das System

z=2mod4 und x =3 mod§6,

dessen erste Gleichung nur geraédsiingen hat, &hrend die zweite nur
ungerade hat. Das Problem hier besteht darin, daf3 zweiieigsamer
Teiler von vier und sechs ist, so dal} jede der beiden Kongareauch
etwaslberz mod 2 aussagt: Nach der ersten:isgerade, nach der
zweiten aber ungerade.

Dieses Problemdnnen wir dadurch umgehen, daf wir nur Moduip
zulassen, die paarweise teilerfremd sind. Dies hat auciVoieeil, daf?
jedes gemeinsame Vielfache der Vielfaches des Produkts allen,
sein mul3, so dal’ wir modulo einer vergleichsweise groRen Zahl ken-
nen.
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Chinesischer RestesatzDas System von Kongruenzen
r=aymodmy, ..., z=a, modm,

hat fur paarweise teilerfremde Modulr, genau eine isungz mit
0 <z < my---m,. Jede anderedsungy < Z lal3t sich in der Form
x +kmy---m, schreiben mik € Z.

Mit den Begriffen aus dem vorigen Paragraphaftisich dies auch
anders formulieren: Die Zahi modm, kdnnen wir auffassen als Ele-
ment vonZ/m,, dasr-Tupel aus allen diesen Zahlen also als Element
von Z/m, x --- x Z/m,. Man Uberlegt sich leicht, dal das kartesi-
sche Produkt von zwei oder mehr Gruppen wieder eine Grupeies
Verknipfung wird einfach komponentenweise definiert, und das-Neu
tralelement ist dasjenige Tupel, dessémsiche Komponenten Neu-
tralelemente der jeweiligen Faktoren sind. Genauso fdif, das kar-
tesische Produkt von zwei oder mehr Ringen wieder ein Ring is

In algebraischer Formulierung haben wir dann die folgeneiesatar-
fung des obigen Satzes:

Chinesischer RestesatfAlgebraische Form) Die Abbildung
(Z/my-m, = Tfmy x - x Tfm,
%{ z +— (x modmg, ...,z modm,)

ist ein Isomorphismus von Ringen.
Wir beweiserden Satz in dieser algebraischen Form:
Zunachst ist

NZ—=Z/myx---xZ/m,

. { z — (x modmy, ...,z modm,)

ein Ringhomomorphismus, denn nach dem Lemma aus dem vorigen
Paragraphen ist dddbergang zu den Restklassen modulo jeder der
Zahlenm,; mit Addition und Multiplikation vertauschbar. Da(z) nur
vonz modm, - - - m, abhangt, folgt daraus, daf3 aughein Ringhomo-
morphismus ist.
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@ ist injektiv, denn istp(x) = ¢(y), so istx modm,; = y modm, fur
allei; da diem,; paarweise teilerfremd sind, ist— y somit durch das
Produkt demn; teilbar, was @ir z,y € Z/m4---m, nurim Fallz = y
mdoglich ist.

Nun iste aber eine Abbildung zwischen endlichen Mengen, die beide
aus jem, - --m, Elementen bestehen. Jede injektive Abbildung zwi-
schen zwei gleichichtigen endlichen Mengen ist zwariydig auch

surjektiv, also bijektiv, und somit igt ein Isomorphismus.
]

Aus Sicht der chinesischen Gedakbr ist dieser Beweis eiditischend:
Angenommen, ein General weil3, dafichstens Tausend Soldaten vor
ihm stehen. Erdf3t sie in Zehnerreihen antreten; in der letzten Reihe
stehen finf Soldaten. Bei Elferreihen sind es neun, bei Dreizelsierr
hen sechs. Da 1011- 13 = 1430 gol3er ist als Tausend, weil3 er, dald
dies die Anzahl eindeutig festlegt. Er weil3 aber nicht, wiedevSol-
daten nun tagchlich vor ihm stehen. Als General hat eriirdith die
Maoglichkeit, einige Soldaten abzukommandieren, digéde Zahl bis
Tausend die Divisionsreste modulol® und 13 berechneniimsen, bis
sie auf das Tripel (3, 6) stof3en. Wir als Mathematiker sollten jedoch
eine effizientere Methode finden.

Dazu verhilft uns der erweitertedgLID ische Algorithmus:
Wir beginnen mit dem Fall zweier Kongruenzen
x=amodm und y=0>bmodn

mit zueinander teilerfremden Zahlen und n. Thr ggT eins &f3t sich
nach dem erweitertenUkLiDischen Algorithmus als 1 =m + fn
schreiben. Somit ist

_ _ {1 modm A = _ /0 modm
1_am_ﬁn_{0 modn, U4 O7 am_{l modn

also bst
a modm

xZBna+ambE{b modn

das Problem.
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x ist nafirlich nicht die einzige bsung; wenn wir ein gemeinsames
Vielfaches vonm undn addierenandert sich nichts an den Kongruen-
zen. Da wir von teilerfremden Zahlen ausgegangen sindasPdodukt
das kleinste gemeinsame Vielfache; die allgemeidgung ist daher

x+ (Bn+ Ab)a + (am — Aa)b.

Insbesondere ist diedsung eindeutig modulem.
Als Beispiel betrachten wir die beiden Kongruenzen
x=1mod17 und x=5mod19.

Wir missen als erstes den erweitertaskED ischen Algorithmus auf
die beiden Moduln 17 und 19 anwenden:

19:17=1 Rest 2= 2=19-17
17:2=8 Rest 151=17-8-2=9-17-8-19

Also ist 9- 17 = 153 = 0mod 17 und= 1 mod 19; aul3erdem ist
—8-19 =—-152 durch 19 teilbar ungt 1 mod 17. Die Zahl

x=-—152-1+153-5=613

|6st somit das Problem. Da 613¢ger ist als 1719 = 323, ist allerdings
nicht 613 die kleinste positivedsung, sondern 613 323 = 290.

Bei mehr als zwei Kongruenzen gehen wir rekursiv vor: Wgdn die
ersten beiden Kongruenzen= a, modm; undz = a, modm, wie

gerade besprochen; das Ergebnis ist eindeutig modyla,. Istc, eine
feste Losung, sodNt sich die Bsung schreiben als Kongruenz

T = c; modmqms,

und da diem, paarweise teilerfremd sind, ist auetym, teilerfremd
zZumg. Mit EUKLID kdnnen wir daher das System

x =c, modmym, und z = azmodmg
I6sen und die bisung schreiben als
T = cg modmymymg

und so weiter, bis wir schlieBlichmodulo dem Produkt aller,; kennen
und somit das Problem gedt haben.
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Im Beispiel des oben angesprochenen Systems
r=5mod10 z=9mod1ll =z =6mod13
[6sen wir also zuachst nur das System
z=5mod 10 und z =9 mod11.

Dal=11-10,ist 11= 0 mod 11 und 1 1 mod 10; entsprechend
ist—10= 0 mod 10 und-10= 1 mod 11. Also ist

x=5-11-9-10=-35
eine Losung; die allgemeinedsung ist—35 + 110 mit & € Z. Die
kleinste positive bsung ist-35+ 110 = 75.
Unser Ausgangssystem ist so@dfuivalent zu den beiden Kongruenzen
x=75mod 110 und z =6 mod 13.

Um es zu dsen, nlissen wir zuachst die Eins als Linearkombination
von 110 und 13 darstellen. Hier bietet sich keine offenficte Losung
an, also verwenden wir den erweiterteoEID ischen Algorithmus:

110:13 =8 Rest 6= 6=110—-8-13
13:6=2 Rest 11=13-2-6=17-13-2-110

Also ist 17- 13 = 221 = 1 mod 110 und= 0 mod 13; genauso ist
—2:110 =220= 1 mod 13 und= 9 mod 110. Eine ganzzahligékung
unseres Problems ist somit

75-221—-6-220=15255.
Die allgemeine bsung ist
15255 +k-110-13=15255+1430 mit k€ Z.

Da 15255 : 1430 = 10 Rest 955 ist, hatte der General also 950l
vor sich stehen.

Alternativ laf3t sich die bsung eines Systems au&ongruenzen auch
in einer geschlossenen Form darstellen allerdings um deis Bmner
n-maligen statt«{ — 1)-maligen Anwendung desUgLIDischen Algo-
rithmus und gdReren Zahlen schon von Beginn an: Um das System

r=a, modm, fur i=1,...,r
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zu lésen, berechnen wir zaahst fir jedesi das Produkt Beweis:Wenn es ein solches gibt, gibt es dazu eiy € N, so dal3
L axr =1 +my, d.h. 1 =ax — my. Damit mul3 jeder gemeinsame Teiler
m; = H m; vona undm Teiler der Eins seing undm sind also teilerfremd.
i

Sind umgekehrt: und m teilerfremd, so gibt es nach dem erweiter-
ten EukLIDischen Algorithmuse,y € Z mit ax + my = 1. Durch
(gegebenenfalls mehrfache) Addition der Gleichung— ma = 0 la3t
sich rdtigenfalls erreichen, daf8 positiv wird, und offensichtlich ist
ax = 1 modm.

der smtlichenubrigenm; und bestimmen dazu ganze Zahlen 3;,
fur die gilta;m,; + 5,;m,; = 1 Dannist

n
x=Y" B;mja; = Bima; = (1— a;m;)a; = a; modm, .
|

j=1
Natiirlich wird z hier — wie auch bei der obigen Formel — of6@er sein
als das Produkt der,;; um die kleinste Bsung zu finden, issen wir Definition: Ein Elementa € Z/m heilt prime Restklasse, wenn
also noch modulo diesem Produkt reduzieren. gg9T(a, m) = 1ist.
Im obigen Beispiel ire Nach dem gerade bewiesenen Lemma gibt es somit zu jederrprime
R Restklasser ein x € Z/m, so dal doraz = 1 ist. Damit ist das
my =10 my =11-13=143 1=4310-3-143 folgende Lemma nicht verwunderlich:

m,=11 m,=10-13=130 1=-59-11+5-130
mgz=13 my3=10-11=110 1=1713-2-110, o . .
Lemma: Die primen Restklassen aégm bilden beziglich der Mul-

also tiplikation eine Gruppe.

¢ =-3-143-5+5-130-9-2-110-6 = —2145+5850- 1320 = 2385. Beweis:Wir miissen uns zuchstilberlegen, daR das Produkt zweier

Modulo 10- 11- 13 erhalten wir nairlich auch hier wieder 955. primer Restklassen wieder eine prime Restklasse ist. Gibd Z/m
beide teilerfremd zun, so auchab, denn vare p ein gemeinsamer

Damit kennen wir nun auch zwei konstruktive Beweise desadigthen Primteiler vonab und m, so ware p als Primzahl auch Teiler voa

Restesatzes und wissen, wie man Systeme von Kongruenzefilfait oderb, also gemeinsamer Teiler venund m oder vonb und m. Die

des erweiterten &LIDischen Algorithmusdsen kann. Eins ist naiirlich eine prime Restklasse, und auch die Existenz von

Inversen ist kein Problem: Nach dem vorigen Lemma gibt es eirZ,
sodafz = 1 modm ist, und die andere Richtung dieses Lemmas zeigt,
daf auchkx modm eine prime Restklasse ist. Das Assoziativgesetz der

. .. . . . . . Multiplikation gilt fur alle Elemente vorZ,/m, erst recht alsolir die
Wie wir gesehen habenpknen wir auch irZ./m im allgemeinen nicht UHp 9 Jm
primen Restklassen.

dividieren. Allerdings ist Division doch sehr viedhfiger nbglich als in L]
den ganzen Zahlen. Dies wollen wir adahstes genauer untersuchen:

88: Prime Restklassen

Definition: Die Gruppe Z/m)* der primen Restklassen heifime
Lemma: Zu zwei gegebenen riglichen Zahlena, m gibt es genau Restklassengruppidre Ordnung wird mito(m) bezeichnetp : N — N
dann eint € N mit az = 1 modm, wenn ggT§, m) = 1 ist. heil3t EJLERsChep-Funktion.
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LEONHARDEULER (1707-1783) wurde in Basel geboren
und ging auch dort zur Schule und, im Alter von 14
Jahren, zur Universit. Dort legte er zwei Jahre &f@r

die Magisterpiifung in Philosophie ab und begann mit

Beginn seines Studium unter Anleitung VOQHANN
BERNOULLI mit Mathematik besdiftigt. 1726 beendete
er sein Studium in Basel und bekam eine Stelle an der

antrat. Auf Einladung RIEDRICHS DESGROSSENwech-
selte er 1741 an die preuBische Akademie der Wis-
‘ g senschaften; nachdem sich das \ériis zwischen den
beiden dramatisch verschlechtert hatte, kehrte er 17663aeetersburg ziick. Im glei-
chen Jahr erblindete er volistdig; trotzdem schrieb er rund digilfte seiner zahlreichen
Arbeiten (Seine gesammelten Abhandlungen umfasserédn8é danach. Sie enthalten
bedeutende Betiige zu zahlreichen Teilgebieten der Mathematik, PhysikioAsmie
und Kartographie.

Lemma: a) Fur zwei zueinander teilerfremde Zahlenm < N ist
plnm) = p(n)p(m).

b) Firm = [1p{" ist p(m) = _lj[l(pfi_l(pi - 1).

Beweis: a)Eine Zahla ist genau dann teilerfremd zum Produkt,

wenna modn teilerfremd zurn unda modm teilerfremd zum ist. Da
nach dem chinesischen Restes@fzvm =~ Z/n x Z/m ist, ist daher
auch @/nm)* ~ (Z/n)* x (Z/m)*.

b) Wegena) geriigt es, diesiir Primzahlpotenzep® zu beweisen. Eine
Zahla ist genau dann teilerfremd 24, wenn sie kein Vielfaches van
ist. Unter den Zahlen von 1 bjss gibt es genap®~! Vielfache vonp,

also istp(p®) = p° — p*~ 1= p*~L(p —1). .

Korollar: Z/m ist genau dann ein &per, wennn eine Primzahl ist.

Beweis:Das einzige, wa&/m zu einem Krper eventuell fehlt, ist die
Existenz von multiplikativen Inverseriif alle von null verschiedenen
Elemente. Dies ist offenbdquivalent zur Formep(m) = m — 1, und

die gilt nach dem Lemma genau dann, weniprim ist.
|

dem Studium der Theologie; daneben hatte er sich seit

Petersburger Akademie der Wissenschaften, die er 1727
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Der KorperZ/p mit p Elementen wirdiblicherweise miF,, bezeichnet;
die zugelorige prime Restklassengruppg/p)* = ¥, \ {0} entspre-
chend alsF,; . Dabei steht dasF fur finit. Im Englischen werden
endliche Korper gelegentlich auch a3alois fieldsbezeichnet, so dal3
man hier auch die Alikzung GFp) sieht.Field ist das englische Wort
fur Korper; das gelegentlich in Informatiibhern zu lesende WoBa-
loisfeldist also einUbersetzungsfehler.

Wir wollen uns als Achstediberlegen, dalR die multiplikative Gruppe
dieses Krpers aus den Potenzen eines einzigen Elements besteht. Da
brauchen wir zuachst noch ein Lemma aus der Gruppentheorie:

Definition: Die Ordnung eines Elemenis einer (multiplikativ ge-
schriebenen) Gruppé€' ist die kleinste nairliche Zahlr, fur die a”
gleich dem Einselement ist. Falls es keine solche Zahl gdgen wir,
a habe unendliche Ordnung.

Lemma (LAGRANGE): In einer endlichen Gruppe teilt die Ordnung ei-
nes jeden Elements die Gruppenordnung.

Beweis:Die Potenzen des Elementshilden zusammen mit der Eins
eine Untergruppé/ von G, deren Elementanzahl gerade die Ordnung
von H ist. Wir fihren aufG eine Aquivalenzrelation ein durch die
Vorschrift g ~ h, falls gh~ in H liegt. Offensichtlich besteht die
Aquivalenzklasse eines jeden Element& G aus genau Elemen-
ten, ramlichg, ga, . .., ga" 1. DaG die Vereinigung alleAquivalenz-
klassen ist, muf3 die Gruppenordnung somit ein Vielfachey\zmin..

JOSEPHLOUIS LAGRANGE (1736-1813) wurde alsiG-
SEPPELODOVICO LAGRANGIA in Turin geboren und
studierte dort zuachst Latein. Erst eine alte Arbeit
von HaLLEY Uber algebraische Methoden in der Op-
tik weckte sein Interesse an der Mathematik, woraus
ein ausgedehnter Briefwechsel miUER entstand.
In einem Brief vom 12. August 1755 berichtete er
diesem unter andereitber seine Methode zur Berech-
nung von Maxima und Minima; 1756 wurde er, auf
EuLERs Vorschlag, Mitglied der Berliner Akademie;
zehn Jahre sjier zog er nach Berlin und wurde dort
EuLErs Nachfolger als mathematischer Direktor der
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Akademie. 1787 wechselte er an die Pariser &caie¢ des Sciences, wo er bis zu seinem
Tod blieb und unter anderem an der Einfung des metrischen Systems beteiligt war.
Seine Arbeiten umspannen weite Teile der Analysis, AlgelndhGeometrie.

Korollar: Fur zwei zueinander teilerfremde Zahlepm ist
a®™ =1 modm .

BeweisKlar, dennp(m) ist die Ordnung der primen Restklassengruppe

modulom. .

Fur eine PrimzahlV = p bezeichnet man diese Aussage auch als den
kleinen Satz VORERMAT:

Satz (FERMAT): Fur jede nicht durch die Primzahl teilbare ganze
Zahla ista?~! = 1 modp. Fir allea € Z ista? = a modp.

Beweis:Die erste Aussage ist klar, dgp) = p — 1 ist. Rir die zweite
mussen wir nur noch beachten, d@durchp teilbare Zahlem sowohl

a? als auchu kongruent null modulg sind. .

Der frandsische Mathematiker IERRE DE FERMAT
(1601-1665) wurde in Beaumont-de-Lomagne im De-
partement Tarn et Garonne geboren. Bekannt ist er
heutzutage vor allemif seine 1994 von RDREW
WILES bewiesene Vermutung, wonach die Gleichung
™ +y" = 2" flrn > 3 keine ganzzahligedsung mit
zyz 7 0 hat. Dieser,grof3e* Satzes VONERMAT, von
dem FERMAT lediglich in einer Randnotiz behauptete,
daR er ihn beweiserdkne, erlért den Namen der obi-
gen Aussage. ObwohERMAT sich sein Leben lang sehr
mit Mathematik besdftigte und wesentliche Be#ige
zur Zahlentheorie, Wahrscheinlichkeitstheorie und Ana-
lysis lieferte, war er hauptberuflich Jurist.

Satz: Die multiplikative Gruppe eines endlicherdkpers ist zyklisch.

BeweisDa die multiplikative Gruppe einesdpers mity Elementen aus
allen Korperelementen aul3er der Null besteht, hat sie die Ordpurig
d.h. nach IAGRANGE ist die Ordnung eines jeden Elements ein Teiler
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von ¢ — 1. Wir missen zeigen, dal3 es mindestens ein Element gibt,
dessen Ordnungenaug — 1 ist.
Fur jeden Primteilep, vong — 1 hat die Polynomgleichung

2@ 0/pi =

hochstens{ — 1)/p; Losungen im Krper; es gibt also zu jedem ein
Korperelement, mit {4~/ =1,

g, sei die gbRte Potenz vop,, die ¢ — 1 teilt, undg; = ol die
(¢ — 1)/q,-te Potenz vom,. Dann ist

i a—1

g =at=1 und ¢’ =a,” #1,;

3

g, hat also die Ordnung,. Da die verschiedeney) Potenzen verschie-
dener Primzahlep; sind, hat daher das Produkgller g; das Produkt
allerg; als Ordnung, alsg — 1. Damit ist die multiplikative Gruppe des
Korpers zyklisch.

Definition: Ein Elementg eines endlichen &rpersk heil3tprimitive
Wurzel,wenn es die zyklische Grupgge' erzeugt.

Selbst im Fall der KrperF, gibt es keine Formel, mit der man eine
solche primitive Wurzel explizit in Ab&ingigkeit vonp angeben kann.
Ublicherweise vithlt man zudllig ein Element aus und testet, ob es
die Ordnungp — 1 hat. Die Wahrscheinlichkeit daf ist offenbar
e —1) : (p — 1), was fir die meisten Werte vop recht gut ist.
Der Test, ob die Ordnung gleigh— 1 ist, laf3t sich allerdings nur dann
effizient durchiihren, wenn die Primteiles; von p — 1 bekannt sind,
denn dann kann man einfach testen, ob alle Potenzen mit qemERr-
ten p — 1)/p, von eins verschieden sinduFgroRRe Werte vomp, wie
sie in der Kryptographie bérigt werden, kann dies ein Problem sein,
so daf? man hier im allgemeinen von faktorisierten Zahlansgeht und
dann testet, ob + 1 prim ist. Im Kapiteliber Primzahlen werden wir
geeignete Tests kennenlernen.



Kapitel 2
Anwendungen in der Kryptologie

81: New directions in cryptography

Kryptologie ist zusammengesetzt aus den beiden grieahisdrtern
KpuTTOC = verborgen, versteckt uniidyog = Rede, Darlegung, Ver-
nunft; sie ist also die Wissenschaft vom Geheimen. Sie beates der
Kryptographie (vorypa¢r = Das Schreiben), die Geheimschriften ent-
wickelt, und der Kryptanalyse (vaivaAOelv = auflosen, zerlegen), die
versucht, letztere zu analysieren mit dem Ziel, sie zu keack

Die Grundsituation ist also die folgende:

D D

A mochte eine Nachricht an Bubermitteln, jedoch besteht die Gefahr,
daR alles, was er an B schickt, auf dem Weg dorthin von C gel@se
vielleicht auch veiindert wird; aulRerdendkinte C eventuell versuchen,
sich gegeiiber B als A ausgeben oder umgekehrt.

Die Kryptographie versucht, dies zu verhindern, indem Atelles
von z einen Chiffretextc schickt, aus der zwar B, nicht aber C
die Nachrichtz und gegebenenfalls weitere Informationen rekon-
struieren kann. Nétlich bietet diese Verscisselung iir sich allein
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noch keinen Schutz, denn knte zum Beispiel auch den Compu-
ter von A oder B angreifen, um so den Text vor der Vergsbélung
oder nach der Entsdigselung abzugreifen. Aucloknte er das Ver-
schlisselungsprogramm so manipulieren, daf3 die Veiisselung iir

ihn keine Hirde mehr ist, er @nnte elektromagnetische Strahlung von
Computer und/oder Monitor auffangen und auswerten, und se w
ter. Die Entlillungeniiber NSA und GCHQ zeigen, dal es praktisch
nichts gibt, was ein hinreichend entschlossener Gegnbt amvendet.
Trotzdem macht es gute Kryptographie zumindéstmhanche Gegner
schwierig oder sogar uniglich, die Nachricht zu lesen.

In der klassischen Kryptographie vaulfft die Entschilsselung entweder
genauso oder zumindest séhnlich wie die Versclilsselung; insbeson-
dere kann jeder, der eine Nachricht versisiseln kann, jede andere ent-
sprechend versciiselte Nachricht auch entsighbeln. Man bezeichnet
diese Verfahren daher adgmmetrisch.

Der Nachteil eines solchen Verfahrens besteht darin, deidé@m Netz-
werk jeder Teilnehmer mit jedem anderen einen Bg$el vereinbaren
muf3. In miliarischen Netzen war didsblicherweise so geregelt, dalR
das gesamte Netz denselben 8skkl benutzte, der in einem Codebuch
fur jeden Tag im voraus festgelegt war. In kommerziellen Bletwie
beispielsweise einem Mobilfunknetz ist so etwadinath unnibglich.

1976 publizierten MRTIN HELLMAN, damals Assistenzprofessor in
Stanford, und sein ForschungsassisterHiWeELD DIFFIE eine Ar-
beit mit dem TiteINew directions in cryptograph{lEEE Trans. In-
form. Theory22, 644—-654), in der sie vorschlugen, den Vorgang der
Verschlisselung und den ddgntschiisselung @llig voneinander zu
trennen: Es sei schlie8lich nicht notwendig, daf? der Segider ver-
schlisselten Nachricht auch in der Lage sei, dieserzschiisseln.

Der Vorteil eines solcheasymmetrischeNerfahrens vare, dafd jeder
potentielle Empdinger nur einen einzigen Séiskel bauchte und den-
noch sicher seindnnte, dal® nur er selbst seine Post entsddin kann.
Der Schiissel nii3te nicht einmal geheimgehalten werden, da es ja
(meistens) nichts schadet, wenn jedermann Nachrichgesthlisseln
kann. In einem Netzwerk mit Teilnehmern biuchte man also nur



37 Zahlentheorie

n Schiissel, um es jedem Teilnehmer zu égtfichen, mit jedem an-
deren sicher zu kommunizieren. Die St$del kbnnten sogar in einem
offentlichen Verzeichnis stehen. Bei einem symmetrisdkptosys-
tem ware der gleiche Zweck nur erreichbar ré'rt(n — 1) Schisseln,
die auf einem sicheren Weg wie etwa bei einem felishes Treffen
oder durch vertrauendwdige Boten ausgetauscht werdetaf$ten.

BAILEY WHITFIELD DIFFIE wurde 1944 geboren. Erst
im Alter von zehn Jahren lernte er lesen; im gleichen
Jahr hielt eine Lehrerin an seiner New Yorker Grund-
schule einen Vortragiber Chiffren. Er lie3 sich von
seinem Vater alle veiigbare Literatur ddiber besor-
gen, entschied sich dann 1961 aber ddohein Ma-
thematikstudium am MIT. Um einer Einberufung zu
entgehen, arbeitete er nach seinem Bachelor bei Mitre;
spater, nachdem sein Interesse an der Kryptographie
wieder erwacht war, kam er zu Martin Hellman nach
Stanford, der ihn als Forschungsassistent einstellte. Ab
1991 arbeitete er alshief security officebei Sun Mi-
crosystems, von 2010 bis 2012 war er bei ICANN f
Sicherheit zugindig.

MARTIN HELLMAN wurde 1945 in New York geboren.
Er studierte Elektrotechnik zachst bis zum Bachelor
an der dortigen Universit; fur Master und Promotion
studierte er in Stanford. Nach kurzen Zwischenaufen-
thalten am Watson Research Center der IBM und am
MIT wurde er 1971 Professor an der Stanford Univer-
sity. Seit 1996 ist er emeritiert, gibt aber immer noch
Kurse, mit denen er Séirer fliir mathematische Proble-
me interessieren will. Seine home page findet man unter
http://www-ee.stanford.edu/~hellman/ .

DIFFIE und HELLMAN machten nur sehr vage Andeutungen, wie so ein
System mibffentlichen Schisseln aussehente. Es ist zugichst ein-
mal klar, daf3 ein solches System keinerlei Sicherheit gejem Gegner
mit unbeschiinkter Rechenkraft (In der Kryptographie spricht man von
einem ByESschen Gegner) bieten kann, denn die Versséélungs-
funktion ist eine bijektive Abbildung zwischen endlichereMyen, und
jeder, der die Funktion kennt, kann zumindest im Prinziphaine
Umkehrfunktion berechnen.
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Wer im Gegensatz zumWBESschen Gegner niiitber begrenzte Ressour-
cen verfigt, kann diese Berechnung allerdingdgticherweise nicht mit
realistischem Aufwand durctihren, und nur darauf beruht die Sicher-
heit eines Kryptosystems miiffentlichen Schiisseln. Da Computer
immer leistungsihiger werden und auch immer neue und bessere Algo-
rithmen gefunden werden, sind solche Systeme insbesondriefur
die Ewigkeit gedacht, sondern niirrfdie einigermaf3eaiberschaubare
Zukunft. Derzeit geht man in der Kryptologie davon aus, daiid kseg-
ner 228 oder gar mehr Entschéselungsversuche duréhiren kann
und bezeichnet ein System daher als sicher, wenn trotz sinem
Untersuchung kein Angriff bekannt ist, der mit geringeremf#and
und einer nicht vernachssigbaren Erfolgsaussicht Entdddelungen
liefert. Man spricht dann von 128-Bit-Sicherheit, wobeisk Sicherheit
natirlich nicht bewiesen ist.

Einige Stellen, darunter auch das BundesdimtSicherheit in der In-
formationstechnik, halten derzeit noch eine 100-Bit-8itleit ur aus-
reichend. Dieser Auffassung schliel3en sich unsere BankeBea den
derzeit in Deutschlandblichen Bankkartenifr Geldautomaten ist die
Geheimzahl mit dem sogenannten Triple-DES gasttthdessen Sicher-
heit bei knapp 112 Bit liegt.

DiFrFie und HELLMAN bezeichnen eine Funktion, deren Umkehrfunktion
nicht mit vertretbarem Aufwand (im obigen Sinne) berechmetden
kann, alsEinwegfunktiorund wollen solche Funktionen zur Versihi
selung verwenden. Das alleiitfrt allerdings noch nicht zu einem prak-
tikablen Kryptosystem, denn bei einer echten Einwegfumkist es
auch fir den legitimen Emgnger nicht miglich, seinen Posteingang zu
entschlisseln. DFFiE und HELLMAN schlagen deshalb eine Einwegfunk-
tion mit Falltiir vor, wobei der legitime Emginger zu&tzlich zu seinem
offentlichen Schissel noclilber einen geheimen Séisisel verfigt, mit
dem er (und nur er) diese Féiitdffnen kann.

Natirlich hangt alles davon ab, ob es solche Einwegfunktionen mit
Falltiir wirklich gibt. DIFFIE und HELLMAN gaben keine an, und es gab
unter den Experten einige Skepsis bglich der Mdglichkeit, solche
Funktionen zu finden.
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Tatsachlich gab es wohl bereits damals Systeme, die auf solchekrF
tionen beruhten, auch wenn sie nicht in der offenen Literddkumen-
tiert waren: Die britisch€ommunications-Electronics Security Group
(CESG) hatte bereits Ende der sechziger Jahre damit begonaeh
entsprechenden Verfahren zu suchen, um die Probleme dieariihit
dem Schlisselmanagement zdden, aufbauend auf (impraktikablen)
Ansatzen von AT&T zur Sprachversdhdselung vahrend des zweiten
Weltkriegs. Die CESG sprach nicht von Kryptographie éffentlichen
Schbsseln, sondern vamichtgeheimer Verscisselungaber das Prin-
zip war das gleiche.

Erste ldeen dazu sind in einer auf Januar 1970 datiertenitArbe
von AMES H. ELLIS zu finden, ein praktikables System in einer
auf den 20. November 1973 datierten Arbeit vonFfE C. COCKS.
Wie im Milieu ublich, gelangte nichtsiber diese Arbeiten an die
Offentlichkeit; erst 1997 veérffentlichten dieGovernment Communi-
cations Headquarter§SCHQ), zu denen CESG géft, einige Arbeiten
aus der damaligen Zeit; eine Zeitlang waren sie auch auf denve8
http://www.cesg.gov.uk/ zu finden, wo sie allerdings inzwischen
anscheinend wieder verschwunden sind.

Im akademischen Bereich gab es ein Jahr nach Erscheinenrder A
beit von DFFIE und HELLMAN das erste Kryptosystem niiffentlichen
Schlisseln: Drei Wissenschaftler am Massachusetts Instifuteah-
nology fanden nach rund vierzig erfolglosen Atmen 1977 schliel3lich
jenes System, das heute nach ihren Anfangsbuchstaben mitbBS
zeichnet wird: RN RIVEST, ADI SHAMIR und LEN ADLEMAN.

RIVEST, SHAMIR und ADLEMAN griindeten eine Firma namens RSA
Computer Security Inc., die 1983 das RSA-Verfahren patesti liel3
und auch nach Auslaufen dieses Patents im September 20685 virei
erfolgreich im Kryptobereichétig ist. 2002 erhielten IREST, SHAMIR
und ADLEMAN fur die Entdeckung des RSA-Systems demiNG-Preis
derAssociation for Computing MachineACM, ein jahrlich vergebener
Preis, der als eine debbhsten Auszeichnungen der Informatik gilt.

RSA istuibrigens identisch mit dem vondCks vorgeschlagenen Sys-
tem, so dal einige Historiker auch Zweifel an den Behaupmrer
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RONALD LINN RIVEST wurde 1947 in Schenectady
im US-Bundesstaat New York geboren. Er studierte
zunachst Mathematik an der Yale University, wo er 1969
seinen Bachelor bekam; danach studierte er in Stanford
Informatik. Nach seiner Promotion 1974 wurde er As-
sistenzprofessor am Massachusetts Institute of Technol-
ogy, wo er heute einen Lehrstuhl hat. Er arbeitet immer
noch auf dem Gebiet der Kryptographie und entwickel-
te eine ganze Reihe weiterer Verfahren, auch symmetri-
sche Versclilsselungsalgorithmen und Hashverfahren.
Er ist Koautor eines Lehrbuclier Algorithmen. Seine
home page ishttp://people.csail.mit.edu/rivest/.

ADI SHAMIR wurde 1952 in Tel Aviv geboren. Er stu-
dierte zurachst Mathematik an der dortigen Univeasit
nach seinem Bachelor wechselte er ans Weizmann Insti-
tut, wo er 1975 seinen Master und 1977 die Promotion
in Informatik erhielt. Nach einem Jahr als Postdoc an
der Universiat Warwick und drei Jahren am MIT kehrte
er ans Weizmann Institut zikck, wo er bis heute Pro-
fessor ist. AuRerifr RSA ist er bekannt sowohiif die
Entwicklung weiterer Kryptoverfahren als audir fer-
folgreiche Angriffe gegen Kryptoverfahren. Er schlug
auch einen optischen Spezialrechner zur Faktorisierung
grof3er Zahlen vor. Seine home page ist erreichbar unter
http://www.wisdom.weizmann.ac.il/math/
profile/scientists/shamir-profile.html

LEONARD ADLEMAN wurde 1945 in San Francisco ge-
boren. Er studierte in Berkeley, wo er 1968 einen BS
in Mathematik und 1976 einen PhD in Informatik er-
hielt. Thema seiner Dissertation waren zahlentheoretis-
che Algorithmen und ihre KompleXit. Von 1976 bis
1980 war er an der mathematischen Fakuttes MIT;

seit 1980 arbeitet er an der University of Southern Cal-
ifornia in Los Angeles. Seine Arbeiten begftigen
sich mit Zahlentheorie, Kryptographie und Molekular-
biologie. Er fihrte nicht nur 1994 die erste Berech-
nung mit einem,DNS-Computer* durch, sondern ar-
beitete auch auf dem Gebiet der Aidsforschung. Heute
hat er einen Lehrstuhlif Informatik und Moleku-
larbiologie. http://www.usc.edu/dept/molecular-
science/fm-adleman.htm
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GCHQ haben. Die Beschreibung durciviesT, SHAMIR und ADLEMAN
erschien 1978 unter dem Tit&lmethod for obtaining digital signatures
and public-key cryptosysterirsComm. ACM21, 120-126.

§2: Das RSA-Verfahren

Fur eine ndfrliche Zahle ist die reelle Funktion: — ¢ flr positivex

monoton ansteigend und bijektiv; ihre Umkehrfunktion— /= 1aRt
sich mit etwa demselben Aufwand berechnen wie die Funkttivss
Betrachten wirr — z¢ allerdings als Funktion voZ/N — Z/N, so
erhalten wir einen sehr chaotisch aussehenden Grapherbandkuns
daher Hoffnungen machen, daf3 diese Funktion vielleichBalmdlage
einer kryptographischen Verséisiselung brauchbar seibfnte.

100 .

80

60

40+

20+

>
0 20 40 60 80 100
Die Funktion 2 — 22 in Fyq;

Dazu muR sie nétlich zurachst einmal injektiv sein. Da die Ordnung
eines Elements vorZ{/ NZ)* Teiler vono(N) ist, muB3 insbesondere
e teilerfremd zup(NV) sein. Dann lassen sich mit dem erweiterten E

KLIDischen Algorithmus Zahlet, k£ € N finden, so daBe —kp(N) =1
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ist, d.h. fir jedes zuV teilerfremder ist
()% = z*d = 21 (N) = » mod N .
Somit sind die Funktionen
{ (Z/NZ)* — (Z/NZ)* und { (Z/NZ)* — (Z/NZ)*

d

T x° T T

zueinander invers.

Die Beschénkung auf prime Restklassen ifit kryptographische An-
wendungen unignstig: Am einfachsten @re es, wenn wir jede Bitfolge,
deren lange kleiner ist als die der Bandarstellung vov, als Zahl zwi-
schen O undV — 1 auffassen, versdi$seln undibertragen &nnten. Der
Empfanger lonnte dann die Zahl entséldseln, als Bitfolge hinschreiben
und daraus die Nachricht rekonstruieren. Zuricklist das zumindest
fur quadratfreieZahlenN, d.h. Zahlen, die durch kein Primzahlquadrat
teilbar sind, auch raglich:

Satz: Flur eine quadratfreie natliche ZahlN sind die beiden Funktio-
nen
{Z/NZ — Z/NZ d { Z/NZ7 — 7/NZ
un

d

T — x° T T

bijektiv und invers zueinander.

Beweis:Als quadratfreie Zahl istV ein Produkt verschiedener Prim-
zahlenp,, und o(N) ist das Produkt der zugéhigenp(p;) = p, — 1.
Somit ist aucted = 1 mody(p,) fur allei, und nach dem chinesischen
Restesatz gemgt es, wenn wir den Satzif die einzelnem, beweisen.
Ist N = p prim, so ist die Null das einzige Element vérip, das nicht
in (Z/p)* liegt, und sie wird von beiden Funktionen auf sich selbst
abgebildet. .
Jeder, dee und N kennt, kann aucld berechnen, allerdings muf3 er
dazu als ersteg(/N) bestimmen. Nach der Formel aus Kapitel§Z,
ist das niglich, wenn er die Primfaktorzerlegung vavi kennt. Ein-
fachere alternative Verfahren sind nicht bekannt, und widrnw Kapi-

tel Uber Faktorisierungsalgorithmen sehen werden, ist dieskegung
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mit heutigen Mitteln @ir ein Produkt zweier gut geihlter Primzahlen
nicht mehr mit realistischem Aufwandaglich, wenn dieses Produkt
mehr als etwa 250 Dezimalstellen hat. tdith wird diese Schranke
im Laufe der Jahrzehnte ansteigen, und wahrscheinbcim&n einzel-
ne Geheimdienste schon heute etwas mehr als der Rest derBAlkelt
ist aber unwahrscheinlich, daR bei einem schon seit Jatlenten un-
tersuchten Problem wie der Faktorisierung ganzer Zahlegexechnet
einem Geheimdienst ein Durchbruch gelingen sollte, von denRest
der Welt nichts bemerkt. Die Effekte einer leisturiggfjeren Hardware
lassen sich durch groBgige Sicherheitszuscide kompensieren.

Fur eine PrimzahlV = p kann naiirlich jeder ganz einfach(p) = p—1
berechnen; isfV = pq dagegen das Produkt zweier Primzahlen, so ist
die Bestimmung von

e(N)=@p-1¢-1=N-(p+tg+1
aquivalent zur Kenntnis der Faktorisierung: Kennt mamiich das
ProduktN = pg sowie die SummeV + 1 — p(NN) = p + g der bei-
den Primzahlen, so kann man sie einfach berechnengalsrigen der
quadratischen Gleichung

(a:—p)(a:—q):xz—(N+1—<p(N))x+N:0.

Auch bei Produkten von mehr als drei Primzahlen ist keinehdee zur
Berechnung der BE_ERschenp-Funktion bekannt, die effizienterare
als der Umwediber die Faktorisierung, allerdings wird die Faktorisie-
rung bei konstanter &f:enordnung voiV tendenziell einfacher, wenn
die Anzahl der Faktoren steigt, da wir es dann zumindestégske mit
kleineren Faktoren zu tun haben.

Zur praktischen Durclifhrung des RSA-Verfahrensahlt sich daher
jeder Teilnehmer zwei verschiedene Primzahten, die unbedingt
geheim gehalten werdenissen, und eine riadiche Zahle, die keinen
gemeinsamen Teiler mip(— 1)(¢ — 1) hat. Die ZahlenV = pq unde
sind seirbffentlicher Schlissel, der beispielsweise in einem Verzeichnis
publiziert werden kann.

Des weiteren berechnet er ein gemeinsames Vielfatlesp — 1 und
q—1, zum Beispiel das kleinste gemeinsame Vielfache oderabfach

Kap. 2: Anwendungen in der Kryptologie 44

A =¢(N) = (p—1)(¢—1), und dazu nach dem erweitertevdEID ischen
Algorithmus nafirliche Zahlend und k so dalkde — kA = 1 ist. Dabei
kann erreicht werden, da8 < A (und k < e) ist; ein kleineres\
fuhrt also im Allgemeinen auch zu einem kleineteDie so bestimmte
Zahl d ist sein geheimer Scirsel; da

(ae)d =q-a* =amodN

ist fur alle a, 143t sich die Entschibselung iickgangig machen durch
Potenzieren mid.

Jeder, der deiffentlichen Schissel (V, ¢) kennt, kann damit Nach-
richten verschisseln: Er bricht die Nachricht auf in @tke, die durch
ganze Zahlen zwischen 0 und— 1 dargestellt werdendanen, berech-
net fur jeden so dargestellten Bloalden Chiffretext = «® mod N und
schickt diesen an den Inhaber des geheimerifSshls. Dieser berechnet
b mod N = a® mod N = a, und da er dazu seinen geheimen 8shél
braucht, kann dies niemand auf3er ihm auf diese Weise bexrechn

§3: Weitere Anwendungen des RSA-Verfahrens

Im Gegensatz zu symmetrischen Kryptoverfahren bietet das-R
Verfahrens nicht nur die ®Bglichkeit einer Verscliisselung, sondern
erlaubt noch eine ganze Reihe weiterer Anwendungen:

a) ldentitatsnachweis

Hier geht es darum, in Zugangskontrollsystemen, vor Gétaaaten
oder bei einer Bestellung im Internet die Idedtieiner Person zu be-
weisen: Mit RSA ist das beispielsweise dadurcbgiich, dafl3 nur der
Inhaber des geheimen Sdkkels] zu einer gegebenen Zahéine Zahb
berechnen kannjif dieb® = a mod N ist. Letzteres wiederum kann
jederuiberpiifen, der derdffentlichen Schissel (V, e) kennt.

Falls also der jeweilige Gegéher eine Zufallszaht erzeugt und als
Antwort das zugetrige b verlangt, kann er anhand einéfentlichen
Schlisselverzeichnisses die Richtigkeit vditberptifen und sich so von
der Identi&it seines Partnetdberzeugen. Im Gegensatz zu Kreditkarten-
information oder PalR@rtern ist dieses Verfahren auch immun gegen
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Abhoren: Falls jedesmal ein neues allifjesa erzeugt wird, ftzt ein
einmal abgefirtesh nichts.

Grundg@tzlich bauchte man hier kein Kryptosystem niiffentlichen
Schhisseln; in der Tat funktionierten die ersten Freund-/Feikein-
nungssystemeif Flugzeuge zur Zeit des zweiten Weltkriegs nach
diesem Prinzip, aber damals tidich mit einem klassischen symmet-
rischen Kryptosystem, wobei alle Teilnehmer mit demselBelniissel
arbeiteten. Der Vorteil eines asymmetrischen Systemsbestarin,
daf sich keiner der Teilnehmairfeinen anderen ausgeben kann, was
beispielsweise wichtig ist, wenn man sich gegeer weniger ver-
trauenswirdigen Personen identifizieren muf3.

Trotzdem ist das Verfahren in dieser Form nicht als Ersatthertra-
gung von rechtlich bindender Information geeignet, da degegiber
anhand dedffentlichen Schiissels jederzeit zu einer willklich ge-
wahlten Zahlb die Zahla = b® mod N erzeugen kann um dann zu
behaupten, er haldeals Antwort darauf empfangen. Daher kann der In-
haber des geheimen Sikkels zwar seine Iderititbeweisen, aber sein
Gegeiriiber kann sgter nicht beispielsweise vor Gericht beweisen, dal3
er dies (zum Beispiel bei einer Geldabhebung oder Bestgligatan
hat. Falls dies eventuellbtig werden knnte, ist das hier vorgestellte
Verfahren also ungeeignet; es funktioniert nur zwischersétesn, die
einander vertrauendanen.

Eine nbgliche Modifikation bedtnde darin, dal3 man beispielsweise
noch zuétzlich verlangt, daf die Zahl eine spezielle Form hat, etwa
dal die vordere Bifte der Ziffernfolge identisch mit der hintererakte

ist. Ohne Kenntnis vod hat man praktisch keine Chancen eine Zahl
zu finden, @ir die b mod N eine solche Gestalt hat: Bei Zahlen mit
2r Ziffern liegt die Wahrscheinlichkeit daf bei 107",

b) Elektronische Unterschriften

Praktische Bedeutung hat vor allem eine andere Varianeeellik-
tronische Unterschrift. Hier geht es darum, dalR der Emgér er-
stens davoruberzeugt wird, daf? eine Nachricht &dhlich vom be-
haupteten Absender stammt, und daf3 er dies zweitens awch Birtten
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gegeriiber beweisen kann. (In Deutschland sind solche elektbais
Unterschriften, sofern gewisse formale Voraussetzungtilltesind,
rechtsverbindlich.)

Um einen Nachrichtenblock mit 0 < a < N zu unterschreiben,
berechnet der Inhaber dédfentlichen Schiissels {V, e) mit seinem
geheimen Scflilsseld die Zahl

b=a“ mod N
und sendet das Paar, ) an den Empinger. Dieseiiberpiift, ob
b =amodN ;

falls ja, akzeptiert er dies als unterschriebene Nachticlta er ohne
Kenntnis des geheimen Séiskelsd nicht in der Lage ist, den Block
(a,b) zu erzeugen, kann er auch gegibar einem Dritten beweisen, daf3
der Absender selbst die Nachrichunterschrieben hat.

Fur kurze Nachrichten ist dieses Verfahren in der vorgdstelForm
praktikabel; in vielen Bllen kann man sogar auf digbermittiung voru
verzichten, d&® mod N fir ein falsch berechnetéanit an Sicherheit
grenzender Wahrscheinlichkeit keine sinnvolle Nachrérhibt.

Falls dietibermittelte Nachricht geheimgehalten werden sollssemn:

undb natirlich noch vor det)bertragung mit derdffentlichen Schilssel

des Empéngers oder nach irgendeinem anderen Kryptoverfahren ver-
schlisselt werden.

Beilangen Nachrichtenist die Verdoppelung der Nachriakitege nicht
mehr akzeptabel, und selbst, wenn man auf diertragung vor:
verzichten kann, ist das Unterschreiben jedes einzelnenkBlsehr
aufwendig. Deshalb unterschreibt man meist nicht die Nelshselbst,
sondern einen daraus extrahierten Hashwert. Dieser W& tnaiirlich
erstens von der gesamten Nachrichtaagen, und zweitens mul3 és f
den Empénger (praktisch) unimglich sein, zwei Nachrichten zu erzeu-
gen, die zum gleichen Hashweiitfren. Letzteres bedeutet wegen des
sogenannteG@eburtstagsparadoxongal fir n-Bit Sicherheit Hashwer-
te der Lange 2. erforderlich sind. Die immer noch recht verbreiteten
Hashalgorithmen, die 160 Bit liefern, haben somit nur eire&heit
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von etwa 80 Bit, was heute nicht mehr als wirklich sichereekann.
Die heute gelituchlichen Hashalgorithmen liefern Werte mit 224 oder
256 Bit, was einer 112- oder 128-Bit Sicherheit entspriChé Algo-
rithmen funktioniererahnlich wie symmetrische Kryptoverfahren; sie
versuchen durch Konfusion und Diffusion ein Ergebnis ziebknen,
dessen@mtliche Bits in einer nicht offensichtlichen Weise vonget
einzelnen Nachrichtenbit abhgen.

c) SSLund TLS

Eine wichtige Anwendung elektronischer Unterschriftendie Ver-
offentlichung von RSA-Sclilsseln: Falls es einem Angreifer gelingt,
einem Teilnehmerd einen falscherdffentlichen Schissel von Teil-
nehmerB unterzuschieben, kann (nur) der Angreifer die Nachrichten
von A an B lesen, und er kann sich gedgdrer A mittels elektronischer
Unterschrift alsB ausgeben. Daher sinaffentliche Schlissel meist
unterschrieben von einer Zertifizierungsstelle. Auch dé&taterschrift
muf3 naiirlich gegen Manipulationen gesichert sein, beispielsav@i-
dem sie von derachstlbheren Zertifizierungsstelle unterschrieben ist.
An der Spitze der Zertifizierungshierarchie stehen Stetleren elektro-
nische Unterschrift jeder Teilnehmer kennen sollte, weiieh entwe-
der um staatliche Stellen handelt, deren elektronischerdoitriften auf
leicht zuganglichen Webseiten verifiziert werdearknen, oder aber —in
der Praxis Aufiger — weil die Unterschriften dieser Stellen in Mail- und
Browserprogramme eingebaut sind. Letzteres bietet selisindlich
keine Sicherheit gegen manipulierte Browserprogrammedab#osen
Quellen, die mglicherweise auch die Mafia als Zertifizierungsstelle
anerkennen.

Zertifizierte Unterschriften werden insbesondere angeiviei den
Standards SSL und TLSif sichere Internetverbindungen.

SSL steht @ir secure socket layefLS fur transport layer security;
Zweck ist jeweils der Aufbau einer sicheren Internetvedhimg. Wie
im Internetublich, kdnnen dazu die verschiedensten Verfahren benutzt
werden; die auf Grundlage von RSAlden derzeit zu den poyarkten.

Natirlich ist RSA zu aufwendig, um damit eingrigere Kommunika-
tion wie beispielsweise einsecure shellSitzung zu versclilsseln;
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tatsachlich dient RSA daher nur zltbertragung eines Sdidsels fir
ein konventionelles Kryptoverfahren wie AES, IDEA oderple-DES,
auf das sich die Beteiligten unter SSL/TLS ebenfalls eimigiéissen.

Am einfachsten vrre es, wenn der Client einen Sissel fir ein sol-
ches Verfahren @ahlt und dann diesen mit dem RSA-Saddel des
Servers verschisselt an diesen schickt — vorausgesetzt, er kennt diesen
RSA-Schiissel. Letzteres ist im allgemeinen nicht der Fall; dahe mu
zurachst der Server dem Client seinen $issel mitteilen.

Da der Client nicht sicher sein kann, mit dem richtigen Seveebunden
zu sein, schickt der Server diesen Srdslel meist zusammen mit einem
Zertifikat, das sowohl seine Ideriitals auch seinen RSA-Séiskel
enthalt und von einer Zertifizierungsstelle unterschrieben ist

Die offentlichen Schiissel der gngigen Zertifizierungsstellen sind, wie
bereits enihnt, in die Browserprogramme eingebaut; bei weniger be-
kannten Zertifizierungsstellen wie etwa dem Rechenzendentiniver-
sitat Mannheim fragt der Browser den Benutzer, ob er das Zextiéik-
erkennen will oder nicht. Baiecure shekchliel3lich, wo die Gegenseite
typischerweise keinerlei Zertifikat vorweisen kann, frdg$ Programm
beim ersten Verbindungsaufbau zu einem Server, ob dess$girsSel
anerkanntwerden soll und speichert dann einen sogendimgerprint
davon; dieser wird bei ggeren Verbindungen zur |deréisfeststellung
benutzt.

d) Blinde Unterschriften und elektronisches Bargeld

Einer der erfolgversprechendsten Ate zum Aushebeln eines Kryp-
tosystems besteht darin, sich auf die Dummbheit seiner Mistigen zu
verlassen.

So sollte es durch gutes Zureden nicht schwer sein, jemandé&re-
monstrationszwecken zum Unterschreiben einer sinnlosehifitht zu
bewegen: Eine Folge von Nullen und Einsen ohne sinnvolkerpméta-
tion hat schlief3lich keine rechtliche Wirkung.

Nun muf3 eine sinnlose Nachricht aber nicht unbedingt eiriallBaahl
sein: Sie kann sorgftig prapariert sein. Sei dazu etwaeine Nachricht,
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die ein Zahlungsversprechen ealth(IV, ¢) deroffentliche Schlissel des
Opfers und- eine Zufallszahl zwischen 2 und — 2. Dann wird

x=m-r°modN
wie eine Zufallsfolge ausseheiirfdie man eine Unterschrift
w=2z?modN = (mr®)? mod N = m?r mod N

bekommt. Multiplikation mit-—! macht daraus eine Unterschrift unter
die Zahlungsverpflichtung.

Das angegebene Verfahren kann nicht nur von Trickigetm benutzt
werden; blinde Unterschriften sind auch die Grundlage digitalem
Bargeld.

Zahlungen im Internet erfolgen meisber Kreditkarten; die Kreditkar-
tengesellschaften haben also einen recht gutserblickiiber die Aus-
gaben ihrer Kunden und machen teilweise auch recht guten@isenit
Kundenprofilen.

Digitales Bargeld will die Anonymiét von Geldscheinen mit elektroni-
scherUbertragbarkeit kombinieren und so ein anonymes Zahlwysgss
tem z.B. fir das Internet bieten.

Es wir ausgegeben von einer Bank, die fjede angeboteneiftkelung
einendffentlichen Schissel (V, e) bekanntgibt. Eine Banknote ist eine
mit dem zugelirigen geheimen Schs$sel unterschriebene Seriennum-
mer.

Die Seriennummer kann riatich nicht einfachjede Zahl sein; son-

st ware jede Zahl kleinetV eine Banknote. Andererseitéiden die
Seriennummern aber auch nicht von der Bank vergeben wedden,
sonst wifl3te diese, welcher Kunde Scheine mit welchen Seriennummer
hat. Als Ausweg @hlt man Seriennummern einer sehr speziellen Form:
Ist N > 10" kann man etwa als Seriennummer eine 150-stellige
Zahl wahlen, deren Ziffern spiegelsymmetrisch zur Mitte sinti, db

der 76. Ziffer werden die vorherigen Zifferickwarts wiederholt. Die
Wabhrscheinlichkeit, da3 eine allige Zahlz nach Anwendung des
offentlichen Exponenten auf so eine Zafihft, ist 10°’° und damit
vernachassigbar.
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Seriennummern werden von den Kunderadtiig erzeugt. kr jede sol-
che Seriennummein erzeugt der Kunde eine Zufallszahl schickt
mr® mod N an die Bank und et (nach Belastung seines Kontos)
eine Unterschrift, fir diese Nachricht ziick. Wie oben berechnet er
daraus durch Multiplikation mit~* die Unterschriftv = m? mod N
fur die Seriennumme¥, und mit diesem Block kann er bezahlen.

Der Zahlungsemginger berechnet mod N; falls dies die Form einer
gultigen Seriennummer hat, kann er sicher sein, einen vorBdak
unterschriebenen Geldschein vor sich zu haben. Er kamdiaiggs noch
nicht sicher sein, dal3 dieser Geldschein nicht schon eiaosglegeben
wurde.

Deshalb muR3 er die Seriennummer an die Bank melden, die mit ih
Datenbank bereits ausbezahlter Seriennummern vergldielis sie
darin noch nicht vorkommt, wird sie eingetragen und deéméier
bekommt sein Geld; andernfalls verweigert sie die Zahlung.

Bei 10’° moglichen Nummern liegt die Wahrscheinlichkeit dafdal
zwei Kunden, die eine (wirklich) zéflige Zahl wahlen, dieselbe Num-
mer erzeugen, bei etwa 1I8#°. Die Wahrscheinlichkeit, mit jeweils
einem Spielscheiniihf Wochen lang hintereinander sechs Richtige im

Lotto zu haben, liegt dagegen HéY) ~° ~ 5.107%, also etwa um den
Faktor sechzig ther. Zwei gleiche Seriennummern sind also praktisch
auszuschlie3en, wenn auch theoretisclglich.

Falls wirklich einmal zuélligerweise zwei gleiche Seriennummern
erzeugt worden sein sollten, kann das System nur funktienjevenn

der zweite Geldschein mit derselben Seriennummer nichtkanat
wird, so dal3 der zweite Kunde sein Geld verliert. Dies mulals
zusatzliche Gelihr gesehen werden, die mit an Sicherheit grenzender
Wahrscheinlichkeit niedilig wird, aber trotzdem nicht ausgeschlossen
werden kann.

Da digitales Bargeld nur in kleinen i8tkelungen sinnvoll ist (Geld-
scheine im Millionenwert @iren auf Grund ihrer Seltenheit nicht wirk-
lich anonym und wiirden wegen der damit verbundenebdlichkeiten
zur Geldwasche auch in keinem sésien Wirtschaftssystem akzeptiert),
ware der theoretisch dgliche Verlust ohnehin nicht sehr gro3.
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Digitales Bargeld der gerade beschriebenen Form wurde 1882
DaviD CHAUM vorgestellt; 1990 dgindete er eine Firma namens Digi-
Cash, die es kommerziell vermarkten sollte. Zu deren Kuridiirte
beispielsweise auch die Deutsche Bank, die allerdings Autihden
fand, die Zahlungen damit akzeptierten. DigiCash wurd8Za&lungs-
unfahig; derzeit gibt es meines Wissens kedtmlichen Zahlungssys-
teme.

e) Bankkarten mit Chip

Bankkarten speichern ihre Information sowohl in einem Calp auch,
unablangig davon, auf einem einen Magnetstreifen. Dort stehen In
formationen wie Kontenname und -nummer, BankleitzaltiltiGkeits-
dauerusw.;dazu kommt verschikselte Information, die unter anderem
die Geheimzahl entit, die aber auch von den obengenannten Daten
abhangt. Zur Verschisselung verwendet man hier ein konventionelles,
d.h. symmetrisches Kryptoverfahren; derzeit noch meigpi§1DES.

Der Schiissel, mit dem dieses arbeitet, muf¥mkth streng geheimge-
halten werden: Wer ihn kennt, kann problemlos die Geheilerah
fremder Karten ermitteln und eigene Karten zu beliebigent&o erzeu-
gen.

Um eine Karte nur anhand der Magnetstreifeninformatidinaarptifen,
muf3 daher eine Verbindung zu einem Zentralrechner aufgelsaden,
an den sowohl der Inhalt des Magnetstreifens als auch diekumden
eingetippte Zahlibertragen werden; dieser wendet Triple-DES mit dem
Systemsclilssel an und meldet dann, wie digiRmg ausgefallen ist.

Der Chip entllt ebenfalls die Kontendaten; Aiglich ist dort auch
noch in einem auslesesicheren Register Informdiioer die Geheim-
zahl gespeichert. Daher muf3 die eingegebene PIN nichtan Zentral-
rechneribertragen werden, sondern wird vom Leség@n den Chip
weitergegeben, der dann entscheidet, ob die Eingabe #epird
oder nicht.

Da frei programmierbare Chipkarten relativ billig sind, Baafir Sorge
getragen werden, daf3 ein solches System nicht durch ¥e®eghipn-
terlaufen werden kann, der ebenfalls die Konteninfornmetioentkilt,

Kap. 2: Anwendungen in der Kryptologie 52

ansonsten aber ein Programm, dagéueGeheimzahl akzeptierealbt.
Das Terminal muf3 also, bevor éserhaupt eine Geheimzahl anfordert,
zurachst einmal den Chip authentisieren, d.h. sich daumerzeugen,
daf3 es sich um einen vom Bankenkonsortium ausgegebenem&ip
delt.

Aus diesem Grund sind die Kontendaten auf dem Chip mit dem pri
vaten RSA-Sclilssel des Konsortiums unterschrieben. Die Terminals
kennen derffentlichen Schlissel dazu unddnnen so die Unterschrift
Uberpiifen.

Solche Chipkarten wurden hier in Mitteleuropa als erstdsramkreich
ausgegeben; Einzelheitéber die verwendeten Algorithmen und deren
technische Implementierung wurden vom Bankenkonsortitneng
geheimgehalten. Trotzdem machte sich 1997 eifissischer Ingenieur
namens 8RGE HUMPICH daran, den Chip genauer zu untersuchen. Er
verschaffte sich dazu ein (im freien Verkauf aittiches) Terminal und
untersuchte sowohl die Kommunikation zwischen Chip undnilieal

als auch die Vorgnge innerhalb des Terminals mit Hilfe eines Logik-
analysators. Damit gelang es ihm nach und nach, die Fursdtieise
des Terminals zu entsdldseln und in eidquivalentes PC-Programm zu
Ubersetzen. Durch dessen Analyse konnte er die Authemniigjeproze-
dur und die Riflogik entschlisseln und insbesondere auch feststellen,
daf hier mit RSA gearbeitet wurde.

Blieb noch das Problem, den Modul zu faktorisieren. Dazwigge er

sich ein japanisches Programm aus dem Internet, das zweamtkf

fur kleinere Zahlen gedacht war, aber eine Anpassung detatige ist

natirlich auch firjemanden, der den Algorithmus hinter dem Programm

nicht versteht, kein Problem. Nach sechs Wochen Laufzti kain PC

damit den Modul faktorisiert:
213598703592091008239502270499962879705109534182
6417406442524165008583957746445088405009430865999

=1113954325148827987925490175477024844070922844843

x 1917481702524504439375786268230862180696934189293

Als er seine Ergebnisgier einen Anwalt dem Bankenkonsortium mit-
teilte, zeigte sich, was dieses sich unter Sicherheitdatals vorstellt:
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Es erreichte, dalR bivPicH wegen des Eindringens in ein DV-System
zu zehn Monaten Haft auf Bélarung sowie einem Franc Schaden-
ersatz plus Zinsen verurteilt wurde; dazu kamen 12 000 F shelie.
Einzelheiten findet man in seinem Buch

SERGEHUMPICH: Le cerveau bleu, Xo, 2001

Ab November 1999 hatten neu ausgegebene Bankkarten noch ein
zusatzliches Feld mit einer Unterschrift, die im Gegensatz abi

gen 320-Bit-Modul einen 768-Bit-Modul verwendet. Ndich kbnnen
damit erzeugte Unterschriften nur von neueren Termiinaéspiift wer-

den, so daR viele Transaktionen weiterhin lber den 320-Bit-Modul

mit inzwischen wohlbekannter Faktorisierupgesclitzt' waren. Die
heutigen Standards behandelt dacinste Paragraph.

84: Wie grol3 sollten die Primzahlen sein?

Das Beispiel der ersten frabgischen Bankkarten zeigt, dal RSA
hochstens dann sicher ist, wenn die Primzahlemd ¢ deutlich gbl3er
sind als man im ersten Augenblick denkt. Wifiesen uns daher die
Frage stellen, wie gro3 die Primzahlen nach heutigen Stdadzin
mussen, um einen Angriff mit hinreichender Sicherheit agshlieRen.

Ein treu sorgender Staail}t seine Brgern bei einer derart wichtigen
Frage ndirlich nicht allein: Zwar gibt es noch keine oberste Bundes-
belbrde fir Primzahlen, aber das Bundesaimt$icherheitin der Infor-
mationstechnik (BSI) und die BundesnetzagenifurHlektrizitat, Gas,
Telekommunikation, Post und Eisenbahnen publizierensjddér ein
Dokument mit dem TitelGeeignete Kryptoalgorithmen zur Eifung
der Anforderungen nachl7 Abs. 1 bis 3 SigG vom 22. Mai 2001 in
Verbindung mit Anlage 1 Abschnitt 1 Nr. 2 SigV vom 22. Nover20@1.

SigV steht fir die aufgrund des Signaturgesetzes SigG erlassene Sig-
naturverordnung; beide gemeinsam legen fest, daf3 eléktranUnter-
schriften in Deutschland grunéiizlich zubssig und rechtéitig sind,
sofern sie gewisse Bedingungerigign. Zu diesen Bedingungen gah
unter anderem, dal3 das Verfahren und die i&ddlainge gemeinsam
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einen ,geeigneten Kryptoalgorithmus® im Sinne der jeweiidltmen
Veroffentlichung der Bundesnetzagentur ist.

Da Rechner immer schneller und leisturiggfier werden und auch
auf der mathematisch-algorithmischen Seite fast jedes Klaimere
oder gbRere Fortschritte zu verzeichnen sind, gelten die jegesili
Empfehlungen nurifr etwa sechs Jahre. Im Augenblick ist die Lage
relativ stabil; daher sind die Empfehlungen dieses undatetdn Jahre
ausnahmsweise sieben Jahistig. Fur Dokumente, diednger diltig
sein sollen, sind elektronische Unterschriften somit tnechgesehen.

Die neuesten Richtlinien stammen vom 21. Januar 2014 undemur
am 20. Februar 2014 im Bundesanzeige¥fentlicht. Sie empfehlen
2048 Bit, aber wirklich verbindlich sind nur 1976. (Der mimale
Unterschied Angt mit Implementierungsproblemen beim Chipkarten-
Betriebssystem SECCOS zusammen.)

Die beiden Primfaktorep, ¢ sollen zu#llig und unabhngig voneinan-
der erzeugt werden und aus einem Bereich stammen, in dem

g1 < |log,p —l0g,q| < e,

gilt. Als Anhaltspunktaverden dabei die Werte, = 0,1 unde, = 30
vorgeschlagen; isp die kleinere der beiden Primzahlen, soll also
2710 < ¢ < 2% ~ 10° gelten. Die beiden Primzahlen sollten
somit zwar ungefhr dieselbe Gi3enordnung haben, aber nightnahe
beieinander liegen. Der Grund daist ein von ERMAT entdecktes Fak-
torisierungsverfahren auf Grundlage der dritten binotméscFormel:
Falls fur eine ZahlN und eine nairliche Zahly die ZahlN + y? eine
Quadratzahb:? ist, ist N = 22 — 4% = (z + y)(z — y), womit zwei
Faktoren gefunden sind. Probiert man alle kleinefiriahen Zahlery
systematisch durchijhrt dieses Verfahren offensichtlich umso schneller
zum Erfolg, je taher die beiden Faktoren vév beieinander liegen. Wir
werden uns in Kapitalber Faktorisierung noch genauer damit befassen.

Nachdem die Primzahlen gefunden sind, soll dlshstes dedffentliche
Exponent gewahlt werden, wobei empfohlen wird, da®> 2'6+1 ist;
tatsachlich dirfte noch ofte = 3 verwendet werden. Danach wird der
private Exponend so gevahlt, daled = 1 mod kgVp — 1,¢ — 1) ist.
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Auch wenn das Verfahren prin fir Unterschriften verwendet werden
soll, darf man also nicht vom privaten Exponenten ausgetem wie
wir im Kapitel Uber Kettenhiiche sehen werderaf®t sich ein kleiner
privater Exponent aus und N = pg mit recht geringem Aufwand
bestimmen.

85: Praktische Gesichtspunkte

WennN = pq um die zwei Tausend Bit hat, wird im allgemeinen auch
das kgV vonp — 1 undq — 1 nicht viel kleiner sein, und bei der obi-
gen Vorgehensweisebknen wir erwarten, dafl dann auch zumindest
der private Exponent ebenfalls in dieser @f3enordnung ist. Damit ist
klar, daR zumindest? mod N nicht einfach durch sukzessive Multipli-
kation mitz berechnet werden kann: Unser Sicherheitsstandard beruht
schlieRlich auf der Annahme, daR niemard®2der gar noch mehr
Rechenoperationen aiisfren kann. Hinzu kommt, daf8’ so groR ist,
daf? kein heutiger Computer diese Zahl speichémmie. Um die lange
der Zwischenergebnisse in Grenzen zu halten, mufd nachiyadtpli-
kation sofort modulaV reduziert werden.

Auch das Problem der vielen Multiplikationeafdt sich in den Griff
bekommen: Um beispielsweis€? zu berechnen brauchen wir keine
31 Multiplikationen, sondern erhalten das Ergelirosr die Formel

==(((7])

mit nur finf Multiplikationen (genauer: Quadrierungen).

Entsprechenddnnen wir fir jede gerade Zahi = 2m die Potenz:"
als Quadrat von:™ berechnen. & einen ungeraden Exponenterst

e — 1 gerade, wenn wir alsp® als Produkt vonz und z¢~! berech-
nen, kbnnen wir zumindest imachsten Schritt wieder die Formélrf
gerade Exponenten verwenden. Somit reichen pré@uRiffer des Ex-
ponenten ein bis zwei Multiplikationen; der Aufwandehst also nur
proportional zur Stellenzahl vosn Fir den ebenfalls recht pogauken
Verschlisselungsexponenters 21°+1 = 65537 beispielsweise braucht
man nur 17 Multiplikationen, nicht 65536.
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Hinreichend grof3e Primzahlen sind eine notwendige Bediggdur
die Sicherheit des RSA-Verfahrens, aber keine hinreickeRdr Geg-
ner, vor dem eine Nachricht gesitht werden soll, ist schliel3lich frei
in der Wahl seiner Mittel und kann auch anders als mit eineix Fa
torisierungsversuch angreifen. Soweit entsprechendégien bekannt
sind, muf3 man sich daher auch dagegeiiisen.

In der bislang dargestellten sogenanntieshrbuchversion® bietet RSA
eine ganze Reihe alternativer Angrifféglichkeiten, beispielsweise bei
kleinendffentlichen oder privaten Sdidseln.

Da der Aufwand einer Exponentiation proportional zur $twedlahl des
Exponenten wchst, bevorzugen viele Anwender kleine Exponenten;
insbesondere wird in der Praxis sehr oft der kleirigjlitheoffentliche
Exponent = 3 verwendet (was natlich voraussetzt, daf3 die verwen-
deten Primzahlen kongruent zwei modulo drei sind), so dafirmest

die Verschiisselung recht schnell geht. Au3erdé@fdtisich dann der pri-
vate Exponent sehr einfach bestimmen: Wie wir gesehen haben, gibt
es Zahlenl < A =kgV(p — 1,q— 1) undk < e, so dafdle — kA = Llist.

Im Fallee = 3 kommen nuk = 1 undk = 2 in Frage, und wir rassen
nur testen, welche der beiden Zahl@n+ x(V)) /3 und (1 +25(N)) /3
ganzzahlig ist.

Bei so vielen Vorteilen mul es auch Nachteile geben, dar@ien
ganz offensichtlichen: Istamlich die Nachricht: kleiner als die drit-
te Wurzel ausV, so istz® < N, d.h. der Chiffretext ist einfach?®.
Die Kubikwurzel aus dieser ganzen Zahl kannimith leicht gezogen
werden.

Kurze Nachrichten sind allerdings audir fjro3ere Exponentenpro-
blematisch. Ein Grund liegt darin, daR die Versddelungsfunktion mit
der Multiplikation vertaglich ist: Auch im RindZ/N ist (yz)© = y©- z°.

Nehmen wir an, unsere Nachrichthabe lbchstens 2 Bit, sei also
kleiner als 3‘. Dann gibt es eine nicht vernaéissigbare Chance, daR
sichx = yz als Produkt zweier Zahlen darstelléxfit, die beide kleiner
als Z (oder als eine etwas gRere Schrankd/) sind. Wir kbnnen
fur alle Zahleny von null bis M deren Versclilsselungy® mod N
berechnen und die Ergebnisse in einer Tabelle notieren. uhmvom
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Chiffretextc = 2 mod N aufz zuriickzuschliel3en, berechnen wir f
jedes dieser ErgebnisseZif N den Quotienterm/y°. (Falls sich dieser
Quotient nicht bildendRt, isty® nicht teilerfremd zuNV = pq, und wir
erhalten sogar eine Faktorisierung vndas ist aberiir gut gevahlte,
groBe N extrem unwahrscheinlich.) Falls einer dieser Quotienien a
Eintragz® mod N in unserer Tabelle auftaucht, haben wir eine Relation
der Forme = y° - 2° = (yz)® mod N gefunden, und damit kennen wir
T =yz.

Um diese Attacke zu verhindern, mufd bei 128-Bit-Sicherheit 128
sein, digibermittelten Nachrichteniigsen also mindestens 256 Bit lang
sein. Auch dann sind wir allerdings noch nicht unbedingti@usicheren
Seite, denn wenn nur wenige Nachrichten in Frage kommem &an
Gegner die einfach alle mit deiffentlichen Schiissel chiffrieren und
schauen, wann das Ergebnis mit dem Chiffretéereinstimmt. Beim
praktischen Einsatz von RSA werden daher nie einfach dideumittel-
nden Nachrichtefibertragen, sondern &tke eines vorher festgelegten
Formats. Diese Formate sehen vor, daf alle unbenutztetioResi mit
Zufallsbits getillt werden und daf3 jeder Block mindestens 128 Zu-
fallsbits entféalt. Auf dem Niveau der 128-Bit-Sicherheit ist dann jede
Entschiisselung durch systematisches Probieren ausgeschldgsen,
Nachrichteringen gdRRer 256 Bit sind bei den heuifiblichen Parame-
terwerten ohnehin selbstveisdlich.

Falls eine Nachricht an mehrere Erapfier geschickt wird, issen

— vor allem bei kleinen Verschéselungsexponenten wie= 3 — die
Zufallsbits fir jeden Empéinger neu erzeugt werden, denn wenn jedes
Mal derselbe Block: verschiisselt wird und dabei — wie diesatifig

in der Praxis der Fall ist — stets mit drei potenziert wirdntkeein
Gegner anschlieRene® mod N, fiir die Moduln N, der samtlichen
Empfanger, kann also nach dem chinesischen Reste3atodulo dem
Produkt derN; berechnen, und da dieses Produkt bei mindestens drei
Empfangern goRer ist als:®, kennt erz® und damit auch:.

Bei der Wahl der Scflilsseldaten geht man stets aus vaffientlichen
Exponentere und berechnet dann dazu nach deuxED ischen Algo-
rithmus den privaten ExponenténDadurch ist praktisch sichergestellt,
dal dieser in der BRenordnung voiV liegen wird, und das muf3 auch
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so sein: Im Kapiteliber Kettenhiiche werden wir sehen, da leicht
faktorisiert werden kann, wenhzu klein ist.

§86: Verfahren mit diskreten Logarithmen

Kurz nach der Vaiffentlichung des RSA-Algorithmus fanden auch
DIFFIE und HELLMAN ein Verfahren, das im Gegensatz zu RSA sogar
ganz ohne vorvereinbarte Stikkel auskommt: Zwei Personen verein-
bareniiber eine unsichere Leitung einen Sddel, den anschlieRend
nur sie kennen.

Ausgangspunktist wieder das Potenzieren iongerl,; hier betrachten
wir aber die Exponentialfunktiom — a” zu einer geeigneten Basis
Ihre Umkehrfunktion bezeichnet man &tslexoderdiskreten Logarith-
muszur Basisa:

y=a"=x=log,y.

Trotz dieser formalefbereinstimmung gibt es es allerdings groRe Un-
terschiede zwischen reellen Logarithmen und ihren Analagend-
lichen Korpern: Wahrend reelle Logarithmen sanft ansteigende stetige
Funktionen sind, die man leicht mit beliebig guter Genaeitgnrahern
kann, sieht der diskrete Logarithmus typischerweise so\&igses in
der Abbildung zu sehen ist. Auch ist im Reellen der Logaritkmur
Basisa > 1 fur jede positive Zahl definiert; in endlicherdkpern ist es
viel schwerer zu entscheiden, ob ein bestimmter Logarithexistiert:
Modulo sieben etwa sind 2 und 1 die einzigen Zweierpotenzen, so daf}
3,5 und 6 keine Zweierlogarithmen haben. Wie wir am Ende vonKap
tel | gesehen haben, ist aber die multiplikative Gruppe ®iké@pers
zyklisch, so dalR’ es stets Elemeatgibt, fur diea” jeden Wert aulRer der
Null annimmt, die sogenannten primitiven Wurzeln.Hp waren dies
etwa drei undinf.

Die Berechnung der Potenzfunktion durch sukzessives @radrund
Multiplizieren ist auch in endlichen &pern einfach, iir ihnre Umkehr-
funktion, den diskreten Logarithmus gibt es aber derzeitdrutlich
schlechtere Verfahren. Die derzeit besten Verfahren zuedmung
von diskreten Logarithmen in&&pern mitN Elementen erfordern et-
wa denselben Aufwand wie die Faktorisierung eines RSA-Niodar
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GroRRenordnungy . Diese Diskrepanz zwischen Potenzfunktion und Lo-
garithmen kann kryptologisch ausgenutzt werden.

Als Korper verwendet man entwedebiper von Zweipotenzordnung,
die wir in dieser Vorlesung nicht betrachten werden, odérgér von
Primzahlordnung. Da e$if viele interessante é¢per von Zweipotenz-
ordnung bereits Chips gibt, die dort diskrete Logarithmerebhnen,
durften Korper von Primzahlordnung bei ungéf gleicher Element-
anzahl wohl etwas sicherer sein: Es gibt einfach viel melm&xrhlen
als Zweierpotenzen, und jeder Fall erfordert einen neuedwiareent-
wurf. Falls man die Primzahlen hinreicheriltiig wechselt, drfte sich
dieser Aufwandiir kaum einen Gegner lohnen. Au3erdem ist das Rech-
nen modulo einer Primzahl einfacher als das Rechnen in eltiinper
von Zweipotenzordnung.

Beim DIFFIE-HELLMAN -Verfahren, demaltesten auf der Grundlage
diskreter Logarithmen, geht es wie gesagt darum, dal3 zvileeFener,
die wedefiber gemeinsame Sdhdselinformation nochber eine sichere
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Leitung verfigen, einen Schiksel vereinbaren wollen.

Dazu einigen sie sich zéehst (iber die unsichere Leitung) auf eine
Primzahlp und eine nairliche Zahla derart, daf3 die Potenzfunktion
x — a” moglichst viele Werte annimmit.

Als nachstes hlt Teilnehmer A eine Zufallszahl < p und B ent-
sprechendy < p; A schicktu = «® modp an B und erBlt dafir
v =a? modp.

Sodann berechnet A die Zahf modp = (a¥)” modp = a*¥ modp
und B entsprechend” modp = (a”)” modp = a™ modp. Beide
haben also auf verschiedene Weise dieselbe Zahl beredmmsig nun
als Schiissel in einem klassischen Kryptosystem verwendamkn,
wobei sie sich wohl meist auf einen Teil der Bits besatken niissen,
da solche Sclilssel typischerweise einedhge von 128 bis 256 Bit
haben, viahrend die Primzahl erheblich gé3er sein mul3.

Ein Gegner, der den Datenaustausch abgehat, kennt die Zahlen
p,a,u undv; uma®™ modp zu finden, mul3 er den diskreten Logarith-
mus vonu oderv berechnen.

Mit den besten heute bekannten Algorithmen ist diégtich, wenn
p eine Primzahl von bis zu etwa 200 Dezimalstellen ist; dig¢spicht
etwa 665 Bit. Auch in diesem Fall dauert die Berechnung diltgys
selbst bei massiver Parallelisieruigiger das Internet mehrere Monate.

Natirlich gibt es keine Garantie, dal3 kein Gegner mit einemdregas
als den bislang bekannten Verfahren diskrete Logarithnaen Bakto-
risierungen auch in weitaus @8eren Krpern berechnen kann. Dazu
brauchte er allerdings einen Durchbruch entweder auf der enah
tischen oder auf der technischen Seiid, den weit und breit keine
Grundlage zu sehen ist.

Trotzdem gibt es einen véilnismalig einfachen Angriff auf den
Schhlisselaustausch nachABIE und HELLMAN, die sogenanntenan

in the middle attackDabei unterbricht der Angreifer die Verbindung
zwischen A und B und gibt sich gegéper A als B aus und umgekehrt.
So kann er mit beiden Teilnehmern je einen 8ekEl vereinbaren, und
die damit versclilsselte Kommunikation kann (nur) von ihm gelesen
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und gegebenenfalls manipuliert werden. In der vorgestelform funk-
tioniert das Verfahren also nur, wenn man sicher sein weifSyvem
man kommuniziert.

§6: DSA

DSA steht fir Digital Signature Algorithm.ein Algorithmus der im
Digital Signature Standar®SS der USA festgelegt ist und neben RSA
auch zu den von der Bundesnetzagentur empfohlg@Gerigneten Al-
gorithmen* Ahlt. Seine Sicherheit beruht auf diskreten Logarithmen,
allerdings wird das klassische Verfahren dadurch modifizéald die
Sicherheit zwar auf dem diskreten Logarithmenproblemmieigigro3en
Korper beruht, die Rechenoperationen bei der Anwendung ldesith-
mus aber nur eine deutlich kleinere Untergruppe verwenden.

Fur diese kleine Untergruppeahilt man eine Primzah} mit einer
Lange von mindestens 224 Bit. (Das entspricht @darde der Hashwerte,
die in der Praxis anstelle des Texts unterzeichnet werdandieser
Primzahlg sucht man eine Primzapl= 1 modyg, fur deren lange die
Bundesnetzagentur mindestens 2048 Bit vorschreibt.

DaR die mit der empfohlenen RSA-Modatigelibereinstimmt, ist kein
Zufall: Auch wenn kein direkter Zusammenhang zwischen ¢iddie-
rung und der Berechnung diskreter Logarithmen bekanritasbhislang
doch jede neue Idedif einen Faktorisierungsalgorithmus auch zu ei-
nem Algorithmus zur Berechnung diskreter Logarithmerubef und
auch die Laufzeiten dieser Algorithmen sind bei gleichenlgalange
ungethr gleich.

Als nachstes muf ein Elemespgefunden werden, dessen Potenzen im
Korperf, eine Gruppe der Ordnungbilden. Das ist einfach: Man starte
mit irgendeinem Elemeny, € IF,, \ {0} und berechne seing (- 1)/q-

te Potenz. Falls diese ungleich eins ist, muR sie weden = 1 die
Ordnungg haben; andernfalls muR3 ein neugdetrachtet werden.

Die so bestimmten Zahlen p undg werden vedffentlicht und lbnnen
auch in einem ganzen Netzwerk global eingesetzt werdenei@ehn
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Schlissel jedes Teilnehmers ist eine Zahtwischen eins ung — 1;
der zugebrigeoffentliche Schlissel isty = ¢* modp.

Unterschreiben lassen sich mit diesem Verfahren Naclemdtkickem
mit0 < m < ¢, insbesondere also 224 Bit lange Hashwerte. Daititw
man fur jede Nachricht eine Zufallszahimit 0 < k < ¢ und berechnet

r = (¢* modp) modgq .

Dag eine Primzahl ist, hat ein multiplikatives Inverses modulp man
kann also durclt dividieren und erBlt eine Zahls, fur die

sk =m+xr modg

ist; die Unterschrift unter die Nachricht besteht dann aus den beiden
Zahlenr unds modulog. Sie kann nur berechnet werden von jemanden,
der den geheimen Sdhdselr kennt.

Uberpiifen kann die Unterschrift allerdings jeder:dglas multiplikative
Inverse zus modulog, so istk = tsk = tm + xtr modgq, also, dgy die
Ordnungyg hat,

r= gk = gtmgztr = gtmytr mOdp .

In dieser Gleichung sind die linke wie auch die rechte Seitelulog
offentlich bekannt, die Gleichung kann also modgliberpiift werden.
Die Unterschrift wird anerkannt, wenn beide Seiten modulgieich
sind. Ein Angreifer nif3te sichz ausy verschaffen, maf3te also ein
diskretes Logarithmenproblem modulo der grol3en Primzdden.

87: Ausblick

Dieses kurze Kapitel konnte selbstvérsdlich keine umfassendiber-
sicht Uber die Kryptographie oder auch nur die asymmetrische Kryp
tographie geben: Auch das RSA-Verfahren kann mit anderghdden
angegriffen werden als der direkten Faktorisierung des WndEine
dieser Methoden werden wir im Kapitéber Kettenhiiche kennenler-
nen, und auch sonst werden im weiteren Verlauf der Vorlesnmgch
gelegentlich Themen aus der Kryptologie angeschnitted&rer
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Mit Ausnahme von Verfahren wie dem sogenanmeeatime padjibt es
flir keines der heute benutzten Kryptoverfahren einen Sielitsbeweis,
nicht einmal in dem Sinn, da3 man den Aufwand eines Gegnens zu
Knacken des Verfahrens in irgendeiner realistischen Weash unten
absclatzen bnnte. Selse Kryptographie aul3erhalb degdhistsicher-
heitsbereichs mul3 sich daher damit biéggen, dafd die Verantwortlichen
fir den Einsatz eines Verfahrens und der Wahl seiner Parafwate
den Primzahlen bei RSA) darauf achten, auf dem neuesten Stm
Forschung zu bleiben und ihre Wahl so treffen, daf3 nicht meibd-
kannten Angriffsmethoden versagen, sondern dal? auch rniochaht
betiachtlicher Sicherheitszuschlaigrfkiinftige Entwicklungen undiir
nicht publizierte Entwicklungen bleibt.

Auf ewige Sicherheit kann man mit Verfahren wie RSA ohnehahn
hoffen: Als RSA 1977 von MRTIN GARDNER im Scientific American
vorgestellt wurde, bekam er von\RST, SHAMIR und ADLEMAN die

129-stellige Zahl

114381625757888867669235779976146612010218296726286256184293
5706935245733897830597123563958705058989075147692@879543541

(seither bekannt als RSA-129) und eine damit veiisstelte Nachricht,
flr deren Entsclilsselung die drei einen Preis von hundert Dollar ausge-
setzt hatten. Sie séketen, daf eine solche Entst$delung etwa vierzig
Quadrillionen (4 10?°) Jahre dauern irde. (Heute sagtIResT, dai
dies auf einem Rechenfehler beruhte.) datdich wurde der Modul
1994 faktorisiert in einer gemeinsamen Anstrengung vonrgewilli-

gen, deren Computerimmer dann, wenn sie nichts bessenaszatten,
daran arbeiteten. Nach acht Monaten war die Faktorisiegefignden:

Die obige Zahl ist gleich

4905295108476509491478496199038981334177646384833890820577
x327691329932667095499619881908344614131776429642929798288533

Mit dem Schemal = 01 bisZ = 26 und Zwischenraum gleich 00 ergab
sich die NachrichThe Magic Words are Squeamish Ossifrage.

Auch beiden heute als sicher geltenden symmetrischen svggahren
rechnet niemand ernsthaft damit, dal? sie noch in hundemtdaicher
sind: Diese Verfahren werddiblicherweise so ge#hlt, dald man auf
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eine Sicherheitifr etwa drei3ig Jahren hoffen kann — garantieren kann
aber auch das niemand.

Falls sich sogenannt®uantencomputerealisieren lassen, werden
alle heute bekannten Verfahren der Kryptographie éffentlichen
Schlisseln, egal ob mit diskreten Logarithmen, RSA oder edighten
Kurven, unsicher sein. Bislangghnen Quantencomputer kaum mit acht
Bit rechnen, und nicht alle Experten sind davidrerzeugt, dal es je wel-
che geben wird, die mit mehreren Tausend Bit rechri@mien.

Wer mehtiiber Kryptographie wissen will, findet einen erstédimerblick
beispielsweise bei

BUCHMANN: Einfilhrung in die Kryptographi&pringer,°2011

oder nailrlich auch im Skriptum zur hier immer wieder angebotenen
Kryptologie-Vorlesung.

Mehriiber die Geschichte der Kryptographie iyffentlichen Schiisseln
ist (mathematikfrei) zu finden in

STEVEN LEVY: crypto: how the rebels beat the government — saving
privacy in the digital ageRenguin Books2002



Kapitel 3
Primzahlen

Wie wir aus dem ersten Kapitel wissen, sind Primzahlen dignG+
bausteine iir die multiplikative Struktur der ganzen Zahlen, und aus
Kapitel zwei wissen wir, daf3 sie auch wichtige AnwendungefRes-
halb der Zahlentheorie haben. Es lohnt sich also auf jediérskesetwas
genauer zu untersuchen.

81: Die Verteilung der Primzahlen

Als erstes stellt sich die Frage, wie viele Primzahlen et Bile Antwort
finden wir schonin BKLID s Elementen; der dort gegebene Bewéidste
immer noch der einfachste sein: Es gibt unendlich viele Paimten,
denn @be es nur endlich viele Primzahlen .. ., p,,, so kdonnten wir
deren ProdukP bilden und die Primzerlegung vadn+ 1 betrachten. Da
P durch allep, teilbar ist, istP +1 durch keirp, teilbar, im Widerspruch
zur Existenz der Primfaktorzerlegung. Somit muf3 es nockengialso
unendlich viele Primzahlen geben.

Um nicht ganz auf dem Stand von vor rund zweieinhalb Jahetaus
den stehen zu bleiben, wollen wir uns noch einen zweitenEaugr
zurickgehenden Beweis ansehen.

Dazu betrachten wirlir eine reelle Zah$ > 1 die unendliche Reihe
=1
C(s) = ; E .

Als erstes rnissen wir undiberlegen, dal? diese Reihe konvergiert. Da
alle Summanden positiv sind,iresen wir ddir nur zeigen, daf3 es eine
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gemeinsame obere Schrankie &lle Teilsummen gibt. Da die Funktion
x +— 1/2° firz > 0 monoton fallend ist, haben witifn — 1 <z <n
die Abscfatzung ¥n° < 1/z°, d.h.

al d
ZE_1+Z_<1 <
n=1 n=2

S
1+ —=1 + = .
< / 1 s—1
Somit ist((s) fur alles > 1 wohldefiniert.

Einen Zusammenhang mit Primzahlen liefert der folgende

. 1
Satz: a) Furs > Llist((s) = H I
pptim =~ p*
al 1
b) Furr alle NV € N und alle reellers > 0 |stz — < H =
n—1 p<N TP

p prim

Beweis:Wir beginnen mitb). Fir N = 1 steht hier die triviale Formel
1< 1;seialsaV > 2, und seiemny, . .., p, die samtlichen Primzahlen
kleiner oder gleichV. Nach der Summenformelif die geometrische

Reihe ist
Z ls ’
1- H =0 Pk

und das Produkt der rechtsstehenden Reilimark = 1 bisr ist wegen
der Eindeutigkeit der Primzerlegung die Sumiaber alle jene 1n°, fur
die n keinen Primteiler gif3er N hat. Darunter sind insbesondere alle
n < N, womitb) bewiesen \ire.

Die Differenz zwischen((s) und dem Produkt auf der rechten Seite
vonb) ist gleich der Summaber alle Yn?, fur dien mindestens einen
Primteiler gbRerN haben. Diese Summe ist faich hochstens gleich
der Summe aller in* mitn > N, und die geht wegen der Konvergenz
von((s) gegen nulléir N — co. Damit ist aucha) bewiesen.
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Auch daraus folgt, daf? es unendlich viele Primzahlen gildthéses
namlich nur endlich viele, so #hde auf der rechten Seite vé fur
jedes hinreichend grof3é das Produkiiber diesimtlichenPrimzahlen.
Da es nur endlich viele Faktoren hatame es auchifr s = 1 endlich,
und damit niif3te

sl

n=1 n

kleiner oder gleich dieser Zahl sein, im Widerspruch zurdbjenz der
harmonischen Reihe.

Verglichen mit dem Beweis ausUELIDS Elementen ist BELERS Me-
thode erheblich komplizierter. Um trotzdem ihre Existegrgthtigung
zu haben, sollte sie uns daher auch mehr Informationemticlie wel-
chem Mal3e sie dies tditshlich leistet, geht wahrscheinlich sogar noch
deutlichiiber alles hinaus, wasUeER seinerzeit taumen konnte.

Zunachst einmal &nnen wir Teilb) fir s = 1 zu einer quantitati-
ven Absclatzung beiaglich der Anzahlr(N) der Primzahlen kleiner
oder gleichvV umformulieren: Wie oben im Konvergenzbewsdis §(s)
kdnnen wir aus der Monotonie der Funktion— 1/x folgern, daR éir
alle N € N gilt

N+1d N 1 Nd
Iog(N+1):/—$< —<1+/—$:1+IogN.
x n:ln ] X
1

Zur Absctatzung der linken Seite beachten wir einfach, daf3 der Faktor
1/(1— 1/p) furp = 2 gleich zwei ist, ansonsten aber kleiner. Somit ist

N
1 1
Iog(N+1)<ZE§ I —=5<2®™
n=1

p<N 1_1_:]; -
p prim
und damit loglog(V + 1)
oglog(Vv +
P A S—
m(N) 2 log2

Wie wir bald sehen werden, ist das allerdings eine sehr stwvAb-
schatzung.
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EULERS Methode erlaubt uns auch, die Dichte der Primzahlen zu ver-
gleichen mit der Dichte beispielsweise der Quadratzahléawir oben
gesehen haben, konvergié(t) fur alles > 1, insbesondere also kon-
vergiert die Summe(2) der inversen QuadratzahlenulErR konnte

mit seiner Methode zeigen, dalR die Summe der inversen Prlerza
divergiert, so dalR die Primzahlen zumindest in diesem Sinne dichter
liegen als die Quadratzahlen und alle anderen Potenzerraeitgm)
Exponentenx > 1.

Zum Beweis fehlt uns nur noch eine Analysi§Jbungsaufgabe: Wir
wollen unsiiberlegen, dafdif alle 0< = < % git(L—=z)>47% An
den Intervallenden stimmen beide Funktioridserein, und 1 z ist
eine lineare Funktion. Es reicht daher, wenn wir zeigen, 4fdl3eine
konvexe Funktionist, daf also ihre zweite Ableitugerall im Intervall
positiv ist. Das ist aber klar, denn die ist einfach lo§(4~*. Fiir jede
Primzahlp ist daher

1- 1> 4% und %g&/l).

b 9

Zusammen mit der vorigen Absatzung folgt

1 Sa
log(V + 1) < —— < [ 4P =4~",
Deg=ll
P prim p prim

wobei die Summe im Exponentéiber alle Primzahlep < N geht.
Dalog(v + 1) fuir N — oo gegen unendlich geht, mul3 somit auch die
Summe der inversen Primzahlen divergieren.

Mit diesen Bemerkungerahgt allerdings die Ntzlichkeit der Funktion
((s) fur das Versindnis der Funktion(/NV) gerade erst an: Ein Jahrhun-
dert nach BLER erkannte REMANN, daf3 die Funktiori(s) ihre wahre
Nutzlichkeit fur das Studium vor(V) erst zeigt, wenn man sie audirf
komplexe Argumente betrachtet. Jeder, der sich ein bil3chen mit Funk-
tionen einer komplexer Vanderlichen auskennt, kann leicht zeigen, daf3
¢(s) auch fir komplexe Zahlen mit Realteil gBer ein konvergiert: Der
Imaginarteil des Exponentetiihrt schlie3lich nur zu einem Faktor vom
Betrag eins.
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RIEMANNS wesentliche Erkenntnis war, dald si¢ts) fortsetzen &f3t
zu einer analytischen Funktion auf der gesamten Menge deplexen
Zahlen mit Ausnahme der Eins (wo dig-unktion wegen der Divergenz
der harmonischen Reihe keinen endlichen Wert haben kann).

GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826-1866)
war Sohn eines lutherischen Pastors und schrieb sich
1946 auf Anraten seines Vaters an der Univatsit
Gottingen fir das Studium der Theologie ein. Schon
bald wechselte an die Philosophische Fakyiam dort
unter anderem bei &ss Mathematikvorlesungen zu
horen. Nach Promotion 1851 und Habilitation 1854 er-
hielt er dort 1857 einen Lehrstuhl. Trotz seineshien
Todes initiierte er grundlegende auch noch heute funda-
mentale Entwicklungen in der Geometrie, der Zahlen-
theorie undiber abelsche Funktionen. Wie sein Nach-
laR zeigte, ditzte er seine 1859 aufgestellte Vermutung
Uber die Nullstellen dec-Funktion auf umfangreiche
Rechnungen.

Fur Leser, die nicht mit dem Konzept der analytischen Fartsey
vertraut sind, richte ich ausdrcklich darauf hinweisen, dalR dies
selbstversindlich nicht bedeutet, daR die definierende Summe der
Funktion fur reelle Zahlen kleiner eins oder komplexe Zahlen mit Re-
alteil kleiner oder gleich eins konvergiert: AnalytischerSetzung be-
steht darin, dal3 eine differenzierbare Funktion (die im Ktaxen au-
tomatisch beliebig oft differenzierbar ist und um jeden Run eine
TAYLOR-Reihe entwickelt werden kann) viaYLOR-Reiheniiber ihren
eigentlichen Definitionsbereich hinweg ausgedehnt wirdniann bei-
spielsweise zeigen, dg$—1) = —%2 ist. Setzt mars = —1 in die fur

s > 1 gultige Reihe ein, efd@lt man die Summe aller rizadicher Zahlen,
die selbstversindlich nicht gleich—li2 ist, sondern divergiert. Entspre-
chend hat/(s) Nullstellen bei allen geraden negativen Zahlen, obwohl
auch hier die entsprechenden Reihen divergieren. Diedstblidn be-
zeichnet man als die sogenanntawuialen Nullstellen der¢-Funktion,

da sie sich sofort aus einer bei der Konstruktion der arsalgéin Fort-
setzung zu beweisenden Funktionalgleichung ablesennlaBge die
Primzahlverteilung spielen vor allem dibrigen, die sogenannten nicht-
trivialen Nullstellen, eine grof3e Rolle.
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Wie wir gerade gesehen haben, liegen die Primzahlen zustiride
einem gewissen Sinne dichter als die Quadratzahlen. ZgtiEimung
auf das Problem der Primzahlverteilung wollen wir uns kuig cher
(deutlich einfacheren) Verteilung der Quadratzahlen hitigen.

Die Folge der Absinde zwischen zwei aufeinanderfolgenden Quadrat-
zahlen ist einfach die Folge der ungeraden Zahlen, denn

(n+1?—n?=2n+1.

Zwei aufeinanderfolgende Quadratzahigr< Q' haben daher die Dif-
ferenz@’ — Q = 2,/Q + 1.

Bei den Primzahlen ist die Situation leider sehr vielibaersichtlicher:
EULER meinte sogar, die Verteilung der Primzahlen sei ein Gehisimn
das der menschliche Verstand nie erfassen werde. Der ktgigkche
Abstand zwischen zwei verschiedenen Primzahlen ist affbtigh
eins, der Abstand zwischen zwei und drei. Er kommt nur anedies
einen Stelle vor, denn au3er der Zwei sind schlielich aileZahlen
ungerade.

Der Abstand zwei ist schon deutliclabfiger: Zwei ist beispielsweise
der Abstand zwischen drei undrff, aber auch der zwischen den Prim-
zahlen 18°°+ 35737 und 18°+ 35739. Seit langer Zeit wird vermutet,
daf3 es unendlich viele solchBrimzahlzwillingegibt; experimentelle
Untersuchungen deuten sogar darauf hin, daf3 ihre Didhishlen der
GroRenordnung bei ungedhr 1 : (logn)? liegen sollte, aber bislang
konnte noch niemand auch nur beweisen, daf? es unendliehgiis!

Eine obere Grenzéif den Abstand zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Primzahlen gibt es genauso wenig wie bei den Quadratzakten> 2

und 2< i < n, so ist die Zahlh! + ¢ durch: teilbar und somit keine
Primzahl. Der Abstand zwischen deroten Primzahl kleiner oder
gleichn! + 1 und ihrem Nachfolger ist somit mindestens

Um einen ersten Eindruck von der Verteilung der Primzahieinekom-
men, betrachten wir den Graphen der Funktion

R-o— No
T .
z — Anzahl der Primzahler z
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Die Abbildungen auf der vorigen Seite zeigen ifin die Intervalle von
null bis 10 fiiri = 1, ..., 5. Wie man sieht, werden die Graphen immer
glatter, und bei den beiden letzten Bildéminte man glauben, es handle
sich um den Graphen einer differenzierbaren Funktion; daheh die
Schreibweiser(z) statt — wie bisher (V).

Auf den ersten Blick sieht diese Funktion fast linear aughtsman
sich allerdings die Zahlenwerte genauer an, so sieht mareicdal
m(x) etwas langsamer &chst als eine lineare Funktion; die Funktion
x/ logz ist eine deutlich bessere Approximation. In der Téken wir
auch mit unseren sehr elementaren Mitteln eine entsprdeh&aumssage
beweisen:

Satz: Es gibt Konstanten,, ¢, > 0, so daR gilt:

X x
C1i— < W(I) < CorT— .
logx logx

Beweis:Wir betrachten die neue Funktion

9(x) =Y logp,

p<z

wobei ein Summationsindegxhier wie stets in diesem Beweis bedeuten
soll, dal3 wiriiber allePrimzahlenmit der jeweils angegebenen Eigen-
schaft summieren.

Dann ist einerseits

(@) = Z logp > Z logp _ J(x)

< logp logz  logz '’

andererseits ist

9(@) =Y logp> Y logp > log(vz) (W(x) _ ﬁ(\/g))
psz Vrz<p<z
- % l0g(r) (w(a) — (V)
und damitauchr(z) < 20(z) +7(Vz) <
zeigen lbnnen logz

29(x)
logx

+/z. Wenn wir also
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1. Es gibt Konstanten;, c; > 0, so daf¥;z < ¥(x) < cgz
2.} 197 _ 092+ 0(1),

p<z
dann folgt die Behauptung des Satzes.
Zum Beweis der ersten Aussage betrachten wir die Primaearpg
nl= H p°?
p<n

von n!. Unter den ndirlichen Zahlen bis: sind [%] durchp teilbar,
[ %] durchp?, usw.;daher ist

€=y L%} und logn!=> e logp=> Y L%} logp .

k>1 p<n p<n k>1

Die Summanden mi > 1 liefern dabei nur einen kleinen Beitrag:

> L%] logp < ) (|ng > 1%) =0y p(';gipl)

p<n k=2 p<n k>2 p<n

nach der Summenformelf die geometrische Reihe:

Z 1 1 T 1 1

ok T 2 1~ .2_,° 1

st o 1-5 P op plp—1)

Zur weiteren Abscitzung ersetzen wir die Sumriaber alle Primzahlen
kleiner oder gleichn durch die Summaeiber alle Zahlen bis: und
beachten, dafdif reellenz > 2 giltlogz < /z, also

logz Ve o1

w(x—1) 22 %2

logp ", logi 1
DB ED I EDIF

p<n =2 =2

Da} X, X furalles > 1 konvergiert, konvergiert die rechts stehende
Summe fir n — oo gegen einen endlichen Wert (ungbf 1,612375),
ist alsoO(1), und damit istz,~C22 p—lk = O(n). Setzen wir dies in die
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Formel fir logn! ein, erhalten wir nach allen bislang bewiesenen Ab-
schatzungen, daf3

logn! =) E] logp + O(n) .

p<n
Dies kbnnen wir vergleichen mit derf&rLINGschen Formel
logn! = nlogn —n + O(logn),
deren Beweisiir Leser, die ihn noch nichtkennen, im Anhang zu diesem

Paragraphen skizziert ist. Kombinieren wir dies mit deagerbewiese-
nen Formel, ist also

Z {ﬁ] logp =nlogn + O(n). (%)
p<n p
Damit ist
Z ({Z_n] -2 [2]> logp =2nlog2n — 2nlogn + O(2n)
p p
p<2n =2nlog2+0(n) = O(n) .
Hier ist [27"} — 2[2] stets entweder null oder eins; spezidlr die
Primzahlerp mitn < p < 2n ist [%] =0 und[%”] = 1. Somit ist
9@n) 9= Y logp< Y <[@} —2 H) logp = O(n) .
n<p<2n p<2n p p

Die Formel#(2n) — ¥(n) = O(n) bleibt giltig, wenn wirn durch eine
reelle Zahlz ersetzen; somit ist

19=3 (0(3) -1(5)) =0 (£ 5) =00
i=0 i=0
womit die obere Schrankéif(x) bewiesen \ire.

Bevor wir uns der unteren Schranke zuwenden, beweisen wichst

die zweite Aussage. Naich ist 2 = [2] + O(1), also ist nach)
Zﬁlogpzz F} logp+0 | > logp
p<n p p<n P p<n

=nlogn +O(n) + O(ﬁ(n)) =nlogn +O(n),
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denn wie wir gerade gesehen habenigt) = O(n). Kurzen wir die
obige Formel durch, erhalten wir die geénschte Aussage

3 197 _ 09 +0(1).

p<n

die natirlich auch dann gilt, wenn wir durch eine reelle Zahl ersetzen;
Der TermO(1) schluckt alle dabei auftretenden ataichen Fehler.

Fir 0 < o < 1 ist daher

Z logp _ logz — logaz + O(L) = IOgl +0(1),
N a

ar<p<x
wobei der Fehlerterr®(1) nicht vona abhangt.

Da Iogé fur « — 0 gegenco geht, ist fir hinreichend kleine Werte
vona undz > ¢/« furirgendeire > 2 beispielsweise

3 9p _ 19,

ar<p<xz
und fur solche Werte von undc ist dann

logp 1 I(x)
E —=r = E < =2,
10< ) < - logp < o

ar<p<xz ar<p<xz

Somit ist 1Qvx < J(z), womit auch die untere Schranke aus der ersten

Behauptung bewiesenare und damit der gesamte Satz. .

Der bewiesene Satz ist nur ein schwacher Abglanz desseriiheaslie
Funktionz(z) bekanntist. Zum Abschlul? des Kapitels seien kurz eini-
ge der wichtigsten bekannten und vermuteten Eigenschaften(x)
zusammengestellt. Diese knapgbersicht folgt im wesentlichen dem
Artikel Primzahlsataus

DavID WELLS: Prime Numbers — The Most Mysterious Figures in
Math, Wiley, 2005,

einer Zusammenstellung im Lexikonformatvon interessamédsachen
und auch bloRen Kuriosa aus dem Umkreis der Primzahlen.
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Gausskam 1792, im Alter von 15 Jahren also, durch seine Experienent
zur Vermutung, dafx(z) ungethr gleich dem sogenanntartegrallo-
garithmusvon z sein sollte:

T de
m(x) =~ Li(x) = @ .
2
Auch LEGENDREversuchter(z) anhand experimenteller Daten anaun
hern. Er stellte dazu eine Liste aller Primzahlen bis 40028@mmen,
das sind immerhin 33 860 i&tk, und suchte eine glatte Kurve, die den
Graphen vonr moglichst gut anéhert. In seinem 1798 erschienenen
BuchEssai sur la tieorie des nombregab er sein Ergebnis an als
X
(@) ~ {597 — 1.08366
Uber ein halbes Jahrhundergder gab es den ersten Beweis einer Aus-
sage: BFNUTIJ L' voviC CEBYSEV (1821-1894), in der Numerik meist
bekannt in der Schreibweise Tschebytscheff, zeigte 184lls
m(x)

z—oo x/lOgx

existiert, dann muf3 er den Wert eins haben.

1852 bewies er dann ein deutlich scferes Resultat: i hinreichend
gro3eWerte vonz ist

T x .
¢ @ <7(x) < ¢y @ mit ¢; ~ 0,92 und ¢, =~ 1,105.

1896 schlieBlich zeigten der framgische MathematikehRGQUES Sa-
LOMON HADAMARD (1865-1963) und sein belgischer KollegeARLES
JEAN GUSTAVE NICOLAS BARON DE LA VALL EE POUSSIN (1866—1962)
unabtangig voneinander die Aussage, die heutePalmzahlsatz be-

kannt ist:
xr

logz

m(x) ~

Dies bedeutet nun freilich nicht, daf3 damit die Formeln veon$s und
von LEGENDREUberflissig waren: Die Tatsache, dal3 der Quotient zweier



77 Zahlentheorie

Funktionen asymptotisch gleich eins ist, erlaubt schid3immer noch
betiachtliche Unterschiede zwischen den beiden Funktionen:dgu
relative Fehler muf3 gegen null gehen.

Offensichtlich ist fir jedesa € R
xz/loge |ng—a a

lim — L =27 li =1,
r|—>oo x/(|0g;v - a) T—00 |ng rl—rgo |ng
und es ist auch nicht schwer zu zeigen, daf3
jim £/109 _
z—oo  Li(x)

ist. Nach dem Primzahlsatz ist daher auvghjédesa € R
X .
7T(.’E) ~ m Und 7T(IE) ~ L|(IE) .

Wie DE LA VALL EE PouUssIN zeigte, liefert der Wert, = 1 unter allen
reellen Zahlem die beste Approximation an(z), aber Li¢) liefert eine
noch bessere ApproximationiFkleine Werte vor: sieht man das auch
in der folgenden Tabelle, in der alle reellen Zahlen Zichsten ganzen
Zahl gerundet sind. Wie kaum anders zu erwarten, liefEGENDRES
Formel ir 10* und 1C die besten Werte:

n m(n) g7 ogr—1 Togn—108366 Li(n)
10° 168 145 169 172 178
104 1229 1086 1218 1231 1246
10° 9592 8686 9512 9588 9630
10° 78 489 72382 78030 78534 78628

10 664579 620420 661459 665138 664918
18 5761455 5428681 5740304 5769341 5762209
10° 50847478 48254942 50701542 50917519 50849235

Wenn wir genaue Aussagéiers(xz) machen wollen, sollten wir also
etwastiber die Differenz Li¢) — m(x) wissen. Hier kommen wir in das
Reich der offenen Fragen, und nach derzeitigem %ednis lngt alles
ab von der oben er@hnten REMANNSchen Zetafunktion. Nach einer
berihmten Vermutung von IRMANN haben alle nichttrivialen Null-
stellen von((s) den Realteil ein halb. Falls dies stimmt, ist

7(x) = Li(x) + O(v/xlogx) .
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Die REMANNSche Vermutung ist eines der wichtigsten uiigédn Pro-
bleme der heutigen Mathematik; sie war 1900 eines dege#&Tschen
Probleme und ist auch eines der siebdiltlennium problemstiir deren
L6sung das Cay Mathematics Institute in Cambridge, Mass. 2000 einen
Preis von jeweils einer Million Dollar ausgesetzt hal; Einzelheiten
siehehttp://www.claymath.org/millennium/ .

Anhang: Die Eulersche Summenformel und die Stirlingsche Fanel

Die EuLERsche Summenformel erlaubt es, eine endliche Summe auf ein
Integral zuiickzufihren und dadurch in vielendien erst rechnerisch
handhabbar zu machen. Wir betrachten eine reellwertiderdiizier-
bare Funktionf, deren Definitionsbereich das Intervall j1] enthalt.

Fur eine reelle Zaht bezeichnen wir weiterhin mit{] die grof3te ganze

Zahl kleiner oder gleick; auerdemifhren wir noch die Bezeichnung

{z} =T [«] ein fur den gebrochenen Anteil van Fir eine ganze
e

Zahlk ist somit{z} = « — k fUr allex aus dem Intervall, k + 1).

Partielle Integrationifhrt auf die Gleichung

k+1 k+1

/ ({a} — 3) /() do = (x—k——)f(ar) / f(@) da

i
:f(k+12)+f(/€)_ / Fz)dz .
k

Addition aller solcher Gleichungen vdn= 1 bisk =n — 1 liefert

n

JCEEBIOTS (1)+Zf<k)+ Q) /f()dw

1
womit man die Summe def(k) berechnen kann:

Satz (EULERsche Summenformel): (F eine differenzierbare Funk-
tion f: D — R, deren Definitionsbereich das Intervall [1] umfal3t,
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ist
S rw= [ e LD [y - 40y ar.
k=1 b 7

Fur die Absclatzung vonn! interessiert uns speziell der Fall, dal
f(x) = logz der natirliche Logarithmus ist; hier wird die lEERSChe
Summenformel zu

n n _l
|Ogn':/|0g;vd;v+ o9 {r} 24d
2 T
1 1
v 1
= z(logz — 1) +'°g"+/{$} 24
1 2 x
1
Fip) 1
:n(|09n—1)+1+logn+ {a:}x 2 dr .

In dieser Formel $trt noch das rechte Integral; diesésmken wir wie
folgt absclatzen: Fir eine naiirliche Zahlk ist

NI

k+1

_1
/{fv}izdx: / T &
x k+i+x
1

k

2

1
2
x x do = —2z2 d
k+l+z k+3-z) 7 k+1)2 2
2 2 5 (k+3) —u

o
\NII—‘

Im Intervall von 0 bis% ist der Integrand monoton fallend, d.h.

022 o 4 -2 .. 1
2 - 2 2 _ 1 — 27
(32" (ed)-f @GPPI
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und damit ist

1
2

k+1{ } 1 5 2 1
P x (k+ %) _x2 4k

0

denn wir kbnnen das Integral absatzen durch das Produkt aus der
Lange des Integrationsintervalls und dem Minimum des |atedgn.
Summation vork = 1 bisn — 1 schlieflich gibt die Absdtzung

[{a} -3 iy 131
0> [ Pux -y 03
] k=1 k=1

fur das sbrende Integral aus der obigen Formel. Da die Summe rechts
konvergiert, konvergiert auch das Integréit fn — oo gegen einen
Grenzwert/. Somit ist

logn

logn! = n(logn — 1) + +1+1+0(1),

also folgt insbesondere die Absittaung
logn! = nlogn + O(n),
die wir im Beweis des Satzémerr(n) verwendet haben.

82: Das Sieb des Eratosthenes

Das klassische Verfahren zur Bestimmung aller Primzahigarhalb
einer bestimmten Schranke geht izck auf ERATOSTHENESIm dritten
vorchristlichen Jahrhundert. Es funktioniert folgendaffan:

Um alle Primzahlen kleiner oder gleich einer Zahku finden, schreibe
man zuichst die Zahlen von eins hi¢ in eine Reihe.

Eins ist nach Definition keine Primzahl érfgriechische Mathematiker
wie EUKLID war die Eins nicht einmal eine Zahl. Also streichen wir die
Eins durch. Die Zwei ist prim, aber ihre echten Vielfachemsiatirlich
keine Primzahlen, werden also durchgestrichen. Daizssen wir nicht
von jeder Zahl nachfifen, ob sie durch zwei teilbar ist, sondern wir
streichen einfach nach der Zwei jede zweite Zahl aus dee distch.
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Die erste nichtdurchgestrichene Zahl der Liste ist dannOdia. Sie
muf eine Primzahl sein, denifatte sie einen von eins verschiedenen
kleineren Teiler, Bnnte das nur die Zwei sein, und alle Vielfachen von
zwei (aulRer der Zwei selbst) sind bereits durchgestrichen.

Auch die echten Vielfachen der Drei sind keine Primzahlesrden also
durchgestrichen. Auch dazu streichen wir wieder einfagé fiitte Zahl
aus der Liste durch, unabihgig davon, ob sie bereits durchgestrichen ist
oder nicht. (Alle durch sechs teilbaren Zahlen sind offelmgich schon
durchgestrichen.)

Genauso geht es weiter mit ddif usw.;nach jedem Durchgang durch
die Liste muR offenbar die erste noch nicht durchgestriet&ahl eine
Primzahl sein, denn alle Vielfache von kleineren Primzaklad bereits
durchgestrichen, und wenn eine Zébkrhaupt einen echten Teiler hat,
dann ist sie ndlfrlich auch durch eine echt kleinere Primzabhl teilbar.

Wie lange niissen wir dieses Verfahren durghfen? Wenn eine Zahil
Produkt zweier echt kleinerer Faktorenw ist, konnenu undwv nicht
beide gbRer sein als/z: Sonst vare schlieBliche = uv grofer alsr.

Alsoist einer der beiden Teiler, v kleiner oder gleich/x, so daf min-

destens einen Teiler hat, dessen Quadrat kleiner odehglést. Damit
ist eine zusammengesetzte Zahtlurch mindestens eine Primzaghl
teilbar mitp? < .

ERATOSTHENES (EpaTtoofévec) wurde 276 v.Chr. in
Cyrene im heutigen Libyen geboren, wo er aahst von
Schillern des StoikerseNo ausgebildet wurde. Danach
studierte er noch einige Jahre in Athen, bis ihn 245
der Pharao PoLEMAIOS Il] als Tutor seines Sohns nach
Alexandrien holte. 240 wurde er dort Bibliothekar der
beriihmten Bibliothek im Museion.

Heute ist er auBer durch sein Sieb vor allem durch
seine Bestimmung des Erdumfangs bekannt. Er berech-
nete aber auch die Aliside der Erde von Sonne und
Mond und entwickelte einen Kalender, der Schalt-
jahre enthielt. 194 starb er in Alexandrien, nach eini-
gen Uberlieferungen, indem er sich, nachdem er blind
geworden war, zu Tode hungerte.

Fur das Sieb des BRTOSTHENES angewandt auf die Zahlen von eins
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bis N hei3t das, dal wir aufiten kdnnen, sobald die erste nicht-
durchgestrichene Zahl ein Quadrap? > N hat; dann bnnen wir
sicher sein, dal} jede zusammengesetzte Zakl N bereits einen
kleineren Primteiler alg hat und somit bereits durchgestrichen ist. Die
noch nicht durchgestrichenen Zahlen in der Liste sind atsnhlen.

Damitlassen sich leicht von Hand alle Primzahlen bis hurfoheten, mit
etwas Fleif3 auch die bis Tausend, aber sicher nicht die ntstelégen.

Trotzdem kann uns&aTOoSTHENEShelfen, zumindest zu zeigen, daf3 ge-
wissen Zahlen nicht prim sind: Wenn wir Primzahlen in eineteivall
[a, b] suchen, d.h. also Primzahlgmit

a<p<b,

so kbnnen wir RATOSTHENESauf dieses Intervall fast genauso anwen-
den wie gerade eben auf das Intervall \]:

Wir gehen aus von einer Listg, .. ., p,. der ersten Primzahlen; dabei
wahlen wirr so, daf die Chancen auf nicht dugghteilbare Zahlen im
Intervall [a, b] noch einigermaf3en realistisch sind, d.h. wir gehen bis zu
einer Primzahp,., die ungehhrin der GéRenordnung der Intervathge

b — a liegt.

Nun kdnnen wir mit jeder der Primzahlen sieben wie im klassischen
Fall; wir miissen nur wissen, wo wir anfangen sollen.

Dazu berechnen willlf jedesp, den Divisionsrest, = a modp,. Dann
ista — r; durchp, teilbar, liegt allerdings nicht im Intervalkf b]. Die

erste Zahl, die wir streichenimsen, ist alsa — r; + p;, und von da
an streichen wir einfach, ohne noch einmal dividieren Zissen, wie
gehabt jede,-te Zahl durch.

Was nachr Durchgangen nochibrig bleibt, sind genau die Zahlen
aus [, b], die durch keine der Primzahlen teilbar sind. Sie &nnen
zwar noch gdl3ere Primteiler haben, aber wichtig ist, daf3 wir mit mini-
malem Aufwandir den GroRteil aller Zahlen aus,[b] gesehen haben,
daR sie keine Primzahlen sindiffden Rest brauchen wir andere Ver-
fahren, aber die sind allesamt erheblich aufwendigerRis&STHENES

so dal sich diese erste Reduktion auf jeden Fall lohnt.
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83: Fermat-Test und Fermat-Zahlen

Nach dem kleinen Satz voreRMAT gilt fur jede Primzahp und je-
de nicht durchp teilbare Zahla die Formela?~! = 1 modp. Im
Umkehrschluf folgt sofort:

Falls fur eine natirliche Zahll < o < p — 1 gilt a1 % 1 modp,
kannp keine Primzahl sein.

Beispiel: Istp = 129 eine Primzahl? Falls ja, ist nach dem kleinen Satz
von FERMAT 2128 = 1 mod 129. Tatichlich ist aber

2" =128= —1 mod 129,

also hatdie ZweiinZ/129)" die Ordnung 14. Da 14 kein Teiler von 128
ist, kann 2?8 mod 129 nicht eins sein. (Wegen 128 2 mod 14 ist
2128 = 22 = 4 mod 129.) Somit ist 129 keine Primzahl.

Dieses Ergebnisdtten wir naiirlich auch durch Probedivisionen leicht
gefunden: Da 129 die Quersumme 12 hat, ist die Zahl durchelliear;
ihre Primzerlegung ist 129 =-313.

Keine Kopfrechenaufgabe ist die Frage,/8f = 22 + 1 eine Primzahl
ist. Falls ja, vére nach dem kleinen Satz voBRMAT insbesondere

3=l =1 modF,, also 3™ Y/2=11modF,,.

Nachrechnen zeigt, dal3 dies nicht der Fall ist, allerdirgjsdias
,Nachrechnen*beidieser 315 653-stelligen Zahlinath keineUbungs-
aufgabe @ir Taschenrechner: 1988 brauchte eine Cray X-MP dazu
82 Stunden, der damals schnellste Supercomputer Cray-2rinim
noch zehn; siehe

JEFF YOUNG, DUNCAN A. BUELL: The Twentieth Fermat Number is
CompositeMath. Comp50(1988), 261-263.

Damit war gezeigt, daB}, keine Primzahl ist. (Die anscheinend etwas
weltabgewandt lebenden Autoren meinten, dies sei die andigste bis
dahin produzierte 1-Bit-Information.)

Umgekehrt Bnnen wir leider nicht folgern, daff eine Primzahl ist,
wenn fir eina € Nmit1 < a < p — 1 gilt a»~! = 1 modp. So ist
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beispielsweise 182 = 1 mod 323, aber 323 = 1719 ist zusammenge-
setzt. Immerhin gibt es nicht viele < 323 mita®?? = 1 mod 323: Die
einzigen Miglichkeiten sindh = +£1 unda = +18.

Es kann nicht vorkommen, daBrfeine zusammengesetzte Zahlind
alle 1< a < n gilt ™! = 1 modn, denn istp ein Primteiler vorn,
so ist r jedes Vielfache: von p natirlich aucha™* durchp teilbar,
kann also nicht kongruent eins modulo des Vielfachewon p sein.
Zumindest @ir diea mit ggT(e,n) > 1 kann die Gleichung also nicht
erfullt sein.

Bei groRen Zahlem mit nur wenigen Primfaktoren ist die Chance, ein
solchesa zu erwischen, recht klein; wenn dies die einzigen Gegen-
beispiele sind, wird uns dereERMAT-Test also fast immer in die Irre
fuhren.

Definition: Eine natirliche Zahln hei3t G\RMICHAEL-Zahl, wenn
sie keine Primzahl ist, aber trotzderiar fiede nairliche Zahla mit
99T, n) = 1 gilt: «® 1 = 1 modn..

ROBERT DANIEL CARMICHAEL (1879-1967) war ein amerikanischer Mathematiker, der
unter anderem Bcheruber die Relativiitstheorieiber Zahlentheorid)ber Analysis und
Uiber Gruppentheorie v@ffentlichte. Ab 1915 lehrte er an der University of IllisoiEr

zeigte 1910, dal? 561 die gerade definierte Eigenschaft lthpublizierte auch sjer
noch eine Reihe von Arbeitdiber solche Zahlen.

Satz: Eine natirliche Zahln ist genau dann eine ARMICHAEL-Zahl,
wenn sie das Produkt von mindestens drei paarweise vedssiea
ungeraden Primzahlen ist, wobeirfjeden Primfaktop auchp — 1
Teiler vonn — 1 ist.

Beweis:Sei zurachstn = []p; ein Produkt paarweise verschiedener
Primzahlen, iir diep, — 1 Teiler vonn — 1 ist. Nach dem chinesischen
Restesatz ist dantZ(N)* = [[(Z/p,)*. In der GruppeZ/p;)* ist
die Ordnung eines jeden Elements ein Teiler ypr- 1 und damit von

n — 1; also ist auch inZ/n)* die Ordnung eines jeden Elements Teiler
vonn — 1. Damit gilt fur jedes zw: teilerfremdes € Z die Kongruenz
a1 = 1 modn, d.h.n ist eine QRMICHAEL-Zahl.
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Umgekehrt sei eine GARMICHAEL -Zahl. Dann ist: ungerade, denriif
gerade Zahlen ist (n — 1)" ! = (-1)"~! = —1 modn.

Als nachstes wollen wir ungberlegen, daf Produkt verschiedener
Primzahlen sein muf3;: Angenommen, in der Primzerlegungrworit
eine Primzahp mehrfach auf, d.hn = p®q mit einer zup teilerfremden
Zahlq. Nach dem binomischen Lehrsatz gilt

e—1 e pe_l
ey =X (M)

k=0
und fur allek # 0 ist

pe—l v pe—l(pe—l _ 1) . (pe—l —k+ 1) .
k)P T k! P

e PNt 2 pt (k1) pt
1 2 k-1 ko

In jedem der Biiche p°~! — ¢) /¢ kommtp in Zahler und Nenner mit der
gleichen Potenz vor, derth< p°~ ! undp®~! — ¢ = —¢ modp~1. Im
letzten Bruchp” /k stehtp im Zahler offensichtlich mit einerdheren
Potenz als im Nenner; insgesamt ist der Ausdruck also miedss
durch p® teilbar. Somit ist (1 *p)p%l = 1 modp®; in (Z/p°)* gibt
es daher Elemente, deren Ordnung ein Vielfachespsist. Da nach
dem chinesischen Restesa¥z/)* =~ (Z/p®)* x (Z/q)* ist, gibt es
dann auch inZ/n)* ein solches Element. Dan — 1 nicht durchp
teilbar ist, istn kein Vielfaches dieser Ordnung, so daR ! modu-
lo n nicht eins sein kann. Damit ist keine G\RMICHAEL-Zahl; eine

CARMICHAEL-Zahl muf also Produkt verschiedener Primzahlen sein.

Fur jeden Primteilep vonn muf3p — 1 ein Teiler vomm — 1 sein, denn
nach dem chinesischen RestesatzZstrn) © das Produkt der Gruppen
(Z/p)*, es gibt also inZ/n)* eine primitive Wurzekh modulop. Da
a"! = 1 modn und damit insbesondere moduyldst, muf3n — 1 ein
Vielfaches der Ordnung — 1 vona modulop sein.

SchlieBlich niissen wir uns nocfiberlegen, dafk ein Produkt von
mindestens drei Primzahlen ist: Banach Definition keine Primzahl
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ist, waren = pq sonst das Produkt zweier Primzahlen. Wie wir gerade

gesehen haben,ifite
n—1=pg—1=p-1)g+(@—-1)=pl¢—1)+@p-1)

sowohl durchp — 1 als auch durcly — 1 teilbar sein, also fif3ten

p — 1 undg — 1 durcheinander teilbar sein, dg= ¢, was wir bereits

ausgeschlossen haben. .

Als Beispiel lkonnen wir ein Produkt = (6t + 1)(12 + 1)(1& + 1) mit

drei primen Faktoren betrachten, z.B.

1729=7x 13x 19 furt=1 oder 294409 = 3% 73x 109
furt = 6. Hier istn — 1 = 1296° + 3962 + 36t = 36t - (36t2 + 11 + 1)
offensichtlich durch 6 12¢ und 18 teilbar,n ist also eine GRMICHAEL -
Zahl.

Natiirlich muB3 nicht jede 8RMICHAEL-Zahl von dieser Form sein; die
kleinste QRMICHAEL-Zahl beispielsweise ist 561 =-31- 17 und hat
keinen einzigen Primfaktor kongruent eins modulo sechs.

Eine gilite QRMICHAEL-Zahl gibt es nicht, denn nach

W.R. ALFORD, ANDREW GRANVILLE, CARL POMERANCE There are
infinitely many Carmichael numberann. Math,140(1994), 703-722

gibt es unendlich viele. Konkret zeigen sie, dal} die Anzaéi d
CARMICHAEL-Zahlen kleiner oder gleickh: fir groRBe Zahlen: min-
destens gleich?” ist. Die tatfchliche Anzahl drfte wohl deutlich
groRer sein, ist aber immer noch sehr viel kleiner als die derzxhlen.

Fur groRe Zahlep wird es zunehmend unwahrscheinlich, daf sie auch
nur fir eina den FEERMAT-Test bestehen, ohne Primzahl zu sein. Rech-
nungen von

Su Hee Kim, CARL POMERANCE The probability that a Random
Probable Prime is Composit#ath. Comp53(1989), 721-741

geben folgende obere Schranke flie Wahrscheinlichkeit, daf3 eine
zufallig gewahlte Zahlp der angegebenen &enordnung deneBRMAT-
Test mit einem vorgegebenenbesteht und trotzdem keine Primzahl
ist:
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p~ 10%° 1070 10%0 10°° 10100
£<716-102287-10°846-107° 1,70-10°° 2,77- 1078
p~ 10120 1040 1060 10%0 10790
£<528.101%1,08-10%1,81-101°276-1072°3,85- 107/
P~ 10300 10400 10500 10600 10700
£<58-102°57-10% 23-10% 17-10% 18.10°%
P~ 10800 10900 101000 102000 103000

£<54-10% 10-101%912.10186-10725238-1073%"

(Sie geben nirlich auch eine allgemeine Formel an, jedoch ist diese
Zu grausam zum Abtippen.)

Wenn wir RSA-Moduln von 2048 Bit konstruieren wollen, braea wir
etwa dreihundertstellige Primzahlen; hier liegt die Imswahrschein-
lichkeit bei einem einzigens#RMAT-Test also bei fichstens B- 10~2°.
Wenn das zu hoch ist, kann man mit mehrere@ligfgewahlten Basen
testen und dadurch dir Fehlerwahrscheinlichkeit deuthetringern —
auch wenn es wohl gewagtane, zwei solche Tests als unaipigig
anzunehmen.

Die Bundesnetzagentur empfiehlt, bei probabilistischemBrhltests
fur die Erzeugung von RSA-Moduln eine Irrtumswahrscheliét von
hochsten 2% ~ 7.89. 1073 zuzulassen. Da die Wahrscheinlichkeiten
in obiger Tabelle obere Schranken sindpkte das vielleicht schon mit
einem Test erreicht sein; besser sind auf jeden Fall mebdsre noch
besser, ein Test, der wirklidieweiserkann, daf3 eine Zahl prim ist.

Einige Leute reden bei Zahlen, die eineaRMAT-Test bestanden haben,
von,wahrscheinlichen Primzahlen“. Das ist iidich Unsinn: Eine Zahl
ist entwedesicherprim odersicherzusammengesetztjfWahrschein-
lichkeiten gibt es hier keinen Spielraum. Besser ist dentts gele-
gentlich zu ldrende Ausdruckindustrial grade primes*, alsgndus-
trieprimzahlen”, der ausdcken soll, dal’ wir zwar nicliewiesemaben,
dafd die Zahl wirklich prim ist, daf} sie abérf(manche),industrielle
Anwendungen* gut genug ist.

Zumindest grundizlich faft sich der ERMAT-Test auch ausbauen zu
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einem echten Primzahltest; die einfachste Art ist die fotpe sehr
schwache Version eines Satzes V@TRLINGTON:

Satz: Ist fir zwei natirliche Zahlenp, a zwara?~! = 1 modp, aber
fur jeden Primteiler; vonp — 1 gilt «®~%/9 = 1 modp, so istp eine
Primzahl.

Beweis:Offensichtlich mufd dann die Ordnung veiin (Z/pZ)* gleich
p — 1 sein. Wie wir aus Kapitel 1§8 wissen, hatZ4/pZ)* die Ord-
nung ¢(p), und fir jede zusammengesetzte Zahl folgt aus der dort
angegebenen Formel leicht, dafp) < p — 1 ist. Also mul3p prim

sein. -

HENRY CABOURN POCKLINGTON (1870-1952) wurde im englischenn Exeter geboren; er
studierte an dem College, aus 1904 die University of Leedsl&iDamals wurden Stu-
denten dort auf Examen in London vorbereitedCRLINGTON erhielt 1889 Bachelorgrade
sowohl in Experimentalphysik als auch in Mathematik undedtlanschlie3end verschie-
dene Stipendien des St. John’s College in Cambdridgeachst als Student, dann als
fellow. 1896 erhielt er den Doktorgrad der Univeasitondon. Als seine Stipendien 1900
ausliefen, wurde er Physiklehrer an einer Schule in Leedblieb dies auch bis zu seiner
Pensionierung 1926, obwohl er mehrfach Angebote von Usitéen bekam und 1907
sogaifellowderRoyal Societyvurde. Zwischen 1895 und 1940 publizierte er rund vierzig
Arbeiten, zui@chst hauptichlich aus dem Gebiet der Physik und Astronomie, ab 1910
aber vor allem aus der Mathematik,

Der Nachteil des gerade bewiesenen Satzes ist, daf® wirraiieeier
vonp — 1 kennen rissen; wenn wir Primzahlen mit mehreren hundert
Dezimalstellen suchen, ist das meist keine sehr realisigainahme.
Fur Zahlen spezieller Bauart kann dieser Test jedoch sétatioh sein:
Wenn wir von einer Zahh mit wenigen, uns bekannten Primteilern
ausgehendlit sich so testen, ob+ 1 eine Primzahl ist.

Die einfachsten Kandidateriif n sind Primzahlpotenzen = p”; fur
eine ungerade Primzaplist allerdingsn + 1 gerade und somit keine
Primzahl. Auf den Falp = 2 werden wir gleich zurckkommen.

Bei kleinen geraden Zahlenmit wenigen Primfaktoren gibt es gele-
gentlich Chancen, dali8 + 1 eine Primzahl ist, allerdings kommt auch
das nur selten vor. Ein Beispielare etwa

p=24"+1=331777.
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Hier hatp — 1 = 24" nur 2 und 3 als Primteiler, wir iissen also eine
Zahla finden, so daf}

a?"*=1modp, a®V?#£1modp und a® V31 modp

ist. Dazu berechnen wir am besten aohst: = «®~/¢ modp, sodann
y = a? Y3 modp = 22 modp und z = a2 modp = z° modp.
Wennp eine Primzahl ist, mul3 offensichtlich= —1 modp sein, und
wenn dies gilt, ist auch®~Y = 1 modp.

Fur a = 2 erhalten wirr = 92553y = 239223 und: = 1; das beweist
nichts. Rir a = 3 ist sogar bereits = 1, aber @ira = 5 wird x = 92554,
y = 92553 undz = 331776= —1 modp. Dies beweist,da3p eine
Primzahl ist.

Als nachstes wollen wir ungberlegen, wann = 2" + 1 prim sein kann.
Fur ungerade ist n durch drei teilbar, denn"2= (—1)" = —1 mod 3;
furr > 1 kannn dann also nicht prim sein. Auch wemnnur durch
eine ungerade Zahl > 1 teilbar ist, kann 2+ 1 nicht prim sein, denn
istr =wuv,s0ist2 =(2)" =(-1)*=-1mod2 +1sodalR2+1
ein nichttrivialer Teiler ist. Die einzigen Kandidatdirrimzahlen sind
daher die Zahlen

F =22 +1,

bei denen der Exponenteine Zweierpotenz ist. Sie heiReBAMAT-
Zahlen, weil ERMAT zwischen 1630 und 1640 in mehreren Briefen,
unter anderem anABCAL und an MERSENNE die Vermutundaul3erte,
diese Zahlen seien allesamt prim.

Fur F, = 3,F; = 5 F, = 17 sieht man das mit bloRem Auge und
mit auch F; = 257 gibt es keine nennenswerten Schwierigkeitém. F
groRere Werte vom kdnnen wir den obigen Test anwenden; da 2 der
einzige Primteiler vonF, — 1 ist, wird er hier einfach einfach zur
folgenden Aussage:

Lemma: F;, ist genau dann eine Primzahl, wenn esedgibt mit

a»=9/2 = _1 modF, .
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Fur F, = 2%+ 1 = 65537 ist £, — 1)/2 = 2!5, wir missen also
eina finden, so da? = —1 mod F, ist. Fir ¢ = 2 bekommen wir
nach 15 Quadrierungen das nutzlose Ergebnis €ims; £ 3 aber die
gewiinschte—1. Damit istF), als Primzahl erkannt — was aucBfMAT
wuf3te.

Fir Fy = 22+ 1 = 4294967 297 filssen wira> mod Fy berechnen,
brauchen also schon 31 Quadrierungémd= 2 erhalten wir wieder die
nutzlose Eins,iir « = 3 aber das Ergebnis 10 324 303, das sich offenbar
auch moduloFy deutlich von+1 unterscheidet. Somit isty keine
Primzahl und ERMATSs obige Vermutung ist widerlegt. Sie igbrigens

die einzige seiner vielen Vermutungen, die sich als falsales.

Der erste, der erkannte, ddf zusammengesetzt ist, wavEER, den
GOLDBACH in Sankt Petersburg aufERMATS Vermutung aufmerksam
gemacht hatte. NachdenmuE=Rs Beweisversuche erfolglos blieben,
fand er 1732 schlief3lich die Faktorisierufig= 641.6 700 417. Obwohl
EULER viel rechnete, fand er diese Faktorisierungimiéith nicht durch
systematisches Ausprobieren aller Primzahlen bis zur @ibadrzel
von Fy: dafur hatte er im schlimmsten Fall immerhin durch 6542 Prim-
zahlen dividieren rassen!

Stattdessen benutzt&EER den kleinen Satz vonBRMAT, um zurachst
Aussageniber nbgliche Teiler von ERMAT-Zahlen zu bekommen. Er
fand

Lemma: Jeder Primteilep von F,, ist kongruent eins moduld’2?.

Beweis:Ist 22" = —1 modF,, so ist erst recht? = —1 modp, also

22" =1 modp. Die Ordnung der Zwei irff,; ist somit ein Teiler
von 2'*1, also eine Zweierpotenz. &ive diese kleiner als™!, ware sie
ein Teiler von 2, so daB 2" = +1 modp sein niiRte. Somit ist 2**
die genaue Ordnung. Diese muf3 aber nach dem Satza@RANGE ein
Teiler der Gruppenordnung sein, d.f! 2teilt p—1, was die Behauptung
beweist. .
Somit wuldte BLER, daf? jeder Primteiler vohy die Formp = 64k + 1
haben muR; Primzahlen dieser Form gibt es nur 209 unterbali2y,
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was das Problem schon viel handhabbarer ersche@fénDazu kam,
daf er Glick hatte: Schoniir £k = 10 bekam er einen Teiler. Nach 193,
257,449 und 577 ist 641 bereits dimfte Primzahl dieser Form!

Tatsachlich aber machte er sich trotzdem zuviel Arbeit, denn adee
franzZbsische Mathematiker B®UARD LUCAS (1842-1891) fand, gilt
sogar

Lemma: Fiurn > 3 ist jeder Primteilep von F,, kongruent eins mo-
dulo 22,

Beweis:Wir gehen genauso vor wieUEER, suchen aber ein Element
vonF >, dessen Ordnung2? ist. Ein solches Element haben wir ge-

funden, wenn wir i einz finden mitz? = 2. Wegen der Beziehung

27171

(227 +1)2 =22 +1+ 2 1 =22 modF,

haben wir zuéchst eine Zahy gefunden mity?> = 2* mod F,,, wobei
u = 2""1+1 eine ungerade Zahl ist. Mit dem erweitertaskEID ischen
Algorithmus kdnnen wir daher ganze Zahlenw finden mituv+2w = 1.
Damitist auch

2= 2uv+2w - (Zu)v . (Zw)Z - y2'u . 22w = (yv . 2w)2

ein Quadrat irf ;.

|
Mit dieser VerscBrfung seines Lemmagitte sich EILER auf Primzah-
len der Form 128+ 1 besch&nken lbnnen und htte bereits im zweiten
Anlauf (nach einem vergeblichen Versuch mit 257) seinertdfadse-
funden.

Auch wenn er nie etwas datoer publiziert hat, &tte er auch beweisen
kdonnen und bewies vielleicht auch, dalR sein Kofaktor 6 700417
ebenfalls eine Primzahl ist: Da jeder Primteifevon ¢ insbesondere
auchFs teilt, muf3p = 1 mod 128 sein, und wenn es einen echten Teiler
gibt, gibt es auch einen der kleiner ist g)§ ~ 25885. Es gibt nur
zwanzig Zahlen der Form 128 1 unterhalb von,/g, und nur finf
davon sind prim: Neben den bereits bekannten Kandidaten2$%41
sind das noch 769, 1153 und 1409 einfache Divisionen mit Rest
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zeigen, dafy durch keine dieser Zahlen teilbar ist; somit haben wir
bewiesen, daf’ aughprim sein muf3.

Die Suche nach#RMAT-Primzahlen sowie nach Faktoren vOERMAT-
Zahlen bescéftigt auch heute noch eine ganze Reihe von Mathemati-
kern; die jeweils neuesten Ergebnisse sind zum BeispieleufVebsei-

ten vonwww.fermatsearch.org zu finden. Unter anderem ist bewiesen,
daRF,, fur5 < n < 32 sowie viele andere Werte venzusammenge-
setzt ist; oft sind auch zumindest einige Faktoren bekd&mmMATsChe
Primzahlen mitn > 4 wurden bislang keine gefunden, allerdings ist
auch noch nicht bewiesen, daf? es unendlich viekMAT-Zahlen gibt,

die keinePrimzahlen sind.

Der oben angegebene Beweis voodas zeigt ibrigens auch, warum
wir beim Primzahltestir F, mit der Basis zwei keinen Erfolg hat-
ten: Da 2 modulaF, ein Quadrat istmuf3die Potenz mit Exponent
(F, — 1)/2 gleich eins sein, denn sie ist schlieflich dig, ¢ 1)-te
Potenz der Wurzel aus 2. Aus diesem Grund wurde bdlberpiifung
von F,, nicht mita = 2 gearbeitet, obwohl dies rechnerisch sehr viel
effizienter gewesen &re. Wie wir im Kapiteliilber quadratische Reste
sehen werden, konnten sich die Autonesr Beginn ihrer Rechnung
leicht davoniiberzeugen, dafd drei modulgy, keine Quadratzahl ist;
der Aufwand fir die Entscheidung, ob eine ZahQuadrat moduld,
ist, erfordert einen Aufwand, der ungéfr dem @r die Anwendung des
EukLiDischen Algerithmus auf und £, entspricht, im Falle = 3 also
nicht viel mehr als die Berechnung vdf, mod 3, was man im Kopf

als (-1)° + 1 = 2 berechnen kann.

Kehren wir zuiick zu Primzahltestdif allgemeine Zahlen, Wenn wir
n — 1 zumindest teilweise faktorisiererdknen, hilft gelegentlich der
folgende Satz:

Satz: Angenommenn = wv ist das Produkt zweier teilerfremder
Zahlensu < v, und wir kennen die Primzerlegung= [] ¢{* von v.
Falls es eirm: € N gibt, so daf%" ! = 1 modn und

ggT(a= D% —1n)=1  firallei,
istn eine Primzahl.
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Beweis:Angenommenyp sei ein echter Primteiler von, unda erfille
die angegebenen Bedingungen. Die Ordnung der Restklagse vo
(z/p)* seir; sie ist natirlich ein Teiler vorp — 1.

Daa""! = 1 modn und damit erst recht modulo des Teilersist
auch Teiler vom — 1; daa™ /% — 1 aber teilerfremd zu ist, ist
a»=/% nicht kongruent eins modulg die Ordnung- teilt also keine
der Zahlen §¢ — 1)/¢;. Somit teiltr zwar das volle Produkt [] ¢;",
nicht aber das Produkt, in dem auch nur ein Expongrerniedrigt
wurde. Somit ist- fur jedesi ein Vielfaches vorg;* und damit auch ein
Vielfaches vonw. Dar ein Teiler vonp — 1 ist, folgt insbesondere dal3
v < p sein muB. Nun ist abet = vv undu < v, d.h.v > \/n. Damit
haben wir gezeugt, daB jeder echte Primteiler ngmudRer als,/n sein
muf3. Da dies uniglich ist, gibt es keine echten Primteiler, drhist

eine Primzahl. .

84: Der Test von Miller und Rabin

Der Test von MLLER und RABIN ist eine etwas strengere Version des
Tests von ERMAT: Um zu testen, ol eine Primzahl sein kann, schrei-
ben wirp — 1 zurachst als Produkt™2: einer Zweierpotenz und einer
ungeraden Zahl; sodann berechnenatfirmod p. Falls wir das Ergeb-
nis eins erhalten, ist erst rectift—* = 1 modp, und wir kbnnen nicht
folgern, daf® zusammengesetzt ist.

Andernfalls quadrieren wir das Ergebnis bisrzunal modulop. Falls
dabei nie eine Eins erscheint, folgt nackRMAT, dal3p zusammenge-
setzt ist. Falls vor der ersten Eins eine veh (bzw.p — 1) verschiedene
Zahl erscheint, folgt das auch, denn indigerF, hat die Eins nur die
beiden Quadratwurzelitl. In allen anderen&len erfahren wir nicht
mehr als bei ERMAT.

Algorithmisch funktioniert der Test also folgendermal3en:

Schritt 0: Wahle ein zudlliges a, schreibep — 1 = 2*u mit einer
ungeraden Zahl und berechné = «“ modp. Falls dies gleich Eins
ist, endet der Algorithmus und wir konnten nicht zeigen, gafine
zusammengesetzte Zahl ist; sie kann prim sein.
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Schritt 7,1 < i < n: Fallsb = —1 modp, endet der Algorithmus
und wir kdnnen nicht ausschlielen, darim ist. Fallsb = 1 ist (was
frihestens im zweiten Schritt der Fall sein kann)y Bisammengesetzt
und der Algorithmus endet. Andernfalls wibddurchb? modp ersetzt
und es geht weiter mit Schritt+ 1.

Schritt n + 1: Der Algorithmus endet mit dem Ergebnis, daBusam-
mengesetzt ist.

Beispiel:Ist 247 eine Primzahl? Wir &hlena = 77, und da 77 mod
247 = list, lbnnen wir mit ERMAT nichtausschlieBen, daf3 247 primiist.
Da aber 72 mod 247 = 77 ist, sagt uns der Algorithmus vomMR
und RaBIN im zweiten Schritt, wenn wir 7= 1 mod 247 betrachten,
daf die Zahl zusammengesetzt sein muf3.

Hatten wir allerdings mit. = 87 gearbeitet, &tten wir im nullten Schritt
87122 = 1 mod 247 berechnet unétten 247 = 1319 nicht als zusam-
mengesetzt erkannt.

GARY L. MILLER entwickelte diesen Test 1975 im Rah-
men seiner Dissertation (in Informatik) an der Univer-
sitat von Berkeley. Dabei ging es ihm nicht um einen
probabilistischen Test, sondern um einen Test, der im-
mer die richtige Antwort liefert. Er konnte zeigen, daf3
dies hier beim Test von hinreichend vielen geeigneten
Basen der Fall isvorausgesetztdie bis heute immer
noch offene verallgemeinertelEMANN-Vermutung ist
richtig. Er lehrte spter zuichst einige Jahre an der
University of Waterloo, inzwischen an der Carnegie
Mellon University. Seine siteren Arbeiten stammen
hauptéchlich aus dem Gebiet der rechnerischen Geo-
metrie.www.cs.cmu.edu/~glmiller

MiICHAEL O. RaBIN wurde 1931 in Breslau geboren. Die
Familie wanderte nach Israel aus, wo er an derdisbr
chen Universit von Jerusalem Mathematik studierte.
Nach seinem Diplom 1953 ging er nach Princeton, wo
er 1957 promovierte. Seit 1958 lehrt er an der hebr
chen Universiit, wo er unter anderem auch Dekan der
mathematischen Fakatt und Rektor war. Seit 1983
ist er zustzlich Inhaber des AOMAS J. WATSON-
Lehrstuhls @r Informatik an der Harvard University.
Seine Forschungeniif die er u.a. 1976 denURING-
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Preis erhielt, besdétitigen sich mit der Komplexit mathematischer Operationen und der
Sicherheit von Informationssystemen. Seine home page marthist zu finden unter
www.seas.harvard.edu/directory/Rabin .

Anscheinend wurde der Test vonIMER und RaBIN bereits 1974, also
vor MILLERS Vermffentlichung, von 8LFRIDGE verwendet; daher sieht
man gelegentlich auch die korrektere Bezeichniliegt vVOnMILLER,
RABIN und SELFRIDGE

Der amerikanische MathematikeodN L. SELFRIDGE
promovierte 1958 an der University of California in Los
Angelos. Bis zu seiner Emeritierung lehrte er an der
Northern lllinois University. Seine Arbeiten befassen
sich vor allem mit der analytischen sowie der konstruk-
tiven Zahlentheorie. Vierzehn davon schrieb er milP
ERDPS. math.niu.edu/faculty/index.php?cmd=
detail&id=91

85: Der Test von Agrawal, Kayal und Saxena

Im August 2002 stellten MNINDRA AGRAWAL, NEERAJ KAYAL und
NITIN SAXENA, zwei Bachelor-Studenten am Indian Institute of Tech-
nology in Kanpur und ihr Professor, einen Primzahltestderebenfalls
auf dem kleinen Satz voreRMAT beruht, aber (nétlich auf Kosten ei-
nes erheblich gif3eren Aufwands) immer die richtige Antwort liefert;
er ist inzwischen erschienen in

MANINDRA AGRAWAL, NEERAJKAYAL , NITIN SAXENA: PRIMES
is in P, Annals of Mathematic¥60(2004), 781-793.

Selbstversindlich war dies nicht der erste Primzahltest, der deutlich

schneller als Probedivisionen zeigt, ob eine gegebenexfmhlist oder

nicht; es ist auch bei weitem nicht der schnellste solche Eefat aber

gegeriiber anderen solchen Tests zwei Besonderheiten:

1. Zu seinem Versindnis ist — nach einigen in der letzten Zeit gefun-
denen Vereinfachungen — nur elementare Zahlentheorieamoligy.

2. Es ist der bislang einzige Test, von dem man beweisen kkafh,
seine Laufzeitifir n-stellige Zahlen durch ein Polynominbegrenzt
werden kann.
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MANINDRA AGRAWAL erhielt 1986 seinen BTech und
1991 seinen PhD in Informatik am Indian Institute of
Technology in Kanpur, wo er — abgesehen von Gastau-
fenthalten in Madras, Ulm, Princeton und Singapur —
seither als Professor lehrt. Seine Arbeiten befassen sich
haupt&chlich mit der Komplexit von Schaltungen und
von Algorithmen. far die Arbeit mit KayaAL und S\x-

ENA erhielt er gemeinsam mit diesen unter anderem
den GODEL-Preis 2006 iir die besten Zeitschriften-
verdffentlichung auf dem Gebiet der Theoretischen In-
formatik.

http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/

NEERAJ KAYAL wurde 1979 geboren. Er erhielt 2002
seinen BTech und 2006 seinen PhD beANVNDRA
AGRAWAL am Indian Institute of Technology in Kan-
pur. Neuere Arbeiten besgfiigen unter anderem sich
mit der Komplexiat des Isomorphieproblems bei endli-
chen Ringen sowie derdsbarkeit von bivariaten Poly-
nomgleichungeriiber endlichen Krpern. Nach einem
kurzen Aufenthalt an der Rutgers University arbeitet er
inzwischen bei Microsoft Research.

http://research.microsoft.com/en-us/
people/neeraka/

NITIN SAXENA wurde 1981 geboren. Er erhielt 2002 sei-
nen Bachelor of Technology und 2006 seinen PhD bei
MANINDRA AGRAWAL am Indian Institute of Technol-
ogy in Kanpur. Wahrend der Arbeit an seiner Disser-
tation tiber die Anwendung von Ringhomomorphismen
auf Fragen der Komplextstheorie besuchte er jeweils
ein Jahr lang die Univergiten Princeton und Singapur,
danach arbeitete er als Postdoc in der Gru@Qpen-
tum Computing and Advanced Systems Reseamnch
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Fur uns ist vor allem der erste Punkt wichtig; der zweite ishzein fir
Komplexitatstheoretiker sehr interessantes Ergebnis, hat abegriadin
praktische Bedeutung: Im Buch

VICTOR SHouUP: A computational Introduction to Number Theory
and Algebra,Cambridge University Pres€2008 {olltext unter
http://shoup.net/ntb/),

dem dieser Paragraph im wesentlichen folgt, argumentiestg dal3
alternative Algorithmen, so man sich auf Zahlen von wenide?>° Bit
beschankt, durch eine vergleichbare Schranke abg#zthwerden
konnen, und néirlich sind die Zahlen, mit denen wir éblicherweise
zu tun haben, deutlich kleiner. In der Praxis sind die alifven Algo-
rithmen deutlich schneller.

(2% liegt knappliber 1G7; derzeitige Schtzungenir die Anzahl der
Nukleonen im Universum liegen bei etwa®?0Damit ist klar, daR kein
Computer, der mit irgendeiner Art von heute bekannter Teldygie

arbeitet, je eine solche Zahl speichern kann, geschweige damit

rechnen.)

Im folgenden wird es daher nur um eine mathematische Bdtragh
des Algorithmus von ARAWAL, KAYAL und SAXENA gehen; @ir einen
(kurzen und elementaren) Beweis der Kompk#tgaussage sei beispiels-
weise auf das zitierte Buch vom8up verwiesen.

Die Grundidee des Algorithmus steckt im folgenden

Satz: n > 1 sei eine nairliche Zahl undz € N sei dazu teilerfremd.
n ist genau dann prim, wenn im PolynomriagerZ/N gilt:

(X+a)"=X"+a.

Beweis:Nach dem binomischen Lehrsatz ist

n—1
(X+a)"=X"+a" + E <T,L>aiX”‘i.
1

=1
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Fur eine Primzahh gilt nach dem kleinen Satz VOreRMAT in Z/n die
Gleichunga™ = a. AuBerdem istiir 1 < i < n — 1 der Binomialkoef-

fizient <n> nn—1)---(n—i+1)

7 7!
durchn teilbar, dan Faktor des Ahlers, nicht aber des Nenners ist.

Somit verschwinden ifZ/n alle diese Binomialkoeffizienten, und die
Gleichung aus dem Satz ist bewiesen.

Umgekehrt sein eine zusammengesetzte Zahl umein Primteiler
von n. Genauer seih = p®m mit einer zup teilerfremden Zahin.
Dann ist der Ahler von(") genau durch® teilbar, denn die Faktoren
(n—1),...,(n—p+1)sind allesamt teilerfremd zy und der Nenner
ist genau durchy teilbar. Somit ist(z) zwar durchp®~? teilbar, nicht
aber durchp® und damit erst recht nicht dureh Wenn wir (X + a)”
UberZ/n ausmultiplizieren, kann daher der Summgi? X"~ nicht
verschwinden, und damit kann die Gleichung aus dem SatZgriad:teQ.

In dieser Formifihrt der Satz allerdings noch nicht zu einem praktikab-
len Primzahltest: Das Ausmultiplizieren voX )" fuhrt schlie3lich
auf n + 1 Summanden, der Aufwand ist also proportionahzund
damit vergleichbar damit, daf? wiilf jede nalfrliche Zahl 1< m < n
nachpiifen, obn ohne Rest durchn teilbar ist. Die wesentliche neue
Idee von AGRAWAL, KAYAL und S\XENA besteht darin zu zeigen, dalR
es bereits reicht, Gleichungen der im Satz genannten Artuiooei-
nem geeigneten PolynotY” — 1 mit einem relativ kleinen Grad
nachzupifen.

Konkret geht ihr Algorithmus folgendermal3en vor:

n sei die zu testende riatiche Zahl und/(n) = [log, n] + 1 die Anzahl
ihrer Binarziffern.

1. Schritt: Stelle sicher, daf® keine Potenz einer anderen indichen
Zahl ist.

Das BBt sich beispielsweise dadurch bewerkstelligen, da nman d
Quadratwurzel, Kubikwurzelisw. von n soweit ausrechnet bis man
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erkennt, daf3 es sich um keineimdiche Zahl handelt. Der urimstigste
Fall ist offenbar der, da3 eine Zweierpotenz seindkinte; man muf}
also bis zur [logn]-ten Wurzel gehen.

2. Schritt:Finde die kleinste nétliche Zahl- > 1 mit der Eigenschaft,
daf’ entweder ggT( r) > 1ist oder aber gg¥ ) = 1 ist undn modr
in (Z/r)* eine gbRere Ordnung als/fn)? hat.

Dies geschieht einfach dadurch, da man die Zahler2, 3,. .. alle-

samt durchprobiert, bis zum ersten mal eine der beiden Badien
erfullt ist. Die Bedingunguber die Ordnung der Restklasse verin
(z/r)* pruftman nach, indem man nacheinander ihre Potenzen ausrech-
net, bis man entweder eine Eins gefunden hat oder aber demeErp
groRer als 4(n)? ist.

3. Schritt:Fallsr = n, istn prim und der Algorithmus endet.

In der Tat: Dann haben wikif aller < n Uberpiift, dal ggTg,r) = 1
ist. Wenn der Algorithmus etwas taugt, darf eriméich hdchstensiir
sehr kleine Werte von mit diesem Schritt enden.

4. Schritt: Falls im zweiten Schritt eim gefunden wurde,ifr das der
ggT vonn undr groRer als eins ist, mufa zusammengesetzt sein und
der Algorithmus endet.

Denn dann haben wir einen Teiler vargefunden.

Andernfalls kennen wir nun eine zuteilerfremde Zaht, fiir dien mod
rin (Z/r)* eine gbRere Ordnung als/fn)? hat.

5. Schritt: Teste firj =1,...,¢ = 2¢(n)[\/r] + 1, oblberZ/n
[}
(X+)"=X"+57mod (X" —1).

Sobald ein; gefunden wird, fir das dies nicht eilt ist, endet der
Algorithmus mit dem Ergebnis ist zusammengesetzt.

Falls ramlichn eine Primzahl ist, stimmenX( + 7)" und X" + j als
Polynome mit Koeffizienten aug/n nach obigem Sat#berein, sind
also erst recht auch gleich modul&{ — 1).

6. Schritt:Wenn alle Tests imifnften Schritt bestanden sind, iskine
Primzahl.
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Dies zu beweisen ist die Hauptarbeit dieses Paragraphen.

Nach den Kommentaren zu den einzelnen Schritten ist kld, déa
Algorithmus fir eine Primzahh stets das richtige Ergebnis liefert; wir
mussen zeigen, daf? er auch zusammengesetzte Zahlen séeisterk

Sei alson eine zusammengesetzte Zahl. Fall®otenz einer anderen
natirlichen Zahl ist, wird dies im ersten Schritt erkannt; winken und
werden im folgenden daher annehmen, dal3 dies nicht desEall i

Dasr aus dem zweiten Schritt ist auf jeden Fall echt kleinerrals
denn als zusammengesetzte Zahhheisbesondere einen Teile n.
Der Algorithmus kann daher nicht im dritten Schritt mit dentdvort
»1 ist prim* enden. Falls er im vierten Schritt endet, liefetar zweite
Schritt einen Teiler vom, und wir erhalten die richtige Antwort: ist
zusammengesetzt’.

Fur den Rest des Paragrapheinken wir somit annehmen, daf3 der
zweite Schritt auf eirr fuhrte, Ur das ggTg, ) = 1 ist. Wir missen
zeigen, daf3 einer der Tests iimften Schritt scheitert, dal3 es also eine
natirliche Zahlj gibt mit

1<j<¢ und X+j)"£X"+jmod (X" —1)inZ/n[X].
Wir nehmen an, das sei nicht der Fall, und betrachten einentéiler p

vonn. Dieser mul3 gif3er als- sein, denn sonstétte der Algorithmus
bereits mit dem vierten Schritt afestens bei = p geendet.

Jede Kongruenz moduloist erst recht eine Kongruenz moduylpwir
kénnen daher davon ausgehen, dafafle j mit 1 < j < / gilt

(X+/)"=X"+jmod X" —1)inF,[X].
Wenn wir zum Faktorring? = F,[ X] /(X" — 1) Ubergehen, ist dort also
(X+)"=X"+5 falls 1<j</.

Um diese seltsame Relation genauer zu untersuchen, bietnagh fur
jede zur teilerfremde nairliche Zahlk die Abbildung

o IFP[X] — R
i g g(X*) mod (X" — 1)’

die in jedem Polynong die VariableX tiberall durchX* ersetzt.
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Lemma: o, ist surjektiv und sein Kern besteht genau aus den Vielfa-
chen des Polynom&"™ — 1.

Beweis:Wir betrachterw,, nur fur Indizesk, die zur teilerfremd sind.
Zu jedem solchen Index gibt es daher ginso dalkk’ = 1 modr ist,
und moduloX™ — 1 ist damitX**" = X. Fur ein beliebiges Polynom
g € F,[X]undh(X) = g(X*') ist daher inRk

Gi(h) = h(X*) = g(X*) = g(X) = g,
die Abbildung ist also surjektiv.

Was ihren Kern betrifft, so endiit er auf jeden FallX™ — 1 und alle
seine Vielfachen, denn

G (X" -1 =" -1)modx"—-1)=1"-1=0,
daX"=1mod X" —1).

Umgekehrt sey irgendein Polynom aus dem Kern ven. Dann ist
das Polynon(X) = ¢(X*) moduloX™ — 1 gleich dem Nullpolynom,
ist also ein Vielfaches voiX”™ — 1. Konkret seih = (X" — 1)f. Im
FaktorringR ist dann

9(X) = g(xX*) = h(x*) = (X*" - 1f(x*) =0,
dennwegerX” = 1in Rist dortX* " — 1= 0.

In F,[X] muR g(X) daher ein Vielfaches voX" — 1 sein, und genau
das war die Behauptuniper den Kern vo&,,. .
Da alle Vielfachen vorX™ — 1 im Kern vong,, liegen, definierg,, eine
Abbildunge,, von R nachR, die jedem Polynom mod (X" — 1) ausR
das Elemert, (¢) zuordnet; nach dem gerade bewiesenen Lenimgh
dieses wirklich nur von der Restklasgenod (X" — 1) ab. AulRerdem
zeigt das Lemma, daf}, sowohl surjektiv als auch injektiv ist, denn der
Kern vong, ist gleich dem Kern der Restklassenabbildung ¥FghX]
nachR. Damit isto,, ein bijektiver Homomorphismus voR nachR,
ein sogenanntekutomorphismuson R. Wir haben damitiir jede zu-
teilerfremde nairliche Zahlk einen Automorphismus,,: R — R, der
jedem Polynom inX das entsprechende Polynomir® zuordnet. Da
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wir in R rechnen, werden niatlich alle Polynome moduloX™ — 1
betrachtet.

Unmittelbar aus der Definition folgt, daR3 die verschiedeAatomor-
phismens, miteinander kommutieren; genauer ist

O'k OO’]C/ :O'k/ OO']C :Ukk’ y
denn in allen drei &llen wird im EndeffektX durchX** ersetzt.

Speziell fir das Elemenk + j ausR isto, (X +j) = X +j. Furk =n
undj =1,..., ¢ ist andererseits auch

o (X +))= (X +))",
denn fir diesej wurde ja nach unserer Annahme der Test imffen

Schritt bestanden.

Wir wollen genauer untersuchen, wann die Gleichapgf) = f* erfullt
ist. Dazu definieren zwei Arten von Mengen:

C(f)={ke@/r)*|op(f)=f"} furallefeRr und
D(k)={f € R|o(f)=f*} furallek € (Z/r)*

Beide Mengen enthalten mit zwei Elementen auch deren Ptpderkn
fur zwei Elementé:, k' € C(f) ist

T () = 0u (Do () = 0 (04 () = 0 (FY) = o, (HF = f4,
und fur f, g € D(k) ist

or(f9) = o1(Howle) = fFg" = (fo)* .

Der Rest des Beweises besteht darin, daf3 wir,Gig3e* der Men-
ge D(n) auf zwei verschiedene Weisen abatden und daraus einen
Widerspruch herleiten zur Annahme, dalkusammengesetzt ist, aber
trotzdem vom Algorithmus als Primzahl klassifiziert wirdirfefinie-
ren zurdchst zwei neue Zahlen:
e s sei die Ordnung der Restklasse vpin (Z/r)*. Dann istr ein
Teiler vonp® — 1, dennp® = 1 modr.
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e ¢ sei die Ordnung der von den Restklassen yamdn erzeugten
Untergruppe vonZ/r)*, d.h also die Ordnung der kleinsten Un-
tergruppe, die beide Restklassen éfittDa diese Untergruppe ins-
besondere die Restklasse yound deren Potenzen egth istt ein
Vielfaches vors.

Als nachstes betrachten wir einerdiper K mit p° Elementen. Einen
solchen Krper kann man konstruieren, indem man den Vektorraum
[ identifiziert mit dem Vektorraum aller Polynome vom Gradikle
ner s mit Koeffizienten aus,, und dort eine Multiplikation einfhrt,

die zwei Polynomen deren Produkt modulo einem festen imibdien
Polynom vom Grad UberTF,, zuordnet. Man kann zeigen (siehe Algebra-
Vorlesung oder entsprechendes Lehrbuch), daBré¢sdess ein solches
Polynom gibt, und dal} zwei verschiedene irreduzible Paty@e@om
Grads zu isomorphen Krpern fihren.

Aus Kapitel 1 wissen wir, daf3 die multiplikative Gruppe js@adlichen
Korpers zyklisch ist K> ist also eine zyklische Gruppe der Ordnung
p° — 1. Diese Zahl ist, wie wir gerade gesehen haben, ein Viedfach
vonr; somit gibt es inK* (mindestens) ein Elemegtder Ordnung-.
Fur irgendein solches Element definieren wir einen Homomisrpas

R {IFP[X] =K
T. .
g+ g(C)

Da7(X" —1) =¢" — 1 verschwindet, induzieft einen Ringhomomor-
phismust: R — K. Die angekindigten Abschtzungen der,GroRe"
von D(n) beziehen sich auf die Bthtigkeit der Mengé = 7(D(n)):

Lemma: S = 7(D(n)) hat fochstens:?V¥) Elemente.

Beweis:Wir gehen davon aus, dafdweder eine Primzahl noch eine
Primzahlpotenz ist; daher gibt es au3er dem Primtgilanch min-
destens einen weiteren PrimteifeiVenn wir (inN) Potenzen der Form
n"p® undn™ p” mitu,u’, v, v’ € Ny betrachten, sind diese daher genau
dann gleich, wenm(, v) = (v, ") ist: Ist famlichu # «/, so tritt g in
der Primzerlegung der beiden Elemente mit verschiedenparienten
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auf, und istu = «/, aberv # v', so gilt entsprechendesifp. Daher hat
die Menge

I= {n“p” | O0<u,v< [\/Z]}

mindestené[\/i]ﬂ)2 Elemente, und diese Zahlist offensichtlicih8er
alst.

Nun war abet definiert als die Ordnung der Untergruppe va@n'«) ™,
die von den Restklassen venund vonp erzeugt wird; daher mul3 es
mindestens zwei Elemente

k=n"p’ und k =n"p"

aus] geben, die dieselbe RestklasseZiy)* definieren, iir die also
gilt: £ = &’ modr. Da die Exponenten, u’, v, v" hdchstens gleich\[]
sind undp ein Teiler vonn ist, kbnnen wirn2Vl als (sehr grobe) obere
Schrankefiir £ undk’ nehmen.

Nun seif € R ein Element vonD(n). Nach Definition der Mengen
C(f)undD(n)istdannauch ein Element vor®’(f). AuRerdem entit
C(f) stets die Eins und nach dem kleinen Satz verNmT auch die
Primzahlp, denn Potenzieren mytstuberl, ein Homomorphismus. Da
mit zwei Elementen stets auch deren Produk®(if) liegt, liegen daher
die Restklassen moduloaller Elemente vord in C(f). Insbesondere
sind dahek undk’ Elemente vorC(f), d.h.

on(f)=fF und o (f)= ¥

Wegenk = k' modr ist abers,, dieselbe Abbildung wier,, ; daher ist
f¥ = f¥ fur jedesf € D(n). Somit sind die Bilderr(f) aller f € R
Nullstellen des Polynom&™* — X*'. Dessen Grad ist das Maximum
vonk undk’, und dar(f) im KorperK liegt, gibt es lochstens so viele
Nullstellen, wie der Grad angibt. Aufgrund der obigen Atigeling fir

k undk’ hat das Polynom dahebbhstens: 2V Nullstellen, und damit

kann auchS nicht mehr Elemente enthalten. .

Als untere Grenzeiir die Elementanzahl vofi erhalten wir
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Lemma: S enthalt mindestens®"®:9) — 1 Elemente.

BeweisMWegen der bestandenen Tests in Schritt 5 k€gt + 7) in D(n)
furj =1,...,¢. Dap > r >t > m ist, sind die Zahlen von 1 bis:
auch modulg paarweise verschieden. Die Teilmenge

P= {ﬁ(x + )%
j=1

vonF,[X] enthalt daher 2* — 1 Polynome.

e; €{0,1} und zm:ej < m}
j=1

Aus diesen Polynomendkinen wir Elemente vo® bzw. K machen,
indem wir fur die VariableX die Restklassg = X mod (X" — 1) bzw.
das oben geihlte Element{ der Ordnungr einsetzen; wir erhalten
Teilmengen

Pm)={fm)|fePyCR und PQ)={fQ)|feP}CK.
Da sowohln als auchp in D(n) liegen und mit zwei Elementen auch
deren Produkt, lieg(n) in D(n) und damitr(P(n)) = P(¢) in S.
Das Lemma ist daher bewiesen, sobald wir gezeigt haben Pda)3
mindestens — 1 Elemente entilt.

Falls dies nichtder Fall &re, nii3te es inP zwei verschiedene Polynome
g undh geben, iir die g(¢) = h(¢) ware. Wir niissen also zeigen, dal3
g(€) = h(¢) nur dann gelten kann, weni= h ist.

Wie im vorigen Lemma folgt, da, undn alle drei sowohl irC(g(n))
als auch inC(h(n)) liegen, daR alle natlichen Zahlenk der Form
k =n"p’ in diesen beiden Mengen liegen.

Dag(¢) = h((), gilt fur jedes solché

0=g(0)* = h(Q)* =7(9m)" — 7(hm)" = 7 (9)*) — 7 (h()")
=7(9(") = 7(h(n")) = 9(¢*) — h(¢M) .
Da( in K die Ordnung- hat, langt¢* nur vonk modr ab; die Anzahl
verschiedener Restklassen der Fortip” modulor hatten wir oben

mit ¢ bezeichnet. Somit hat die Differepz- h mindesteng Nullstellen.
Andererseits sind abgrund/ und damit auch ihre Differenz Polynome
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vom Grad lbchsteng — 1, also mufy — h das Nullpolynom sein, d.h.
g = h. Somit entfalt S mindestens2 — 1 Elemente, wie behauptet..

Zum AbschluR des Beweises, dal3 der Test vor#AwAL, KAvAL und
SAXENA stets die richtige Antwort liefert, flssen wir nun nur noch
zeigen, daf3 die Schranken aus den beiden letzten Lemmaja,diter
der Voraussetzung bewiesen wurde, dal3 eine zusammerntgesatkals
prim erkanntwird, einander widersprechen, dal also dieraif8chranke
groRer ist als die obere:

Lemma: 2Mnt:0 _ 1 > 52V
Beweis:Da{(n) > log, n, geriigt es zu zeigen, daf’

omin(t,0) _ 1 5 224(71)[\5] .

Da beide Exponenten rniatiche Zahlen sind, gemgt dazu wiederum,
daB min¢,¢) > 2¢(n)[v1] ist, denn wenn sich die Exponenten um
mindestens eins unterscheiden, ist die Differenz zwisdearPotenzen
mindestens zwei. Wir fissen daher zeigen, dal’ soweldls auch?
groRer sind als &n)[v/1].

Fur ¢ = 2¢(n)[/r] + 1 ist das klar, da die Ordnung einer Untergruppe
von (Z/r)* bezeichnet und damit auf jeden Fall kleineralst.

Die Ungleichung > 2¢(n)[v/] ist sicherlich dann eifllt, wenn sogar
t > 20(n)V/t ist, und dies wiederum isaquivalent zur Ungleichung
t > 4¢(n)% Nun ist abet die Ordnung jener Untergruppe vaa ),

die von den Restklassen venundp erzeugt wird. Da wir im zweiten
Schrittdes Algorithmus sichergestellt haben, daR dairatlie Ordnung
der Restklasse vanschon goRer ist als 4(n)?, ist auch die Ungleichung

for ¢ trivial. .

Damit ist die Korrektheit des Algorithmus vol#stdig bewiesen.



Kapitel 4
Faktorisierungsverfahren

Die MERSENNEZah| Mg, = 2°” — 1 ist keine Primzahl, denn
13V~ = 81 868 480 399 682 966 754 1 mod M, .

Somit istMg; ein Produkt von mindestens zwei nichttrivialen Faktoren.
Welche sind das?

FRANK NELSON COLE gab das Ergebnis am 31. Oktober 1903 auf einer
Sitzung der American Mathematical Society bekannt: Erisbhdie
Zahl

257 —1=147573952589676412 927

auf eine der beiden Tafeln und
193707 721x 761 838 257 287

aufdie andere. Dieses Produkt rechnete er wortlos aus reatiblichen
Schulmethode zur schriftlichen Multiplikation, und alsdéeselbe Zahl
erhielt, die auf der anderen Tafel stand, schrieb er eircBlesitszeichen
zwischen die beiden Zahlen und setzte sich wieder. Das Bigehh.
die Faktorisierung voi//g,, findet ein Computeralgebrasystem heute in
weniger als einer Sekundéirfdie damalige Zeit war sie eine Sensation!
CoLE gab spater zu, daf3 er drei Jahre lang jeden Sonntag nachmittag
daran gearbeitet hatte. Er versuchfg, in der Formz?—y? darzustellen,
wobei er mit Hilfe quadratischer Reste Kongruenzbedingurfgr «
modulo verschiedener relativ kleiner Primzahlen aufalind auch
verwendete, daf3 jeder Teiler vddg,; kongruent eins modulo 67 und
kongruent:-1 modulo acht sein muf3. Dieftirte zu einer ganzen Reihe
von Kongruenzenifr x, die er in

x =1160932384 mod 1323536 760
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zusammenfassen konnte. Untersuchung quadratischer &égtedall
x, =132353676& + 1160932 384
frihestensiir £ = 287 in Frage kommt, und mit = x,4 ist tatsichlich
Mg, = 381015982 50%— 380822274 783
=193707721x 761838 257 287 .
Fur Einzelheiten siehe

F. N. CoLE: On the factoring of large numberBull. Am. Math.
S0c.10(1903), 134-137 oder http://www.ams.org/
bull/1903-10-03/S0002-9904-1903-01079-9/home.html

FRANK NELSON CoOLE (1861-1926) wurde in Mas-
sachusetts geboren. 1882 erhielt er seinen Bachelor in
Mathematik von der Harvard University; danach konn-
te er dank eines Stipendiums drei Jahre lang e
KLEIN in Leipzig studieren. Mit einer von KEIN be-
treuten Arbeitiber Gleichungen sechsten Grades wurde
er 1886 in Harvard promoviert. Nach verschiedenen Po-
sitionen in Harvard und Michigan bekam er 1895 eine
Professur an der Columbia University in New York, wo
er bis zu seinem Tod lehrte. Seine Arbeiten befassen
sich hauptachlich mit Primzahlen und mit der Grup-
pentheorie.

Der Auftritt von CoLE schlug selbst auf3erhalb der Mathematik so ho-
he Wellen, dal3 seine Faktorisierung noch fast ein Jahrituspigter
vorkommtin einer New Yorker (off-Broadway) Show vOmMRE GROFF
mit dem Titel The five hysterical girls theorenort bringt sich ein
junger Mathematiker um, weil er in einem Beweis von &eimzahl
2%7 — 1 ausgeht und die Tochter des Professors die obige Falktorisj
an die Tafel schreibt. Einzelheiten kann man, so man ungeditchte,
unterhttp://www.playscripts.com/play.php37playid=551 nach-
lesen. (Die Show verschwand nach zwei Monaten Ende Mai 2006€ri
Versenkung; sie wurde seither nur noch zweimal von Amateypgen
aufgefihrt.)

CoLE konnte fir seine Faktorisierung vailg,; auf bekannte Tatsachen
Uber die Struktur von Faktoren derBdseENNEZahlen zuiickgreifen
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und auch bei den von ihm selbst gefundenen Eigenschaftentpster
Faktoren konnte er die spezielle Struktur vbfy, ausnutzenAhnlich
arbeiten auch heutige Mathematiker an der Faktorisierypegislier
Zahlen, beispielsweise im Rahmen des Cunningham-PrgjektSak-
torisierung von Zahlen der Forii* + 1 fir kleine Baserb. Flir die
Faktorisierung von RSA-Moduln kann man idich nicht mit solchen
Techniken arbeiten. In diesem Kapitel soll es um Verfahremeg, mit
denen man eine zalflig gegebene Zahl ohne spezielle Struktur fak-
torisieren kann.

Es gibtkein,bestes" Faktorisierungsverfahrear ¥ahlen verschiedener
GrolRenordnungen haben jeweils andere Verfahren itisk&t. Auch
Vorwisseniber die zu faktorisierende Zahl kann bei der Wahl eines
geeigneten Verfahrens helfen: Bei einem RSA-Modul, derRtaslukt
zweier Primzahleahnlicher GéRenordnungist, wird man anders vorge-
hen als bei einer Zahl der Forti + 1. Mehr noch als bei Primzahltests
gilt, dal3 asymptotische Komple#isaussagen als Auswahlkriterium
nutzlos sind: Dasiir die Faktorisierung 150-stelliger RSA-Moduin
heute optimale Verfahren, das Zatigersieb, wird beim Versuch eine
sechsstellige Zahl zu faktorisieren, oft nicht in der Lagim slie Fak-
toren zu trennen, und selbst in deallen, in denen es erfolgreich ist,
braucht es erheblictahger als einfache Probedivisionen. Auch liefern
die meisten Faktorisierungsverfahren ingendeinenFaktor; der muf3
nicht prim sein, und sein Kofaktor schon gar nicht. Fall® &, Faktor

m einer ZahIN gefundenist, issen anschlieRemd und N/m weiter
untersucht werden, und da diese Zahlen kleiner sindvalsind dazu
moglicherweise andere Verfahren besser als das zuerst andesv

Im folgenden sollen einige der einfachsten gelwhlichen Verfahren
vorgestellt werden.

81: Die ersten Schritte

a) Test auf Primzahl

Der schlimmste Fallir praktisch jedes Faktorisierungsverfahren tritt
dann ein, wenn die zu faktorisierende Zahl eine Primzahldstrade
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bei den fortgeschrittenen Verfahren gibt es oft kein ansl&tgoruchkri-
terium als das Auffinden eines Faktors. Daher sollte (auGemtaell
bei ganz kleinen Zahlen) zu Beginn einer Faktorisierung énmin
Primzahltest stehen. Da auch das Testen auf Potenzen edtdtich ist,
lalt sich eventuell auch das noch duidiren — es sei denn, dal3 von der
Situation her (beispielsweise bei RSA-Moduln) nicht mitezi Potenz
zu rechnenist.

b) Abdividieren kleiner Primteiler

Bei kleinen zusammengesetzten Zahlenbesteht die effizienteste
Art der Faktorisierung im allgemeinen darin, einfach allam2ahlen
nacheinander durchzuprobieren, indem man sie der Reilesodange
abdividiert, wie es geht. Sobald der Quotient kleiner istdels Quadrat
der gerade betrachteten Primzahl, kann man sicher seiaLgal®r eine
Primzahl ist und hat vollstandig faktorisiert.

Die genaue Vorgehensweise ist folgende: Wir nehmen an, oef} e
Liste der Primzahlen bis zu einer gewissen Grenze zukigerig steht;
gegebenenfalls mul3 diese ZAshst hach EATOSTHENESerzeugt wer-
den.

1. Schritt:SetzeM gleich der zu faktorisierende Zahl upd-= 2.

2. Schritt: SolangeM durchyp teilbar ist, ersetzél/ durch M /p und
notierep als Faktor.

3. Schritt:Falls M = 1, sind alle Faktoren gefunden, und der Algorith-
mus endet. Fall$/ < p?, ist M eine Primzahl und wird zur Liste der
Faktoren hinzugéigt; danach endet auch in diesem Fall der Algorith-
mus. In allen anderenden wird p auf die richste Primzahl gesetzt
und es geht ziick zum zweiten Schritt.

Als Beispiel wollen wir die Zahl 1 234 567 890 faktorisieren:
Im ersten Schritt werdeh/ = 1234 567 890 ung = 2 initialisiert.

Im zweiten Schrittist nup = 2. DaM eine gerade Zahl istdanen wir
durchp dividieren; wir notieren also die Zwei als Faktor und ereatk/
durchM /2 = 617 283 945. Diese Zahl ist ungerade; also geht es weiter
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zum dritten Schritt, wo offensichtlich keines der Abbrudtdeien erfillt
ist. Somit wirdp = 3 und es geht ziick zum zweiten Schritt.

Das neuel ist durch drei teilbar, genauso aush/3 = 205761 315.
Also wird nochmals durch drei dividiert, und wir erhaltenndeicht

mehr durch drei teilbaren Quotienten 68 587 105. Somit wemleei

Faktoren drei notiert und es geht weiter zum dritten SchHbierrt wird

p = 5 gesetzt, und es geht wieder ok zu Schritt 2.

Das aktuelleM/ = 68587 105 ist durchiinf teilbar; M /5 = 13717 421.
Dies wird das neué/; und da es nicht durchiff teilbar ist, notieren
wir nur einen Faktoriinf.

Im dritten Schritt wird wiedep erhbht und es geht ziick zum zweiten
Schritt. Dort passiert nun allerdings lange Zeit nichtg)rdkeine der
Primzahlen zwischen sieben und 3 593 teilt das aktuéll&rst wenmp
im dritten Schritt auf 3 607 gesetzt wird, finden wir wiederan Faktor.
Wir notierenihn, ersetzel durchM /3 607 = 3803, was offensichtlich
nicht durch 3 607 teilbar ist, und gehen weiter zum drittehritc

Dort ist nun offensichtlich\/ < p?, also istM eine Primzahl, und
1234567890=23%.5.3607- 3803
ist vollstandig faktorisiert.

Es ist klar, daf3 wir schon eine zwanzigstellige Zahl nur rigt Glick
auf diese Weise mit vertretbarem Aufwand vdilstlig faktorisieren
konnen. Trotzdem ist Abdividieren selbsirfnoch viel gb3ere Zahlen
ein sinnvoller erster Schritt, denn die aubfere Faktoren spezialisierten
Verfahren schaffen es im allgemeinen nicht, auch kleinmfadtoren
voneinander zu trennen.

Um Abdividieren statt zur vollgindigen Faktorisierung nur zur Identi-
fikation ,kleiner* Primfaktoren zu verwenden, ist lediglich eineikk
Modifikation des dritten Schritts notwendig: Wir legen eechgren-
ze S fest und brechen im dritten Schritt auch dann ab, wenpn S ist.

Im letzteren Fall Bnnen wir selbstverandlich nicht behaupten, dal3 das
verbleibende\/ eine Primzahl ist)/ mul3 dann mit anderen Verfahren
weiter bearbeitet werden. Bei der Wahl einer geeignetema®g&ie S
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sollte man die Kapazt des Arbeitsspeichers und die Geschwindig-
keit des verwendeten Computers ibgksichtigen; ein minimaler Wert,
fur den der Algorithmus auf allen heutigen Computern in Sekeun
bruchteilen ausgéhrt werden kann, ére etwa 2 = 65 536. Bei etwas
besseren Computeréf}t sich auch das Abdividieren bis zu einer Mil-
lion und bei derzeit aktuellen schnellen Computern aucéreitilliarde
oder etwa & in weniger als einer Sekunde durthfen.

82: Die Verfahren von Pollard und ihre Varianten

In den Jahren um 1975 entwickelte der britische Mathemafikan

M. PoLLARD mehrere recht einfache Algorithmen zur Faktorisierung
ganzer Zahlen sowie zur Berechnung diskreter Logarithmienauch
heute noch (teils in verbesserter Form) zu den Standaraeeden der
algorithmischen Zahlentheorie gilen. In diesem Paragraphen sollen
die beiden bekanntesten vorgestellt werden; auRerdéahnta ich zu-
mindest kurz auf mathematisch anspruchsvollere Veralkgeenungen
eingehen. Die hier behandelten Verfahren haben im Gegensale-
nen des achsten Paragraphen die Eigenschaft, daf’ sie umso schnelle
zum Erfolg fihren, je kleiner die gesuchten Primfaktoren sind, daf3 sie
allerdings sehr kleine Primfaktoren oft nicht finden. Siedsalso die
Verfahren der Wahlifr die Weiterverarbeitung eines durch Abdividieren
erhaltenenRests", von dem man weil3, dal er keine allzu kleinen Prim-
faktoren mehr hat.

JOHN M. POLLARD ist ein britischer Mathematiker, der haug@thlich bei British Tele-
com arbeitete. Er véffentlichte zwischen 1971 und 2000 rund zwanzig mathesolagi
Arbeiten, gbRtenteils auf dem Gebiet der algorithmischen ZahlentbeBekannt ist er
auch fir seine Beitage zur Kryptographie[if die er 1999 den RSA Award erhielt. AuRer
den hier vorgestellten Faktorisierungsalgorithmen eckelte er unter anderem auch das
Zahlkorpersieb, eine Variante des weiter hinten vorgestellieadrptischen Siebs, des-
sen Weiterentwicklungen derzeit die schnellsten Fakestiagsalgorithmenifr grof3e
Zahlen sind. Seine home page, um die er sich auch jetzt imdRare noch émmert, ist
sites.google.com/site/jmptidcott2/.

Bei den in diesem und demaohsten Paragraphen vorgestellten Ver-
fahren besteht das Zielimmer daiingendeiner-aktor zu finden; sobald
dies erreichtist, bricht das Verfahren ab und der gefun&eaktor sowie
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sein Kofaktor werdenifr sich weiter untersucht —wobei Giglich immer
an erster Stelle ein Primzahltest stehen sollte.

a) Die Monte-Carlo-Methode

Monte Carlo ist ein Stadtteil von Monaco, der vor alléim$eine Spiel-
bank bekannt ist. An deren Spieltischen sollen Roulett@iSseln ide-
alerweise rein zu#ilig fur jedes Spiel von neuem eine Zahl zwischen 0
und 36 bestimmen.

Eine ahnliche Ideedf3t sich auchifr die Faktorisierung einer gan-
zen ZahlN verwenden: Ausgehend von einer Folge)(.y zufallig
gewahlter Zahlen zwischen 1 und (oder O undN — 1) bildet man
jeweils den ggT vone; mit N in der Hoffnung, einen nichttrivialen
Teiler zu finden.

Fur einen Primteilep von N kdnnen wir erwarten, daf3 im Mittel eine
von p Zahlenz,; durchp teilbar ist. Dann ist auch ggZ{, N) durchp
teilbar, kann aber dglicherweise giRer alg sein.

Beim einfachen Abdividieren finden wir nachdem wir alle Primzahlen
bis einschlie3lichp durchprobiert haben; wie wir im letzten Kapitel
gesehen haben, sind dies etwdogp Stiick. Fir jede davon brauchen
wir eine Division, verglichen mit durchschnittlich/2 EukLIDischen
Algorithmen bei der obigen Methode, die nicht einmal eingd@te

dafur bietet, den Faktor zu finden. Von daher hat die neue Methode

zumindest in der bislang betrachteten Form ausschlieMimthteile
und ist keine sinnvolle Alternative zum Abdividieren.

PoLLARDS Idee zur Beschleunigung beruht auf dem im Anhang genauer

erklarten Geburtstagsparadoxon: Die Wahrscheinlichkeilrddaf3 eine
gegebene Zufallszahl durgheilbar ist, liegt zwar nur bei 1p, aber die
Wahrscheinlichkeit, daf3 zwei der modulop gleich sind, steigt in der
Nahe von etwa,/p Folgengliedern ziemlich steil von nahe null zu nahe
eins. Wenn wir also anstelle derdfiten gemeinsamen Teiler véhmit
denz; die mit den Differenzem; — z; berechnen, haben wir bereits bei
einer Folge der hnge um,/p gute Chancen, einen nichttrivialen ggT
zu finden.
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Auch in dieser Form ist das Verfahren noch nicht praktikaideinn wir
ein neues;; mit4 ~ ,/p erzeugt haben, rssen wir @ir alle j < 7 den
ggT vonz; — x; berechnen, was noch einmal rup@ Schritte sind, so
daR der Gesamtaufwand nicht proportional Zuist, sondern eher zu

VP

_P
/xdx—z,

0
was keine Ersparnis ist. Dazu kommt, daR alle bereits basteh Fol-
genglieder gespeichert werderiissen, der Algorithmus hat also auch
einen Platzbedarf in der GRenordnung/p.

Dieses Problem&nnen wir umgehen, indem wir keine echten Zufalls-
zahlen verwenden, sondern algorithmisch eine Folge sogésiaPseu-
dozufallszahlen erzeugen. Typischerweise verwendet naaa dine
Rekursionsvorschrift der Form,,; = Q(z;) mod N mit einem quad-
ratischen Polynont). (Die bei Simulationen sehr beliebten Pseudo-
zufallsgeneratoren nach der linearen Kongruenzmethaakfsi die
Monte-Carlo-Methode zur Faktorisierung nicht geeignde)st nimmt
man einfach Polynome der For@(z) = 22 + ¢, wobei allerdings: 7 0
und ¢ ¥ —2 sein sollte, denn eine genauere Untersuchung zeigt, daf
diese Wahlen keine guten Pseudozufallszahlen liefern diza@nderen
Wabhlen vonc stets gute Generatoren liefern ist zwar nicht bewiesen,
aber die praktischen Erfahrungen sind positiv.

Wegen der speziellen Form der Rekursi@mbt die Restklasse van, ;

modulop nurab vonz;, modp; insbesondereistalsg,; = x;,, modp,

falls z; = z; modp, und entsprechend stimmen au¢in fedesr > 0

die Zahlenr,,, undz;,,. modulop Uberein, d.h. die Folge wird moduygo
periodisch mit einer Periode, die |: — j| teilt.

Das Problem, Periodi#t in einer Folge zu entdecken, tritt nicht nur
in der Zahlentheorie auf, sondern beispielsweise auch iirzd#rei-
henanalyse und anderen Anwendungen. Edglcher Algorithmus zu
seiner Losung, auch als Hase und Schildte Algorithmus bekannt,
stammt von EoYD (1967) und beruht auf folgender Beobachtung:

Wird eine Folggy,) irgendwann periodisch, so gibt es IndiZederart,
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Inder Tat, isty,, . =y, furalles > r, so kdnnenwir fir k jedes Vielfache
{7 der Periode nehmen, das mindestens gleiish.

ROBERT W. FLOYD (1936—2001) beendete seine Schul-
ausbildung bereits im Alter von 14 Jahren, um dann
mit einem Stipendium an der Univeid&itvon Chicago

zu studieren, wo er mit 17 einen Bachelor liberal
arts bekam. Danach finanzierte er sich durch Arbeit
ein zweites Bachelorstudium in Physik, das er 1958 ab-

ge Jahre siter mit der Publikation wissenschaftlicher
Arbeiten auf dem Gebiet der Informatik. Mit 27 wurde
er Assistenzprofessor in Carnegie Melloanf Jahre
spater erhielt er einen Lehrstuhl in Stanford. Zu den
vielen Entwicklungen, die er initiierte, géft die se-

i 40 mantische Verifikation von Programmen, Design und
Analyse von Algorithmen, Refactoring, dazu kommen Arbeitber Graphentheorie und
das FEOYD-STEINBERG dithering in der Computergraphik. 1978 erhielt er deyRING-
Preis, die Bchste Auszeichnung der Informatik. Stanfords NachrufFaakD ist zu finden
unternews-service.stanford.edu/news/2001/november7/floydobit-117.html .

Damit sieht der Grobablauf der Monte-Carlo-Faktorisigremer na-
turlichen ZahlN folgendermaf3en aus:

Schritt 0: Man wahle ein quadratisches Polyno® und einen
Startwertr,. Setzer =y = x,,.

Schritt 4,4 > 0: Ersetzer durch@(z) mod N und ersetzey durch

Q(Q(y)) mod N; berechne dann ggZ(— y, N). Falls dieser weder
eins noch\ ist, wurde ein Faktor gefunden.

Man beachte, daf? hier imten Schrittz = z, undy = x,,; ist; wir
erzeugen also die Folge dey (Schildkidte) und die der:,, (Hase)
simultan, ohne Zwischenergebnisse zu speichern.

Das Teuerste an diesem Algorithmus sind dixEDischen Algorith-
men zur ggT-Berechnung; da wir (sofern wir kleine Primfa&tozuvor
ausgeschlossen haben) nicht wirklich erwarten, daf3 higidiein nicht-
triviales Ergebnis herauskommt, liegt es nahe, deren Anmmaglichst
zu reduzieren.

schlof3. Damit war seine akademische Ausbildung been-
det; er arbeitete als Operator in einem Rechenzentrum,
brachte sich selbst Programmieren bei und begann eini-
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Eine Strategie dazu besteht darin, jeweils mehrere Diffegez,, — z;
modulo N aufzumultiplizieren und dann erdiifdas Produkt den ggT
mit NV zu berechnen. Diggewisse Anzahl* darf nicht zu grof3 sein, denn
sonst besteht die Gefahr, daf3 das Produkt nicht nur durehgondern
gleich durch mehrere Primteiler vaN teilbar ist, es sollte aber aus
Effizienzgiinden auch nicht zu klein sein. Wenn alle kleinen Primteiler
bereits ausgeschlossen sind, zeigt die Erfahrung, dalulianzmen-
fassung von etwa hundert Differenzen ein guter Kompronmij3ienn
bereits bei depkleinen* Faktoren mit einer hohen Suchgrenze gearbei-
tet wurde, bieten sich auclohere Werte an.

Praktisch bedeutet das, dal} wir eine neue Varidgbleinfuhren mit
Anfangswert eins und dann iisten SchrittP durchP - (z — y) mod N
ersetzen. Nur falls durch die,gewisse Anzahl‘m teilbar ist, wird
anschlieBend der ggT vavi und P berechnet; andernfalls geht es gleich
weiter mit dem { + 1)-ten Schritt.

Die Monte-Carlo-Methode wird auch aisMethode bezeichnet, da die
Folge derz; modp nicht von Anfang an periodisch sein muf3. Sie muR3
aber, da es nup Restklassen modulp gibt, schlieBlich periodisch
werden, d.h. sie beginnt auf dem unteren Astdesd niindet irgend-
wann in den Kreis. Erfahrungsgéfist diese Methode sehr erfolgreich
im Auffinden sechs- bis achtstelliger Faktoren; danach wiedrecht
langsam, und kleine Faktoren kann sie oft nicht trennen.

Als Beispiel wollen wir die sechsteERMAT-Zahl
Fy=2%+1=18446744073709551617

betrachten. Mit dem quadratischen Polyn@piz) = z? + 1, dem
Startwertz, = 2 und einem BkLIDischen Algorithmus nach jeweils
hundert Folgegliedern findet ein handdi§cher PC nach 900 Iterati-
onen in Sekundenbruchteilen den Faktor 274 177 iteigens genau
wie sein Kofaktor 67 280421 310 721 prim ist. Damit#gtvollstandig
faktorisiert.

Anhang: Das Geburtstagsparadoxon

Angenommen, in einem Raum befinden sidPersonen. Wie gro3 ist die
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Wabhrscheinlichkeit ddifr, daR zwei davon am gleichen Tag Geburtstag
haben?

Um diese Frage wirklich beantworten zarknen, niilite man die (recht
inhomogene) Verteilung der Geburtstageer das Jahr kennen; wir
beschanken uns stattdessen auf ein grob vereinfachtes Mode# ohn
Schaltjahre mit 365 gleich wahrscheinlichen GeburtstaDenn ist die
Wahrscheinlichkeit ddir, da? vorm Personen keine zwei am gleichen

Tag Geburtstage haben,
6%
365/’

k=0
dennfir eine Personist déberhaupt keine Bedingung, und jede weitere
Person muf3 die Geburtstage der schon betrachteten Pevsoneriden.
(Da der Faktor mi& = 365 verschwindet, wird die Wahrscheinlichkeit
furn > 365 zu null, wie es nach demm®cHLETschen Schubfachprinzip
auch sein muf3.)

Nachrechnen ergibiif n = 23 unge@hr den Wert 0,4927; bei 23 Per-
sonen liegt also die Wahrscheinlichkeilr fzwei gleiche Geburtstage
bei 50,7%. Tatgchlich dirfte sie noch deutlich@her liegen, denn bei
Geburtstagen ist die Annahme einer Gleichverteilung sliciefalsch.

Bei einer guten Folge von Zufallszahlen sollten die Resdéa modu-
lo p in sehr guter lherung gleichverteilt sein; die Wahrscheinlichkeit
dafur, daf3 unten Zufallszahlen keine zwei in der gleichen Restklasse

liegen, ist somit
n—1 k
P, =11 <1— —) .
k=0 p

Dawir unsfir einigermaf3en grofRe Werte vpimteressieren (die kleinen
haben wir schon abdividiert) gkinen wir davon ausgehen, dal3

p
<1—}> ~e und <1—}> ~ e P
p p

ist; flr nicht zu grof3e Werte vohist dann auch

<1— E) ~ e kP
p
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und fur nicht zu groRe Werte vom gilt

n—1 n—1 n—1 n(n—1

k> k _iswntly _ne-l)

P, = 1—— )~ [[e*P=e p&h=0 " =" "2 |
g) ( p g)

Fur p = 365 etwa ergibt dies dendierungswerp,; ~ 0,499998 fir
den korrekten Wert 0,4927.

Wenn wir im Exponenten noch den Terrfr. — 1) durchn? approximie-
ren, konnen wir abschtzen, @ir welchesn die Wahrscheinlichkeif?,,
einen vorgegebenen Wert erreicht:

n? 2

e_Z:P@g—:—InP@n:\/—ZpInP.
P

Damit liegt P, bei etwa 50%, falls: ~ /2pIn2 ~ 1,177,/p ist; fiir
p = 365 ergibt dies die immer noch recht gutalérung 22494.

Fur P = 1/1000 ergibt sichn ~ 3,717, /p, fir P = 999/1000 ent-
sprechend ~ 0,0447,/p. Die Wahrscheinlichkeit déf, daR es unter
n Zufallszahlen zwei mit derselben Restklasse mogudibt, wechselt
also bei der GilRenordnung ~ ,/p von sehr unwahrscheinlich zu sehr
wahrscheinlich.

b) Die (p—1)-Methode

PoLLARDs zweite Methode beruht auf dem kleinen Satz varwAT:
Fir einen Primteilepp von N, ein Vielfachesr von p — 1 und eine
zu p teilerfremde ndirliche Zahla ist a” = 1 modp; der ggT von
(a" — 1) mod N und N ist also durcty teilbar.

Natirlich ist p — 1 nicht bekannt, wir &nnen aber hoffen, daff— 1
nur durch vergleichsweise kleine Primzahlen teilbar ist.é8vaB eine
Schranke mit der Eigenschaft, daf3- 1 durch keine Primzahlpotenz
groRRer B teilbar ist. Dann ist das Produktaller Primzahlpotenzen
q°, die hichstens gleictB sind, sicherlich ein Vielfaches vop — 1,
wenn auch ein extrem grol3es, das sich kaum mit realistiséhdwand
berechnendlit. Rir jedes konkrete kanna™ mod N jedoch verflt-
nismaRig einfach berechnet werden: Man potenziert einfachaiaah-
der fur jede Primzahy < B moduloN mit deren gbR3ter Potenz, die
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immer noch kleiner oder gleichk ist; mit dem Algorithmus zur mo-
dularen Exponentiation ag$ des zweiten Kapitels geht das aucin f
sechs- bis siebenstellige Werte vBmoch recht flott.

Insgesamt funktioniert ®.LARDS (p — 1)-Methode zur Faktorisierung
einer nafirlichen ZahlN also folgendermafRien:

Schritt 0: Wahle eine SchrankB und eine Basig zwischen 1 unaV.

Schritt 1: Erstelle (z.B. nach EATOSTHENES eine Liste aller Primzah-
leng < B.

Schritt 2: Berechnediir jede dieser Primzahlerden gb3ten Exponen-
tene derart, da auch nogff < Biist, d.h.e = [log B/ logq]. Ersetze
dann den aktuellen Wert vandurcha? mod N .

Schritt 3: Berechne ggT{— 1, V). Falls ein Wert ungleich eins odér
gefunden wird, war das Verfahren erfolgreich, ansonstelntni

Es ist klar, dal? der Erfolg dieses Verfahrens wesentlichaablangt,
daRN einen Primteilep hat mit der Eigenschaft, daf? alle Primfaktoren
vonp — 1 relativ klein sind. Ob dies der Fall isifbt sich im Voraus nicht
sagen; die)f — 1)-Methode liefert daher gelegentlich ziemlich schnell
sogar 20- oder 30-stellige Faktorenahvend sie andererseits deutlich
kleinere Faktoren oft nicht findet.

Als Beispiel betrachten wir noch einméls; = 2°”—1. Wenn wir mit der
Basise = 17 und der SchrankB = 3 000 arbeiten, wird moduloMg;
potenziert zum neuen

a=111153665932902 146 348 mit ggT 1, Mg;) = 193707 721

Damit ist (in Sekundenbruchteilen auf einem Standard-Rt®) eicht-
triviale Faktorisierung gefunden, und ein Primzahltegzelal® sowonhl
der gefundene Faktor als auch sein Komplement prim sind.

Warum die Methode Erfolg hatte, sehen wir an der Faktorsigrder
um eins verminderten Faktoren:
193707720=%.3%.5.67-2677 und

761838257286 = 23229 67-2551- 8539.

Fur jede Schranké3 > 2677 ist also der erste Faktor ein Teiler des
enddiltigena — 1, aber @ir B < 8539 ist der zweite Faktor keiner.
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¢) Varianten

Fallsp — 1 nicht nur relativ kleine Primfaktoren hatjHrt die p — 1)-
Methode nicht zum Erfolg. In solcheralien kann man aber hoffen, dal3
vielleichtp + 1 oder irgendeine andere Zahl in deiltie vorp nur kleine
Primfaktoren hat. Wir brauchen daher Varianten ger(1)-Methode,
bei denen es nicht auf die Primfaktoren vor- 1 ankommt, sondern
auf die anderer Zahlen in derdNe vorp.

Um solche Varianten zu finden, empfiehlt es sich,&ast die f — 1)-
Methode etwas abstrakter unter gruppentheoretischeri@ggunkten
zu betrachten.

Dort rechnen wir in der primen Restklassengrupgpg)> und damit
implizit auch in @/p)* fur jeden Primteilepp von N — egal ob wir

ihn kennen, oder nicht. Ir7/p)* ist fur jedes Element die (p — 1)-te
Potenz gleich dem Einselement; genau dasselbdigjkder-te Potenz,

fur die der Exponent ein Vielfaches vony{ — 1) ist. Bei der  — 1)-
Methode wird ein- berechnet, das durch alle Primzahlpotenzen bis zu
einer gewissen Schranke teilbar ist; falls in der Primzgnhgy vornp — 1
keine Primzahlpotenz oberhalb der Schranke liegt; sin Vielfaches
vonp — 1.

Allgemeiner lBnnen wir statt inZ/N)™ und Z/p)* auch in einem
anderen Paar von Gruppen rechnen: Wir gehen aus von einkr end
chen Gruppé&- 5, deren Elemente sich in irgendeiner Weiseratapel

Uber ¢/N) auffassen lassen; auRerdem nehmen wir an, daR sich die
Gruppenmultiplikation iir zwei so dargestellte Elemente auf Grund-
rechenarteriiber Z/N zuruckfuhren &Rt. Dann Bnnen wir die Ele-
mente vonG zu TupelniiberZ/p reduzieren und die Menge aller

so erhaltenen Tupel bildet eine Grup@g. Wieder ist jede Rechnung

in Gy implizit auch eine Rechnung i&,.

Die Elementanzahl vo&,, sei N (p).
Wir wahlen irgendein Element vo@#,, und potenzieren es mit dem-
selben Exponenter, mit dem wir bei demp — 1-Methode die Zahh

moduloN potenziert haben. Falisein Vielfaches vorV (p) ist, erhalten
wir ein Element € G, dessen Reduktion modujodas Einselement
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von G, ist. Ist dahei, die i-te Koordinate vorb unde; die vone, so
muf die Differenzh, — e, durchp teilbar sein, und mit etwas Gtk
konnen wirp als ggT vorm undb; — e; bestimmen.

Bleibt nur noch das Problem, geeignete Gruppen zu findendBei
(p — 1)-Methode istG 5 = (Z/N)* undN(p) =p — 1.

Fur die (p + 1)-Methode benutzt ®.LARD die Tatsache, daf} es nicht
nur zu jeder Primzahp, sondern auch zu jeder Primzahlpotesiz
einen Korper mit entsprechender Elementanzahl. DiesérpkrF .
ist natirlich verschieden vom Rin@./p"; er ist einr-dimensionaler
Vektorraumtber[F,, mit geeignet definierter Multiplikation.

Speziell firr = 2 hat der KorperF . eine multiplikative Gruppé“;2 der
Ordnungp?® — 1 = (p + 1)(p — 1). Sie hatf; als Untergruppe und die
Faktorgruppé-,, = ]Flfz/]F; hat die OrdnungV(p) = p+1. Das Rechnen
in dieser Gruppe mit Repsentanten moduly ist etwas trickreich und
benutzt die hier nicht behandeltentas-Sequenzen.

Derzeit am populrsten ist eine andere Wahl va@#, und G,: Wir
nehmeniir G eine elliptische KurvéiberZ/N. Dabei handelt es sich
um die Menge aller Punkte:(y) € (Z/N)?, die einer vorgegebenen
Gleichungy? = z® — ax — b geriigen, wobeiz, b Elemente vorZ /N
sind, fur die A = 4a® — 270 teilerfremd zuN ist; dazu kommt ein
weiterer Punk, den wir formal als (Qoo) schreibenG, ist dann die
entsprechende Punktmengelﬁiﬁ zusammen miO. Nach einem Satz
von HELMUT HASSE(1898-1979) ist

p+1l-2/p<N@)<p+l+2/p,

und wie man inzwischen weil3, kann man aughfaist jeden Wert, der
diese Ungleichung €iflt, Parameterwerte undb finden, so daflV(p)
gleich diesem Wert ist. Wenn man mit hinreichend vielenciegiesdenen
Kurven arbeitet, ist daher die Chance recht grof3, daf3 deoriexir
wenigstensiir eine davon ein Vielfaches va¥i(p) ist.

Die Multiplikation ist folgendermalRen definiert: Durch awRunkte
(z1,y41) und (x,, y,) auf der Kurve geht genau eine Gerade; setzt man
deren Gleichungy = mz + ¢ in die Kurvengleichung ein, eéft man
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ein Polynom dritten Grades in Dieses hat nétlich die beiden Null-
stellenz,, z,, und daneben noch eine dritte Nullsteltg. Der dritte
Schnittpunkt der Geraden mit der Kurve ist somit,(mz; + ¢); als
Summe der beiden Punkte definiert man aber

(T1,y1) ® (22, 92) = (Iga —(mxz+ (‘)) .

Man kann zeigen, daf? dies die Menge der Kurvenpunkte zu@ingrpe
mit NeutralelementD macht, in der man genauso vorgehen kann wie
bei der klassischem(— 1)-Methode.

Unter den Faktorisierungsmethoden, deren Rechenzeit @oiGibRe

des zu findenden Faktors abiyt, ist die Faktorisierung mit elliptischen
Kurven die fir groRe Zahlen derzeit beste bekannte Methode; sie fand
schon Faktoren mit bis zu 67 Stellen. Produkte zweier wtgefleich
grof3er Primzahlen wie beispielsweise RSA-Moduln sindblche Me-
thoden allerdings der schlechteste Fall; hiedind andere Methoden,
deren Aufwand nur von der @Re der zu faktorisierenden Zahl alpiyt,
meist besser geeignet.

83: Das Verfahren von Fermat und seine Varianten

Die bisher betrachteten Verfahren funktionieren vor alléamn gut,
wenn die zu faktorisierende Zahl mindestens einen relégin&n Prim-
teiler hat. Das hier beschriebene Verfahren verRWAT fiihrt genau dann
schnell ans Ziel, wenn sie sich als Produkt zweier fast glgioRer Fak-
toren schreiberél3t. In seiner einfachsten Form beruht es auf der dritten
binomischen Formel? — 2 = (z+y)(x —v): Ist N = pq Produkt zweier
ungerader Primzahlen, so ist
+ J—

N=(@+y)(z—y) mit x:p—zq und y:]%;
Ausmultiplizieren fihrt auf die Beziehungy’ + 3 = 22.
FERMAT berechnetiiry = 0,1, 2, . .. die ZahlenV + y2; falls er auf ein
Quadratz? stRt, hat er zwei Faktoren+ y gefunden. Da; gleich der
halben Differenz der beiden Faktoren ist, kommt er umsoalidmans
Ziel, je naher die beiden Faktoren beieinander liegen; diesadrklie
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Vorschrift der Bundesnetzagentur, daf3 die beiden Fakiires RSA-
Moduls zwar ungeghr gleich grol3 sein sollten, daf? sie aber doch einen
gewissen Mindestabstand einhaltetigsen.

Anstelle der ZahlerV + y? kann man auchifr ein festes: die Zahlen
kN +y2 betrachten. Falls dies eine Quadratzetist, gilt entsprechend

kN =2 —y? = (@ +y)(z—y),

und wenn man Gick hat, sind ggT{ + y, N) echte Faktoren voiv.

Wenn man Pech hat, sind es freilich einfach die beiden Zagies
und N. Trotzdem lassen sich darauf sehr effiziente Faktorisgswer-
fahren aufbauen, denn die obige Gleichung besagt ja auhyilaour
irgendwiezwei Zahlenz, y finden miissen mitz? = y? mod N und

dann eine Chance haben, daf3 gg¥y, N) uns zwei Faktoren voiv

liefert. Je mehr solche Paare, {;) wir finden, desto gi3er sind die
Erfolgschancen.

Der Grundalgorithmus zum Finden solcher Paare ist das sogén
guadratische Sieb, mit dem wir uns atchstes beséftigen wollen.

In seiner einfachsten Variantealen wir uns ein quadratisches Poly-
nom, z.B. das Polynom

f(a;):(x+[\/ﬂ)2—zv.

2
Fur jedesz ist dannf(z) = (;v + [\/ND mod N, wobei links und
rechts verschiedene Zahlen stehen. Inshesondere stiehitrnallge-
meinen keine Quadratzahl.

Falls wir allerdings Werter,, z,,...,z, finden lonnen, @ir die das
Produkt derf(z;) eine Quadratzahl ist, dann ist

ﬁf(a:l) = ﬁ (a:+ [\/NDZ mod N
i=1 1

=

eine Relation der gesuchten Art.
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Diese Strategie er#itt die Wahl des Polynomys Wir betrachten sowohl
die Zahlenz + [\/N} als auch

f@)= (a+ [VN]) = N =2+ 20 [VR] + [VA] - .

Fur z-Werte, die deutlich kleiner als/N sind (und nur mit solchen
werden wir es im folgenden zu tun haben) liegen beide Zahien i
der GBRenordnung/N; bei den meisten anderen Polynomen, die ein
Quadrat minugV produzieren, ire entweder die zu quadrierende Zahl
oder deren Funktionswert deutlichtdger. Nailirlich kann anstelle von

[\/N} genauso gut eine andere Zahhlicher GoRenordnung verwen-

det werden; es kommt nur darauf an, dal3 ihr Quadrat in @aeNonN
liegt.

Um geeigneter; zu finden, betrachten wir eine Mendkvon Prim-
zahlen, die sogenannte Faktorbasis. TypischerweisaéleiHur die
Faktorisierung einer etwa hundertstelligen Zahl zwisch@® und 120
Tausend Primzahlen, dererofite somit, wie die folgende Tabelle zeigt,
im einstelligen Millionenbereich liegt.

n  n-te Primzahl n  n-te Primzahl
100000 1299709 600000 8960453
200000 2750159 700000 10570841
300000 4256233 800000 12195257
400000 5800079 900000 13834103
500000 7368787 1000000 15485863

Beim quadratischen Sieb interessieren mtMVerte, ir die f(x) als
Produkt von Primzahlen au8 (und eventuell auch Potenzen davon)
darstellbar ist. Isf(z;) = [[ 5 p“", 0 ist

H f(iCl)Eq = H p2;1 €ip€i
im1

peEB
genau dann ein Quadrat, wedn’_, e, ¢, fur allep € B gerade ist.
Dies Hangt naiirlich nur ab von der; mod 2 und der;, mod 2; wir

konnere,; unde,, daher als Elemente deipers mit zwei Elementen
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auffassen und bekommen daiiierF, die Bedingungen
> eye;=0 furallep € B.
=1

Betrachten wir diez; als Variablen, ist dies ein homogenes lineares
Gleichungssystem in Variablen mit soviel Gleichungen, wie es Prim-
zahlenin der Faktorbasis gibt. Dieses Gleichungssysténidtatriviale
Losungen, falls die Anzahl der Variablen die der Gleichurigmnrsteigt,
falls es also mehr Zahlery gibt, fur die f(z;) Uber der Faktorbasis fak-
torisiert werden kann, als Primzahlen in der Faktorbasis.

Fur jede nichttriviale bsung ist

Hf(xi)gi = H (x + [\/NDZEL mod N
=1 =1

eine Relation der Form? = 3? mod N, die mit einer Wahrscheinlich-

keit von etwa ein halb zu einer Faktorisierung vdnfiihrt. Falls wir

zehn linear unakidmgige Llosungen des Gleichungssystems betrachten,

fuhrt also mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 99,9% mgides eine

davon zu einer Faktorisierung.

Da ¢, nur die Werte 0 und 1 annimmt, stehen in obigem Produkt
natirlich keine echten Potenzen: Man multipliziert einfach die Fak-
toren miteinander,ifr diee, = 1 ist. AuBerdem interessieren nicht die
links- und rechtsstehenden Quadrate, sondern deren Qwadzaln;
tatsachlich also berechnet man (hier imdich in Ny)

x= H PP mod N und y = H (a: + [\/NDE mod N .

peEB i=1

Zum besseren Vei@hdnis des Grundprinzips wollen wir versuchen,
damit die Zahl 15 zu faktorisieren. Dies ist zwar eine sehypische
Anwendung, da das quadratische Siblicherweise ersifr mindestens
etwa vierzigstellige Zahlen angewandt wird, aber zuminhdas Prinzip
sollte auch damit klarwerden.

Als Faktorbasis verwenden wir die Menge
B={23711};
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die Primzahl @inf fehlt, da 3 5 = 15 ist und daher bei einer Faktorbasis,
die sowohl drei als auchihf enthalt, die Gefahr zu grof3 ist, dal3 die
linke wie auch die rechte Seite der Kongruenz duriahfZehn teilbar

ist. Bei realistischen Anwendungen muf man auf soléberlegungen
keine Ricksicht nehmen, denn dann sind die Elemente der Faktsrbasi
hochstens siebenstellig und somit erheblich kleiner alsgeé®guchten
Faktoren.

Wir berechnenf(z) fur x = 1,2,..., bis wir einige Funktionswerte
haben, dieliber der Faktorbasis faktorisiert werdednken. Die fak-
torisierbaren Werte sind in folgender Tabelle zusammesties

r x+ [\/N} f(z) Faktorisierung
1 4 1

3 6 21 37

5 8 49 7

6 9 66 2-3-11

10 13 154 27-11

54 57 3234 23.7°.11

Die erste und die dritte Zeile sind selbst schon Relatiomemydsuchten
Art, namlich

42=1mod15 und 8= 7°mod 15.

Die zweite Relation ist nutzlos, denn87 = 1 und 8 + 7 = 15. Die erste
dagegeniihrt zur Faktorisierung, denn
09T(4+2115)=5 und ggT(4 1,15)=3.

Da dies aber ein Zufall ist, der bei grof3en Werten Vérso gut wie
nie vorkommt, wollen wir das ignorieren und mit den Relaéinrzu
x =3,6,10 und 51 arbeiten:

62 =3.7 mod 15
9 =2.3.11 mod 15
1 =2.7-11 mod 15

572 =2.3-7%-11 mod 15
Multipliziert man die ersten drei dieser Relationen miggider, folgt
(6-9-13F=(2-3-7-117% mod 15
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oder 702 = 4622 mod 15. Da
ggT(702— 462 15) = ggT(24015) = 15
ist, bringt das leider nichts.

Wir erhalten auch dann rechts ein Quadrat, wenn wir das Rtathr
ersten, dritten und vierten Relation bilden; dighrt auf

(6-13-57¢ = (2-3-7?-11¥ mod 15
oder 4446 = 3234 mod 15. Hier ist
ggT(4446— 3234 15) = ggT(121215) = 3,

womit wir die Zahl 15 faktorisiert haben — wenn auch nicht edingt
auf die einfachstiigliche Weise.

Bei realistischen Beispielen sind die Funktionswefig) deutlich
groBer als die Primzahlen aus der Faktorbasis; auRerdenm lidige
vollstandig faktorisierbaren Zahlen vielidner als hier: Bei der Faktori-
sierung einer hundertstelligen Zahl etwa muf3 man davoretuesg dald
nur etwa jeder 1Bte Funktionswertiber der Faktorbasis zéift.

Daher ist es wichtig, ein Verfahren zu finden, mit dem diesaigen
Funktionswerte schnell und einfach bestimmt werdénren. Das ist
zum Glick miglich:

Der Funktionswerf (x) ist genau dann durghteilbar, wenn
f(x) =0 modp

ist. Fur ein Polynomy mit ganzzahligen Koeffizienten ist offensichtlich
f(x) = f(y) modp, falls z = y modp ist. Daher ist fir ein z mit
f(x) = 0 modp auch

flx+kp)=0modp flurallekeZ.

Es geriigt daher, im Bereich & x < p — 1 nach Werten zu sucheriirf
die f(z) durchp teilbar ist.

Dazu kann marf auch als Polynoriiber dem Krper mitp Elementen
betrachten und nach Nullstellen in dieseirger suchen. i Polynome
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grof3en Grades und grofRe Werte yokann dies recht aufwendig sein;
hier, bei einem quadratischen Polynomijseen wir ndirlich einfach
eine quadratische Gleichungsen: InF,, wie in jedem anderen &per
auch gilt

f(x):(x+[\/ND2—N=O<:> (m[\/NDZ:N,

und diese Gleichung ist genau dadsbar, wenn es ein Elemente [,
gibt mit QuadratV, wenn also it

w? = N modp
ist. Furp > 2 hatf(z) = 0inF,, dann die beiden Nullstellen
r=— [\/N} Tw;

andernfalls gibt es keinedsung.

Insbesondere kann alsf(x) nur dann durcty teilbar sein, wennV
modulop ein Quadrat ist; dies istif etwa die Hilfte aller Primzahlen
der Fall. Offensichtlich sind alle anderen Primzahlen lnstzind sollten
daher gar nicht erst in die Faktorbasis aufgenommen werden.

Im Kapitel iber quadratische Reste werden wir sehen, daf? sich auch f
grofReN undp leicht und schnell entscheidefdt, obN modulop ein
Quadrat ist; der Aufwand entspricht ungbkf dem eines auV undp
angewandten EkLID ischen Algorithmus. Wir werden dort auch sehen,
danR sich fir solche Quadrate relativ schnell die beiden Quadratvmrze
modulop berechnen lassen.

Das eigentliche Sieben zum Auffinden der kompléttr der Faktorbasis
zerlegbaren Funktionswertgx) geht dann folgendermaf3en vor sich:
Man legt ein Siebintervalt = 0,1, ..., M fest und speichert in einem
Feld der langeM + 1 fir jedesz eine Approximation von log| f(x)]|.

Fur jede Primzahp aus der Faktorbasis berechnet man dann die beiden
Nullstellen z, ,, von f modulop im Intervall von 0 bisp — 1 und
subtrahiert von jedem Feldelement mit Index der Farm+ kp oder

x5 + kp eine Approximation von logp.

Falls f(z) Uber der Faktorbasis komplett faktorisierbar ist, solkam
am Ende der entsprechende Feldeintrag bis auf Rundungstgiich
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null sein; um keine Fehler zu machen, untersucht man daealie 10 2649 19268945 519-43-53- 89
Feldelemente, die betragéfig unterhalb einer gewissen Grenze liegen, 11 4163 36586077  311-19-23-43-59
durch Abdividieren, ob sie wirklich komplett faktorisiereund man 12 4801 45256497  311-13-31-41.83
bestimmt auf diese Weise aughie sie faktorisieren. DamitaRt sich 13 5497 55643601  313-17-23-41-89
dann das oben e@tnte GleichungssysteiberF, aufstellen und, falls 14 6253 68023857  311-19-23-53-89
geriigend viele Relationen gefunden sind, nichttrivial ésein, daR 15 10991 171643917 317-23-41-43-83
eine der daraus resultierenden Gleichungén= y2 modp zu einer 16 11275 179281245 3-11-13-19-53-83
nichttrivialen Faktorisierung voiV fuhrt. 17 14575 279852045 -3H-11-17-19-59-89

) ) ) o 18 18535 429286605 H-11-23-31-41-89
Als zwar immer noch untypisch kleines Beispiel, das besset u

schneller durch Abdividieren faktorisiert werdedrinte, betrachten wir Ein Vektors' € F28 fiirden[] f(z,)* ein Quadrat istdst daheiiberF,
die ZahlN = 5352 499. Wir nehmen als Faktorbasis alle Primzahlen das lineare Gleichungssystem mit Matrix
kleiner hundert modulo deré¥ ein Quadrat ist; Nachrechnen zeigt, dal3

B= 11110101101111111\1
={3,5,11,13 17,19,23, 31,41, 43 53 59, 83,89} 0001010101 00000111
dann 14 Elemente erih. Fir jedes davon filssen wir die quadrati- 01100010001 1010111
sche Gleichung (z) = 0 modp losen, was hier nétlich selbst durch 0101011000011 0010
Ausprobieren recht schnelldglich wéare. Die losungsmengen sind 101100010000101001
0001 010O0OO0OI11O0O01011
p= 3 > 1 3 1r 19 23 1000000100101 110 01}
Losungen {1,2} {0,4} {0,5} {4,11} {6,9} {2,8} {0,20} 010011001001 00000 1"
p= 31 41 43 53 39 83 89 0000101000011 0100°1
Losungen{27,28} {3,4} {26,35} {3952} {2,33} {35,70} {23, 68} 01000111111 000100
Wenn wir damit das Intervall der rialichen Zahlen von 1 bis 20000 co0o011010110001010
sieben, erhalten wir 18 Zahlen, diber der Faktorbasis komplett zer- co01010010010000O0O0T1F®¢
fallen: 00100000100100110))
1 00 0O0O0OO0OO0O0OO0ODO0OD1TO0O0O1IT10©0M11A4

i x; f(z) Faktorisierung

1 23 104397 317-23-89 Der Gauss-Algorithmus fihrt auf die losungen

2 121 571857 311-13-31-43

3 533 2747217 311-17-59-83 (s p,p*pptpotp+rv+od+p,o,

4 635 3338205 35-13-17-19-53 vtutdvtotpu+rputo+rr, \vto,u,v,p,0,T)

5 741 3974417 3141-53-59

6 895 4938765 35-13-19-31-43 mit sechs freien ParameteMu, v, p, o, 7 € F,. Setzen wir zuachst

7 2013 13361777 1113-41-43-53 A=pu=0=1,v=p=7=0,so erhalten wir die &sung

8 2185 14879505 35-17-23-43-59

9 2477 17591601 331-43.53-83 £=(11,11111100,01110,0,10).
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Sie fuhrt auf die beiden Zahlen

=[] p? =5 mod N = 854237 und
peEB

y=g(az+ {\/ND mod N = 3827016 .

Leider ist die Differenz dieser beiden Zahlen teilerfremd\z

Setzen wir in einem zweiten Versueh= 1 statty = 0, so erhalten wir
die weitere Bsung

£=(14,1,1,1101,1,110,1,0,1,1,0,1,0),
die uns die Zahlen

=] p* 2= modN = 1020903 und
peEB

y:g (x+ {\/ND mod N = 4093611

liefert. Nun ist der ggT der Differenz miy¥ gleich 1 237, womit wir die
Faktorisierung
5352499 = 123'% 4327

gefunden haben. In diesem Fall sind die beiden Faktorerr $myaits
Primzahlen; das wird nétlich im allgemeinen nicht der Fall sein — es
sei denn, man startet wie hier mit dem Produkt zweier Priterah

Natiirlich hatte uns jede der bisher behandelten Methoden dieses Ergeb-
nis mit erheblich geringerem Aufwand und auch erheblichetibr
geliefert; das quadratische Sieb entwickelt seiréekan erst bei erheb-

lich groReren Zahlenifr die es dann oft tagelang rechnet.

Dabei verwendet man das quadratische Sieb meist nicht irhider
vorgestellten Einfachstsversion, sondern mit verscimed®ptimierun-
gen.

Bei realistischen Anwendungenwird ddrerwiegende Teil der Rechen-
zeit fur das Sieben gebraucht. Die&lt sich relativ einfach paral-
lelisieren, indem man das Siebém ferschiedene Teilintervalle auf ver-
schiedene Computer verteilt. Auf diese Weigmken mehrere Tausend
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Computer jeweils ein Teilintervall sieben und anschlief3die gefun-
denen Faktorisierungen an eine Zentrale melden. Sobaidyged viele
eingegangen sind, kann diese ein lineares Gleichungssysiéstellen
und diesesdsen.

Eine weitere Verbesserung, die ziirkeren Suchintervallen und damit
auch kleineren Zahlenihrt, besteht darin, anstelle des einen Poly-
noms f mehrere Polynome zu verwenden. Auch diesaren wieder
auf verschiedene Computer verteilt werden. Falls einigd’déynome
auch negative Werte annehmednkien, muf3 auch das lieksichtigt
werden, indem man bei der Faktorisierung der nach dem Sigeg
gebliebenen Zahlen auch noch dié als zuatzliche,Primzahl* in die
Faktorbasis aufnimmt.

Ab etwa 120 bis 130 Stellen wird eine Variante schneller, dbi
auch mit komplizierteren als nur quadratischen Polynomesartggi-
tet wird, das sogenannte Zablpersieb. Es hat seinen Namen daher,
daf die dahinterstehende Theorie mit algebraischen dgidkn arbei-
tet; konkret gerechnet wird allerdings weiterhin mit gamnz&ahlen.
Dieses Zahl&rpersieb ist die derzeit beste bekannte Methode zur
Faktorisierung von Zahlen, die Produkte zweier Primzakllenlicher
GroRenordnung sind; von diesem Verfahren geht also diBtgrGefahr
fur RSA aus. Der derzeitige Rekordrfdieses Verfahren ist die im
Dezember 2009 gefundene Faktorisierung einer zweihungeidnd-
dreiBigstelligenchallenge numbeder Firma RSA durch ein interna-
tionales Team; dazu wurde von August 2007 bis April 2009 auf v
schiedenen Clustern von Computern gesiebt. Einzelheitehunter
http://eprint.iacr.org/2010/006.pdf zu finden.



Kapitel 5
Kettenbriiche

§1: Der Kettenbruchalgorithmus

Der EUKLID ische Algorithmusaf3t sich auch verwenden, um eine reelle
Zahl durch Biiche zu approximieren. Beginnen wir der Einfachheit
halber mit einer rationalen Zahl= * mit n, m € N. Der erste Schritt
des BuKLIDischen Algorithmus dividierk durchm:

"

n
n:m=q ReStrlba:E:qo+E.

Fallsr, # 0 ist, wird im zweiten Schrittn durchr, dividiert:

m Ty
m:ry=¢q; Restry= —=q¢+ == a=¢q+ o
T T 2
1 1 gt —
1
Istauch nochr, von Null verschieden, wird sodampdurchr, dividiert:
T T3 1
riir,=¢g, Restry= = =g+ = =a=¢+——7F—,
T2 T2 1
aut

"3

+ =

42 r
und so weiter. Die Konstruktion muf3 nach endlich vielen 8&hr
abbrechen, denn die Folge der Restieeim EUKLID ischen Algorithmus
ist monoton fallend und muf3 daher schlie3lich Null erreicHeéamit

ist « dargestellt als ein sogenannk&ttenbruch.

Wir kdnnen die Konstruktion auch so formulieren, daR sie nur v@an d
Zahl a = - abhangt: Der Quotient bei der Division mit Rest ven
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durchm ist gy = [a], und der durchn dividierte Rest istv — ¢y. Dies
fuhrt zu folgender Formulierung des Algorithmus:

Setze zur Initialisierung, = [a] und schreibe
a=cgta; mit 0<ay<1.

Im s-ten Schritt; > 1, brichtder Algorithmus ab, falls, verschwindet;
andernfalls wirdc; definiert als gbf3te ganze Zahl kleiner oder gleich
1/a,; unday,q SO, daf gilt

1_
a_i_ci+ai+l'

Offensichtlich ist dann

1
a=cygtag=cyt =cot
Cl+()él 1+ 1
cytay
1
:...:co+ 1
Cl+ 1
c,t+
L1
Cr_1
c,. ta,

Da diese Darstellung sehr viel Platz verbraucht, verwendst dafir
oft auch die kompaktere Schreibweise

a=[cyc1y---rC 0]

Falls der Algorithmus mity, = O abbricht, steht im untersten Bruch
natlirlich nurc, im Nenner, und wir schreiben den Kettenbruch kurz als

[co,c1y- -5 0]

So, wie der Algorithmus jetzt formuliert ist,0kinen wir ihn auch auf
irrationale Zahlerx anwenden. Dann kann keir). verschwinden, denn
sonst latten wir ja eine Darstellung vanals rationale Zahl. Wir &nnen
aber nach dem-ten Schritt abbrechen und den Bruch betrachten, der
entsteht, wenn wie,, = 0 setzen. Diesen Bruch bezeichnen wir als die
r-te Konvergenteder Kettenbruchentwicklung vam.
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Als Beispiel betrachten win = /2. Hier istc, = [v2] = 1 und
oy =2 — 1. Also ist

1_ 1 V2+1

o V2-1 (V2-1)(2+1)
dh.e; = [1+v2] =2unda, = 1+v2 -2 =2 -1 = a;. Damit
wiederholt sich ab jetzt alles, d.h.

1
V2=1+
2+

=v2+1,

1
1
1
1
2+...
In Analogie zu periodischen Dezimailmhen schreibt man dies auch
kurz in der Form

2+
2+
2+

V2=1[1,2,2,2...1=[1,2].

Die ersten Partialliiche sind

1 7
Py=1 P, =1+-=15 P,=1+ =-=14,
2 175
2+
2
1 17 _ 1 41
Py=1+— = =—-=1416 und P=1+——— = _
s, L 12 1 29
+ 2+ ——
1 1
2+3 24—
2+ =
2

was ungedhr gleich 14137931 ist. Die Fehley2 — P, sind, gerundet
auf sechs Nachkommastellen, die Zahlen

0414214 —0,085786 0,014214 —0,002453 und (000420 ;

verglichen mit den kleinen Nennern2,5,12 und 29 haben wir al-
so erstaunlich gut&Jbereinstimmungen, und iraibrigen ist auch die
Kettenbruchentwicklung erheblich regeiffiger als die Dezimalbruch-
darstellung von/2.
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Als zweites Beispiel betrachten wir = 7; hier erhalten wir zuachst
¢ =3 unday =7 — 3~ 0,14159, sodann

T —

1
¢ = { 3] =7 und a,~ 0,062513285.

. 1 :
Im nachsten Schritt ist, = {—} = 15 undag ~ 0,99659976. Weiter
(&%

gehtes mitc3 = 1,¢4 = 292,¢5 = ¢ = ¢; = 1,¢g = 2 undcy = 1. Ein
Muster ist weder erkennbar, noch ist eines bekannt.

Die Kettenbruchentwicklung von ist somit
m=1[3,7,151,2921,1,1,2,1,...].

Die ersten Partiallirche und ihre Differenzen vonsind

1 15 16 4687
3 3 7 3 106 3 113 3 33102

0,14 —-00013 83-10° -27-107 58-1071°

Auch hier haben wir wieder, verglichen mit derd®e des Nenners,
exzellente Approximationseigenschaften.

82: Geometrische Formulierung

Wir wollen uns zui@chstiberlegen, dall die Konvergenten der Ket-
tenbruchentwicklung einer irrationalen Zahl stets die \amigegebe-
ner GiolRenordnung des Nenners bedgiiche rationale Approximation
dieser Zahl liefern.

Dazu betrachten wir (im wesentlichen nach dem Ansatz vardiD
STARK in seinem BuchAn Introduction to Number TheorIT Press,
1978) das Problem der rationalen Approximation von der gadathen
Seite: Zur reellen Zahtv > 0 haben wir die Geradg = ax durch
den Nullpunkt, und offensichtlich ist genau dann rational, wenn auf
dieser Geraden auf3er dem Nullpunkt noch ein weiterer Pynk} fnit
ganzzahligen Koordinaten liegt. Rationale Approximatiorerhalten
wir durch Punkted, p) € Z x Z, die in der Nahe der Geraden liegen.
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(Die Reihenfolge der Koordinaten mag auf den ersten Blickwuadern;
sie kommt daher, daf’ wir die Steigunger Geraden durch die Steigung
des Ortsvektors zum Punkt,p) anrahern wollen, und die igi/q.)

Die folgende Konstruktion liefert Punkie, nahe der Geraden, diérf
geraden stets unterhally = aux liegen und @ir ungerade: dariber:

Wir starten mitP_, = (1,0) undP_; = (0, 1).

Zu zwei PunktenP = (g, p) und P’ = (¢, p’), die auf verschiedenen
Seiten der Geraden liegen, gibt es stets eine nichtneggdivee Zahl

¢ € Ny, so dalP + c¢P’ entweder auf der Geraden liegt oder aber auf
derselben Seite wiB, wahrendP + (c+1)P’ auf der anderen Seite liegt.

Liegt namlich beispielsweis® unterhalb der Geraden, so jstg < «,
alsop — aig < 0. Fur den oberhalb der Geraden liegenden Purikist
entsprecheng’ — aq¢’ > 0. Damit ist klar, daR

p—aq

" [p’—aq’]

das Verlangte leistet. Maiiberlegt sich leicht, dal3 diese Formel auch
gilt, wenn P oberhalb und”’ unterhalb der Geraden liegt.

Zahler und Nenner des obigen Bruchs lassen sich einfach gesche
interpretieren: ¢, ag) hat dieselber-Koordinate wieP = (g,p) und
liegt auf der Geraden = ax; daher isp — aig der (gerichtete) vertikale
Abstand vonP zur Geraden ungd’ — o’ entsprechend der vaR'.

Ausgehend vor® = P_, = (1,0) und P’ = P_,; = (0, 1) definieren wir
nun die PunkteP, furn > 0 mit dem wie oben definierten= c,, aus
ihren beiden Vorgngern rekursiv als

Pn:Pn—2+cnPn—1'

Dann liegtP, auf derselben Seite der Geraden g ,, fur gerades

also unterhalb undif ungerades oberhalb — es sei denn, irgendwann
einmal liegt einP,, auf der Geraden. In diesem Fall istrational und

wir brechen die Konstruktion ab.UfF irrationalesa erhalten wir eine
unendliche Folge von Punktd?),.
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Bezeichnen wir mit,, = p,, — aq,, den gerichteten vertikalen Abstand
des Punkte®, = (g,,, p,,) von der Geradep = az, SO ist nach obiger
dn—Z

Formel
= |: dn—l :| .

Daher verschwindet, genau dann, wenf,, _,| < |d,,_,| ist.

Istdageged,, ;| < |d,_,|,soistc, > 1,unddaP, = P, ,+c,P, ;
auf derselben Seite der Geraden liegt Wje ,, ist auch
dn = dn—2 + cndn—l = dn—Z + |:
dn—2

dn—Z :| d
n—1
d —2
=d +
nt (|: dn—l :| dn—l)

dn—l
betragsrafiig kleiner alsl,,_,. (Man beachte, da,_, undd,,_, ver-
schiedene Vorzeichen haben!) Falls daliieeinen Index der Abstand
von P, _, zur Geradeny = ax kleiner ist als der vorP,_,, gilt dasselbe
auch fir alle folgenden Indizes, und ab dem Indegind allec; > 1.

Die ersten beiden Ab&nde sindi_, = —a undd_; = 1; es fangt vono
ab, welche der beiden Zahlen dei@@eren Betrag hat.

Der rachste Punkt isE, = (1, ¢g) mit ¢y = [«], also istdy = [a] — «a,
und der Betrag davon ist kleiner als; = 1. Somit ist fir allen > 1
der Koeffizientc,, von Null verschieden unfi,, | < |d,,_|.

Aus den BEZithngenn = Pn_2 + CpnDPn—1 und qn = qn_2 + Cnln—1
sehen wir daher, dal3 die Folge derwie auch dep,, fur n > 1 strikt
monoton ansteigt, ahrend die Folge der Differenzen

‘a_p_n = 1dul
an an

strikt monoton &llt. Die Brichep,,/q, geben also immer bessere
Annaherungen an.

Wir kdnnen die obigen Rekursionsformeln zusammenfassen zuixMat

gleichung
< Pn qn > - (Cn 1> <pn—l qn—l> .
Pn—1 4n-1 1 0 Pn—2 4n-—2 '
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wenden wir darauf den MultiplikationssatrrfDeterminanten an, erhal-
ten wir die Formel

Prn-1— Pn-1= —Ppn_19n—2 — Gp-1Ppn—2) -
Firn =0istp_jq_»—q_4p_, = 0-0—1-1 = —1; daraus folgt induktiv
die Formeb, ¢, 1 — q,p,,_1 = (—1)" 1. Insbesondere sind die Zahlen
p,, undg,, stets teilerfremdp,, /q,, ist also ein gelarzter Bruch.

Als nachstes wollen wir un§iberlegen, daf3 die Folge dieseriBhe
gegena konvergiert. DaP, und P,,, auf verschiedenen Seiten der
Geradeny = ax liegen, istfirn > 0

’a _ Dol o [ Pasr _ Pa| | Pusaln — GueaPn
dn o qn+1 qn 4 qn+1
1 1 1

An9n+1 qn(qn—1+cn+lqn) o qrzz .
Da die Folge deg,, strikt monoton ansteigt, konvergiert die Folge der
p,./4, Somit gegeny, und dies sogar extrem gut: Istq eine rationale
Approximation einer irrationalen Zalkl, so kann der Fehler im allge-
meinen bis zu 12¢ betragen; hier ist erdthstens 14° und tatgchlich
wohl, da wir recht grob abgesatrt haben, meist noch kleiner. Wie
wir gleich sehen werden, muf3 umgekebry eine Konvergente der
Kettenbruchentwicklung voa sein, wenrja — p/q| < 1/24 ist.

Zuvor missen wir uns aber nodkberlegen, dal3 die hier betrachteten
Bruchep,, /q,, tatsachlich die Konvergenten der Kl definierten Ket-
tenbruchentwicklung sind und daf? die hier betrachteteriefafy mit
deneniibereinstimmen, die der Kettenbruchalgorithmus liefert.

Dazu setzen wir p

n =

n—1| _ dn—l .
dn—Z dn—Z ’

zumindest @ir n > 1 ist danne,, < 1. Wegenc,, = [|d,,_,/d, _4|]
ist dannc,, = [1/«,,]. Division der Beziehungl,, = d,,_, + ¢,d;_;
durchd,,_, fuhrt auf

dn dn—Z

= + cn
dn—l dn—l

«

+c

1
oder — a4 =——
n

n !
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was wir wiederum umformendanen zu

— =c, T,

Qp

Dac, =[1/«,]ist a = ¢, + a4, fUhrt dies genau auf die i1 konstru-
ierten Folgen det,, unda,, .

Insbesondere liefern unsere Rekursionsformigtrdfe Koordinatem,,
undg,, Zahler und Nenner der Konvergenten der Kettenbruchentwick-
lung vona, was wir als Satz festhalten wollen:

Satz: Ista = [cg, ¢q, ¢y, . . . ] die Kettenbruchentwicklung einer reellen
Zahl, so lassen sich die Konvergenig}y q,, folgendermafen rekursiv
berechnen:

Po = Co,q0 = 1,p1 = coep +1,q1 = ¢q,
Pn =Pp_2tCypp_1 UNA g, =q, p*c,q, , furn>2.

Die so berechneten Zahler undg,, sind stets teilerfremd; genauer ist
Prn_1— GnPn_1 = (—1)""*fiir allen.

Zu beweisengibt es hier nichts, denn wir haben alle diese Formeln
bereits bewiesenif die Koordinatery,, undp,, von P, und wie wir
gerade gesehen haben, sind das der Nenner undatderZdern-ten

Konvergenten.
|

Fur spatere Anwendungen wollen wir noch eine Formel herleite, wi
sich o ausa,, sowie den Konvergentep, _,/q,_; undp,,_»/q,_»
berechnetd3t: Nach Definition ist

— dn—l _ Dp1—0QG, 1
o, = — =— .

" dn—Z Ppn—2—Qqy_»

Damitista,, (ag,,_5 — Pyy_2) = Pr_1 — Qq,,_1, Was durch Umordnung
der Terme aubv(«,,q,,_» + q,,_1) = &, P, + D,,_4 fUNIt. Also ist
— OpPn—2 + Dn—1
ApQp—2 + dn-1
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§3: Optimale Approximation

Nach den Vorbereitungen im letzten Paragraph@mnien wir nun be-
weisen, dal} Kettenbiche in der Tat bestagliche Approximationen
sind im folgenden Sinne: Ist/s irgendein Bruch, dessen Nenner
zwischen den Nennerg),_, undg, zweier Konvergenten der Ketten-
bruchentwicklung liegt, so ist,,_;/q,,_1 eine bessere Approximation
alsr/s:

Lemma: p, /q, seien die Konvergenten der Kettenbruchentwicklung
einer reellen Zahk. Fallsa irrational ist oder rational mit einem Nenner
echt gbRerg,,, n > 2, so ist fir jede rationale Zahl/s mit s < ¢,, und
T‘/S ¢ {pn—l/qn—bpn/qn}
‘ r
o — —
S

Pn-1
qn-1

>’a—

Beweis:Wir betrachten die Punkt8, 1 = (¢,,_1, P_1): P, = (@5, Py)
undR = (s, 7). Es gefiigt zu zeigen, daf3 der vertikale Abstand vgn ;
zur Geradery = ax einen kleineren Betrag hat als der vBn

Wir schreibenR als ganzzahlige Linearkombinatidh= kP, _; + (P,
der PunkteP, ; und P, . Das ist ndglich, denn die Determinante des
linearen Gleichungssystems

(2 ) ()=(0)

dn-1 dn ¢ s

ist nach dem Satz am Ende des vorigen Paragraphen gleich
P = Ppn—1= (1)1

Die somit eindeutig bestimmtedsung &, £) des Gleichungssystems ist

ganzzahlig, denn wenn wir sie nach detAameRrschen Regel ausiick-

en, sindk und ¢ Briiche mit dieser Determinante im Nenner und einer

ganzzahligen Determinante inéBler.

Fur das Folgende wollen wir uns aufden kgl ,/q,,_, < a < p,,/q,
beschéanken; der Falb,,_,/q,,_, > o > p, /q,, geht Wllig analog.

Kap. 5: Kettenbriiche 142

Wir betrachten die GeradgdurchkP,_, mit SteigungsvektoOP,;
nach unserer Annahme ist ihre Steigung@gr alsx.

ImFallk < Oliegtder PunkkP,,_
und damit die ganze Geradezu-

R mindest ab dem PunktP,_; ober-
9 Pn halb der Geraden = ax, und we-
gen der gdlReren Steigung vop
S steigt der Abstand zwischen den
=0 beiden Geraden mit wachsendem

Wir kdnnen den Abstand vaoR zur
Geradeny = ax daher nach unten
o absclatzen durch den Abstand des
s SchnittpunktsS von g mit der y-
Achse. Dessen Abstand wiederum
kB konnen wir nach unten absatzen,
indem wirk = —1 setzen, denn in diesem Fall ist der Abstand yanr
Geraderny = ax am kleinsten. Der Punkt P, _; hat (betragsi@iig)
denselben Abstand von = ax wie P,,_,, und da die Abszisse = 0
von S groRer ist als die von-P,,, hat somitS einen gbReren Abstand
vony = azalsP,_,.ImFallk < 0ist damit die Behauptung bewiesen.

Als nachstes betrachten wir den Fali> 0. Dann muf¥ < 0 sein, denn
sonst vére diex-Koordinates = kg,,_; + £g,, von R grof3er alsg,,. Der
Punktk P, _, liegtunterhalb der Geraden= oz und die Geradgnahert
sich dieser mit steigender Abszisse immer mehr an. Da dektPRin
entweder dieselbe Abszisse wi€’, _; hat oder eine kleinere, ist sein
Abstand somit bchstens gleich dem vornP,,_;, der wiederum das-
fache des Abstands vaR,_, ist. Flirk > 2 erhalten wir damit die
gewlnschte strikte UngleichungiFk = 1 erhalten wir auch eine, denn
wegen der Voraussetzudgy# P,_; muf3 danr? > 1 sein.

Bleibt noch der Falk = 0. Dann istR = ¢P,, wobeil Z 1, daR # P,,.
Anderseits kand auch nicht go3er als eins sein, denn< ¢,,. Somit
kommt dieser Fall gar nicht vor. .
Als nachstes wollen wir unéiberlegen, wann gute Approximationen
Konvergenten der Kettenbruchentwicklung seiissen. Wir wissen
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bereits, dalifr die Konvergenten gilt

Un
Dies charakterisiert die Konvergenten allerdings nochthiBetrachten
wir etwa die Kettenbruchentwicklung vam = /3. Der Algorithmus
liefert zurachstc, = [v/3] = 1 unday = /3 — 1. Der Kehrwert davon

ist
! —\/§+1=:> =1 und _V3-1
- C1 — Ay — .
\/g 1 2 1 2 2
Der Kehrwert davon ist
2
=V3+1=¢,=2 und az=V3—-1=q;.
/31 2 3 1
Ab hier wiederholt sich also alles periodisch, d.h.
1 _
\/§:1+ 1 :[1,1,2].
1+— =
1
2+
1+ !
2+
Die ersten Konvergenten der Kettenbruchentwicklung sind
2 3 8 11
1, 2 1§, 1‘—1, 11—1 und 11—5,

da die Folge der Nenner monoton steigt, gibt es also keinedtgente
mit Nenner sieben. Trotzdem ist

5 1 1 1
\/§—1?‘ ~0017765< 02= 25 < 75 = 5 .

Dafur gilt aber der folgende Satz, dessen zweiidftd bereits 1808 von
ADRIEN-MARIE LEGENDRE(1752-1833) bewiesen wurde:

Satz: a) Eine irrationale Zaht erfullt fur jedes: > 2 mindestens eine
der beiden Ungleichungen

1
2q5

o Pn

n

o — Pnt oder

< <

dn—1 2q721—l
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b) Erfullen zwei ganze Zahlep, ¢ die Ungleichungda — =| < 22" SO
q q

ist  eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung von
q

Beweis: a)Angenommen, beide Ungleichungen sind falsch. Nach Mul-
tiplikation mit g,,_; bzw.q,, haben wir dann die beiden Relationen

1
’qn—la - pn—l’ > 2 und |qna - pn| >

n—1 ZQn '

Wir nehmen @ir den Beweis wieder an, da_;/q,,_1 < & < p,,/¢,
ist; der umgekehrte Fall gehbilig analog.

Nach unserer Annahme liegt der Pudkt_; = (g,,_1,p,,_1) unterhalb
der Geradew = ax, undP, = (g, p,,) liegt daiiber.

Das Kreuzprodukt (sieche Anhang) der Vektor&®,_, und OP,

hat als Betrag die Bche des davon aufgespannten Parallelogramms;
das Dreieck mit Ecke®, P,_; und P, ist halb so grof3. Wegen der
Beziehunw, q,, ; — q,,p,_1 = (—1)"~List die Fache dieses Dreiecks
daher gleich 12.

Als nachstes betrachten wir zu den Punkfér= (g;, p;) ihre Projek-
tionen @, = (g;, ag;) in y-Richtung auf die Geradg = ax und die
DreieckeAOP;Q,. Nach Voraussetzung ist dieahge der Seitd’;,Q);
furi = n—1undi = n mindestens 12q,. Die darauf senkrecht stehende
Hohe istg;, also ist die Fhiche jedes der beiden Dreiecks mindestegis 1

Ist S der Schnittpunkt der Gera-
p, deny = ax mit der Verbindungs-
strecke vorP,_, undP,, so ist das
Dreieck AOP,_, P, die Vereini-
S gung der Dreieck\OP,_,Q,,_1,
% AOP,Q, undAP, ,Q, .S, mi-
nus dem DreieckASP,Q,,. Die
=az Dreiecke beided\ P, _,@,,_,S und
Pua ASP,Q,, sindahnlich, und da je-
0 de Konvergente eine bessere Appro-
ximation liefert als ihre Vorgnger,
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ist das zweite dieser Dreiecke das kleinere. Daher ist diehel des
DreiecksAOP,_, P, grof3er als die Summe derddhen der Dreiecke
AOP,_,Q,,_, undAOP, Q,,, also gbRer als 14 +1/4 = 1/2. Dies
ist ein Widerspruch zur obigen direkten Berechnung diekitte.

b) Wir kdnnen ndirlich voraussetzen, da der Brughy gekiirzt ist,
denn fir jede nichtgelirzte Darstellung ist die Bedingung echt adier.

Da die Folge der Nenney, strikt monoton ansteigt, gibt es genau gin
so daflg, < g < g, ISt; wir mussen zeigen, daf¥/q = p,,/q,, ist.
Andernfalls istpg,, — qp,, 7 0, also — da dies eine ganze Zahl ist —
|pg,, — ap,,| > 1. Setzen wirP = (g,p), So ist also die FEche des
DreiecksAOP P, mindestens gleich/2.

Seien wiedeQ = (q,aq) und Q,, = (g,,aq,) die Projektionen der
betrachteten Punkte auf die Geragle= ax. Die Lange der Strecke
PQ ist |ag — p|, was nach Voraussetzung kleiner al&4 ist. Nach
dem Lemma zu Beginn dieses Paragraphen ist die Stiépige kiirzer
als PQ, also ebenfalls kleiner als/2q und damit erst recht kleiner
als 1/2¢,,. Somit haben beide DreieckeOPQ undAOP, Q,, Flachen,
die kleiner sind als 4.

Wir wollen uns tiberlegen, dalR dann auch dieaéthe des Dreiecks
AOPP, kleiner als ¥2 sein muR3, im Widerspruch zur obigen Rech-
nung. Die Geometrie dngt dabei stark davon ab, wie die Punite
und P,, sowohl zueinander wie auch in Bezug auf die Geradeax
liegen.

Betrachten wir als erstes den Fall,
daB p,,/q, zwischena und p/q
liegt. Dann liegt der PunkP,, im
Innern des Dreieck® O PQ, also
ist das gesamte DreiechkOPP,
P, im Dreieck AOPQ enthalten. Da
ersteres mindestens dieaEhe J2
hat, letzteres aber weniger alg4l
kann dieser Fall offensichtlich nicht
vorkommen.

y=azx
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Als nachstes nehmen wir ap/q
6  liege zwischerw undp,,/q,,. Dann
schneiden sich die Streckdp),Q,,
y=ag, undOP in einem PunkiS, und das
O p  Dreieck AOPP, ist die Vereini-
gung der beiden DreieckOSP,
6 und ASPP,. Zur Flachenberech-
Pn nung gehen wir aus von der gemein-
samen Kant&' P, ; die darauf senk-
recht stehenden ¢hen haben die
0 Langeng, und ¢ — ¢,,. Somit ist
die verdoppelte Flche des gesamten Dreieck$) PP, gleich

[SP,| -4, +[SP,|-(¢—4,) = [SP,| ¢ < [P,Q,] ¢ < [PQ] - q,

denn dag zwischeng,, undgq, ., liegt, kannP, nach obigem Lemma
keinen gblReren Abstand von der Geradger ax haben als?. Rechts
steht aber die verdoppeltedehe des Dreieck& OP(Q, von der wir
wissen, daf? siedthstens gleich 2 ist, so daR auch dieser Fall nicht
auftreten kann.

Bleibt noch der Fall, da& zwischenp/q undp, /q, liegt, P und P,
also auf verschiedenen Seiten der Gerager «x liegen. Dann
schneidet ihre Verbinungsstrecke®,, diese Gerade in einem Punkt
Damit sind wir in einerahnlichen Situation wie beim Beweis ver):
Das Dreieck AOPP, ist gleich dem DreieckAOP, @, plus dem
Dreieck AOPQ plus ASP,Q,, minus ASP(Q). Die beiden letzteren
Dreiecke sindahnlich, und daPQ
p  hichtkiirzer sein kann al®, @), ist
das subtrahierte Dreieck mindestens
genauso groB wid SP, (Q,,. Somit
Zaw ist die Feche vonAOPP, hoch-
% S stens gleich der Summe deidEhen
von AOPQ und AOP,Q,,, also
P, kleiner als ¥4 + 1/4 = 1/2. Damit
haben wir auch hier einen Wider-
spruch, d.hp/q =p,,/q,.
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Anhang: Das Kreuzprodukt zweier Vektoren

Im R? (und nur dort) gibt es eine bilineare Veikpfung, die zwei Vek-
toren einen dritten zuordnet, das (vielleicht aus der Sthekannte)
Vektorprodukt oder Kreuzprodukt. Wie schon der Name saghet es
je zwei Vektorerw undw ausR® einenVektorzu, und dieser wird mit
v x w € R® bezeichnet. Er ist festgelegt durch folgende Eigenschafte

e v x w hatdie lange|v x w| = |v| |w||sin£ (v, w)]| .

Insbesondere ist alsox w = 0, wennv undw auf einer Geraden
liegen, denn dann bilden sie einen Winkel von null oder 188dGr
so dald der Sinus verschwindet.

e v x w steht senkrecht sowohl aufals auch aufv.

Fallsv x w # 0 ist, spannemw undw eine Ebene auf, auf der (da
wir im R? sind) genau ein eindimensionaler Unterraum senkrecht
steht. Darin gibt es allerding$if jede vorgegebene positivéihge
zwei Vektoren, die sich durch ihr Vorzeichen unterscheidgm

v X w eindeutig festzulegen, brauchen wir daher noch eine veeiter
Bedingung:

e Die drei Vektorenv,w und v x w bilden ein Rechtssystem, d.h.
wenn sich die Finger deechtenHand so ausrichten lassen, dal3 der
Daumen in Richtung von zeigt, der Zeigefinger in Richtung ven
und der Mittelfinger in Richtung von x w.

Alternativ kann man ein Rechtssystem auch so definierensidaRein
von v nachw gedrehter Korkenzieher in Richtungx w in den Kork
bohrt.Ahnlich geht es auch mit Schrauben; da es allerdings neben de
(Ublichen) Rechtsschrauben auch die (seltenen) Linkssbbragibt,

ist diese Definition eventuell zirkai: Alles rangt davon ab, wie man
Rechtsschrauben definiert.

Aus jeder dieser Regeln folgt sofort diatikommutativéit des Vektor-
produkts:

VXW=—wXUU.
Weitere Rechenregeln lassen sich leicht geometrischtabléa der Si-

nus eines Winkels gleich Gegenkathete durch Hypothenysstis der
von v undw aufgespannten Ebenén| |sin £ (v, w)| gleich der lange
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des auf die senkrecht aufstehenden Geraden projizierten Vektars
das hei3t also gleich derdie des in der Abbildung eingezeichneten
Rechtecks. Die &nge des Vektors x w ist daher gleich dem Bthen-
inhalt dieses Rechtecks und damit — wie eine Scherung zedjtgieh
der FBche des vom undw aufgespannten Parallelogramms.

v

Daraus folgt nun sofort das Distributivgesetz
vX(wtu)=vXxw+vxXu

fur den zweiten Faktor, und wegen der Antikommutadit/fiolgt daraus
wiederum dasifr den ersten:

(u+tv)Xw=uxw+v X w.

Um das Vektorprodukt in Koordinaten ausrechnen éaren, niilssen

wir zunachst die Produkte der Koordinateneinheitsvekterdrennen.

Da sie allesamt die&nge eins haben und paarweise aufeinander senk-
recht stehen, ist klar, daf3 das Produkt zweier verschiedideser Vek-
toren bis aufs Vorzeichen gleich dem dritten ist; das Vatzen tangt

ab von der Orientierung des Koordinatensystems. Das Ptaog&s
Vektorse; mit sich selbst ist ndirlich, wie jedes Produkt eines Vektors
mit sich selbst, gleich dem Nullvektor, denn der eingesstgoe Winkel

ist null Grad.

Fur die folgende Rechnung wollen wir annehmen, daf, unde; in
dieser Reihenfolge ein Rechtssystem bilden; das ist ledéspeise dann
der Fall, wenre,; nach rechtse, nach vorne und; nach oben zeigt.
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Dann folgt sofort, dalR
el X 62 = 63

ist, und nach einigen Fingébungen auch findet man auch die Formeln
62)(63:81 Und el><€3:—62.

Die Produkte mit vertauschten Faktoren sindiniath gerade das nega-
tive davon, und; x e; = 0. Fur

U1 wy
v=| v, und w=| wy
U3 ws

v X w = (v1€g +vpep + vze3) X (wieg + wyey +waes)

ist also

nach den obigen Rechenregeln gleich

3 3
E E vw;e; X e,

i=1 j=1

= (w3 — vawp)ey + (Vawy — Viwg)e, + (V1w, — Vywyeg,

U1 wy VW3 — V3Wp
U2 X wz = 'Uswl — U1w3 .
U3 w3 VW — Vwy

Dies laft sich dadurch merken, dafd man im Schema

€1 €2 €3 €1 €2
N X X 7

U1 L) U3 U1 U2
7 X X N

Wy W w3 wy wp

vone, ausgehtund als dessen Koeffizient das Zweierprodukt endien
schiagen Linie nach rechts unt@ositivund das entlang der séygen
Linie nach links untemegativnimmt; man wendet also dieaBrRussche
Regel an auf digDeterminante*

€1 €2 €3
V1 Uy U3
Wy Wy w3
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84: Kettenbriche und Kalender

Schon in derdltesten bekannten Kulturen richtete sich die Zeitrechgnun
nach astronomischen Gesetadigkeiten: dem Umlauf der Erde um die
Sonne, dem Umlauf des Mondes um die Erde sowie der Drehung der
Erde um sich selbst.

Der Tag als Zeiteinheit ist ein so selbstvarsilicher Teil unseres Le-
bensrhythmus, daf3 er als Zeiteinheit nie zur Debatte stabhdnso
selbstverstndlich war, daf3 als Tag nicht die Dauer einer vollen Drehung
der Erde um ihre Achse genommen wurde, sondern der etwa vier
Minuten &ngere Zeitraum, bis sie der Sonne wieder dieselbe Stelle
zuwendet.

Als nachstgolRere Einheitiihrten wahrscheinlich die Babylonier die
Woche ein; ob sie sich dabei vom ungkfen Abstand zwischen zwei
Mondphasen leiten liel3en, ist unbekannt; vielleicht waidddauer von
sieben Tagen auch einfach deshalb gely weil die Sieben als heilige
Zahl galt.

Definitiv vom Mond abgeleitet ist der Monat. Der Mond drehthsi
bekanntlich um die Erde; die Zeitif einen vollsindigen Umlauf be-
tragt ungehhr 27,3 Tage. Dieser sogenanstderischeMonat spielt
allerdings fir die Kalenderrechnung keine Rolldjrfdie Zeitbestim-
mung wurden seit Alters her die gut und einfach zu beobadeten
Mondphasen verwendet. Da der Mond nicht selbst leuchtetiesn das
Sonnenlicht reflektiert, dngen diese ab vom Winkelabstand zwischen
Sonne und Mond;ifr den Kalender relevant ist daher der sogenannte
synodischeMonat von 29,53 Tagen, nach dem sich dieser Winkelab-
stand wiederholt. (Der taashliche Abstand zwischen zwei Neumonden
ist wegen der komplizierten Mondbewegung keine Konstastst;im
Mittel kommt man auf den synodischen Monat.)

Da 29,53 keine ganze Zahl ist, lassen sich Monate nicht@irds eine
feste Anzahl von Tagen definieren sonderiassen in einem lunaren
Kalender mal 29, mal 30 Tage haben.

Einer der einfachsten und zugleich einer dergsten dieser Kalender ist
der islamische: Sobald mindestens zwei vertrauéndige Manner den
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neuen Mond gesehen haben, beginnt ein neuer Monat, béillktew
Himmel unablingig davon drei3ig Tage nach dem letzten Monatsan-
fang. Alle zwdlf Monate beginnt ein neues Jahr.

Es ist klar, daR bei einer solchen Festlegung dimde der Monate
sowohlinnerhalb eines Jahres als auch von Jahr zu Jahrisktyaalier-
dem sind die Jahre nicht synchron zum Umlauf der Erde um di@&o
Da der Kalender auf der arabischen Halbinsel entstand, reszeiten
keine Rolle spielen und auch die Landwirtschaft das ganke ilzer
konstante Bedingungen vorfindet, ist letzteres dort keicht&il.

Fur Regionen mit ausgepgten Jahreszeiten odahylich wiederkehren-
den Ereignissen ist die Synchronisation des Kalenders enitStnne
wichtiger als die mit dem Mond. Das woldlteste Beispiel eines
reinen Sonnenjahrs bietet digyptische Kalender. Da di@ifdie Land-
wirtschaft fundamentaleraprlichen Niliberschwemmungen ungéir
mit der ersten Sichtung des Sterns Sitibgreinstimmten, wurde dieses
Ereignis als Beginn des neuen Jahrs genommen. Dies ist gaisamte
siderischelahr mit einer Bnge von 365,256 Tagen. Obwohl digypter
wuldten, dal3 diesednge ungegthr 365% Tage betagt, legten Sie doch
fest, dal’ jedes Jahr genau 365 Tage haben sollte, verteilwailf
Monate zu jeweils dreif3ig Tagen sowief Zusatztage.

Ein Jahr, das wirklich synchron zu den Jahreszeiten idtesallerdings
nicht anhand des Fixsternhimmels definiert werden, sondehand
jahreszeitlicher Pdmomene wie beispielsweise der Tag- und Nachtglei-
che oder dem Durchgang der Sonne durch démlifrgspunkt. Das ist
(im Mittel) das sogenannteopischelahr mit einer Bnge von 356,2422
Tagen. Der Unterschied zum siderischen Jahr ist zwar geaireg — wie

wir gleich sehen werden — trotzdem relevant.

Viel bedeutender als dieser Unterschied war abeaehst einmal die
Tatsache, dal3 ein Jahr mit exakt 365 Tageiiniah im Laufe der Jahr-
hunderte zu einem Verlust der Synchronisation des Kalsnaérden
Jahreszeitenihrt. Aus diesem Grund beauftragteiGs JuLius CAESAR
(100-44) den alexandrinischen Astronomes&ENESMIt einer Kalen-
derreform, die die damit verbundene Verschiebung desdahfang (die
sich in nur 120 Jahren auf einen Monat summiert) kompenseotte.
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Das Ergebnis, delulianischer Kalendewurde offiziell eingeifihrt zum

1. Januar des Jahres 789 urbe conditad.h. nach Giindung der Stadt
Rom. In unserer heutigen Zeitrechnung handelt es sich dabeaias
Jahr 45 v.Chr. Die Monatsnamen undngen des Julianischen Kalen-
ders sind die heute noch gdéchlichen. Er unterscheidet sich vom
klassischeragyptischen Kalender durch die amliche Regel, dal in
jedem vierten Jahr ein Schalttag eingef wird, der 29. Februar.

Dabei blieb es bis ins sechzehnte Jahrhundert. Bis dahie kas
astronomisch etwas zu lange Julianische Jahr zu einer hfelaog
beispielsweise der Bhjahrssonnenwende um rund elf Tageldpet.
Um dies zu korrigieren, setzte Papsk&&oR Xl (U Go BONCOM-
PAGNI, 1502-1585, Papst ab 1572) eine Kommission ein, auf Grund
von deren Empfehlungen in den Jahren, die durch hundertratier
durch vierhundert teilbar sind, auf den Schalttag vereichird. Dieser
Gregorianische Kalendetrat in den katholischendndern am Freitag,
dem 15. Oktober 1582 in Kraft; um die bis dahin akkumuliefehler
des Julianischen Kalenders zu kompensieren, folgte diegpauf den
noch Julianischen Donnerstag, den 4. Oktober 1582. In katioli-
schen landern galt der Julianische Kalender noéghder, wurde aber
schlieBlich (mit den verschiedenstétbergangsregelnjberall durch
den Gregorianischen ersetzt — zuletzt 1927 in dekei.

Um die Neuerung des Gregorianischen Kalenders zu versteégach-
ten wir die Kettenbruchentwicklung von 365,2422; sie ist

[365,4,7,1,3,4,1,1, 1 2]

und hat die Konvergenten

1 7 8 31 132
365 365, 3655 3653 365. 365,

Der Julianische Kalender verwendet die einfach zu reatisge Kon-
vergente 365. Unter den folgenden Konvergenten finden wir keine
mit einem Nenner, der sich guiirfeine einfache Kalenderregel eignen
wirde. Am ehesten kommt vielleicht noch der Nenner 33 in Frege
er ungeéhr ein Drittel von hundert ist. Arbeitet man mit der Appro-
ximation 36%83, so sollten unter 33 Jahren acht Schaltjahre sein, also
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24 pro 99 Jahre. Nimmt man stattdessen 24 Schaltjahre proulah
dert, was der Regel entspricht, daf durch hundert teilbdakrekeine
Schaltjahre sind, so sorgt der Unterschied zwischen 99 00ciafir,

daB nach jeweils 400 Jahren eine Vierjahresperiode fehtthAliese hat
Anspruch auf ein Schaltjahr, daher die Gregorianische RegB durch
hundert teilbare JahieineSchaltjahre sind, es sei denn, die Jahreszahl
sei sogar durch vierhundert teilbar. Innerhalb einer jederiode von
400 Jahren gibt es also 1603 = 97 Schaltjahre; das Gregorianische
Jahr hat somit einednge von 365&) Tagen, eine praktikable Zahl in
der Nahe der Konvergente 3%5

Zum Einstieg in die Kalenderrechnung beginnen wir mit denfasih-
sten Problem, den Wochentagen, zkrlegen wir uns, auf welchen
Wochentag def'-te Tag des\V/-ten Monats im Jahy fallt.

Alle Wochen haben exakt sieben Tage und die Jahre haben imesh e
recht klaren Regel 365 oder 366 Tage; es ist daher relatfacinden
Wochentagifir deni-ten Tag des Jahres zu berechnen, sofern mariihn f
irgendeinen anderen Tag dieses Jahres kenntakgttinnerhalb eines
Jahres schlielich nur ab véermod 7.

Um auch die Abhngigkeit vom Jahr noch zu higksichtigen, ist es am
einfachsten, die Tage nicht vom 1. Januar des jeweils bettn Jahres
aus zu ahlen, sondern ab irgendeinem festen Datum. Historisclivgih
ware hier beispielsweise das Datum der BEinfing des Gregorianischen
Kalenders; da hier aber Jahr, Monat und Tagumme" Zahlen sind,
wilrde dies zu unitig komplizierten mathematischen Formeln mit zu
vielen willkurlich erscheinenden Konstantdihfen.

Fur die Mathematik ist es unerheblich, ob zum fiktiven Anfgngskt
bereits der Gregorianische Kalender in Gebrauch war oadat;nivir
kdnnen daher beispielsweise ausgehen von einem 1. Janesfikiiven
Jahres Null. (Die Ahlung der Jahre ab Christi Geburt wurde im sechsten
Jahrhundertinitiiert von @DNYSIUSEXIGUUS, der allerdings ein falsches
Geburtsjahr 1 berechnete, auf das wir uns heute noch bezidakere
davor interessierten ihn nicht; der erste der auch JahrerimBezug

auf Christi Geburt datierte, war wohl der angelssische Theologe
und Historiker BEDA VENERABILIS ( 673—-735), der — da er keine Null
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kannte — das Jahr vor dem Jahr ema€hChristus als eingor Christus
bezeichnete.)

Wenn wir dem fiktiven 1. Januar O die Nummer eins geben und der
Einfachheit halber davon ausgehen, daf3 das JahrkeinlSchaltjahr
war, kdbnnen wir die Nummer des 31. Dezembers des Jahred fol-
gendermal3en berechnen: Bis dahin sihd 1 Jahre verflossen, von
denen jedes mindestens 365 Tage hatte; damit kommen sammialei
365(/ — 1) Tage zusammen. Was noch fehlt sind die Schalttage: Im
Julianischen Kalenderdtte es davon [{ — 1)/4] gegeben, im Gre-
gorianischen sind aber die durch 100, nicht aber durch 4illtaten
Jahre keine Schaltjahre, als@issen wir [(/ — 1)/100]—[(J — 1)/400]
subtrahieren. Derte Tag des Jahreshat somit die Nummer

365(J — 1) + [(J — 1)/4] — [(J — 1)/100] + [(J — 1)/400] +3 .

Um den zugebirigen Wochentag zu finden,iresen wir nun nur noch
den Wochentag des Tags Nummer eins bestimmen. Daaoegn wir
von irgendeinem bekannten Datum ausgehen: DonnerstatQdapril
2014 ist der (31 + 28 + 31 + 10) = 100-te Tag des Jahres 2014|dwat a
die Nummer

365- 2013 +503- 20+ 5+ 100 = 735333.

Diese Zahl ist kongruent vier modulo sieben; somit war Tag &in
Montag. Geben wir den Wochentagen, wie es die DIN- und IS@¥én
vorsehen, von Montag ausgehend die Nummern eins bis sisb it
der Tag mit Nummef also auf den Wochentag mit Nummemod 7,
wobei die Null dem normge#f mit 7 bezeichneten Sonntag entspricht.

Tatsachlich ratten wir die obige Rechnung etwas vereinfach@mrien:
Da 365= 1 mod 7 ist, reicht es, wenn wir

(J—21)+[(J—1)/4] - [(J — 1)/100] +[(J — 1)/400] +7 mod 7
berechnen, im Beispiel also
2013 +503-20+5+100=260E 4 mod 7.

Um den Wochentag zu einem vorgegebene Datum bestimmen zu
kénnen, niissen wirimmer noch berechnen, der wievielte Tag des Jahres
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derT'-te Tag des\/-ten Monats ist. Eine sehr einfache Methode besteht
darin, daf3 wir ahlen, wie viele Tage vor dem Ersten des jeweiligen
Monats bereits vergangen sind. Dabdissen wir nairlich zwischen
Schaltjahren und gedhnlichen Jahren unterscheideiirFetztere seien
diest,, Tage, fir erstes,,. Dann haben wir folgende Tabelle:

M = 123 4 5 6 7 8 9 10 11 12
tpy = 031 59 90 120 151 181 212 243 273 304 334
spy= 031 60 91 121 152 182 213 244 274 305 335

Dann fallt derT'-te Tag des\/-ten Monats des Jahigsauf den Wochen-
tag mit der Nummer

(/=D +[(J - 1)/4] - [(J — 1)/100] + [(J — 1)/400] +t, +T

modulo sieben, falld kein Schaltjahr ist; andernfalls mufy durchs,,
ersetzt werden. Es gagt natirlich, die Zahlert,, oders,, modulo 7
einzusetzen, also

= 12 3 45 6 7 8 9 10 11 12
tymod7= 0 3 3 6 1 46 25 0 3 5
symod7= 1 4 4 0 2 50 3 6 1 4 6

Dawohl niemand eine dieser beiden Tabellen auswendigiendehte,
stellt sich die Frage, ob es vielleicht auch eine geschimsg®rmel
gibt. Dazu ignorieren wir zuichst einmal die historisdiberkommenen
MonatsBngen und tun so, al$knte ein Mathematiker amigmen Tisch
festlegen, wie er 365 Tage auf al’Monate verteilt.

Fur ihn ware die am wenigsten irregure Verteilung der Monatadhgen
wohl die, bei der Tag eines Jahres mi¥ Tagen genau dann if-ten
Monat liegt, wenn gilt

(k—1N . kN 12

< — <
B <z_12 oder k — 1<N k,

d.h.k ist die kleinste ganze Zahl@Ber oder gleich %2 N . Fur ein Jahr
mit V = 365 Tagen viirde dies auf die Monatshgen

30,30, 31, 30, 31, 30, 30, 31, 30,31, 30,31
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fuhren, in einem Schaltjahr mi¥ = 366 Hatten alle ungeraden Monate
dreil3ig und alle geraden Monate 31 Tage. Ein Februar mit 28 od
29 Tagen kann bei einer derartigen Strategiéniah nie vorkommen.

Trotzdem &Rt sich auch unser chaotisches Monatssystem fast auf eine
solche Formel bringen: Nehmen wir an, wiatten ein Jahr mit 367
Tagen und zwIf Monaten. Dann liefert uns die obige Vorgehensweise
Monate der langen

30,31, 30,31, 30, 31, 31, 30,31, 30,31, 31,

wir haben also wie im wirklichen Kalender an zwei Stelleneanén-
derfolgende Monate mit 31 Tagen. Im Kalender sind dies Augjlst
und Dezember/Januar, hier sind es die Monate 6 und 7 sowied 12
Wenn wir zyklisch um eine Position verschieben, so daf3 ditere 31
an der ersten Stelle steht, stimmen die beiden PositiGtberein, und
abgesehen vom Februar, der hier dreiRig Tage hat, haberenauglie
Folge der Monatsingen.

(Kurioserweise gab es 1712 in Schweden sogar ein Jahr mit&gen

und einem 30. Februar: 1699 wurde beschlossen, langsam zam G
gorianischen Kalenddiberzugehen und dazu als erstes den Schalttag
1700 zu streichen. Danach wurde der Beschlufl3 aufgegebdnjman
wieder synchron zum Julianischen Kalender zu werden, galy &2
einen 30. Februar als zweiten Schalttag. 1753 wurde derd@eagsche
Kalender dann enditig und abrupt eingéihrt.)

Die Anzahl der Tage vor dem Ersten desten Monats vare in unserem
hypothetischen Kalender einfach gleich [38712]; durch die zyklische
Verschiebung wird diese Formel freilich z&¥st Sie kann aber gerettet
werden durch eine Verschiebung iralder: Wie explizites Nachrechnen
zeigt, sind in einem Jahr mit 367 Tagen, in dem der Febru#Bigréage
hat, vor dem Ersten d€id -ten Monats gleich [(36// — 362)/12] Tage
vergangen. Somit istif unseren realen Kalender

w} furM <2
ty = {[367M 362] _ o fUrM;3

]-
[36701 -362] filr M < 2
Sm = { (U362 _ 1 fiyr At g 3"

und
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Der Wochentag deg-ten Tags imM -ten Monat des Jahtsist somit
J—-1 J-1 J-1 367M — 362
—1)+ — + + + +
(/=1) [ 4 ] {100] {400] [ 12 } o+ T

modulo sieben mit
0 fallsM <2

—1 falls M > 3 undJ Schaltjahr
—2 falls M > 3 undJ kein Schaltjahr

Diese Formel gilt selbstveitdlich nur fir Daten nach dem Gregori-
anischen Kalender; béilteren Daten mul3 man zachst wissen, auf
welchem Kalender und welchem Jahresanfang sie beruhen.

Als beispielsweise der amerikanische Naturwissens@raRhilosoph
und Politiker BENJAMIN FRANKLIN geborenwurde, zeigten die Kalender
in seiner Heimatstadt Boston den 6. Januar 1705. Massathuse zu
der Zeit noch britische Kolonie, und da GroRRbritannien deegBria-
nischen Kalender erst 1752 eiiirte, ist das ein Julianisches Datum.
Gregorianisch ist sein Geburtstag elf Tagatsp, d.h. am 17. Januar.
Allerdings handelt es sich dabei nicht um den 17. Januar 15@%
dern um den des Jahres 1706: In GroRRbritannien begann daslakeu
damals @mlich nicht am ersten Januar, sondern am 2&caMAuf den
31. Dezember 1705 folgte also der 1. Januar 1705 und auf dénat4
1705 der 25. Mrz 1706. Solche Besonderheiten bei der Interpretation
alter Datumsangaben gibt es viele; hier ist also Vorsichbtgn.

Mindestens genauso wichtig wie eine verbesserte Schakigdl war

fur Papst Gregor das Datum des Osterfests; auch darum scifiteesne
Kommission Kimmern. Damit kam nun ptzlich auch der Mond in den
Kalender, denn 325 beschloR das Konzil vonddi¢bei Konstantinopel),
dalR Ostern stets am ersten Sonntag nach dem ersten Vollnmoodex
nach der Fihlings-Tag-und-Nacht-Gleiche zu feiern sei. (Man beacht
daRR das ersteachim Sinne eines >, das zweite im Sinne eines
definiertist. Der Grundifr das > lag darin, dal3 so Ostern nur sehr selten
gleichzeitig mit demiidischen Pascha-Fest begangen wird.)

Der erste Vollmond am oder nach defiRlings-Tag-und-Nacht-Gleiche
kann nicht einfach nach ein@hnlichen Regel wie der Monatsanfang
im islamischen Kalender bestimmt werden, also etwa dannnvilen
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mindestens zwei vertrauensivdige Kardiréle gesehen haben, denn der
Osterliche Festkreis beginnt bereits siebzig Tage vor@sizas Datum
muf3te daher im Voraus berechnet werden. Der MathematikEindior-
matiker DONALD E. KNUTH sagt in Abschnitt 1.3.2, Aufgabe 14 seiner
Art of Computer Programming: There are many indicationg tha sole
important application of arithmetic in Europe during the ddile Ages
was the calculation of the Easter date, and so such algosthra his-
torically significant.So ordnete etwa KRL DER GROSSE(747/8—814)
bei seiner Neuordnung des Bildungssystems mehrfach anndeder
Ditzese mindestens ein Geistlicher in der Lage sdisgm, das Oster-
datum zuvegssig zu berechnen. Schauen wir uns also an, wie Papst
Gregor das Osterdatum berechnen liel3.

Wir brauchen Informationeitber die Wochentagaber die Mondphasen
und Uiber die Tag-Nacht-Gleiche im #hnling. Letztere ist, da der Gre-
gorianische Kalender das tropische Jahr recht genau apgesk noch
recht lange konstant am 21.8vk jedes Jahres; bei der bei der Berech-
nung des Osterdatums geht man daher stets von diesem Tagyiaus.
man Wochentage bestimmt, haben wir uns gekaurlegt; bleibt also
noch das Problem mit den Mondphasen.

Die mittlere Zeitspanne zwischen zwei Neumonden, die sigcbée
Umlaufzeit des Mondes, béitgt etwa 29,5306 Tage; ein tropisches Jahr
mit seinen 362422 Tagen besteht also aus

3652422 : 295306~ 12,3679
solchen Zykeln. Die Kettenbruchentwicklung dieses Qumér ist
[12,2,1,2,1,1,4,1 81]
mit Konvergenten
1 3 4 7 32 39
) 125, 125, 12ﬁ’ 12E, 128_7’ 12@3’
Fur einen Kalender, der sowohl mit der Sonne als auch mit demdvVio
synchronisiert ist, &nnte man also Jahre mit 12 und 13 Monaten kom-
binieren, wobei in erster &herung jedes dritte Jahr 13 Monatithk.

Tatsachlich war man imiinften vorchristlichen Jahrhundert bereits er-
heblich weiter: Der um 440 v.Chr. lebende Athener Mathekeatiind

12
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Astronomen METON verwendete die Konvergente mit Nenner 19. Ein
Metonischer Zyklus besteht besteht demnach aus 19 Jahaamtdr
zwolf Gemeinjahreraus zwlf Monaten und siebe&chaltjahrenaus
13 Monaten. Die Monate hatten teils 29, teils 30 Tage. Deaufar
basierende Kalender wurde in Griechenland bis 46 v.Chwesedet.
Die Synchronisation zwischen Sonnen- und Mondzykeln ist [eer-
fekt:

19- 3652422 = 693%018 und 235295306 = 693%91,

der Fehler pro Zyklus liegt also bei nur etwa zwei Stunderit Se
Einfuhrung des Gregorianischen Kalenders sind etites 22 Metoni-
sche Zykeln vergangen; der akkumulierte Fehler liegt atsthrunter
zwei Tagen.

Der Gregorianische Kalender geht deshalb bei der Bestimgnuas
Osterdatums nicht von astronomischen Beobachtungen andem
von Metonischen Zykeln, allerdings mit einer Korrektur tlen akku-
mulierten Fehler. Ebenfalls unkisksichtigt bleiben die Irregulaéten

der realen Mondbewegung; gerechnet wird mit einer Appraxiom
dermittlerenMondbewegung. Auf den ersten Blick seltsam erscheinen
mag auch die Tatsache, dalR bei der Fehlerkorrektur mitlaléani-
schenJahresinge von 365 Tagen gerechnet wird; der Grund lag wohl
vor allem darin, dald Papst Gregor bisherige Praktiken nioitr als
unbedingt notwendigndern wollte.

Die wesentliche Gif3e, mit der die Mondphasen in unseren an der Sonne
orientierten Kalender gebracht werden, ist der sogendfpadt. Mit
diesem Wort bezeichneten die Griechen die Anzahl der Tagear
Neujahr seit dem letzten Neumond des alten Jahres vergavayen.
GemalR dem Metonischen Zyklus sollte diese Zahl sich alle 19eJahr
wiederholen; in der Kalenderrechnung wird daher die um egrs
mehrte Restklasse modulo 19 der Jahreszahl als@idene Zahl*
bezeichnet. (Die Addition der Eins kommt iidtch daher, daf3 zur Zeit
ihrer Einfuhrung die Null in der eurgiaschen Mathematik noch nicht
vorkam.)

Wenn jedes Jahr genau 365 Tag#té, kdnnten wir einfach mit den
12 x 295 = 354 Tagen eines Mondjahrs vergleichen uridten dann,
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daf sich die Mondphase an einem festen Datum jedes Jahr Tagelf
verschiebt. Alsviondphaséezeichnen wir dabei die Anzahl von Tagen,
die seit dem letzten Neumond vergangen sind.

Eine der vielen Vereinfachungen in der Berechnung des @estiems
liegt darin, daf? man innerhalb des aktuellen Metonischedugyim
wesentlichen von dieser Formel ausgeht, die Schalttagegaisriert.

Da die Schalttage Ende Februar eiriget werden, wir uns abeiif den
Vollmond am oder nach dem 21.aw interessieren, sollten wir nicht
mitdem klassischen Epakt, der Mondphase des 1. JanuangrecBonst
gabe es schliefdlich algorithmisch unangenehme Falluriteidengen
fur die Schaltjahre. Aus Effizienziginden bietet sich an, stattdessen mit
einemverschobeneipakt zu rechnen, d.h. mit der Mondphase eines
geeigneten Datums, daatmer bei Ostern liegt.

Die Lange eines lunaren Zyklus liegt bei unglef 29,5 Tagen; zum
einfacheren Rechnen sollten wir das zumindéstden einen Zyklus,

in den Ostern dllt, auf den ganzzahligen Wert 30 runden. Der erste
Vollmond nach dem 21. ez ist dann der letzte Vollmond vor dem
19. April, und sein Abstand zum 19. April ist, wenn wir den dMabnd

als Tag mit Mondphase 14 betrachten, gleich dem Abstandedgsh
Neumonds vor dem 5. April zum 5. April, also die Mondphase des
5. Aprils. Somit bietet sich an, als verschobenen Epakt diadphase
des 5. Aprils zu nehmen. Géfd unserer vereinfachenden Annahmen
sollte auch sie sich alle 19 Jahre wiederholen und solltezicindest
innerhalb eines Metonischen Zyklus von Jahr zu Jahr modulo3elf
verschieben.

Damit brauchen wir nur nochif ein Jahr des Metonischen Zyklus
den tatgchlichen Wert der Mondphase démften Aprils kennen, um
den verschobenen Epakt allgemein berechnendzuné&n. Die vor der
Gregorianischen Reform gehrchliche Formel berechnet ihdrfdas
JahrJ als

E = (14 +11- (J mod 19) mod 30.

Der erste Vollmond am oder nach dem 21ai¥l lag somitE’ Tage vor
dem 19. April, und Ostern war der (echt) darauf folgende SmmrSo
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wird Ostern noch heute in fast allen orthodoxen Kirchen tiemet; die
einzige Ausnahme ist die finnische.

Der Gregorianische Kalender modifiziert diese Formel dudcéi
zusatzliche Terme: Zuachst beiicksichtigt er, daf’ der Metonische Zyk-
lus nicht wirklich exakt ist, insbesondere dann nicht, weram mit dem
Julianischen Jahr arbeitet:

19- 36525 =6939750 und 235295306 = 693%91;

hier betagt die Differenz also 059 Tage pro Zyklus und

100
19
Tage pro Jahrhundert. Die Gregorianische Osterformelcqapiert

dies durch 825 = 032, addiert allerdings ink-ten Jahrhundert nicht
[8h/25], sonderr{(5 + 8r)/25]. Diese Modifikation soll in erster Linie
dafur sorgen, daf3 Osterndglichst selten mit demidischen Paschafest
zusammerdllt. Fir das Jahrhundert wird dabei die gleiche Konvention
benutzt wie fir die Feier des Jahrtausendanfangsam 1. Januar 2000: Das
h-te Jahrhundert beginnt mit dem Jahr 106(1), d.h.h = [J/100] + 1.

0,059% — ~ 0,31

Da der Gregorianische Kalender bei der Korrektur der Metren
Zyklen mit Julianischen Jahren arbeitet, am Ende aber edg@iani-
sches Datum braucht, imsen als &chstes die unterschiedlichen An-
zahlen von Schalttagen limksichtigt werden, d.h. digausfallenden”
Schalttage des Gregorianischen Kalendeiissen subtrahiert werden.
Das sind drei Sick pro 400 Jahre, also wird f34] subtrahiert. Dies
ergabe die neue Formel

E= (14+ 11- (J mod 19) +{ﬂ} - [%D mod 30.

25 4

Tatsachlich gibt es noch eine weitere Modifikation, die ittaorgen
soll, daf? die 19 Epakte eines Metonischen Zyklus alle vézdeim sind
und E' = 0 nicht auftritt: FallsE = 0 ist oder fallsE = 1 ist und
J mod 19> 10, wird £ um eins erbht. Der (berechnete) Vollmond ist
dannE Tage vor dem 19. April, und Ostern wird weiterhin am darauf
folgenden Sonntag gefeiert.
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Das JahiJ = 2014 liegt imh = 21. Jahrhundert und 20 0 mod 19.
Somit ist

173 63

= + . + | — ] — | — =

E (14 11.0 [25} [4}) mod 30 =5

Der rechnerische Vollmond ist daher am 14. April. (Deraatdiche ist

erst am 15. April um 9 Uhr 42.) Der darauf folgende Sonntagiést
20. April 2014, also wird dann Ostern gefeiert.

85: Eine kryptographische Anwendung

Beim RSA-Verfahren hlt man denbffentlichen Exponentem oft
ziemlich klein, z.B.e = 3 odere = 2'° + 1. Dies hat den Vorteil,
dal3 zumindest die Versdhdselung ziemlich schnell geht und man nur
zur Entschilisselung mit einem Exponenten in derdGenordnung des
Moduls arbeiten muf3.

Fur jemanden, der RSA haupishlich ir elektronische Unterschriften
verwendet, wirde sich anbieten, stattdessen den privaten Exponénten
relativ klein zu wahlen. Dann &nnte er schnell viele Dokumente un-
terschreiben, und falls jeder Engwiger nur eines davon bekomn#llf
dessen bherer Aufwand bei ddberpiifung nicht so sehr ins Gewicht.

Natiirlich kann man nichtl = 3 oderd = 2'° + 1 wahlen: Der private
Exponent muf3 schlieRlich geheim sein und es darf nidhglich sein,
ihn durch Probieren zu erraten.

Andererseits geht man heute bei symmetrischen Kryptowvesfedavon
aus, daR ein Verfahren sicher ist, falls ein Gegner mindesé® Mog-
lichkeiten durchprobieren mul, so dafhgige Verfahren wie AES mit
einer Schiisselinge von 128 Bit auskommen. Verglichen damit er-
scheinen 2048 Bitifr einen privaten Entsch$selungsexponenten recht
hoch.

Trotzdem &3t sich hier nicht wesentlich sparen, denn ein Gegner kann
kurze private Exponenten nicht nur durch Ausprobiereniimasén,
sondern auch wesentlich schneller nach dem Kettenbruatidmus.
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Wir gehen aus von eineriffentlichen RSA-Sclilssel (V,e) sowie
dem zugebrigen privaten Exponenteh Dann gibt es bekanntlich eine
natirliche Zahlk, so daRed — kp(N) = 1 ist. Dies lbnnen wir um-
schreiben als

e k 1

AN) d T dp(N)

Falls d sehr viel kleiner ist alsp(N) haben wir hier einen Bruch mit
dem grofl3en Nennes(N) sehr gut angeihert durch einen Bruch mit
dem sehr viel kleineren Nennér Fur hinreichend kleineg ist das nur
moglich, wennk/d eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung von
e/o(N) ist.

Das mag zuachst harmlos erscheinen, denn die Sicherheit von RSA
beruht ja gerade darauf, dal3 niemand aul3er dem Inhaberidatepr
Schlisselsi die FaktorisierungV = pg und damit den Wert von

e(N)=p-Dg-1D=N-@p+g+1

kennt. Dafir kennt aber jeder den Wert vaN, und wie die obige
Gleichung zeigt, liegt der recht nahe kiV): Die Primzahlerp undgq
sind schlieRlich nur von der @Benordnung/N. Damit solltek /d auch
eine gute Approximatiorifre/N liefern.

In der Tat zeigte Kryptologe MHAEL JAMES WIENER 1990 ein Resultat,
wonach insbesondere der folgende Satz gilt:

Satz: Ist N = pg Produkt zweier Primzahlemundg mitp < ¢ < 2g,
und istd < % 4{/N der private Exponent zuraffentlichen Exponen-
tene < ¢(N), so istd Nenner einer Konvergenten der Kettenbruchent-
wicklung vone/N.

Beweis: Wegened = 1 mody(N) gibt es eink € N; so dalR
ed — ko(N) = 1 ist; wegene < (V) ist dabeik < d. Nach dem
Satz von IEGENDREaus§3 reicht es, wenn wir zeigerdkinen, daf3

e k< 1
2d2

N d
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ist, denn dann ist;/d eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung
vone/N.

e k|_|ed—kN
N_E’_ AN
_ (ed—lﬂp(N))+kg0(N)—kN
B dN
_|1+E(e(N) - N)
B dN
_|1+k(L—p—q)| _ klp+q)— (k+1)
B dN - dN
< k(P*‘Q)'

dN

Natiirlich ist p < +/N, und wegen der Voraussetzupg< 2p folgt
p+q < 3VN.AuRerdemist < d < ${/N, also

e k’<3k\/ﬁ 3k VN 1

N d

= < = :
AN dyN 4N dVN
Dies ist genau dann kleiner alg2d?, wennd < 1 V/N ist. Nach Vo-

raussetzung ist abérsogar kleiner aI% /N, womit der Satz bewiesen
ware.

Umd zu berechnen, fissen wir daher nur so lange Konvergentery,,
bestimmen, bisifr einen der Nenneg, die Exponentiation miy,,
modulo N invers ist zu der mit. Falsche Kandidaten sollten dabei
praktisch immer bereits beim ersten Versuch erkannt werden

Tatsachlich gibt es Algorithmen, mit denen man sogar privated=xp
nentend < N%28 rekonstruieren kann, und manche Fachleute meinen,
daR man vielleicht sogar in vieleralflen mitd < /N mit geeigneten
Algorithmen eine realistische Erfolgschance habénrie; bei diesen
Attacken arbeitet man allerdings nicht mit Ketteiadinen, sondern mit
anderen Verfahren zur diophantischen Approximation.
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Private Exponenten éissen somit immer grof3 sein. Falls man von ei-
nem vorgegebenedffentlichen Exponenten ausgeht, ist das ffeali-
stischeN mit an Sicherheit grenzender Wahrscheinlichkeitikt;f\Vor-
sicht ist nur geboten, wenn man mit dem privaten Exponertates
Daher verlangen auch die Vorschriften der Bundesnetzageiat? man
immer vomoffentlichen Exponentea ausgehen muf3, und erst daraus
einen privaten Exponenten berechnet.

86: Die Kettenbruchentwicklung der Eulerschen Zahl

Aufgabe b) des neuntefybungsblattsait eine erstaunliche Regéim
Bigkeit in der Kettenbruchentwicklung ververmuten:

e=[2,1,211,41161181-].

Diese Entwicklung ist bereits im 18. Kapitel der 1748 ersoenen
Introductio in analysin infinitoriunvon BULER enthalten; EHRMITE be-
wies sie 1873 im Rahmen seiner Arbiiter die Transzendenz vemit
anderen Methoden die zusammangen mit der Approximationder Ex-
ponentialfunktion durch rationale Funktionen. Sein ieh RDE ent-
wickelte sgter eine systematische Theorie solcher Approximationen,
die RDE-Approximanten, die in der Numerik eine groRe Rolle spie-
len fur die raherungsweise Berechnung von Standardfunktionen. Durch
Kombination solcher Ideen kamen verschiedene Mathematikém-

mer einfacheren Beweisen; der hier wiedergegebene BeaeidaNRY
CoHN erschien 2006 irhmerican Mathematical Monthlglirekt dahin-

ter folgt eine Arbeit von HOMAS J. CsLER, der den Beweis so verallge-
meinert, dal3 er auch die Kettenbruchentwicklungen der @rause
liefert.

Wir konnen die obige Kettenbruchentwicklung noch etwas regBlger
schreiben, indem wir beachten, dé &llex € R gilt

1
1+71:l+(1+a:):2+x;
0+
l+z

der obige Kettenbruch kann also auch geschrieben werden als
[1,0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,...].
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Hier 1aR3t sich dem-te Koeffiziente; vollig regelmalig durchn aus-
driicken: Rirn = 3k + 1 mitk € Ny ist er 2, ansonsten eins.

Fur die Kettenbruchentwicklung dev/-ten Wurzel aug mussen wir
daran nur wenigndern: Hier wollen wir sehen, dal3

Cap = Capaz =1 UND ey = (2E+1)M —1
ist fur allek € Ny, d.h.
Mfe=[1,M —1,1,1,3M —1,1,1,5M — 1,1,1,7M — 1,1,...].

Wir gehen aus von diesem Kettenbruch und wollen zeigen, dal3 e
gegen M/e konvergiert. Nach dem Satz am Ende whlassen sich
der Zahlerp,, und der Nenneg,, dern-ten Konvergente eines Ketten-
bruchs fg, ¢4, ¢,, . . .] rekursiv berechnen nach den Formeln

Po = Cosdo = 1,01 = coer + 1,41 = g,
Pn = Pn-2 + CpDn—1 und 4n = An-2 + Cnldn—1 farn > 2.

Speziell fir die hier betrachtete Kettenbruchentwicklung haben iso a
die Anfangsterme, = ¢, = p; = 1 undg; = M — 1, was insbesondere
bedeutet, daf? die erste Konvergente im Falle= 1, bei der Ketten-
bruchentwicklung vore also, nicht definiert ist. Weiter geht es nach
obiger Rekursionsformel; da dig vonn mod 3 abkngen, bekommen
wir je nach Restklasse vandrei verschiedene Formeln:

D3 = Pag—2tP3p_1 Q3 =432 t a1
Dag+1 = Pag—1 T ((Zk +1)— 1) Mps.  Gare1 = Gap_1 t ((Zk +1)M — 1) q3y;
Dag+2 = P3g T Pag+1

Qar+2 = 93k + Q3p+1

Wir missen zeigen, daR die Folge der Quotientery, gegen ¥/e
konvergiert.

Der Trick dazu Bingt mit RDE-Approximanten zusammen; ichdohte
darauf nicht eingehen, sondern ohne Beglung einfach die drei Inte-
grale

1 1

k k k+1 k

_ [z —-1) /M _ [ (@ =1) oy

A= [ e e Be= [ e da
0 0
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1
k k+1
-1
und Ck:/%ewﬂwdx
0

betrachten.

Satz: Fur allek € N gilt:
Pk — qa'Ve = — Ay,
Paks1 — GakeVe = By,
Pake2 — Qare2’™Ve = Oy,
Da in allen drei Integranden dei@Bler kleiner als eins und die Expo-

nentialfunktion ldchstens*/e ist, wahrend der Nenneiiif & — oo
gegenco geht, ist

lim A, = lim B, = lim C, =0;
k—oo k k—o0 k k—o00 k
daher folgt aus diesem Satz sofort

Korollar: lim Zn = M/e, d.h.
n—oo qn
Mle=[1,M —1,1,1,3M —1,1,1,5M —1,1,1,7M —1,1,...].
Insbesondereist=[1,0,1,1,2,1,1,4,1,...1=[2,1,2,1,1,4,1,...].

Der obige Satz wird durch Induktion bewieseifirk = 0 ist
1

1
AO:/Mew/de: /M
0

1

= 1‘/{/5_1

0

1
BOZ/%ew/de: (z — M)e™/M
0
1

-1
Cy= / xwew/M de = (x —1— M)e*/™
0

1
=Q-M)We+M
0

1
=-—M*¥e+M+1
0
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Nach den eingangs angegebenen Rekursionsforraettid p,, undg,,
ist
Po=¢=1 p =M, ¢=M-1 p,=1+M und ¢, =M.
Die drei Formeln aus dem Satz werden alggif= 0 zu den Gleichungen
1- ¥e=1- ¥e
M—-—(M-1/e=Q—-MNe +M
1+M — MYe=—-M¥e+M+1,
die offensichtlich alle drei richtig sind.
Fur den Induktionsschritt brauchen wir Beziehungen zwinalen In-
tegralend,, B, undC,,. Hier giltfirallek € N
a) Ay =—B,_1—Cp
b) B, = —((2k+1)M — 1)A; +Cy,_4
c) C, =B, — 4
Zum Beweisvon a) wenden wir die [EIBNIZ-Regel zur Ableitung eines

Produkts an auf das Produkt der drei Faktatén(z — 1)* unde*/M
Fur ein solches Dreierproduktist{w)’ = v vw +uv'w +uvw’, also ist

d_xk(x _ 1)kew/M
dx
k k
— kxk—l(x . 1)kez/M + kxk(x - 1)k—lez/1\4 +Z (z—-1) et/M

Division durchk! M* macht daraus

d o@-1" y

dz  KIMF

— $k_l($ - 1)k€m/M + 9Ck($ - 1)k_1em/M + $k($ - 1)]~C /M
(k — 1)!M- (k — 1)!M- kI MR+

Integrieren wir beide Seiten von 0 bis 1, so erhalten wir arflzhken
Seite den Wert null, da die Stammfunktion des Integrandelnesahen
Intervallenden verschwindet. Rechts erhalten wir die Sender Inte-
graleCy_4, B;,_1 und A;; somit ist4, + B,_, + C,_; = 0, wasa)
beweist.
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Der Beweis vorb) gehtahnlich: Wir berechnen zié@chst die Ableitung
vonz*(z — 1)¥**e*/M und dividieren wieder durch! M *; wir erhalten

d_!Ek((E _ 1)k+l /M

der  k'MFE
- AN 1)k+lez/1\4+ (k+ 1" (z — 1) ot/M 4 o (z — 1! /M
(k — 1)IMF WG kI MR
_ M T @ = )M M+ et (@ = D) @ - )y
- LV NR+L €
"N a - 1) (kM(z — 1)+ (k+ )M+ 2(x — 1)) Y
- G c
e — 1) (((Zk 1M — 1)z — kM + xz)
— ew/M
k!Mk‘HI_
k k k—1 k
_ ¥ (x — 1) oM T (r —1) o/M
= @+ DM =)= - o
2F e — 1)F oM
k!Mk+1

Wenn wir die linke Seite dieser Gleichung von 0 bis 1 intemgie
erhalten wir wieder den Wert null, bei der rechten erhalten w

((2k+1)M —1)A,_; — B, +C)_; .
Aufldsen naclB,, zeigt die Behauptunl)

Zum Beweis vonc) schlieBlich gehen wir aus von der Gleichung
(z — 1)? = z(x — 1) — (z — 1) und multiplizieren diese mit
oM — 1Pt ©/M
k!Mk+1 -
Integration von 0 bis 1ifhrt auf die Gleichung’, = B;, — A,.
Damit sind alle drei Relationen bewiesen, und wimken mit dem

Induktionsschritt zum Beweis unseres zentralen Satzesibey Sei
alsok > 1; wir nehmen an, daf3 die drei Gleichungén# — 1 gelten.

Als erstes wollen wir zeigen, daf3
Par — 3 Ve = =4,
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ist. Nach den RekursionsformelinfZahler und Nenner der Konvergen-
ten ist

D3k = Pap—2 tPap—1 UNA gg = gz + qap_1
also ist
P3r — QSk% = (Psk—z - %k—z%) + (p3k—1 - QSk—l%)
=B 1+C 1= -4,
nach Induktionsannahme und der Beziehdng= —B,._; — C},_1.

Genauso &nnen wir auch bei den anderen beiden Gleichungen vorge-
hen:

Paks1 — ke Ve = (psk—1 - %k—l%)
+ ((Zk +1)M — 1) (pSk - %k%)
=Cp_1— ((2k+1)M — 1)A,C =B,
und
Pags2 — Gare2¥/€ = (P — 421 V/e) + (Do — Gapa1Ve)
=—-A,+t B, =C,
Somit gelten alle drei Beziehungen audh#, also fir allek € N, Dies

beweist den Satz sowie die Kettenbruchentwicklunger fund seine
Wurzeln.

|
Wer sich genauer daf interessiert, wie man auf die hier einfach
hingeschriebenen Integralg,, B, und C;, kommt, sollte die verwen-
deten Originalarbeiten (und eventuell auch die dort z&iditeratur)
konsultieren:

HENRY CoHN: A Short Proof of the Simple Continued Fraction Expan-
sion ofe, American Mathematical Monthli/13(2006), 56—62

und

THOMAS J. OGsLER A Proof of the Continued Fraction Expansion
of ¢/M | American Mathematical Monthly13(2006), 62—66

Das American Mathematical Monthlyeine Mitgliederzeitschrift der
Mathematical Association of Ameridat im Internet frei verfigbar.



Kapitel 6
Quadratische Zahlkorper

Ein Zahlldrperist ein KrperK , der den KrperQ der rationalen Zahlen
enthalt und alsQ-Vektorraum endlichdimensional ist. Im zweidimen-
sionalen Fall reden wir von quadratischen Zahflern. Die algebraische
Zahlentheorie untersucht die (noch zu definierenden) genabklen ei-
nes solchen Zahikpers. In dieser Vorlesung geht es zwar eher um
elementare als um algebraische Zahlentheorie, jedochewesi im
nachsten Kapitel sehen, dal3 ein Umwvidier quadratische Zalikper
auch bei rein ganzzahligen Problemen gelegentlich hilfrsein kann.

§81: Grundbegriffe der Ringtheorie

Als erstes wollen wir ungberlegen, in welchen Zahlbereichen auBer
wir noch sinnvoll von Teilbarkeit und eventuell auch Diwigimit Rest
reden lbnnen. Wir brauchen dazu selbstvargilich zumindest eine
Addition und eine Multiplikation, d.h. einen der bereitsdapitel 1,56
definiertenRinge.Wenn wir eindeutige Quotienten wollenissen wir
aber noch zu#zlich voraussetzen, daf’ es keine sogenaNatieiler
gibt, d.h. von null verschiedene Elementes, deren Produkt gleich
null ist. Ist mamlichy = ¢s, so ist dann aucly = (¢ + r)s, was un-
serer Vorstellung von Teilbarkeit mit eindeutig bestimmt®uotienten
widerspricht.

Definition: a) Ein Ring heil3tnullteilerfrei wenn gilt: Istx - y = 0,
so mufd mindestens einer der beiden Faktargnverschwinden. Ein
nullteilerfreier kommutativer Ring heiRitegritatsbereici{englischdo-
main).
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b) Wir sagen, ein Element eines Integriitsbereichsk sei Teiler von

x € R, in Zeichenu|z, wenn es ei € R gibt, so dalk = ¢ - u.

c) u € R heil3tgrofiter gemeinsamer Teileon x undy, wennu Teiler
von z und vony ist und wenn @ir jeden anderen gemeinsamen Teiler
vonz undy gilt: v|u.

d) Ein Element € R heiRRtEinheit,falls es eire’ ¢ R gibt mite-¢’ = 1.
Die Menge aller Einheiten voR bezeichnen wir mif2 <.

e) Zwei Elementer,y € R heiRen assoziiert, wenn es eine Einheit
e € Rgibt,sodaly = e - z.

Der Prototyp eines kommutativen Rings ist der RiAgder ganzen
Zahlen; er ist ein Integidtsbereich mit-1 als einzigen Einheiten. Zwei
ganze Zahlen sind somit genau dann assoziiert, wenn siesléens
Betrag haben. Man beachte, daf3 im Sinne der obigen Defisitiaohl

+2 als auch-2 ein gbRter gemeinsamer Teiler von 4 und 10 ist; der
ggT ist also nicht eindeutig bestimmt.

Der RingZ/m ist genau dann nullteilerfrei, wenn prim ist; in diesem
Fallist er sogar ein Krper. Ist abem = ab eine Zerlegung (ilN) vonm
in ein Produkt mita, b > 1, so ist inZ/m zwarab = 0, abera, b # 0.

Die Menge allem x n-Matrizentiber einem Krper ist ein Beispieliir
einen der hier ausgeschlossenen nichtkommutativen Rirgst nicht
nullteilerfrei, entfalt aber viele Einheiten, die invertierbaren Matrizen.

Auch die Polynoméiber einem Krperk bilden einen Ring, den Poly-
nomringk[X]. Auch er ist ein Integriétsbereich:

Lemma: Ist R ein Integrititsbereich, so auch der Polynomring
R[X] = {ZaiXi | n €Ny, a, € R} .
=0
Seine Einheiten sind genau die Einheiten van

Beweis: Wenn wir Addition und Multiplikation nach deiiblichen
Regeln definieren, ist klar, dal3[ X] alle Ringaxiome eiillt. Um zu
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zeigen, dafz[ X ] nullteilerfrei ist, betrachten wir zwei Polynome

f:zn:aiXi und g:iijj,
i=0 5=0

die beide von Null verschieden sind. Widhknen etwa annehmen, dai3
n undm so gevahlt sind, dalk, undb,, beide nicht verschwinden.
Da R Integritatsbereich ist, kann dann auch das Prodykt,, nicht
verschwinden, also ist deiiirende Terna,,b,, X" von fg von Null
verschieden und damit augty selbst. Tatdchlich beweist dies sogar
etwas mehr als die Nullteilerfreiheit, denn wir wissen ndai sich bei
der Multiplikation zweier Polynome die Grade addieren.

Ist f € R[X] eine Einheit, so gibt es eipc R[X] mit fg = 1; da das
konstante Polynom 1 den Grad null hat, muf3 dasselbe @ughundg
gelten, d.h,f, g € R und damitinR*. .

Fur jeden RingR gilt

Lemma: a) Die MengeR* aller Einheiten vonR ist eine abelsche
Gruppe beiaglich der Multiplikation.

b) Ein kommutativer RingR ist genau dann ein Integaitsbereich, wenn
die folgendeKurzungsregeerfulltist: Gilt furz, y, 2 € Rundz # 0 die
Gleichungrz = yz, soistz = y.

c) Zwei Elementer, y eines Integriitsbereichk sind genau dann as-
soziiert, wennc|y undy|x.

d) Ein groRter gemeinsamer Teiler, so er existiert, ist bis auf Assoz
iertheit eindeutig bestimmt.

Beweis: a)Sind e, f € R Einheiten, so gibt es Elementé, f/ mit
ee' = ff =1.Damitistef)(f'e) = e(ff)e =ee =1,d.h.auckf ist
eine Einheit. AuRerdem ist jede Einheit invertierbar, deffi@nsichtlich
ist ¢’ ein multiplikatives Inverses z¢t

b) Ist R ein Integrititsbereichundz = yz, soist ¢ — y)z = 0; daz 7 0
vorausgesetzt war, folgt — y = 0, alsox = y. Folgt umgekehrt aus
xz = yz undz # 0 stetse = y, so istR nullteilerfrei, denn istey = 0
undy # 0, so istzy = Oy, alsox = 0.

) Isty = ex, so istz ein Teiler vony. Da Einheiten invertierbar sind,
istauchz = e~ 1y, d.h.y|z.
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Gilt umgekehrtz|y undy|z, so gibt es Elemente ¢’ mit z = gy und

y = ¢'z. Damitist It = = = (gq’)x, alsogq’ = 1. Somit istq eine
Einheit.

d) Sindu, v zwei glite gemeinsame Teiler vany, so ist nach Defi-
nition v Teiler vonv undv Teiler vonu, also sindu undwv assoziiert..

Manchmal haben wir sogar eine eindeutige Primzerlegunglgehden
Sinn:

Definition: a) Ein Elementz eines Integréitsbereichs? heildtirredu-
zibel falls gilt: x ist keine Einheit, und ist = yz das Produkt zweier
Elemente aus$t, so mulyy oderz eine Einheit sein.

b) Ein IntegrititsbereictR hei3tfaktorielloderZPE-Ring, wenn gilt: Je-
des Element € R IaRt sich bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit ein-
deutig schreiben als Produkt= « []/_; p{* mit einer Einheitu € R*,
irreduziblen Elementep; € R und natirlichen Zahlere;.

(ZPE steht fir Zerlegung inPrimfaktorenEindeutig.)

Lemma: In einem faktoriellen Ring gibt es zu je zwei Elementeny
einen gblten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Wir wahlen zuéchst aus jeder Klasse assoziierter irreduzib-
ler Elemente einen Vertreteriif die Zerlegung eines Elements in ein
Produkt irreduzibler Elemente reicht es dann, wenn wir meduzible
Elemente betrachten, die Vertreter ihrer Klasse sind.

K3

irreduzibel die entsprechenden Zerlegungen xamd y in Primfak-
toren, so Bnnen wir, indem wir itigenfalls Exponenten null eiafren,
0.B.d.A. annehmen, daf3= s istundp, = ¢, fur alle:. Dann ist offenbar

Hr pmin(ei-,fi) ein ggT vonz undy, dennz = szlngi ist genau dann

=144

Teiler vonz, wenng; < e, fur allez, und Teiler vony, wenng; < f;.
]

Sindz = u[[-;p{ undy = UH;Zlq;j mit u,v € R* undp,,q;

§2: Die Elemente quadratischer Zahlkorper

Ein quadratischer Zahtkper ist ein Zahlkrper, der al€)-Vektorraum
betrachtet die Dimension zwei hat. Es gibt daher ein von @& lihear
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unabliangiges Element. Die drei Elemente 1, o missen aber linear
abHangig sein; es gibt also rationale Zahjeg, r, so dapa+ga+r ver-
schwindet. Indem wir mit dem Hauptnenner vary, » multiplizieren,
erhalten wir eine entsprechende Gleichung mit ganzzahKgeffizien-
ten, und wenn wir dann noch durch deren ggT dividieren, &hakir
teilerfremde ganze Zahlet, B, C, so daRdo? + Ba + C = 0 ist.

Nach der losungsformeliir quadratische Gleichungen folgt

__B VB -4AC
“=72a 24

Den AusdruckA = B? — 4AC unter der Wurzel bezeichnen wir als
die Diskriminantevon a.. Fir o = /W mit W € Z beispielsweise ist
A=1,B=0undC = —W, alsoA = 4W. Fiira = % + £v/2 haben wir
die Gleichung

2 1 2 2 7
2__ + - - — = 2__ + — = = 2_ =+ = .
o 3a 5 25 o 3a 525 0= 225 150 +7=0;

hier ist die Diskriminante somit = 15¢ — 4 - 225. 7 = 16200.

Wegen der Irrationalitt vonoe muf? auch/A irrational sein, d.hA ist
kein Quadrat. Wegen der Eindeutigkeit der Primzerlegurig kbnnen
wir ganze Zahler), D € Z finden, so da®\ = Q%D undvA = Qv D
ist mit einer quadratfreien ZatD, d.h. einer ZahlD, die durch keine
Quadratzahl ungleich eins teilbar ist. Sonéfdt sicha in der Form
r + sy/D schreiben mit, s € Q. Da K alsQ-Vektorraum zweidimen-
sional ist, &3t sich jedes Element vdi so schreiben, als Vektorraum

istalsoK = Q @ Qv/D.

Umgekehrt istQ & Qv/D firr jedes Nichtquadrab ein Korper, denn
natirlich liegen Summe und Differenz zweier Elemente wieder in
diesem Vektorraum und wegen

(r + sv/D)(u+vVD) = (ru+ svD) + (rv + su)vV'D

auch das ProduktiF den Quotientendgnnen wir wie bei den komplexen
Zahlenuber die dritte binomische Formel argumentieren:

r+svVD _ (r+sVD)u—vvD) _ru—svD L su—rv
u+vvVD  (u+vVD)u—vyD) u2—-viD u?—v2D’
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Wir bezeichnen diesendtper kurz mitk = Q[v/D].

Fir D > 0istQ[v/D] ein Teilkdrper vorR; wir reden in diesem Fall von
einemreellquadratischerzahlkdrper. FallsD < 0, gibt es inQ[v/D]
auch imagi@are Elemente; hier reden wir von einémmagirarquadrati-
schenzahlkdrper.

§3: Die Hauptordnung eines Zahlkorpers

Jede rationale Zahl istdsung einer linearen Gleichuad( + b = 0 mit
ganzzahligen Koeffizienten b, von denen der erste nicht verschwinden
darf; sie ist genau dann eine ganze Zahl, wenn marl wahlen kann.

Entsprechend ist jedes Elementines ZahlkrpersK Losung einer
Polynomgleichung

a, X" +a, (X" '+ . +a;X+ay=0 mit a;,€Z,

denn daK nach Definition ein endlichdimensional@rVektorraum ist,
kdonnen die Potenzen von nicht allesamt linear unaldingig sein. Es
gibt also fir irgendeim eine lineare Abhngigkeit

Mzt N, 2" e N+ N =0 mit )\ €Q.

Multiplikation mit dem Hauptnenner der Koeffizientépmacht daraus
eine Polynomgleichung mit ganzzahligen Koeffizienten.

Definition: Ein Elementz eines ZahlkrpersK heildtganz,wenn es
einer Polynomgleichung

n n—1 —
2" +a, "+ +axt+ag=0

mit ganzzahligen Koeffizientery € Z und tbchstem Koeffizienten eins
gerugt.

Man kann relativ einfach zeigen, da die ganzen Zahlen ienein
Zahlkorper K einen Ring bilden; da wir uns hier aber auf quadrati-
sche Zahlkrper beschanken, bei denen wir dies ganz explizit sehen
kénnen, sei hier auf einen solche Beweis verzichtet.
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Wir betrachten also einen quadratischen Zahiler X = Q[+v/D]. Ein
Elementa = r + s3/D mit r, s € Q ist genau dann ganz, wenn es einer
Gleichung der Form:? + az + b = 0 geriigt mita, b € Z. Da

2% = (r+sVD)? = (2 + $2D) + 2rsv/D
ist, genigtx der Gleichung
2? —2rz+(r? — s?D)=0.
Somit missen: = 2r undd = 2 — s?D ganze Zahlen sein.

Furr € Z ist die erste Bedingung trivialerweise @éltf und die zweite
genau dann, wenn augteine ganze Zahl ist: D® keinen Nenner hat,
ist der Nenner von? — s2D in diesem Fall das Quadrat des Nenners
von s.

Fallsr keine ganze Zahl ist, muf es wegen der ersten Bedingung von de

Formr = ¢/2 sein mit einer ungeraden ZahINotwendige Bedingung
fur die Ganzheit von? — s?D ist dann, daR auch = /2 von dieser
Form ist. Dann ist

—€é?D
4

c unde sind ungerade Zahlen; ihre Quadrate sind also kongruest ein
modulo vier. Somit isi®> — s2D genau dann ganz, wer = 1 mod 4
ist.

TZ—SZD:C €Z=c?—e’D=0mod 4.

In Q[v/D] ist ein Element + sy/D daher fir D # 1 mod 4 genau dann
ganz, wenn- und s beide ganz sind; die Menge der ganzen Zahlen ist
alsoZ @ Z+/D. Diese Menge ist offensichtlich eine abelsche Gruppe
beziglich der Addition, und da das Quadrat votD die ganze ZahD

ist, ist sie auch abgeschlossen ibgich der Multiplikation; die ganzen
Zahlen bilden also einen Ring.

Im Fall D = 1 mod 4 ist+sv/D auch ganz, wennunds beide jeweils
die Halfte einer ungeraden Zahl sind. Insbesondere ist also auch

_1+VD
2

Bp
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eine ganze Zahl, und offensichtlich sind die ganzen Zahtarag die
Zahlen, die sich als + v, mit u,v € Z schreiben lassen. Die Menge
der ganzen Zahlen ist al#® Z5,. Auch dies ist ein Ring, denn
1+2/D+D _D-1 1+VD _D-1
2 _ - -
b= — =3 *—% ~ g P
liegt wieder in dieser Menge, d&(— 1)/4 im Fall D = 1 mod 4 eine

ganze Zahl ist.

Die ganzen Zahlen i@[v/D] bilden also in jedem Fall einen Ring;
diesen Ring bezeichnen wir als diauptordnung? = O, vonQ[v/D].
Wie wir gerade gesehen haben, ist somit

0. ={Z8LVD falls D # 1 mod 4
bT\zZezs, mit Bp=3(1+vVD) fallsD=1mod4’

Beim KorperK = Q[i] der komplexen Zahlen mit rationalem Real- und
Imagirarteil ist D = —1 = 3 mod 4, also ist die Hauptordnung hier
einfachO_; = Z @ Zi, die sogenannten ganzem@@sschen Zahlen.
Fur D = —3 = 1 mod 4 dagegen ist auch ; = (1 +/—3) eine ganze
ZahlundO_; =Z & Z[_s.

Dieses Beispiel wirft die Frage auf, ob unsere Definitionzgaizahlen
wirklich so geschickt war: Wir &tten schlie3lich auch einfach definieren
koénnen, daf + sv/D genau dann ganz heiRen soll, wenimds ganze
Zahlen sind.

Einer der Giinde ist sicherlich, da3 wir in nichtquadratischen Zahl-
kdrpern keine ausgezeichneten Elemente wiB haben, und selbst
im quadratischen Fall is{/D nicht immer das einzige ausgezeichnete
Element. Im FalleD = —3 beispielsweise ist_; = 3(1 +/—3) eine
primitive sechste Einheitswurzel, und es gibt keinen Grutidse als
,weniger ganz* oderweniger ausgezeichnet* zu betrachtengls3.

Viel wichtiger ist aber, dal3 wir nur bei dieser Definition deanzheit
eine Chance auf eindeutige Primzerlegung in der Hauptaiglhaben:
Definition: a) Sind R < S Integritatsbereiche, so heil3t ein Element
x € S ganziuberR, wenn es einer Gleichung

"+, " 4t +rg=0 mit r, €R
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gerugt.
b) R heil3t ganzabgeschlossen oder normal, wenn jabdesR ganze
Element des QuotienteidkpersK von R in R liegt.

Satz: Ein faktorieller Ring ist ganzabgeschlossen.

BeweisJedes Element des Quotienterikpers eines Ring® kann als
Quotientz = p/q mit p, ¢ € R dargestellt werden. Fallg faktoriell ist,

konnen wir dabei annehmen, daflindq teilerfremd sindx ist genau
dann ganiiberR, wenn es eim € N und Elementey,...,r,_; € R

gibt derart, dai3

xn = —Tn_]_(En_l —_—. e — rlx — TO
ist. Multiplikation mit ™ macht daraus die Gleichung
P =" g =g T g

Hier ist die rechte Seite durghteilbar, also auch die linke. Daundgq als
teilerfremd vorausgesetzt war, ist das nugtich, wenng eine Einheit
ist, d.h.x = p/q liegtin R.

84: Normen und Spuren in quadratischen Zahlkorpern

Beginnen wir mit einem Beispiel: Die Hauptordnung vilgn= Q[+/—5]
istO_gs = Z®Z[v—5], und dort haben wir die beiden Produktzerlegun-

gen
6=2-3=(1+v/-5)-(1-v-5).
Folgt daraus, da®_; nicht faktoriell ist?
Bevor wir diese Frage beantwortedrinen, nlissen wir zuachst wissen,
ob miglicherweise die Faktoren auf der rechten Seite noch magtéegt

werden lbnnen. Solche Fragen lassen sich oft entscheiden, indem man
die Normender beteiligten Elemente betrachtet.

Definition: a) Fur ein Elementsy = r + sv/D von K = Q & Qv D
heiRta = r — sv/D das zux konjugierte Element.
b) Die Norm vone ist
N(e) = aa = (r + sVD)(r — sVD) =% — D € Q.
c) Die Spur vonu ist Spp)=at+ta=2reQ.
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Lemma: a) Fira, 8 € Qv D]istaB =a - .
b) Fir a, 8 € Q[VD] ist N(a8) = N(a) - N(5).
¢) a € Q[V/D] ist Wurzel der quadratischen Gleichung

X2 - Sp@)X +N(a) =0.

d) o € Q[v/D] ist genau dann ganz, wennd(und Sp¢) in Z liegen.
e)a € Op ist genau dann eine Einheit, wenndy(= £1 ist.

Beweis: a)Folgt sofort durch direktes Nachrechnetfirle = r + sv/D
undg = u + vy/D ist

af = (ru+ svD) + (rv + su)V'D = (ru + svD) — (rv + su)VD
=(r — sVD)(u—vVD)=ap.
b) Nach Definition ist
N(aB) = af - af = afap = aa - 3 = N(a) - N(B) .
c) Ist offensichtlich, denmv und@ sind Nullstellen von
(X —a)(X —a)=X%2—(a+a)X +aa = X? - Sp)X + N(e) .

d) folgt sofort ausc) und der Definition der Ganzheit.

e)Ist a € Of eine Einheit, so gibt es ein dazu inverses ganzes Ele-
ments € Op, und wegern3 = 1ist N(@) - N(5) = N(a5) = N(1) = 1.
Die Norm ist also eine Einheit vah, d.h. N) = £1.

Ist umgekehrt N¢) = a@ = +1, so ista - (@) = 1, wir haben also ein

ganzes Inverses.
|

Das lonnen wir beispielsweise anwenden auf die eingangs bégtach

Zerlegungen6 =23 =(1+v-5)- (1 — v/-5). InQ[v/—b5] ist
N(2)=2-2=4, N(3)=3-3=9, N(1+Vv-5)=1+5=6.

Echte Primteiler einer dieser Zahlenifiten also Normt2 oder+3

haben. Wegen
N(a + bv/—5) = a? + 5b*

miiRte fir solche Element& = 0 unda® = 2 oder 3 sein, wadif ein
a € Q offensichtlich nicht niglich ist. Somit sind die Elemente 2



181 Zahlentheorie

und 1+ /=5 allesamt irreduzibel, und die Zahl seck®1 sich auf
zwei verschiedene Weisen als Produkt irreduzibler Elemsciireiben.
(Es ist klar, da 2 und 3 nicht zu# /-5 assoziiert sein &nnen,
denn die Normen assoziierter Elemente unterscheiden sichstens
im Vorzeichen.)

Damit haben wir gezeigt, da’ die Hauptordnung @n/—5] nicht
faktoriell ist.

§5: Euklidische Ringe

In Kapitel | bewiesen wir die eindeutige PrimzerlegundgZinmit Hil-
fe des BKLIDischen Algorithmus. Wenn wir Beispieléif faktorielle

Ringe O}, suchen, liegt es daher nahe, nach Ringen zu suchen, in de-

nen es einen ELIDischen Algorithmus gibt. Solche Ringe heil3en-E
KLIDische Ringe.

Wie wir gesehen haben, ist die Division mit Rest das wicldigs
Werkzeug beim BkLIDischen Algorithmus, und wie sich in diesem
Abschnitt herausstellen wird, brauchen wir kein weitek§s. definie-
ren daher

Definition: Ein EukLIDischer Ring ist ein Integfittsbereich? zusam-

men mit einer Abbildung: R \ {0} — N, so daB gilt: Istz|y, so ist

v(z) < v(y), und zu je zwei Elementen,y € R gibt es Elemente
q,m € R mit

x=qy+r und r=0 oder v(r)<uv(y).

Wir schreiben auch : y = ¢ Restr und bezeichnen als Divisionsrest
bei der Division vone durchy.

Das Standardbeispiel ist ialich der RingZ der ganzen Zahlen mit
v(z) = |z|. Ein anderes Beispiel ist der PolynomrihpgX] Uiber einem

Korperk: Hier konnen wiry(f) fur ein Polynomf # 0 als den Grad

von f definieren; dann eidlt auch die Polynomdivision mit Rest die
Forderung an einendkLiDischen Ring.

Man beachte, dal? weder der Quotient noch der Divisionsriest e
deutig bestimmt sein muf3: Beispielsweise ist schotZieinerseits
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15:4 =3 Rest 3, andererseits aber auch 4 Rest, wobei letzteres
im EukLIDischen Algorithmus raglicherweise sogar schneller ans Ziel
fuhrt.

Lemma: In einem EKLIDischen RingR gibt es zu je zwei Elementen
x,y € R einen ggT. Dieser kann nach dematID ischen Algorithmus
berechnet werden undft sich als Linearkombination vanundy mit
Koeffizienten aud darstellen.

Beweis:In jedem Integrifitsbereich folgt aus der Gleichurg- gy + r
mit z,y,q,r € R, dal} die gemeinsamen Teiler vanund y gleich
denen vory undr sind. Speziell in einem ELIDischen Ring knnen
wir dabeir als Divisionsrest whlen und, wie beim klassischenvE
KLIDischen Algorithmus, danachdurchr dividierenusw.,wobei wir
eine Folge von Divisionsresten erhalten mit der Eigenschaft, daf in
jedem Schritt die gemeinsamen Teiler wonandy gleich denenvon,_;
undr; sind. AuRerdem ist stets entweder 0 oderv(r;) < v(r;_,), SO
daR die Folge nach endlich vielen Schritten mit eingns 0 abbrechen
muf3. Auch hier sind die gemeinsamen Teiler vpn; undr,, = 0 genau
die gemeinsamen Teiler vanundy. Da jede Zahl Teiler der Null ist,
sind die gemeinsamen Teiler ver_; und Null aber genau die Teiler
vonr,,_,, und unter diesen gibt es figlich einen gof3ten, amlichr,,_;
selbst. Somit haben auaghund y einen gblten gemeinsamen Teiler,
namlich den nach demukLipischen Algorithmus berechneten letzten
von Null verschiedenen Divisionsres}_ ;.

Auch die lineare Kombinierbarkeit folgt wie im klassischeall: Bei
jeder Division mit Rest ist der Divisionsrest als Linearkuimation von
Dividend und Divisor darstellbar; beimUgLiD ischen Algorithmus be-
ginnen wir mit Dividendz und Divisory, die natirlich beide als Lin-
earkombinationen vom undy darstellbar sind, und induktiv folgt, daf?
auch alle folgenden Dividenden und Divisoren sind als Rester vo-
rangegangenen Division Linearkombinationen woondy sind, also
ist es auch ihr Divisionsrest. Insbesondere ist auch derajgTetzter
nichtverschwindender Divisionsrest Linearkombinatiam und y,
und die Koeffizienten &nnen wie in Kapitel | mit dem erweiterterue

KLID ischen Algorithmus berechnet werden. .
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Lemma: a) In einem BKLIDischen RingR ist jedes Element # O
mit v(x) = 0 eine Einheit.

b) Ist x = yz # 0, wobeiy, z keine Einheiten sind, so ist(y) < v(zx)
undr(z) < v(x).

Beweis: a)Wir dividieren eins durche mit Rest: 1 :x = ¢ Restr.
Dann ist entweder = 0 oder aber(r) < v(x) = 0. Letzteres ist nicht
maoglich, also isiyz = 1 undz eine Einheit.

b) Day undz Teiler vonz sind, sindv(y), v(z) < v(x). Um zu zeigen,
daBv(y) echt kleiner als/(x) ist, dividieren wiry mit Rest durchz;
das Ergebnis sej Restr, d.h.y = gz +r mit r = 0 oderv(r) < v(z).
Warer = 0, warey ein Vielfaches von, es gibe also einv € R mit
y = ux = u(yz) = (uz)y. Damit wareuz = 1, alsoz eine Einheit, im
Widerspruch zur Annahme. Somit isfr) < v(x).

Als Teiler vonz isty auch Teiler vonr = y — gz = y(1 — ¢z), also muf3
v(y) < v(r) < v(z) sein. Genauso folgt, daf? auetr) < v(x) ist.

Satz: Jeder BKLIDische Ring ist faktoriell.

Beweis:Wir mussen zeigen, dal} jedes Elemert O ausR bis auf Rei-
henfolge und Assoziiertheit eindeutig als Produkt ausretirgheit und
geeigneten Potenzen irreduzibler Elemente geschriebetewdann.
Wir beginnen damit, daf? sich Gberhaupt in dieser Weise darstellen
laRit.

Dazu benutzen wir die BetragsfunktionR \ {0} — N, des H-
KLIDischen Ringsk und beweisen induktiv, dafifn € Ny allez # 0
mit v(x) < n in der gevilnschten Weise darstellbar sind.

Ist v(z) = 0, so istz nach obigem Lemma eine Einheit. Diese kann als
sich selbst mal dem leeren Produkt von Potenzen irredudldenente
geschrieben werden.

Fur n > 1 unterscheiden wir zweidfe: Istx irreduzibel, so istc = x
eine Darstellung der gaimschten Form, und wir sind fertig.

Andernfalls B3t siche = yz als Produkt zweier Elemente schreiben, die
beide keine Einheiten sind. Somit sind nach obigem Lemfpa< v(x)
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undv(z) < v(z), beide lassen sich also nach Induktionsvoraussetzung
als Produkte von Einheiten und Potenzen irreduzibler Etgenschrei-
ben. Damit &Rt sich auch = yz so darstellen.

Als nachstes rassen wir unsiberlegen, daf diese Darstellung bis auf
Reihenfolge und Einheiten eindeutig ist. Das wesentlichitstittel
hierzu ist die folgende Zwischenbehauptung:

Falls ein irreduzibles Elementein Produktzy teilt, teilt es mindestens
einen der beiden Faktoren.

ZumBeweisetrachten wir den ggT vanundp. Dieser istinsbesondere
ein Teiler vonp, also bis auf Assoziiertheit entwedeoder 1. Im ersten
Fall istp Teiler vonz und wir sind fertig; andernfallsdnnen wir

l=ap+px
als Linearkombination vom und 2 schreiben. Multiplikation mity
macht daraug = apzx + Sxy, und hier sind beide Summanden auf der
rechten Seite durchiteilbar: Beiapz ist das klar, und beBzy folgt es

daraus, daf3 nach Voraussetzgregn Teiler vonzy ist. Also istp Teiler
vony, und die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

Induktiv folgt sofort:

T
Falls ein irreduzibles Elemeni ein Produkt]] z; teilt, teilt es min-
destens einen der Faktoren. =1

Um den Beweis des Satzes zu beenden, zeigen wir induktivfigald
jedesn € Ny alle Elemente mit(z) < n eine bis auf Reihenfolge und
Einheiten eindeutige Primfaktorzerlegung haben.

Furn = 0 istx eine Einheit; hier ist die Zerlegung= z eindeutig.

Seien nun
r S X
r=u ot =o]] o)
i=1 j=1

zwei Zerlegungen eines Elements R, wobei wir annehmendanen,
dai allee;, f; > 1 sind. Dann isl, trivialerweise Teiler des ersten
Produkts, also auch des zweiten. Wegen der Zwischenbehrayigiltp,
also mindestens eines der Elemeqfed.h.p; = wq; ist bis auf eine
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Einheitw gleichg;. Dap, keine Einheit ist, ist/(x/p;) < v(z); nach
Induktionsannahme hat alsg'p; = =/(wq;) eine bis auf Reihenfolge
und Einheiten eindeutige Zerlegung in irreduzible EleraeBamit hat

auchz diese Eigenschaft. .

BemerkungDie Umkehrung dieses Satzes gilt nicht: Beispielsweise

sind nach einem Satz vonaBss auchZ[ X] sowie Polynomringe in
mehr als einer VémderlicheriiberZ oder einem Krper faktoriell, aber
keiner dieser Ringe istULIDisch, da sich weder der ggT eins von
2 und X in Z[X] noch der ggT eins vonX undY in k[X,Y] als
Linearkombination der Ausgangselemente schreibn |

Wir interessieren uns in diesem Kapitel vor alletir fjuadratische
Zahlkdrper; daher wollen wir uns fragen, wann die Hauptordnung<=i
solchen Kirpers BJKLID isch ist.

Dazu brauchen wir zuchst eine Abbildung nachN. Fur Z konnten
wir einfach den Betrag nehmenjrfdie Hauptordnung eines quadrati-
schen Zahlk&rpers lonnen wir unser Gick versuchen mit dem Betrag
der Norm.

Falls die Hauptordnun@,, von Q[v/D] zusammen mit dieser Abbil-
dung ein BDKLIDischer Ring ist, muB3 es zu je zwei Elementenc O,
mit s Z 0 ein Elementy € O, geben, so dafN(r — sq)| < |[N(s)] ist.
Division durchs macht daraus die Ungleichung

’N(g —q)’ <IN =1.

Da sich jedes Element voR[v/D] als so ein Quotient/s darstellen
lakt, muR es also zu jedeme Q[v/D] ein ¢ € O, geben, so daR
IN(z — ¢)| < 1 ist. Dies zeigt auch, wie man imuELIDischen Fall
die Division mit Rest durctithrt: Man berechnet den Quotienteyy
zurachst im KorperQ[+v/D] und nimmt dann das béglich der Norm
nachstgelegene Element v6hy,.

Betrachten wir als Beispiel die Division von 23 + 8urch 2— 3i im
Ring Z[i] der Gaussschen Zahlen. IQ[:] ist

23+9  (23+9)(2+3i) _ 19+87,

2-3i 13 137 13"
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Da19:13=1Rest6und87: 13 =6 Rest9ist, liegt das Elemenil1+7
ausZ[i] am nachsten bei dieser Zahl. Die Norm von

19 87 6 4
+ -1+ =— — —3
BtE TN TE @

ist (6% +47) /13% = 52/169 und damit deutlich kleiner als eins. Somit ist
(23+9):(2—3))=(1+7) Rest —2i
ein mobgliches Ergebnis der Division mit Rest. Ein anderésav
(23+9):(2—3i)=(1+6) Rest 3,

denn auch die Norm von 3 ist kleiner als die von 2H{Ber Rest wurde
jeweils als Dividend minus Divisor mal Quotient berechhet.

Um zu sehen, in welchen der Ring2, eine solche Division mit
Rest stets raglich ist, betrachten wir die Situation geometrisch. Wir
beschanken uns dabei zéachst auf den imagarquadratischen Fall.

Um besser zu sehen, welche Terme in den folgenden Rechnpaosjitia
und welche negativ sind, schreiben wir debrier alsQ[v/—D] mit
D > 0; seine Elemente lassen sich dannin der Fotiay+/D darstellen,
wobeii = v/—1 die imagirare Einheit bezeichnet.

Wir betrachterQQ[+/— D] als Teilmenge der komplexen Zahlenebé&he
dann ist

N(r +isVD) = (r +is\/D)(r — isV'D) = r? + $°D = |r + is\/ﬁr

einfach das Quadrat dewblichen komplexen Betrag€)_j, ist also
genau dann ein E&LiDischer Ring mit der Norm als Betragsfunktion,
wenn es zu jedem Elemente Q[v/—D] ein ¢ € O_, gibt, so dak
|z — q| < 1ist. DaQ[v/—D] dicht in C liegt, missen dazu die Kreis-
scheiben mit Radius eins um die Punkte élus;, die ganze komplexe
Zahlenebendiberdecken. Bei den Punkten, die nur adn®ern sol-
cher Kreisscheiben liegen, muf3 zudaberpiift werden, daf3 sie nicht
in Q[v/— D] liegen: Andernfalls sind das@tperelementejir die obige
Ungleichung nicht eifllt ist.

Die Punkte au®), bilden ein Gitter inC; fur jeden der Gitterpunkte
q € Op, definieren wir dessewirkungsbereictoder VORONOFBereich
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als den Abschlufd der Menge allere C, die raher bejg liegen als bei
jedem der anderen Gitterpunkte:

W(@={z€C |V cO_p:|lz—ql <|z—{1}

Offensichtlich liegt jedes € C in mindestens einem dieser Wirkungs-
bereiche, und fall$¥(q) € {z € C | |z — ¢| < 1}, folgt insheson-
dere, daf jedes Element v@i{+/—D] im Innern einer Kreisscheibe
mit Radius eins um einen Gitterpunkt liegt: Dann ist der Rig,,
EukLIDisch.

Der Wirkungsbereich eines Gitterpunktsinterscheidet sich von dem
des Nullpunkts nur durch eine Verschiebung rinentsprechendes gilt
auch fir die Kreise mit Radius eins um die beiden Punkte. Dahehteic
es, zu untersuchen, wann der Wirkungsbereich des Nullpuadz im
Innern des Einheitskreises liegt.

Die Struktur des Wirkungsbereichsamgt ab vonD mod 4: Falls
D # —1mod4, d.h.D # 3mod4, istO_, = Z @ Z[v-D]. In
der komplexen Zahlenebene bilden diese Punkte ein Reditekmit
den Gitterpunkten = r +isy/D zur, s € Z. Der Wirkungsbereich des
Nullpunkts ist daher das Rechteck mit Eckeé + %\/5 und die am
weitesten von der Null entfernte Punkte sind die Ecken mitabd

2
1\, (VDY _Vi+D
2 2 | 2
Dies ist genau dann echt kleiner als eins, wéhr< 2 ist, d.h.D = 1
oderD = 2.

Fur D = 3 Uberdecken zwar die abgeschlossenen Kreisscheiben mit
Radius eins um die Gitterpunkte ga@iz aber die gerade betrachteten
Eckpunkte sind Elemente desikpersQ[+/—3], die in keiner offenen
Kreisscheibe um einen Gitterpunkt liegen. Das ist allegdihier kein
Problem, denn if)[+/—3] sind diese Eckpunkte ja selbst Gitterpunkte:
Fur D = 3 mod 4 gibt es schlie3lich mehr ganze Zahle@[r/— D].

Kap. 6: Quadratische Zahlkorper 188

*—o—0

o—o—0

Hier wird das GitterO_, erzeugt von der Eins und voi(1 +4v/D).
Der Nullpunkt hat somit sechsanhste Nachbarn,amlich +1 und
i + '\/— D. Die Wirkungsbereiche der Null und varil werden getrennt
durch die Geraden = i%, und auchiir die vier anderen Punkteimsen
wir die Mittelsenkrechte zur Verbindungsstrecke betrashbDiese geht
durch den Streckenmittelpunkt, also duﬂafi + ‘%\/5, und sie steht

senkrecht auf dieser Strecke.

Eine Drehung um 90kann in der komplexen Zahlenebene realisiert
werden durch Multiplikation mit; wir haben also die vier Geraden

{<i%i%\/ﬁ> + (;?i )t‘teR}

Zwei der Ecken des Wirkungsbereichs liegen (aus Symmeinmetgn)

auf der imagi@ren Achse; Einsetzen in die Geradengleichungen ergibt,
daR deren Imagirteile gleicht2(v/D + 1/v/D) sind. Die restlichen
vier Ecken liegen auf den Geraders +1, haben also Realteii%; hier
fihrt die Rechnung auf die Imagirteile+1(vD — 1/v/D).

Der Abstand dieser Punkte vom Nullpunkt ist

\/() (D~ 1/\/_)2 4+D — 2+1

@Il—‘

1
D 4
dies ist genau dann kleiner als eins, wenn gilt

1 1
2+D+ = <4>=16 oder D+ = < 14.
D= D=
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Die einzigenD = 3 mod 4, die dies eiillen, sindD = 3, D = 7 und
D = 11. Fir diese ist auc(v/D + 1/v/D) < 1, so daR dann und nur
dann der gesamte Wirkungsbereich der Null im EinheitsKiegs.

Die einzigen imagiarquadratischen ZatitkperQ[v/D], deren Haupt-
ordnung beiglich der Norm EBKLIDisch ist, sind somit die mit

De{-1,-2-3-7,-11};
von diesen wissen wir damit auch, daf3 ihre Hauptordnungffasttist.

Es ist nicht bekannt, ob es andépe< 0 gibt, fur die die Hauptordnung
beziglich einer anderen Funktian O, \ {0} — N, EukLIDisch ist.
Bekannt ist aber, dal3 die einzigen weiteren faktoriellengtardnun-
genOp, die sind mitD € {—19,—43 —67, —163}: sicheH. STARK:

A complete determination of the complex fields of class-nendne,
Michigan J. of Math14 (1967), 1-27. Die Methoden seines Beweises
liegen deutlichiber dem Niveau dieser Vorlesung.

Im reellquadratischen Fall wird die Ungleichufig(z — ¢)| — 1 fur
z=z+yvDundg=r+svDzu

‘(a:—r)z—(y—v)zD‘ <1.

Betrachten wir iir festesq = 7 + sv/D € Op, die MengeZ, aller
(z,y) € R?, fur diez = = +yv/D diese Ungleichung eiiflt, erhalten
wir also einen Bereich, der durch Hyperbeln begrenzt wird] wir
mussen zeigen, dal3 die Vereinigung aligy fur ¢ € Op ganzR?
ist. Durch niithsames Abhaken vieler Einzélle folgt aus einer ganzen
Reihe von Arbeiten, dal3 dies genau dann der Fall ist, wenn

D € {2,3,5,6,7,11,13,17,19, 21, 29, 33, 37,41, 57, 73} .

Die letzten offenen &le wurden 1950 untersucht in HHETLAND,
H. DAVENPORT. Euclid’s algorithm in real quadratic field€anadian J.
Math. 2 (1950), 289-296; dort sind auch die weiteren Arbeiten izjtie
aus denen zusammen schliel3lich das obige Ergebnis folgt.

Genau @ir dieseD ist alsoO, EuKLIDisch beziglich der Norm. Es gibt
zahlreiche weitere positiv@, fir dieOQ , faktoriell ist; vermutungsweise
sind es sogar unendlich viele. Ob einige dieser Ringglioherweise
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beziglich einer anderen Abbildung R \ {0} — N, EuKLIDisch sind,
ist nicht bekannt, und die Nichtexistenz einer solchen hhirig ist
natirlich nur schwer zu beweisen.

86: Einheiten in quadratischen Zahlkorpern

Istz+1+/D eine Einheitin®,, (man spricht auch kurz, aber schlampig,
von einer Einheit des ZahtkpersQ[v/D]), so muR die Norm:? — Dy?
eine Einheit inZ sein, also gleich:1.

Im imagirarquadratischen Fall isf — Dy? die Summe zweier positiver
Terme; hier kommt also nur der Wert +1 in Frage. Die einziganzg
zahligen losungen sind offensichtlich:(y) = (£1, 0), sowie im Fall
D = —1 der Gwssschen Zahlenaf, y) = (0, +1). Hir D = 1 mod 4
sind auch echt halbzahlige Wertigr fsowohlz als auchy zugelassen;
dies fuhrt offensichtlich nurtir D = —3 zu weiteren Bsungen, amlich
z = +3 undy = £3. Damit haben wir gezeigt:

Lemma: In einem imagi@rquadratischen ZatikperQ[v/D] gibt es
furD # —1undD # —3 nur die Einheiter:1. InQ[7] gibt es zu&tzlich
noch die Einheitenti, und in Q[+/—3] sind die Einheiten genau die
sechsten Einheitswurzefnl und+3 + 3v/-3.

In reellquadratischen &pern fihrt die Bedingung Nf) = +1 auf die
Gleichungz? — Dy? = +1 mit einem positiverD; hier kdnnen wir nicht
ausschlieRen, daB es unendlich vietesiingen gibt.

Betrachten wir zuachst den Fall, daf® — Dy? = 1 ist. Diese Gleichung
bezeichnet man als dieeP_sche Gleichung.

JOHN PeLL (1611-1685) wurde im englischen Sussex geboren und giny dort zur
Schule. Bereits 1624 begann er sein Studium an der UnigeS#mbridge; 1628 erhielt
er seinen Bachelor und 1630 seinen Master. Danach arbeiteteist als Lehrer. Von
1654-1658 war er als Diplomat im AuftragRGMWELLS in Zirich. In einem dort von
JOHANN HEINRICH RAHN (1622-1676) verfal3ten Buch, an dem.Pwesentlich mitwirkte,
ist ein Beispiel der obigen Gleichung zu finden, weshalb sieeg (1707-1783) nach
PeLL benannte. Taihlich wurde sie wohl erstmalig von dem indischen Mathéwmat
und Astronom BRAHMAGUPTA (598-670) untersucht; die volisidige Theorie dazu geht
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zuriick auf LAGRANGE (1736-1813), der die Gleichung als ein Problem bezeictdaet,
FERMAT den englischen Mathematikern stellte. Nach seinigzkRehr aus @Arich wurde
PELL Priester. 1663 whlte ihn die Royal Society zum Mitglied, 1675 wurde er deren
Vizeprasident.

Mit der PeLLschen Gleichung werden wir uns indchsten Kapitel
genauer besditigen, und wir werden sehen, dal sie stets unendlich
viele Losungen hat. Als Vorbereitung dazu wollen wir uns hier etwas
genauer mit der Struktur der Einheitengruppe bafaen. Dazu be-
trachten wir die Abbildung

\ OIX) S R?
| a+ (loglal,log[al)

Da eine Einheit Normt1 hat, ist|«| - |@| = 1, das Bild von\ liegt also
auf der zweiten Winkelhalbierendgr= —z von R?. AufRerdem sindv
unda reell, so dafzx genau dann im Kern voh liegt, wenna = +1 ist.

Das Bild vonA ist diskret, denn hat(«) hochstens den Abstard vom
Nullpunkt, so ist loda| < M und log|a| < M. IstlogR = M, so ist
alsola| < Rund|a| < R. Damitist|Sp()| < 2R und|N(a)| < R?.

Da Norm und Spur ganzzahlig sind, gibt es algplfeide nur endlich
viele Moglichkeiten, und daifr ein ganzes Element Norm und Spur
zusammen mit denithrenden Koeffizienten eins die Koeffizienten der
quadratischen Gleichung sind, gibt es auch nur endlicle \gakdrati-
sche Gleichungen und damit nur endlich vielédlichkeiten fir o

Somit gibt es im Bild vom\ ein Element\(«) = (r, —r) mit minimalem

r > 0. Wir wollen undiberlegen, daf? das jeder andere Punktim Bild ein
ganzzahliges Vielfaches davon ist. Da msit{s) auch s, s) im Bild
liegt, konnen wir uns dabei auf Punkte (-s) mit s > 0 beschénken.

Fur einen solchen PunkX(5) = (s, —s) gibt es jedenfalls ein gidtes
n € Ny, so daffr < s ist. Dann ist

ABa™™) = MB) — nXa) = (s, —s) = n(r,—r) = (s — nr,nr — s),
so daR auch dieser Punkt im Bild liegt. Nach Wahl vernst aber

0 < s — nr < r; wegen der Minimalit vonr ist alsos — nr = 0, d.h.
s=nrundg =a".

Damit haben wir bewiesen
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Satz: Falls es im reellquadratischen Zabtper K = Q[v/D] ein Ele-

ment ausO}; gibt, dessen Norm @gRer als eins ist, gibt es auch ein
entsprechendes Elementmit kleinster Norm, und die Einheiten von
Op sind genau die Elementea™ mit n € Z. Insbesondere ist dann die

Einheitengruppe unendlich. .

Im nachsten Kapitel werden wir sehen, daf3 jeder reellquadhatis
Zahlkorper eine solchgGrundeinheit'« hat; die Einheitengruppe eines
reellquadratischen Zahdkpers besteht also stets genau aus den Elemen-
te der Formta™ mitn € Z unda € OF.

Bevor wir das im einzelnen untersuchen, wollen wir zum Alhs8h
dieses Kapitels und zur Vorbereitung auf dasimste noch ein Beispiel
einer nichtkommutativen Variante eines Zabgers betrachten.

87: Quaternionen

Nachdem durch die komplexen Zahlgfmit der Struktur eines &rpers
versehen war, versuchten viele Mathematédenliches auchifr R® zu
erreichen. Nalrlich kann wederR® noch sonst eifR™ mit n > 2

zu einem Korper gemacht werden, denn ein solchérper ware eine
algebraische Erweiterung vdR; da aber der algebraische Abschluf
vonR gleichC ist, muf3 danm = 1 odern = 2 sein.

Die damaligen Mathematiker waren jedoch bescheidenezngeriigte
es, einfach irgendeine Art von Multiplikation zu finden, dight un-
bedingt allen Krperaxiomen gdigte — von Kirpern sprach damals
ohnehin noch niemand.

Erst 1940 konnte EHiNz HoPF (1894-1971) (auf dem Umweigber
Vektorfelder auf Spéren) zeigen, daf3 das nichbglich ist: Selbst eine
bilineare AbbildungR™ x R™ — R"™ kann nur dann existieren, wemn
eine Zweierpotenz ist, und 1958 zeigten dann uéAalig voneinander
und mit verschiedenen MethodesHN MILNOR und MICHEL KERVAIRE,
dal3 auch noclw < 8 sein mul3, so dalR nur die vierddlichkeiten
n =12 4 und 8 in Frage kommen. Genau in dieséfiéh waren auch
bereits entsprechende Produkte bekaniit:s&= 1 und 2 haben wir
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natirlich die reellebzw.komplexe Multiplikation. Den Falh = 4 loste
HAMILTON 1843: Er fand eine Multiplikation auR?, die zwar nicht
kommutativ ist, ansonsten aber all®ieraxiome eifllt. Man spricht

in so einem Fall von einerSchiefdrper oder, in der neueren Literatur,
einerDivisionsalgebraHAMILTON bezeichnete seine vierdimensionalen
Zahlen alsQuaternionenKurz danach konstruierte ®rHUR CAYLEY
(1821-1895) ein nicht-assoziatives Produkt &ff die so erhaltenen
»Zahlen" nannte eDktaven.

WILLIAM ROWEN HAMILTON (1805-1865) wurde in
Dublin geboren; bereits mitihf Jahren sprach er Latein,
Griechisch und Heléisch. Mit dreizehn begann er, ma-
thematische Literatur zu lesen, mit 21 wurde er, noch als
Student, Professor der Astronomie am Trinity College
in Dublin. Er verlor allerdings schon bald sein Interesse
an der Astronomie und besiftigte sich stattdessen mit
mathematischen und physikalischen Problemen. Am be-
kanntesten ist erif seine Entdeckung der Quaternio-
nen, vorher publizierte er aber auch bedeutende Arbeiten
Uber Optik, Dynamik und Algebra.

HAMILTON wahlte eine Basis volil = R*, die aus der Eins sowie drei
L,imagiraren Einheitent, j, k besteht, d.hi? = j = k? = —1. AuBerdem
postulierte er, daf} = —ji =k sein sollte; daraus lassen sich dditoer
das Assoziativgesetz auch die anderen Produkte iraegjirEinheiten
berechnen.

Damit ist, wenn man die @tigkeit des Distributivgesetzes postuliert,
eine Multiplikation aufR* definiert; der Beweis, daf hierbei all®tper-
axiome aufBer der Kommutatigitder Multiplikation er@llt sind, entlalt
wie ublich nur einen etwas schwierigeren Punkt, die ExistenzIve
versen; der Rest ist itnsame Abhakerei.

Zum Glick fand QwyLEY 1858 einen einfacheren Weg: Die vier kom-
plexen 2x 2-Matrizen

(1 0\ ,_( 01\ _[(0i (i o0
e=(6 ) 1=(28) =7 o) war=(o )

erfullen dieselben Relationen
I’=J?=K?=-FE und IJ=-JI=K;
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wir kbnnen also die Quaternian+ bi + ¢j + dk identifizieren mit der
Matrix

aE+bl +cl+di = OFd brai) poxa
—b+ct a—dt

Da fur Matrizen das Assoziativgesetz wie auch das Distribetedz gel-
ten, ist klar, daf? das Produkt zweier solcher Matrizen wiede dersel-
ben Form ist und daf3 auch die Quaternionenmultiplikatioso&mtiv-

und Distributivgesetz eilt.

Die Quaternionen entsprechen somit genau den komplexen22
Matrizen der Form

(_% g) mit a=a+di,f=b+ci.

Die Determinante dieser Matrix isit + 33 = a® + b2 + ¢® + d° .

Definieren wir in Analogie zum Fall der quadratischen Zénfler wie-
der das konjugierte Element zu= a + bi + ¢j + dk als die Quaternion
¥ =a — bi — ¢j — dk, so entsprich¥y der Matrix

<% f) und (_% g) (% _g):(aa+ﬁB)E.

Damit folgt insbesondere, dafy eine reelle Zahl ist, die genau dann
verschwindet, wenn = 0 ist. Wir bezeichnen diese Zahl wieder als die
NormN(~) der Quaterniory, und wieder isty/N(vy) das multiplikative
Inverse zuy — sowohl fir die Links- als auch die Rechtsmultiplikation.

N(v) ist gleichzeitig die Determinante derzugeordneten Matrix; aus
dem Multiplikationssatzir Determinanten folgt daher sofort die Formel

N(v6) = N(7)N(9).



Kapitel 7
Quadratische Formen

Eine quadratische Form ist ein Ausdruck der Form
F(x,y) = Az?+ Bxy+Cy?> mit A, B,C€Z;

die Zahlentheorie interessiert sich vor allemidafvelche Wertd'(x, y)
furx,y € Z annehmen kann.

81: Summen zweier Quadrate

Der einfachste Fall ist die Forii(z, y) = 2® +¢2. Sie Hangt eng zusam-
men mit der Hauptordnurig[:] von Q[:], denn

2% +y? = (z +iy) (@ — iy)
ist die Norm vonz+iy. Eine ganze Zaht ist also genau dann als Summe

zweier Quadrate darstellbar, wenn sie die Norm eingr€sschen gan-
zen Zahl ist.

Das Quadrat einer geraden Zahl ist durch vier teilbar, deer eingera-
den Zahl 2 + 1 ist 42 + 4k+ = 1 mod 4; somit ist jede Summe zweier
Quadrate kongruent null, eins oder zwei modulo vier. Eing Kangru-
ent drei modulo vier kann also nicht als Summe zweier Quadrden
auftreten.

Auf der Suche nach positiven Ergebnissénfken wir uns auf Primzah-
len beschiinken, denn wie IBONACCI bereits im dreizehnten Jahrhun-
dert zeigte, gilt:

Lemma: Sind zwei Zahlem,m € N darstellbar als Summen zweier
Quadrate, so gilt dasselbérfinr Produktnm.
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Beweis:Wennn undm als Summen zweier Quadrate darstellbar sind,
gibt esa, 8 € Z[i], so dalBn = N(«) undm = N(0) ist. Wegen der
Multiplikativit at der Norm ist danmm = N(a3) ebenfalls eine Norm

und damit als Summe zweier Quadrate darstellbar. .

FIBONACCI bewies dieses Lemma riglich nichtiber den Umweg mit
Normen Qwssscher Zahlen; er fand eine explizite Formék fdie
Darstellung des Produkts als Summe zweier Quadrate. E€hanth
dabei um dieselbe Formel, zu der wir auch durch Ausmuligiéen der
Gleichung N¢) - N(8) = N(af) fura = a +ibunds = ¢ + id kamen:

(a® + b?)(c® + d?) = (ac — bd)? + (ad + bc)? .

Da 2 = P + 1? als Summe zweier Quadrate darstellbar istjssen
wir daher nur die ungeraden Primzahlen untersuchen. Higsemi wir
bereits, dal3 Zahlen kongruent drei modulo vier keine Summesier
Quadrate seindnnen.

Satz: Eine ungerade Primzaplist genau dann darstellbar als Summe
zweier Quadrate, wenp = 1 mod 4. Diese Darstellung ist eindeutig
bis auf die Reihenfolge der Summanden.

Beweis:Aus Kapitel 1,58 wissen wir, daf? die multiplikative Gruppe des
Korper[F, von einem einzigen Elemepterzeugt wird. rp = 4k + 1

istdanng®™ = 1, alsog® = —1. Somitist-1 = p— 1inF, ein Quadrat.

In Z gibt es daher Zahlen, fir diez?> = —1 modp ist oder, anders

ausgediickt,z?+1 = ¢pfurein/ € N. Dajede Restklasse modyleinen
Vertreter mit Betrag kleinep/2 enttalt, kbnnen wir dabei annehmen,
daB3|z| < p/2ist; dann ist mit einer geeigneten tidichen Zahl/

P Ay

7 +1< > ={<p.

Es gibt also eirY < p, so dal3/p Summe zweier Quadrate ist. Das

kleinste solche seim; wir miissen zeigen, daf3 = 1 ist.

?+1=(p<

Zunachst ist klar, daf®n eine ungerade Zahl sein muf3, denn aus der
Formelz? +y? = mp mit gerademn folgt, daRz undy entweder beide
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gerade oder beide ungerade sind:; y sind also gerade und

:1c+y2 x—yz x2+y2 m
+ = :—p,
2 2 2 2

im Widerspruch zur Minimalét vonm.

Falls die Behauptung falschare, ni3te somitn > 3 sein. Wir defi-
nieren dann zwei neue Zahlenv € Z durch die Bedingungen
m

2 3

m

lu] < >

lv] < u=xmodm und v=ymodm.

Offensichtlich Kbnnen nicht beide dieser Zahlen verschwinden, denn

sonst véarenz undy beide durchn teilbar, also viare z2 + 4> = mp
durchm? teilbar. Das kann aber nicht sein, denist prim undm < p.
Weiter ist

2,.2

u?+ 02 = 2% +y? = mp=0modm,

also gibt es eine natliche Zahlr, so dafu? + v? = rm ist. Dau? + v?
kleiner ist als}m?, istr < 2.

Nach der zu Beginn des Paragraphen zitierten Formel vaonACCl,
d.h. also durch explizite Berechnung varHjv)(x+iy) und Berechnung
der Norm davon, erhalten wir die Formel.

(rm)(mp) = W? + 0?)(@? + %) = (zu +yv)* + (20 — yu)? .
Dabei ist nach Definition von undw
zu+yv = x? +y? = 0modm undzv — yu = 2y — yz = 0 modm,,
beide Zahlen sind also dureh teilbar. Somit gibt es nétliche Zahlen
X, Y mit
(rm)(mp) = m?rp = (mX)?>+ (mY)? oder rp=X2+Y?.
Dar < %, widerspricht dies der Minimalitt vonm.
Damit habenwir gezeigt, dafs = 1 sein muf3, d.ln la3t sich als Summe

zweier Quadrate darstellen. Wirlresen uns noctiberlegen, dal3 diese
Darstellung bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindastig

Angenommen, es gibt zwei Darstellungers =2+ y? = v +v2. In Z[i]
ist dann

p = (z +iy)(x — iy) = (u +iv)(u — iv).
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Alle Faktoren haben Norm und sind somit irreduzibel, und a§s des
vorigen Kapitels wissen wir, daf[] ein EuKLIDischer, insbesondere
also faktorieller Ring ist. Daher unterscheiden sich didéeZerlegun-
gen nur durch Einheiten vdfi:]. Auch diese kennen wir aus Kapitel 6:
Nach dem Lemma au® sind es genau die Elementd und+:. Somit
ist entweder:? = »2 undy? = v? oder umgekehrt, womit die Eindeutig-
keit bewiesen \re. .
Als erste Anwendung davordkinen wir die Primzahlen im Ring][:]
der Gaussschen Zahlen bestimmen:

Korollar: Eine Primzahp € Nistgenau dannirreduzibel #[], wenn
p = 3 mod 4. Andernfalls zeé#llt sie in das Produkt zweier konjugiert
komplexer irreduzibler Elemente+ is mit 2 + 52 = p.

Beweisp = 2 = (1 +4)(1 — ) zerfallt offensichtlich, und dies ist bereits
die Primzerlegung, denN (1 + ¢) = 2 hat keine echten Teiler.

Falls eine ungerade Primzahéinen echten Teiler+is hat, ist sie auch
durchr — is teilbar. Da die Norm vom gleichp? ist undr + is keine
Einheiten, mulV(r +is) = p sein. Damit folgt zuachst, daf+is prim
sind, denn ein echter Teileriiite als Norm einen echten Teiler vpn
haben. AuRerdem folgt, daR sich¥ is)(r — is) = 2 + s hochstens
durch eine Einheit vop unterscheidet. Da beides positive Zahlen sind,
muf diese gleich eins sein, d.h. die PrimzerlegungpvionZ[] ist

p=(r+is)(r—is)=r’+s?.

Nach dem Satz ist dahgr= 1 mod 4.

Istumgekehrp = 1 mod 4, so gibt es nach dem Satz zwei ganze Zahlen
r,s,sodal = r?2+s%ist, d.hp = (r+is)(r —is) zerflltin Z[i], und das
Argument aus dem vorigen Abschnitt zeigt, dal3 dies die Ryitagung

ist.

Somit zerfallen genau die Primzahlgre 1 mod 4 und die Zwei, d.h.
genau diew = 3 mod 4 bleiben prim. .
In der Abbildung sind die @ussschen Primzahlen + ib der Norm
héchstens 1000 durch Quadrate um den Pumki)(c R? dargestellt.
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Mancher Leser wird hier ein gelegentlich von Designern esaetes
Muster erkennen.

Kehren wir zutick zur Ausgangsfrage: Wann kann eine vorgegebene
natirliche Zahl als Summe zweier Quadrate dargestellt werden?

Satz: Eine natirliche Zahln laRt sich genau dann als Summe zweier
Quadrate schreiben, wenn jeder Primtejlex 3 mod 4 in der Primzer-
legung vomn mit einer geraden Potenz auftritt.

Beweis:Zunachst ist die Bedingung hinreichend, denn dam#uch
jedes Produkt?n als Summe zweier Quadrate darstellbar ignken
wir die Primteilerp = 3 mod 4 ignorieren. Nach dem gerade bewiese-
nen Satz wissen wir, dal3 jede Primzahi 1 mod 4 Summe zweier
Quadrate ist, und natlich gilt dies auchiir 2 = 2 + 12. Damit ist nach
dem obigen Lemma auch jedes Produkt solcher Primzahleruedsn®
zweier Quadrate darstellbar.

Umgekehrt sein = 22 + y? undd = ggT(z,y). Mit = du, y = dv
undn = d?m ist dannm = u? + v, undm enttalt genau dann einen
Primteilerp = 3 mod 4 in ungerader Potenz, wenn diésf der Fall ist.
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Ein solcher Primteilep teilt auchu?+v? = (u+iv)(u —iv) im Ring Z[4]
der Gaussschen Zahlen. Fallp auch dort eine Primzahl ist, muf8
mindestens einen der beiden Faktoren teilen; komplexe ugation
zeigt, daf3 es dann auch den anderen teilt. Damit teilt es derdn
Summe 2 und Differenz 2v; dap ungerade ist undeine Einheit, teilt
p also die zueinander teilerfremden Zahteand v, ein Widerspruch.

Somit istp in Z[i] keine Primzahl; nach obigem Korollar muf3 daher
p = 2 oderp = 1 mod 4 sein. Damit ist jeder Primteiler= 3 mod 4
von n zugleich ein Teiler voni und tritt in n daher mit einer geraden

Potenz auf. .

Fur zusammengesetzte Zahlen ist die Darstellung als Sumreerzw
Quadrate im allgemeinen nicht mehr eindeutlper die Primzerlegung
in Z[i]1aRtsich die Anzahl verschiedener Darstellungen leickerarkn:
Natiirlich entsprechen auchirf eine beliebige nétliche Zahln die
Darstellungen als Summe zweier Quadrate den Darstellungem
als Norm eines Elements vd{i], wobei assoziierte Elemente bis auf
Reihenfolge auf dieselbe Zerlegungfen.

Aus der Primzerlegung von in Z kdnnen wir leicht auf die Prim-
zerlegung inZ[:] schlieBen: Primzahlen kongruent drei modulo vier
bleiben nach obigem Korollar auch #{¢] irreduzibel, die kongruent
eins modulo vier sind Produkte zweier konjugierter Eleraentt iy.

Die beiden Faktoren sind nicht assoziiert, denn so@seyx| = |y| und

p = 22 + y? ware gerade. Die Zwei schlieRlich ist Produkt der beiden
irreduziblen Elemente % 4, und die sind assoziiert zueinander, denn
Q—14)-i=1+i4.

Wir sortieren daher in der Primzerlegung vemach den Kongruenz-
klassen modulo vier der Primfaktoren:

n=2€1_[pj3I_Iq,%g’c mit p;,=1mod4 ¢, =3mod4.
=1 k=1

Fur jedesp; wahlen wir einmr; € Z[4] derart, daldr; - 7; = p; ist; dann
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ist n in Z[i] assoziiert zu

(1 +Z’)2€ Hﬂ_;j Hﬁ;fj Hqigk )

=1 4=l k=1
Ein Elementy € Z[1], fur das N¢) = n sein soll, hat daher bis auf eine
Einheit die Form

'er hjr—'j—hjs S
a = (1+1) ij H?T;‘ Hq;‘j’“,

j=1 j=1 k=1
mit 0 < h; < f; Die Anzahl verschiedener dgjlichkeiten ist somit
gleich dem Produkt derf( + 1), wobei hier allerdings die Darstellungen

n = z? +y? undn = y? + 22 fir 2 # y als verschieden gahlt werden.

Die im Vergleich zur Gol3e vom meisten verschiedenen Darstellungen
gibt es offenbar dann, wenm ein Produkt verschiedener Primzahlen
ist, die allesamt kongruent eins modulo vier sind. In dieSathist die
Anzahl der Darstellungen gleich zwei hoch Anzahl der Faddor

§2: Anwendung auf die Berechnung vonr

Aus der Analysis | ist bekannt, daR gilt

;U3 ;CS ;C7 $9 LCll ;C13 £C15

arCtam—$—§+€—7+§—H+E—E+"' ,
falls es jemand nicht mehr weil3: Die Ableitung des Arkustargyist
1/(1 +2?), und nach der Summenforméirfdie geometrische Reihe ist

i:1_332+$4_$6+$s_x10+$12_x14+m _
1+22
Durch gliedweise Integration folgt wegen arctan 0 = O digelfiormel.
Eine bekannte Anwendung davon ist der Speziaffadl 1:

f—arctanl—l—}+}—}+}—i+i—i+
4 "~ 3 5 7 9 11 13 15

Zur praktischen Berechnung varist diese Formel allerdingsilig un-
brauchbar und der Alptraum eines jeden Numerikers:aghast einmal
sind alternierende Summen gruatdich problematisch, allerdings ist
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das hier vergleichsweise harmlos: Wenn wir jeden negatenman-
den von seinem Vokinger subtrahieren, bekommen wir eine Reihe
T 2 2 2 2
= 4+ 4 4 4.
4 1-3 5.7 9-11 13-15
mit lauter positiven Gliedern. Die Summanden sind jedoaménnoch
monoton fallend, so daf3 die Rundungsfehler der ersten iddéi bei
hinreichend langer Summationdgger sind als die hinteren Summanden.
Man muf3 also, wenn man eine endliche Teilsumme berechnewevil
hinten nach vorne summieren und damit bereits vor BeginrRéeh-
nung die Anzahl der Terme festlegen. Bei jederdnng der Anzahl
der Summanden muf3 die gesamte Rechnung von vorne beginnen.

Dazu kommt, daf3 die Reihe extrem langsam konvergiert: BEnigen
wir obige Gleichung durch zwei und berechnén f

T 1
8 "; (4n + 1)(4n + 3)

die Teilsummen
N 1
S = ; @n+ 1)@ +3)’

so erhalten wiriir die ersten Zehnerpotenzahdie folgenden Fehler:

N 10 100 1000 10000
T—8Sy 45.1002 50.10° 50.-10% 50.10°°
N 100000 1000000 10000000 100000000

-85y 50-10° 50.-107 50-10% 50.107°

Fir eine zuatzliche Dezimalstelle mul3 also der Rechenaufwand ziem-
lich genau verzehnfacht werden. Angesichts der Tatsadi&,heéute
mehrere Billionen Ziffern vorr bekannt sind ist klar, dal? es bessere
Wege zur Berechnung vangeben muf3.

Einer davon benutzt Zahlen mit einer groRen Anzahl versigmer
Darstellungen als Summen zweier Quadrate. Die Raihddn Arkus-
tangens konvergiert sicherlich umso besser, je kleinehet vonz ist.
Wenn wir also den Winke] aufteilen khnnenin mehrere kleine Winkel,
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deren Tangens wir kennen, sollten bessere Ergebnisse antemsein.
Genau das &nnen wir mit solchen Zahlen erreichen.

Angenommen, wir haberuf eine Zahln die r verschiedenen Darstel-
lungen
_ 242 _ _ 2.2
n_£l+yl_"'_£r+yr

als Summen von Quadraten, wobgi < --- < y, sei. Dann ist
x; = y,_; denn wir lonnen ja in jeder Darstellung die Reihenfolge
der Faktoren vertauschen. Wir wollen aul3erdem voraussetizddn
nicht das Doppelte eines Quadrats ist, so daf} stegsy, und somitr
eine gerade Zahl ist.

Die PunkteP; = (z;,y;) und @, = (—z;,y;) fur< = 1,...,r liegen
auf der Kreisliniez? + y> = n um den NullpunktO, genauso die
drei PunkteF, = (1/n,0), @y = (—v/n,0) und P,,.; = (0,/n).

P5P4

Q3 ﬂ\PS

Q1 Py

Fy

|

o

Da diey-Koordinatery, der P, der Gil3e nach geordnet sind, ist
- r r/2—1
5= Z LOP P, =2 Z LOP Py + LOP, 3P, 54y -
=0 =0
Leider ist keines der Dreieck OP, P,,, rechtwinklig, so daf} uns die

ganzzahligen Koordinaten der (meisteR) bei der Berechnung der
Winkel LOP, P, ., nichts ritzen.
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Nun lehrt uns aber ein Satz der Elementargeometrie, der (ihaAg zu
diesem Paragraphen bewiesene) Satz vom Innenwinkel, d&WGinlee|
£OP,P,,, doppelt so groR3 ist wie der WinkelsQ, P, P;,,. Letzterer
geldrt zu einem rechtwinkligen Dreieck, denn @dich andert sich
nichts am Winkel, wenn wir den Punk; ersetzen durch die senkrechte
ProjektionP; = (x,,,y;) von P,,, auf die Gerad€), P,. Somit ist

r/2—1
™
5= 2{0FP; +4 2:1: £Q; P[Py +24Q, 2P 5P, j241 -

Division durch zwei macht daraus
- r/2—1
v LOPGP +2 Y " LQ,P/Pyy+ £Q, /5P ;5P s -
=1

In dieser Darstellung sind die drei Punkte, die den Winkstibemen, in
allen Rallen die Eckpunkte eines rechtwinkligen Dreiecks, sieshadile-
samtganzzahlige Koordinaten, und zumindest die KatheteDikiecke
haben ganzzahligedngen. Somit &nnen wir alle auftretenden Winkel
ausdiicken durch Arkustangenswerte rationaler Zahlen.

Als Beispiel betrachten wir das kleinste Produkt dreieisebiedener
Primzahlen kongruent eins modulo vier, alse 5-13-17 = 1105. Aus
den Darstellungen

5=12+22 13=2+3 und 17=%+4?
verschafft man sich leicht die vier Darstellungen
1105=4+3F =P +32 =12+ 312 = 23 + 24%,

zu denen nairlich auch noch vier mit vertauschten Faktoren kommen.
Wir haben also

P =(334), P,=(329), Py=(3112), P, = (24,23),
Py=1(4,33), P,=(9,32), P;=(1231), P;=(2324);

dazu kommen noch die beiden Randpunkge= (1/11050) sowie
Py =(0,1/1105).
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Die @, fur 1 < i < 8 unterscheiden sich von de? nur durch das
Vorzeichen der Abszisse. Damibknen wir die Tangenten aller Winkel
bei O berechnen:

4
tandOPyP; = tan{ OPyPy = 22 = —
1

— 5 1
tan{OP,P, = tan{OP,Py = tan 4 Q, P, Py = 22— 91 = 2 = —

_ _ _ Y=y _ 3 _1
tan{OP,P; =tan{OP;P, =tan 2 Q,P,P; = = —=—
243 647 Q223 $2+x3 63 21

_ _ _Ya—ys_11_1

tan{OP, P, =tan{OP: Py = tan 24 Q. P, P, = = — ==
3t 4 546 Q334 x3+x4 55 5

Ys — Ya _ i

tan£OP,Ps =tan 24 Q, P, P5 =

Die Summe aller dieser Winkel ist

T 4 1 1 1 1
— = n— + n— + n— + + n— .
arcta 3 2 arcta 1 2 arcta 51 2 arctang arcta 7

Approximieren wir dies, indem wir jede derYLOR-Reihen durch das
TAYLOR-Polynom vom Grad ersetzen, erhalten wir die folgenden be-
tragsnafigen Abweichungefy,, zwischenr und dem Vierfachen dieser
Summe:

n 1 3 5 7 9
A, 25-1002 52.10% 14-10° 44-107 14.10°8
n 11 13 15 17 19

A, 5-1001° 49.10% 6.10% 21.-10 77.10°%°

Die Verbesserung gegéber der Berechnung via = arctan 1 istdrama-
tisch: Die dort betrachtete Teilsumrfig; entsprichtder Auswertung des
TAYLOR-Polynoms vom Grae = 4N + 3, und selbst wenn wiN auf
hundert Millionen setzen, haben wir noch einen Fehler var05’. Mit
dem neuen Ansatz kommen wir bereits mityTor-Polynomen vom
Grad neun auf einen Fehler, der gerade mal ein Zehntel dasttigh
An Stelle von hundert Millionen Summanden muf3ten wir dazuf éiof
TAYLOR-Polynome mit jeweilsiinf Summanden auswerten.
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Anhang: Der Satz vom Innenwinkel

Satz: P, @, S seien Punkte auf einer Kreislinie mit Mittelpunkt .

Dannist/ M PQ = 2/5PQ.
P

Beweis:Am einfachsten ist der Fall, dal¥ auf der Verbindungsstrecke
von S mit einem der beiden Punkie
undq@ liegt; wir nehmen an, er liege auf
SP. (Der andere Fall ist spiegelsym-
metrisch dazu und geht genauso.) Dann
ist das DreieckA M SQ gleichschenk-
lig, d.h. wir haben beiS und bei @
denselben WinkeB. Der verbleibende
Dreieckswinkel belf ist somitr — 2.
Andererseits ist dies aber der Komple-
menfrwinkel zua = /M PQ), also ist

« = 203, wie behauptet.

Der allgemeine Fall kann auf diesen Spezialfallimkgefihrt wer-
den: LiegenP und@ auf verschiedenen
Seiten des Durchmessers duighdes-
sen anderer Endpunktsei, so ertillen

T auch die Punktes, P, T, M sowie die
Punkte S, Q, T, M die Voraussetzung
des Satzes, und in beiderlien sind
wir in der Situation des bereits bewiese-

@ nen Spezialfalls. Addition der Ergeb-
nisse fir diese beiden &le liefert das
Ergebnis @r die Punktes, P, Q, M.

P
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Bleibt noch der Fall, da® und A auf derselben Seite des Durchmessers
T ST liegen. Auch in diesem Fall difien
P wieder sowohl die Punkt&, P, T, M
als auch die Punktg, Q, T, M die Vo-
raussetzungen des Satzes, und beides
Mal sind wir in der Situation des ein-
gangs bewiesenen Spezialfalls. Dieses
Mal fuhrt die Subtraktion dieser bei-
Q den Ergebnisse zum géwschten Re-
sultat ur die Ausgangssituation mitden
PunktenS, P, Q, M.

S Damitist der Satz voll§indig bewiese.n.

83: Der Satz von Lagrange

Es ist nicht ndglich, eine beliebige nétliche Zahl als Summe von
hochstens drei Quadratzahlen zu schreiben; das kleinsternBegpiel

ist die Sieben. Wie ELER vermutete und AGRANGE bewies, kommt

man aber immer mitdchstens vier Quadratzahlen aus.

Einer der vielen Beweise dieses Satzes ist réthlich zu dem des
Zweiquadratesatzes ag$; statt mit dem RindZ[i] der Gaussschen
Zahlen arbeiten wir aber mit dem Ring

7@ 7i ©Zj ® Zk

der ganzen Quaternionen. Auch hier haben wir eine Normghing,
und eine ganze Zahi ist offensichtlich genau dann als Summe von
vier Quadraten darstellbar, wenn sie Norm einer ganzene@uiat ist.
Wegen der Multiplikativiit der Norm reicht es also wieder, wenn wir
Primzahlerp betrachten.

Zur Vorbereitung zeigen wir zi@thst

Lemma: Zu jeder Primzahp gibt es ganze Zahlen y, z € Z und eine
natirliche Zahlm < p, so daR giltmp = 22 + % + 22
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Beweis:Fiirp = 2 ist 2 = £ + 12 + 0%; sei alsop ungerade.

Von den Zahleru? mit 0 < a < %(p — 1) sind keine zwei kongruent
modulop, denna® — b* = (a + b)(a — b), und falls 0< a,b < 3(p — 1)
sind beide Faktoren kleiner gis Damit gibt es auch in den Mengen

My={-a®|0<a<i(p-1)}

und
My={1+a*|0<a<3(p-1)}

keine zwei Elemente, die modubdkongruent sind. Da die beiden Men-
gen disjunkt sind und jede davc%(p + 1) Elemente hat, enét ihre
Vereinigungp + 1 Elemente; hier mul es also mindestens zwei Elemen-
te geben, die modulp kongruent sind. Es gibt also Zahleny € Z

mit —z? = 1 +4? modp, d.h.z? + y? + 12 = mp ist durchp teilbar. Da

z,y < %(p — 1), istdabein < p und das Lemma ist bewiesen. .

Lemma: Jede Primzahp laf3t sich als Summe vonodbhstens vier
Quadraten schreiben.

Beweis:Fir p = 2 wissen wir das; sei alsp wieder ungerade. Nach
dem vorigen Lemma gibt es eine tidiche Zahlm < p derart, dai3
mp als Summe von sogablhstens drei Quadraten darstellbardstei
die kleinste nairliche Zahl, fir die ¢p als Summe von &chstens vier
Quadraten darstellbar ist. Natich ist dann aucli < p.

Ware/ eine gerade Zahl, sodwve auch die Summe der vier Quadrate
gerade, und dazu gibt es dredilichkeiten: Entweder alle Summanden
sind gerade, oder alle sind ungerade, oder zwei davon siadigeder
Rest ungerade. Im letzteren Fall wollen wir die vier Zahlenr, y, z SO
anordnen, daf und 2 gerade sindy und z dagegen ungerade. Dann
sind in allen drei Bllenw + 2 undy + z gerade, und

w+zV [(w—2V y+z2 y—z2 wr+a? P+ o
+ + + = =Zp,
2 2 2 2 2 2

im Widerspruch zur Minimalét von/. Also ist ¢ ungerade, und falls
das Lemma falsch @&re, miRte/ > 3 sein.
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Wir betrachten die modulé zu w, z, y, z kongruenten ganzen Zahlen
W, X,Y, Z vom Betrag kleiner/2. Wie schon beim Zwei-Quadrate-
Satz ldnnen diese nicht allesamt verschwinden, denn soréstnv
w, z,y, z durch ¢ teilbar, also ihre Quadratsumnde durch ¢2, was
wegen? < p fur eine Primzahp nicht mbglich ist.
Somitist 0< W2+ X2+Y?+ 72 < 4. (g)2 = (2. Andererseits ist aber

W2+ X°+Y?+ 7% = u)2+a:2+y2+z2 = 0 mod/;
also ist

W2+ X2+Y?+Z%=¢m mit 1<m</{.

Damit haben die Quaternionen

g=w+iz+jy+kz und Q=W +iX+jY +kZ
die Normen N¢) = ¢p und N@) = ¢m, ihr Produkt hat also die Norm

?*mp. Zumindest von der Norm her spricht also nichts dagegen, daR
dieses Produkt durchteilbar sein bnnte.

Tatsachlich istq@ durch/ teilbar, und das sieht man am schnellsten
durch brutales Nachrechnen: In

qQ = (WW+zX +yY +22) +(—wX +a2W —yZ +2Y)i
+(—wY +yW — 22X +a2Z)j + (—wZ + z2W — z2Y +yX)k
sind alle vier Klammern durcH teilbar, denn moduld sind alle
GrolRbuchstaben gleich den entsprechenden Kleinbucimstabedafd

die Koeffizienten von, j, k trivialerweise moduld verschwinden, und
fur den Realteil haben wir

wW +zX +yY +2Z = w? + 2% +y?+ 22 =¢p =0 mod/.
Somit ist .
% = A+ Bi+(Cj+ Dk
eine Quaternion mit ganzzahligen Koeffizienten, und
A2+ B2+(C2+ D2 = N(%) - N(qQ) _ N(gIN(Q) = mp

Iz £
Dies widerspricht aber der Minimadit von/.
Somit mul¥¢ = 1 sein, und der Satz ist bewiesen.
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Satz (LAGRANGE): Jede ndirliche Zahl B3t sich als Summe von
hochstens vier Quadraten schreiben.

Beweis:Wie wir in Kapitel 6,57 gesehen haberaf}t sich eine Zaht
genau dann als Summe voidhstens vier Quadraten schreiben, wenn
sie Norm einer ganzen Quaternion ist. Da wir gerade gesealeenh
daf sich jede Primzahl als Summe varchstens vier Quadraten schrei-
ben BRt (und die Eins nétlich auch), folgt die Behauptung aus der

Multiplikativit at der Norm. .

84: Quadratische Formen und Matrizen

Nachdem wir in den vorigen Paragraphen gesehen haben, dafl3 di
spezielle quadratische ForrA+y? vielfaltige Beziehungen sowohl zum
ZahlkorperQ[i] als auch zu Anwendungen aufRerhalb der Zahlentheorie
haben, wollen wir uns nun etwas mit der allgemeinen Thealigher
Formen besdiitigen. In den Achsten Paragraphen werden wir sie dann
auf quadratische Zahtkper und die BLLsche Gleichung anwenden.

Viele abstrakte Aussagdiber quadratische Formen werden einfacher,
wenn wir sie in lineare Algebrabersetzen. In Matrixschreibweise ist

B
Aa®+ Bay +Cy? = (@ @”Q(i) m Q:(é 5)

2
die quadratische Form kann also auch durch die symmetridakéx
beschrieben werden.

Die Determinante voR ist AC — %BZ; bis auf einen Faktor-4 ist das
die ZahlB%2 —4AC, die wir in Kapitel 6,52 als Diskriminante eines Ele-
ments eines quadratisches Zdiripers definiert haben. Wiitkinen also
hoffen, daR uns die lineare Algebra via Determinantenibefarssagen
Uber die Werte einer quadratischen Form soider Zusammerénge
zwischen den Diskriminanten verschiedener Elemente ejnedrati-
schen Zahlkrpers gibt.

Die reellen Werte, die eine quadratische Form annehmen kangen
nicht davon ab, in welcher Basis deéwir das Argumen(z) darstellen;
wir konnen die Basis daher bei Bedarf beliehiglern.
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Das ist zum Beispiel itzlich bei der Frage, wann eine quadratische
Form nur positive oder nur negative Werte annimmt:

Definition: Eine symmetrische Matrix) € R?*? und die dadurch

- . . . ositiv
definierte quadratische Foryfy (z,y) = (z y)Q(;) helBen{Eegaﬂv}

semidefinit, wennfy(x,y) {E} O fur alle z,y € R. Sie hei3en
positiv
negativ,

schwindet.

definit, wenn zuatzlich f(x,y) nur fir x = y = 0 ver-

Ein typisches Beispiel einer positiv definiten quadratistirorm ist
22+y?; hieristQ einfach die Einheitsmatrix. Die negative Einheitsmatrix
fuhrt auf die negativ definite Formaz? — y?, die Diagonalmatrix mit
Eintragen +1 und-1 aufz? — y2, was sowohl positive als auch negative
Werte annehmen kann.

Beispiele von positiv semidefiniten, aber nicht positiv diggin Formen
sind etwaz?, (z + y)? oder (& — 4y)? mit zugeldrigen Matrizen

10 11 3 -6
le(o 0)7 Q2:<1 1> und Q3:<_6 4)'

Fur ein allgemeines Kriterium, wann eine Matrix positiv oderga-
tiv (semi-)definit ist, erinnern wir uns an einen Satz aus loheraren
Algebra:

Satz: Alle Eigenwerte einer symmetrischen Matrgx € R™*" sind
reell und ihre geometrische Vielfachheit stimmt mit dereddgaischen
Uberein. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerteristemkrecht
aufeinander; insbesondere [t eine Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren vonQ.

Fur Leser, die diesen sogenannt@pektralsatnicht kennen, sei kurz
ein Beweis @ir den Spezialfalh = 2 skizziert.
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Die Matrix @ = (Z l;) hat das charakteristische Polynom
_|a— )\ b _ 2
det@ — AE) = b c_/\‘—(a—/\)(c—)\)—b
_\2 o _a+02_ a+cy 2
=X —(a+tc) +tac—1b —()\ 5 ) ( )+ac b

_ /\_a+c 2_ a—c 2—b2'
- 2 2 ’

2
+ — C
die Eigenwerte sind alslnl/2 =27cy (a > C> +52.

2

Da die Summe zweier Quadrate reeller Zahlen nicht negativsan,
ist die Wurzel reell, und damit haben wir auch reelle Eigeree

Fur n = 2 gibt es genau dann einen Eigenwert mit algebraischer
Vielfachheit ungleich eins, wenn die beiden Nullstellers ddarak-
teristischen Polynoms gleich sind, wenn also der Ausdrutkruder
Wurzel verschwindet, d.fu. = ¢ undb = 0. In diesem Fall isQ = (5 °)

eine Diagonalmatrix, der Eigenraum ist also der gesdRfteso daR
auch die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts zwei ist

Ist A\; Z A\, und sinddy, @, Eigenvektoren dazu, so ist

(Qady) - Gy = (\@y) - dp = A\y(dy - @) -
Andererseits ist (wie manatigenfalls leicht nachrechnetliff je zwei
Vektorend, @ und eine Matrix@Q das Skalarprodukt{?) - @ gleich

dem Skalarprodukt - (Qw), wobeiQ? die zu@ transponierte Matrix
bezeichnet. Br eine symmetrische Matrix i€} = Q7, also

(Qdy) - dy = dy - (Qap) = dy - (Aadp) = Ap(dy - @) -
Da A\ # Ay, kbnnen\,(d; - d,) und A\,(d@; - d@,) nur dann gleich sein,

wennd, - a, verschwindet, d.hz; unda, stehen senkrecht aufeinander.
]

Auch ein weiteres allgemeines Resultat aus der Lineareabkighft
sich hier einfach und direkt beweisen: Das Produkt allereRigerte
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einern x n-Matrix ist gleich der Determinante und die Summe gleich
der Spur, der Summe der Diagonalelemente also.

Fur symmetrische 2 2-Matrizen folgt dies sofort aus den obigen
Formeln fir die beiden Eigenwerte: Bei der Additioallt die Wurzel
weg, so dall wir Summe + ¢ erhalten, und das Produkt ist nach der
dritten binomischen Formel gleich

2
(5T [() o] e =em

Ist @, ein Eigenvektor zu\; unda, einer zu),, so kbnnen wir jeden
Vektor () ausR? als Linearkombinatior{;) = ud, + vd, schreiben.
Der Zeilenvektor £ y) ist dann die entsprechende Linearkombination
ud@; +wvajs der zu derii; getbrigen Zeilenvektoren? , und

TN _( =T, =T ~ ~
@Q(() = Gl + )y + i)
= (ual +wval) (qu’l + UQFLZ) = (ual +wval) (u/\ltfl + v)\ztfz)
= )\1U2 (@'{d’l) + )\zu’U (d’,{(_l’z) + /\1uv (C_l)g‘(_l)l) + )\2'[}2 (C_I:g‘(_l)z) .

Das Matrixprodukﬁffﬁj ist gleich dentiblichen Skalarprodukt; - @;;
da diea, aufeinander senkrecht stehen, verschwindeiies# j, d.h.

(CE y)Q (i) = /\1u2(_il . @'1 + Az’l)z(_iz . 62 y

wobei die Skalarprodukte dét mit sich selbst ndirlich positiv sind.
Falls wir@; undd, als Einheitsvektoren @&hlen, sind sie eins unéknen
ganz weggelassen werden.

Damit ist klar, dal3 die quadratische Form genau dann nutmégiative
Werte annimmt, wenn\; und X, beide positiv sind; genau dann, wenn
beide negativ sind, nimmt sie nur nichtpositive Werte are Matrix @
und die zugetirige quadratische Form sind also genau dann pdsitiv
negativ semidefinit, wenn beide Eigenwert® bzw.< 0 sind. Sie sind
positiv bzw.negativ definit, wenn beide echt positizw.negativ sind.
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Fur eine positiv oder negativ semidefinite Matrix muf3 daherDiter-
minante> 0 sein; bei einer definiten Matrix muf3 sie positiv sein. Ob
sie positiv oder negativ definit ist, sagt uns dann die Spemndda die
beiden Eigenwerte (falkg 0) dasselbe Vorzeichen haben, ist dieses auch
das Vorzeichen ihrer Summe, der Spur. Wenn die Determinanteh?
positiv ist, nissena und c dasselbe Vorzeichen haben; da auchc
gleich der Spur der Matrix ist, folgt

Lemma: a) Eine symmetrische Z 2-Matrix ist genau dann positiv
oder negativ definit, wenn ihre Determinante positiv isé St positiv
definit, wenn der Eintrag links oben positiv ist, anderrsfat sie negativ
definit.

b) Die quadratische Formz? + Bzy + Cy/? ist genau dann definit, wenn
ihre DiskriminanteB? — 4AC negativ ist. Im Falled > 0 ist sie dann

positiv, sonst negativ definit. .

So ritzlich der Wechsel zu einer Basis aus Eigenvektoren inedies
Fall auch war, fir die meisten zahlentheoretischen Fragen werden uns
nur solche Basiswechsel helfen, die ganzzahlige Punkidaria ganz-
zahlige Punktéberiihren. Hier gilt

Lemma: Die lineare Abbildung

R? — R?

“16)-»C)

definiert genau dann eine Bijektidtf — 72, wenn alle Eintage der
Matrix A ganzzahlig sind und détf = +1 ist.

Beweis:Da die Spaltenvektoren voi/ die Bilder der Basisvektoren
(3) und (%) sind, ist klar, dafy(Z?) genau dann iZ? liegt, wenn alle
Eintrage vonM ganzzahlig sind. Solp(Z?) = Z? sein, muR zuétzlich
0~ Y(7?) C 7?sein, d.h. auch\/ ~* darf nur ganzzahlige Eiriige haben.
In diesem Fall sind de¥ und det\/ ! beide ganzzahlig mit Produkt
eins, also ist det/ = +1.
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Hat umgekehrt eine Matri¥/ mit ganzzahligen Einrgen Determi-
nante+1, so hat aucti/ ~* ganzzahlige Eintige, denn die Spaltenvek-
toren von M ! sind die Lbsungen der linearen Gleichungssysteme
M(?) = (3) und M) = (%), die wir nach der @AmERschen Regel
ausdiicken ldnnen durch Biche mit ganzzahligenghlern und ded/

im Nenner. .

Setzen wir @ir so eine Matrix\/ das BiIdM(ﬁ) an Stelle vor‘(ﬁ) in die
quadratische Form ein, erhalten wir das Ergebnis ‘

Q)1 0w ().

das wir auch erhalterétten, wenn wir(i) in die quadratische Form zur

Matrix M7 QM eingesetzt tten. Da(f;) — M(f;) eine Bijektion von
72 nachZ? definiert, nehmen die quadratischen FormerQzund zu
MTQM also dieselben Werte an. Deshalb definieren wir

Definition: Die quadratischen Formen mit Matrizén und@, hei3en
aquivalent,wenn es eine Matrix({/ mit ganzzahligen Einfigen und
detM = =+1 gibt, so dak), = M7Q,M.

Lemma: Zwei aquivalente quadratische Formen haben dieselbe Dis-
kriminante.

Beweis:Bis auf den Faktor-4 ist die Diskriminante gleich der Deter-
minante der Matrix und de@, = detM” - detQ, - detM = detQ,, da
detM =detMT = +1ist.

§5: Kettenbruchentwicklung quadratischer Irrationalit “aten

Die rationalen Zahlen sind genau diejenigen reellen Zalleren Ket-
tenbruchentwicklung nach endlich vielen Schritten aliirié/ir wollen
sehen, dal} wir auch quadratische Irratioasdin, d.h. Elemente eines
quadratischen Zahtkpers, die nicht inQ liegen, durch ihre Ketten-
bruchentwicklung charakterisierebtnen.
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In den Beispielen der Kettenbruchentwicklungenvéhundy/3 kamen
wir in Kapitel 5 auf periodische Folgen. Wie sich zeigen wisd dies
charakteristischifr quadratische Irrationaditen.

Nach der Formel am Ende v@2 von Kapitel 5 gilt fir die Zahlem,,
aus dem Algorithmus zur Kettenbruchentwicklung die Glaiui

— ApPp—2 + Pn-1
Apdn_2 + qn—1

wobeip,, undg,, Zahler und Nenner der-ten Konvergente sind. Mit

M= (pn—Z pn—l) ist M (an ) = (anpn—Z +pn—l> ,
p—2 4n—1 1 2% qp_1
die Vektoren(¢) und M (%) sind also proportional zueinander.

Als quadratische Irrationadit geriigt o einer quadratischen Gleichung
Ac?+Ba+C =0; derVektor(‘ly) wird also von der quadratischen Form
Az? + Bzy + Cy? annulliert. Da mit einem Vektof?) auch alle seine
Vielfachen von dieser Form annulliert werden, gilt dassdily den zu
() proportionalen Vekton/ (°).

Die Matrix zur quadratischen Formz? + Bzy + Cy? sei Q. Wie wir
aus dem vorigen Paragraphen wissenillezh die Komponenten von
M(al") dann die quadratische Gleichung zur Form mit MaldX Q M .
Nach Kapitel 552 ist detM = p,,_,q,_1 — ¢,,_op,,_1 = (—1)"7%; die
neue quadratische Form ist also zu der @itquivalent und hat ins-
besondere dieselbe Diskriminante. Also habena)|elieselbe Diskri-
minante wiex, denn da die Multiplikation mifi/ einen Isomorphismus
72 — 72 definiert, sind die Eintige vonQ genau dann ganzzahlig und
teilerfremd, wenn es die vol " QM sind.

Dies ist ein wesentlicher Schritfif den Beweis des folgenden Satzes:
Satz (LAGRANGE ~1766): Die Kettenbruchentwicklung einer irra-

tionalen Zahk wird genau dann periodisch, wenreine quadratische
Irrationalzahl ist.

Beweis Angenommeny hat eine periodische Kettenbruchentwicklung.
Dann gibtes eim und eink > 0, so dafd,,,; = «,, ist. Nach der Formel
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am Ende vor§2 von Kapitel 5 ist daher
P2t Pno1 _ CpskPrsk—2F Prvk—1 _ OnPrsk—2F Pnrk—1

Wlp2tdu1 Cpplprk—2F Gok1 Oprk—2 F Qovko1
Daraus folgt die Gleichheit vor,p,,_» + p,, - 1)(@,Gprie—2 + prt—1)
und (@, q,,—2 + @1, Dpik—2 + Prir_1), UNd ausmultipliziert wird
dies zu einer quadratischen Gleichuiig &, . Der Koeffizient vona?

ISt p,,_2Gpik—2 T Gp_2Pnir_2, WaS als Summe positiver Zahlen nicht
null sein kann; wir haben also eine echte quadratische Blaig. Somit
laRkt sichw, in der Forma = r + sv/D schreiben, und damit auch

_ apPp_2 + Pn—1

Apdp—2 + An—1

Umgekehrt seix = r + sv/D mit quadratfreiemD eine quadratische
Irrationalitat, die der Gleichung o+ Bya+C, = 0 geriige. Dann zeigt
die Konstruktionsvorschrifiir diec,,, daf3 auch diese Zahlen sowie ihre
Inversen in entsprechender Form geschrieben werdiendn und damit
Gleichungen der Form
A,a?+B,a,+C, =0

geriigen. Um diese Gleichung zu bestimmen, betrachten wir dig+u
tion f(z) = Agz?® + Byz + Cy, die fir z = o verschwindet, setzen
- ApPn—2 +pn—l

Apdp—2 + An—1
ein und multiplizieren mit dem Hauptnenner. Zumindéstdie Koef-
fizientenA,, undC,, ergeben sich einigermafien édtiche Formeln:

— 2 2 Pn—1
An - AOpn—l + BOpn—lqn—l + COQn—l - Qn—lf (qn 1)
und "

) , s 5 Ppn_2
C,, = Aopy—2+ BoPp—2Gn—2+ Cod—2 = @5 _of (q" 2) .
e

Da f eine quadratische Funktion istjHrt die TaAyLOR-Entwicklung
um « auf die Formel

" 2
F(B) = e s (2= o o) L (Bt

n—1 qn—1 qn-1
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Put| < 1/¢5_; < 1. Somitist

Al < [F @I+ ()] -

Genauso zeigt man die Ungleichuf@,| < |f/(c)| + |f"(«)|. Somit
sind die Betage der Koeffizientew,, und C,, beschankt durch eine
vonn unablangige Konstante.

Hierbei ist f («) = 0, und]a —

Wie wir oben gesehen haben, hat dieselbe Diskriminante wie; die
Diskriminante A = B2 — 44, C, hangt also nicht ab vom. Daher
folgen aus der obigen Schrankair f4,, und C,, auch Schrankenif
B2 = A+4A,C,, sodaR auch der Betrag vah, beschankt ist.

n—n?

Somit gibt es nur endlich viele Tripel(,, B,,, C,,), also auch nur end-
lich viele verschiedene Wertérfa,,. Es mul daher zwei Zahlen k mit

k > 1gebenderart, da®, = o, ist, und die Kettenbruchentwicklung
wird spatestens ab der-ten Stelle periodisch. .
Der gerade bewiesene Satz charakterisiert Zahlen, derganieuch-
entwicklung periodischwird; er besagt nicht, daf? die Kettenbruchent-
wicklung einer quadratischen Irrationalivon Anfang an periodischiist,
und in der Tat kennen wir Beispiele wig2 = [1,2] oderv/3 = [1, 1, 2],

bei denen das nicht der Fall istiiFeine rein periodische Kettenbruch-
entwicklung brauchen wir also noch &Atsliche Bedingungen:

Satz: Die Kettenbruchentwicklung einer quadratischen Irradi@ahlo
ist genau dann rein periodisch, wean> 1 ist und ihr konjugiertes
Elementa zwischen—1 und 0 liegt.

BeweisSei zuraichstx > 1und—1 < @ < 0. Der Trick zum Beweis der
reinen Periodiziit der Folge det; besteht darin, die, = [1/«;] durch
die konjugierten Element,,; auszudiicken und so von der Gleichheit
zweier Koeffizienten auch auf die ihrer Vi@ngger zu schliel3en.

Die Gleichunga = ¢y + a4 wird, dac, eine rationale Zahl ist, durch
Konjugation zua = ¢y + @;. Da@ nach Voraussetzung zwischerl
und O liegt, ist somit 0< —a; — ¢y < 1 undc¢y = [—a,]. Wegen

cp = [a] > 1 folgt aulRerdem-1 < _i < 0.
o
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Wir wollen induktiv zeigen, dal® auckirfallei > 0 gilt

¢;=[—@;q] und —1<—<0.
Qg
Dazu nehmen wir an, dies geltiérfi — 1. Aus
1 1
— =¢toy, und —1<—<0
; Q;

folgt wie im Fall; = 0, dal; = [-@;,4] ist, und da die Koeffizienten
¢; furi > 0 bei jeder Kettenbruchentwicklung mindestens gleich eins
sind, folgt auch die Ungleichundjf 1/@,,; genau wie dort.

Daraus folgt nun leicht die Periodiait der Kettenbruchentwicklung
von a: Wir wissen bereits, daf3 sie periodisefrd; es gibt also irgend-
einen Indexm > 0 und eine Periodé, so dalu,,,, = «, fUr alle

n > m. Wir betrachten das minimale. mit dieser Eigenschaft. Die
Kettenbruchentwicklung vom ist genau dann rein periodisch, wenn
m = 0 ist. Firm > 1 kbnnen wir aber aus,,,,;, = «,, undc,,.;. = ¢,,
folgern, dal3 auclk,,,,,_1 = [—@,,41] = [—@,,] = ¢,,,—_1 iSt. Aus den
Gleichungen

1 + und
=c «
Qa1 m+k—1 m+k Q,,_1
folgt dann aber, daR auah,,_;,;, = «,,_; ist, im Widerspruch zur
Minimalitat vonm. Somit istm = 0, die Kettenbruchentwicklung van
also rein periodisch.

=Cp-1 + Ay

Umgekehrt habev eine rein periodische Kettenbruchentwicklung der
Periodek mit Koeffizientency, ¢, ... . Wegenc,, = ¢, ist dabei auch
¢ positiv, denn allec,, mit n > 0 missen ja positiv sein. Somit ist
insbesondere > 1.

Um zu sehen, da& zwischen—1 und O liegt, beachten wir, daf?
dieselbe quadratische Gleichung#itiwie .. Da diese Gleichung genau
zwei Nullstellen hat undx groRer als eins ist, géigt es, wenn wir
zeigen, dal diese Gleichungim Intervalll| 0) eine Nullstelle hat. Das
wiederum folgt aus dem Zwischenwertsatz, wenn wir zeigé@mlen,
daf’ die quadratische Funktion auf der linken Seite an delfest@
und—1 Werte mit entgegengesetzten Vorzeichen annimmt.
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Furk = Llista = gty = g+ = a®—cya—1 = 0. Die quadratische
Funktionz? — cyz — 1 nimmt an der Stelle 0 den Wertl an, und bei

x = 1 den Wertcy > 0; somit gibt es eine Nullstelle zwischen diesen
beiden Punkten.

Fur k£ > 2 verwenden wir die bereits im vorigen Satz benutzte Formel
aus Kapitel 552, und beachten, daf§, = 1/« ist. Dies fihrt auf die
Gleichung
o = SkPr—2 tPr-1 _ Pr2tPp 1 '
02t qp_1  Qp_2t @

Uberkreuzmultiplikation macht daraus die quadratischecBlng

2 _
Q10"+ (G2 — Pr_2)a —pp_1 =0.

Hier nimmt die quadratische Funktion bei O den Wet, ; < 0 an,
und an der Stelle -1 den Wert

Qo1 — (@2 = Pr—2) = Pr—1 = (@1 — Q—2) + P2 — Pr_1) -

Dieser ist positiv, da sowohl die Folge deifder als auch die der Nenner

der Konvergenten voa monoton steigt.
|

86: Die Pellsche Gleichung

Im letzten Kapitel hatten wir gesehen, daR eine Einteity/D vonO
die Gleichungz? — Dy? = +1 erfillen muR. Hauptziel dieses Para-
graphen ist die bsung der BLLschen Gleichung? — Dy? = 1 fir
(z,y) € Z? oder—da es auf das Vorzeichen voandy nicht ankommt —
(z,y) € N2,

Faktorisierung der linken Seite deelR schen Gleichungirt auf
(zr+yVD)x —yVD) =1,

und damit ist

1 x 1
r—yVD= ——m = — — VD= ——F+—.
x+yvD Y y2(§+ D)
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Wegen der Positivitt der rechten Seite igt > VD, also folgt

1 1 1
xr — \/5‘ =T — \/5 = < < 5.
v T R(E+VD) T 22vD T 27
Nach dem Satz aus Kapitel §3 muB% somit eine Konvergente der
Kettenbruchentwicklung vor/D sein.

Umgekehrt liefert aber nicht jede Konvergente der Kettanbentwick-
lung von+/D eine Losung der BLLschen Gleichung: Beispielsweise
hatv/13=[31,1,1,1,6,...] die Briiche

4 7 11 18 119

1’ 22 3 5’ 33
als seine ersten Konvergenten, aber

42-13=3 7°-13.2°=-3, 11°-13.3°=4
18 -13.-5°=—-1 und 118 -13.-33%=4.

Zumindest priori ist nicht klar, ob esiberhaupt eine Konvergente gibt,
die auf eine Bsung der BLLschen Gleichungihrt.

Um hier mehr zu erfahren, ilssen wir uns die Kettenbruchentwick-
lung von+/D genauer ansehen. Dabei geiim folgenden stets eine
quadratfreie néirliche Zahl.

Das konjugierte Element zy/'D ist —v/D und somit kleiner als-1;
die Kettenbruchentwicklung vor/D ist also nicht rein periodisch.
Betrachten wir aberr = [v/D] + /D, so ist naiirlich o > 1. und
@ = [VD] — VD liegt zwischen-1 und 0. Somit hat eine rein perio-
dische Kettenbruchentwicklung. Die Periode/sand die Koeffizienten
seiency, ¢q, - - - -

Die Kettenbruchentwicklung vo'D = a — [v/D] unterscheidet sich
von der vona nur im ganzzahligen Anteil. Dieser ist im Falle van
gleich 21v/D], im Falle vonyv/D nur [v'D]. Danach folgen in beiden

Fallen diec; miti > 1. Wegerr,, = ¢, = 2[v/D] gilt daher

Kap. 7: Quadratische Formen 222

Satz: Ist D eine quadratfreie natliche Zahl, so ist die Folge, ¢y, . . .
der Koeffizienten der Kettenbruchentwicklung wgiv abe, periodisch.
Bezeichnet: die Periode, so ist, = 2¢, = 2[V/D].

]
Bezeichnep,,/q,, wieder dien-te Konvergente dieser Kettenbruchent-
wicklung, so ist nach der schon oft benutzten Formel

VD = Dy 2 Ppa _
ApGn—2% qn_1
Ist spezielln = rk ein Vielfaches einer Periode, hafd,, eine Ket-
tenbruchentwicklung mit Koeffizienten,, ¢, 441, ¢, k42, - - - ; Nach dem
gerade bewiesenen Satz stimmt dlhsrein mit der Folged, ¢4, ¢,, . . .,
d.h.

:co+\/5: [\/5]+\/5
Qrp

Einsetzen in die obige Formailirt auf

VD = SriPri—2 tPrk—1 _ Pri—2 +p_1(cot \/5)

Opplrk—2%Y Qri—1 Qo+ qu—l(co + \/5)
oder

(@—2* QTk—lCO)\/E + 1D = (Org—2 + Pri—10) +prk—l\/5 .
Durch Koeffizientenvergleich folgt:
Prk—2 = G—1D — Pri—1co UNA ¢y 2 =Prg_1 — Gri—1Co -
Setzen wir dies ein in die aus Kapitel®, bekannte Formel
Pmlm—1 — 9mPm—1 = (_1)m—l
mit m = rk — 1, erhalten wir die Gleichung
2 2
Drk—1 — Pri—19rk—1€0 — Grk—1D * €p_1Ppi—10

_ .2 2 _ k—2
=prg_1— Dqr_q = (=1) .

Im Falle einer geraden Periodeist somit @, _4, q,._4) fUr jedes
r € N eine Losung der BLLschen Gleichung ;uir ungerade Perioden
liefern nur die geradzahligen Vielfachen vbi.6sungen, ahrend die
ungeradzahligen zudsungen der Gleichung’ — Dy? = —1 filhren.
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Im EingangsbeispieD = 13 zeigt eine genauere Rechnung, dafd sich
die Koeffizienten 11,1,1,6 periodisch wiederholen, wir haben al-
so die ungerade Perioddirif. Damit liefern die vierte, vierzehnte,
vierundzwanzigste Konvergente der KettenbruchentwitlLbsungen
der Gleichung:®> — Dy? = —1, was wir fir die vierte bereits nachgerech-
net haben. Bsungen der B.Lschen Gleichung liefern die neunte, ne-
unzehntausw.Konvergente. Die neunte Konvergente ist

649

[37171717176717171]: ﬁ),

und in der Tat ist
649 — 13- 180° = 421201— 13- 32400 = 421 201 421200=1.

Allgemein haben wir gezeigt, da dielRRsche Gleichungifr jedes
quadratfreieD eine Losung hat; zusammen mit dem Satz aus Kapi-
tel 6, §6 folgt, daf? die Einheitengruppe eines jeden reellquasiiagin
Zahlkdrpers unendlich ist und daR es spezigtidie Gruppe der Einhei-
ten mit Norm eins (der sogenannten Einseinheiten) ein Eiéme O,
gibt, so dal jede Einseinheitin der Fotm™ mit einemr € Z geschrie-
ben werden kanny ist die kleinste Einseinheit gRer eins.

Natiirlich kann auchy in der Formp,, + ¢,v/D geschrieben werden,
wobeip, /g, eine Konvergente der Kettenbruchentwicklung w3

ist. Da Zahler und Nenner der Konvergenten strikt monoton ansteigen
mit n, handelt es sich hier um dierste Konvergentep,,/q,,, fur die

p2 — Dg? = 1ist.

Mit Rechnungen, die sefaihnlich zu den obigen sind, kann man zeigen,
daR die oben gefundenen Indizesmit p2, — Dq¢?, = +1 tatgichlich
die einzigen sind mit dieser Eigenschaft. Da wir schon viglKatten-
briichen gerechnet haben und es noch viele andere intereSsigte
biete der Zahlentheorie zu entdecken gilfyahte ich auf diese Rech-
nungen verzichten.

Wer sich fir diese Rechnungen interessiert, findet sie zum Beispiel in

WINFRIED SCHARLAU, HANS OPOLKA: Von Fermat bis Minkowski — Eine Vorlesurigper
Zahlentheorie und ihre Entwicklun§pringer,1980
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im Kapitel Uber LAGRANGE im (nur im Inhaltsverzeichnis benannten) Paragraptisung
der Fermatschen (Pellschen) Gleichualg Seite 64. Es gibt zwariRkverweise, aber wer
den obigen Beweis verstanden hat, muf3 nur einem wirklighefol Zu beachten sind die
unterschiedlichen Bezeichnungen: Was hieheilt, ist dortd, aber das dortigé,, ist
hier 1/, . Die hiesigerc,, werden dort mitz, bezeichnet.

Wenn wir dieses Ergebnis akzeptiereanken wir die Einheitengruppe
eines jeden reellquadratischen ZaiisersQ[v/D] explizit berechnen,
zumindest fir D # 1 mod 4: Dann is®0,, = Z @ Zv/D, so daR die
Einheiten genau den ganzzahligebsungen der beiden Gleichungen
z? — Dy? = +1 entsprechen. It die Periode der Kettenbruchentwick-
lung vony/D undp/q die (k — 1)-te Konvergente, so ist = p + ¢v/D
die Grundeinheit, und jede andere Einhafi sich alsta™ mit einem

r € Z schreiben. Br geradeg sind dies alles Einseinheiterijrfunge-
radesk bekommen wir fir gerade: Einseinheiten und sonst Einheiten
der Norm—1.

Bleibt die Frage, iir welcheD die Periode: geradeébzw.ungerade ist.
Diese Frage muf3 nicht nur in dieser Vorlesung unbeantwblgdien:
Es handelt sich hier um eines der vielen zahlentheoretisehebleme,
die trotz jahrhundertelanger Béinungen auch heute noch offen sind.

Die zweite Frage ist: Was passieitrfD = 1 mod 4? Wie wir wis-
sen, sind dann auch die Zahlé(zc +y+/D) fur ungerade ganze Zahlen
x,y ganz, es kann also auch Einheiten dieser Form geben. In tler Ta
haben wir beim Eingangsbeispi€l = 13 bereits solche &fle ken-
nengelernt: Br die dritte Konvergenté! ist 112 — 13- 32 = 4, d.h.

N (%(11 + 3\/f’>) = 1. Wie eine genauere Untersuchung zeigt, ist dies
genau dann iiglich, wennD = 5 mod 8, jedoch nichtifr alle sol-
che D. Wenn es eine Grundeinheit dieser Form gibt, liegt ihretalrit
Potenz inZ & Z+/D, der Kettenbruchalgorithmus gibt dann also nur die
dritte Potenz der Grundeinheit. Einzelheiten findet maspielsweise

in §16, 5D des Buchs

HELMUT HASSE Vorlesungeriiber ZahlentheorieSpringer,21964.



Kapitel 8
Quadratische Reste

81: Das Legendre-Symbol

Definition: Fur eine Primzahlp und eine nicht durchp teilbare
natirliche Zahla ist das LEGENDRESymbol

<@> _ { +1 falls es einc € N gibt mit 22 = a modp

1_9 —1 sonst

Im ersten Fall bezeichnen wir als quadratischen Reshodulop, an-
dernfalls als quadratischen Nichtresiirfeine durclp teilbare Zahla

setzen wir(%) =0.

Sinda, b zwei modulop kongruente nairliche Zahlen, so ist offensicht-
lich (%) = (%) Wir haben daher auctiif « € )’ ein wohldefiniertes

LEGENDRESYmbol(£), das durch die Vorschrif(i%) = 0 auf gan#F,

a
p

fortgesetzt wird.

ADRIEN-MARIE LEGENDRE(1752-1833) wurde in Tou-
louse oder Paris geboren; jedenfalls ging er in Paris zur
Schule und studierte Mathematik und Physik am dorti-
gen Colege Mazarin. Ab 1775 lehrte er an der Ecole
Militaire und gewann einen Preis der Berliner Akademie
fur eine Arbeitiiber die Bahn von Kanonenkugeln. An-
dere Arbeiten befal3ten sich mit der Anziehung von
Ellipsoiden und der Himmelsmechanik. Ab etwa 1785
publizierte er auch Arbeitetiber Zahlentheorie, in de-
nen er z.B. das quadratische Rezipr@izigesetz bewies
sowie die Irrationalit vonz und 2.
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Lemma: Das LEGENDRESymbol definiert einen Gruppenhomomor-
phismus
. Fy — {+1, -1}
G e (@)
p a— | —
p
Fur p = 2 ist dies der triviale Homomorphismusirfungerade ist er

surjektiv. Insbesondere gibt es dann jew&}é quadratische Reste und
Nichtreste.

Beweis:Firp = 2 istF = {1}, und 1 = 2 ist ein quadratischer Rest.

Sei nunp ungerade. Der Homomorphismus

IF; — IF;
T = LCZ
hat den Kern{+1, —1}, also besteht das Bild atﬁg—l Elementen, den
guadratischen Resten.

Trivialerweise ist das Produkt zweier quadratischer Resesler ein
quadratischer Rest. Ist= z? ein quadratischer Rest uhein Nichtrest,
so ist auchub ein quadratischer Nichtrest, denrase ab = 2, ware

b = (yz~1)? ein quadratischer Rest. Da Multiplikation rhiinjektiv ist,
folgt, dal sich jeder quadratische Nichtrest in der Fardarstellenalt,
wobeic ein quadratischer Rest ist. Damit folgt, daf? das Produkieawe
quadratischer Nichtreste ein quadratischer Rest ist, benb = b%cd,

wobeic undd Quadrate irff; sind.
| ]

Lemma (EULER): Ist p eine ungerade Primzahl und kein Teiler wgn

. a p=1
SO IS'{(—) =a 2 modp.
p

Beweis:g sei ein erzeugendes Element vbfi. Dann ist offensichtlich
jede Potenz" mit geradem- ein quadratischer Rest, und da es genau
”T‘l verschiedene solcher Potenzen gibt, sind das allelquadrati-
schen Reste. Somit igf” genau dann ein quadratischer Rest, wenn
gerade ist.
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Da g ein erzeugendes Element ist, kagth—2/? nicht gleich eins sein;
da nach dem kleinen Satz voe®MAT aber sein Quadraf ! = 1 ist,
folgt g®~Y/2 = _1. Rira = ¢" ist somit

"7 =) = (o) =1y

genau dann gleich eins, wenmin quadratischer Rest ist, urd. sonst.
|

Korollar: Fur ungeradep ist

-1 (1) = +1 fallsp=1mod4
p) “1-1 fallsp=3mod4

§2: Das quadratische Reziprozitatsgesetz

Quadratisches Reziprozitatsgesetz=ur zwei verschiedene ungerade
Primzahlerp, ¢ ist

(]2) (g) - (_1)(;7—121(11—1) und (Z) — (_1)17251 .
q p p

ZumBeweishetrachten wir ein zum Nullpunkt symmetrisches Vertreter-
system vor¥* in Z, namlich

: -1
R={~h,...,—1,1,...,h} mit h:pT'

Weiter seiS = {q, 2q, . . ., hq}. Dap undgq teilerfremd sind, haben zwei
verschiedene Elemente véhverschiedene Restklassen modgtllo

1. Schritt(Gauss): ¢ sei eine beliebige Primzahl upd? ¢ eine ungerade

Primzahl. Dannis{ £ | = (—1)™, wobeim die Anzahl jener Elemente

p
von S bezeichnet, die modulp kongruent sind zu einem negativen
Element vonR.

Beweisuy, .. ., a,, seien die negativen Elemente vBndie zu Elemen-
ten ausS kongruent sindb, . . ., b,, die positiven. Dann ist

h
ay--a,by b, = [[(ig) = hig" modp.
=1
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Natiirlich sinda, unda; furi 7 j zwei verschiedene Zahlen, genauso
auchp,; undb;. AuRerdem kann auch rie;| = \bj\ sein, denn sonstéve
einerseitsy; + b, = 0, andererseitsape es aber Zahlend k,¢ < h,

so dafk,; = kq undb; = £q modp. Also ware { + ¢)q durchp teilbar,
was nicht nbglich ist, dennk + ¢ < 2h = p — 1. Damit sind die Betige
dera; und derb; genau die Zahlen von 1 bis d.h.

aq - ~amb1~- bn = (—1)mh| .

Vergleich mit der obigen Kongruenz zeigt, daR dahrs (—1)™ modp

ist, also nach dem vorigen Lemnié) = (—1)™.
|

2. Schritt(Gauss): Fur zwei ungerade Primzahlens g ist

h i 2 2_1

<9> = (1M mit M:Z[—q} und <—> = (1) .
p pl p

Im Beweissei zurachst auch noch der Fall= 2 zugelassen.lfFi < h
seir, =ig —p- [%]; dannist 0< r; < pundig =p- [%] +r,. Falls
ig modulop kongruent ist zu einem negativen Elemente R, ist also
r; =p+ay; fallsr, = b, > 0 ist dagegem; = b,. Somit ist

h h . m n m n

. 1q
RS DI 15 S URTIRS SUATERES S0 w18
i=1 =1 LP i=1 i=1 i=1 i=1
Andererseits ist

Xh:' CR(h+1) 1 p—1 p+l _ pP-1
W=—%H 173" 2 1773

.q_
=1

AuRerdem wissen wir aus dem ersten Schritt, dafd
{=aq,...,—a,,,by,....,b,} ={1,...,h}

ist, d.h.
h

= ~ . hh+1) p?P-1
_;ai-'-;bi:zl: > :p8

=1
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und damitisty -, b, = % +>°" a,. Setzen wir das alles in die obige
Formel ein, erhalten wir die Beziehung
2

-1 P-1,
3 cq=(M+m)p+ s +22ai

oder

pP—1 _ e
5 -(q—l)—(M+m)p+2;ai.

Im Falle einer ungeraden Primzafdteht rechts eine gerade Zahl; damit

muR auch\/ +m gerade sein, d.h-1)" = (—1)™, und die Behauptung
folgt aus dem ersten Schritt.

Furg = 2istM =0, da[Z] fur allei < h verschwindet. Modulo zwei
wird die obige Beziehung daher zu

P -1
8
so dal die Behauptung auch hier aus dem ersten Schritt folgt.

=mp=mmod 2,

3. Schritt(EISENSTEIN): p undq seien ungerade Primzahlen,

k .
_p-1 q-— _ ip
h="—= k= ,MZ[}undN;[q].
DannistM + N = hk.

Beweis:Im Innern des Rechtecks mit Ecken, (9, (4, 0),(0,2) und
(5, %) liegenhk Gitterpunkte, amlich die Punktei( j) mit1 <i < h
und 1< j < k.

Die Diagonale des Rechtecks liegt auf der Geragienf—)x und enthalt
keine Gitterpunkte. Unterhalb der Diagonalen Iieg{éﬂ Punkte mit

Abszissei, insgesamt alsd/ Punkte. Daiiber Iiegen[%p} Punkte mit

Ordinatei, insgesamt als@/ Punkte. Somit iskk = M + N. .

Kap. 8: Quadratische Reste 230

Zum Beweisdes quadratischen Rezipragggesetzes iissen wir nun
nur noch alles kombinieren: Nach dem zweiten und dem drithritt
ist

(g)( )_( 1)M ( 1)N_( 1)M+N_( 1)hk_( 1)p 1q1
P/ \4

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) leistete wesent-
liche Beitiage zur Zahlentheorie, zur nichteuklidischen
Geometrie, zur Funktionentheorie, zur Differentialge-
ometrie und Kartographie, zur Fehlerrechnung und
Statistik, zur Astronomie und Geophysilsw.Als Di-
rektor der @ttinger Sternwarte baute er zusammen mit
dem Physiker Weber den ersten Telegraphen. Er leitete
die erste Vermessung und Kartierung deinligreichs
Hannover und zeitweise auch den Witwenfond der Uni-
versitat Gottingen; seine hierbei gewonnene Erfahrung
benutzte eriir erfolgreiche Spekulationen mit Aktien.
Seine 1801 veiffentlichtenDisquisitiones arithmeticae
sind auch noch heute fundamental die Zahlentheorie.

FERDINAND GOTTHOLD MAX EISENSTEIN(1823-1852),
genannt Gotthold, wurde in Berlin geboren. Als einziges
seiner sechs Geschwister starb er nicht bereitsrend
der Kindheit an Meningitis. Im Alter von 17 Jah-
ren, noch als Sdller, besuchte er Mathematikvorlesun-
gen der Universit, unter anderem beilRICHLET. Ab
1842 las er didisquisitiones arithmeticagon Gauss,
den er 1844 in @Gttingen besuchte. Trotz zahlreicher
wichtiger Arbeiten erhielt er nie eine gut bezahlte Po-
sition unduberlebte vor allem dank der Untdittung
durch ALEXANDER VON HUMBOLDT. 1847 habilitierte

er sich in Berlin und hatte dort unter anderemm¥NN

als Studenten. Er starb 28krig an Tuberkulose.

Bemerkung: Die rechten Seiten der Gleichungen im quadratischen
Reziproziitsgesetz lassen sich auch durch Kongruenzbedingungen aus
driicken: p — 1)/2 ist genau dann gerade, wepee 1 mod 4, entspre-
chend fir g. Somit ist

(p) <q) {+1 fallsp = 1 mod 4 odey; = 1 mod 4

q) \p 1 fallsp=g¢=3mod4

q
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Istp = 8+ k, so istp? = 642 + 16r + k> = k? mod 16, also ist
p?> —1=k*— 1mod 16. fr k = +1 ist dies null, fir ¥ = +3 acht.
Somit ist

2) _(Lq)ft o [+ fallsp==1mods
- “1-1 fallsp=+4+3mod8"

Das quadratische Reziprazisgesetzaldt sich gelegentlich dazu ver-
wenden, um ein EGENDRESymbol einfach zu berechnen. Wenn wir bei-
spielsweise entscheiden wollen, ob sieben ein quadratisst modu-
lo17ist, sagtesuns (da 7 1 mod 4),daf ) = (&) ist. Letzteresist
gleich(2), da17= 3 mod 7. Hier haben wir zwei Primzahlen, die beide
kongruent drei modulo vier sind, also i) = — () = — (3) = -1,
denndie Einsist natlich modulo jeder Primzahl ein quadratischer Rest.
Also ist sieben modulo 17 ein quadratischer Nichtrest.

Genauso &nnen wir auch leicht feststellen, ob 13 quadratischer Rest

modulo 1000003 ist: Da 13 1 mod 4, ist(1gassss) = (2233°%). Da

1000 003= 4 mod 13, ist dies gleiclis), und das ist ndirlich eins,

da 4 = Z modulo jeder Primzahl ein Quadrat ist. Somit ist auch 13 ein
Quadrat modulo 1 000 003.

Das Problem bei dieser Vorgehensweise besteht darin, daRom
malerweise nicht soviel @tk haben wie hier und als Reduktionen stets
Primzahlen erhalten. Wir sollten daher ein quadratischezsdRozitts-
gesetz haben, das auch funktioniert, wenn die beteiligtdrien nicht
prim sind.

§3: Das Jacobi-Symbol

Wie wir in §1 gesehen haben, definiert dasdENDRESymbol in Bezug
auf seinen Zahler* einen Homomorphismus; wibknen versuchen, es
zu erweitern, indem wir dasselbe aucin len,Nenner* postulieren:

T
Definition: Istn = [ p;* eine ungerade Zahl und eine zun teiler-
=1
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fremde Zahl, so ist dagdoBsI-Symbol definiert als

(m)-11(2)"

=1
Fallsm undn nicht teilerfremd sind, setzen vv(r%”) =0.

CARL GusTAv JAacOB JacoBl (1804-1851) wurde in
Potsdam als Sohn eine#@dischen Bankiers geboren
und erhielt den Vornamen Jacques Simon. Im Alter
von zwolf Jahren bestand er sein Abitur, muf3te aber
noch vier Jahre in der Abschlu3klasse des Gymnasiums
bleiben, da die Berliner Universit nur Studenten mit
mindestens 16 Jahren aufnahm. 1824 beendete er seine
Studien mit dem Staatsexamdir Mathematik, Grie-
chisch und Latein und wurde Lehrer. Aul3erdem pro-
movierte er 1825 und begann mit seiner Habilitation.
Etwa gleichzeitig konvertierte er zum Christentum, so

&N daR er ab 1825 an der UnivegiBerlin und ab 1826 in
Konigsberg lehren konnte. 1832 wurde er dort Professor. dehre spter muf3te er aus
gesundheitlichen Ginden das rauhe Klimadfigsbergs verlassen und lebte @ahst in
Italien, danachiir den Rest seines Lebens in Berlin. Er ist vor allenubert durch seine
Arbeiten zur Zahlentheorie uniber elliptische Integrale.

Fur eine Primzahl, und ein nicht dadurch teilbares stimmt das
JacoBi-Symbol nailrlich mit dem LEGENDRESymboluberein, und man
kann sich fragen, ob man hier wirklich einen neuen Namendtrau
Dieser ist gerechtfertigt, weil es einen ganz wesentliddaterschied
zwischen den beiden Symbolen gibt: Beispielsweise ist

(2)=(3) (5) =0 07 = (n=1.

aber zwei ist offensichtlich kein quadratischer Rest modi8: Sonst
mii3te es schlief3lich erst recht quadratischer Rest modeiadd mo-
dulo funf sein, aber die entsprechendesGENDRESymbole sind-1.

In der Tat gibt es modulo 15 nur vier quadratische Resté:@ und 10.

Das Acosl-Symbol gibt daher keine Auskunft darer, ob eine Zahl
guadratischer Rest ist oder nicht; lediglich wenn es gleitlist, kinnen
wir sicher sein, daf® wir es mit einem quadratischen Nichizasun
haben, denn dann muf ja auch schéonrhindestens einen Primteiler
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des,Nenners* das EGENDRESymbol gleich—1 sein, wahrend ein
quadratischer Rest modulo einer Zahkrst recht quadratischer Rest
modulo eines jeden Teilers vansein mul3.

Die Nutzlichkeit des dcosi-Symbols kommt in erster Linie daher, dalR
auch daiir das quadratische Rezipr@gigesetz gilt und es somit zur
Berechnung von EGENDRE Symbolen verwendet werden kann:

Satz: Fur zwei ungerade Zahlen, n mit ggT(m,n) = 1 ist
ny\ /m n-im-1 2\ _
() (5)=cD und (E)

Beweis:Sein = [[p;* undm =[] qj'j. Nach Definition desAtoBI-
=1 j=1

= =
Symbols und weil daskEGENDRESymbol bei festgehaltenefhenner”
einen Homomorphismus definiert, ist dann

(o) =T1 () =TI (%) one () =TI (%)

7=1 =1 7=11i=1
Nach dem quadratischen Reziprétiigesetz au ist daher

pi—1j—1\Cili ZZPFHJ eifj
( )( ) HH(( 1)~ = _) f—(—l)bljl

- (—1)(;; ) (Z qulfj> = <(—1);§ )Z d

Dies ist genau dann gleich +1, wenn mindestens einer deeb&gpo-
nenten gerade ist; andernfalls ist es gleich

Im Produkt

(-2 7

kénnen wir alle Faktoren weglasserm,r fdie e; gerade ist oder aber
p; = 1 mod 4. Das Produkt ist also gleich1)" mit

N = Anzahl der Indize$ mit p, = 3 mod 4 unc:; ungerade .
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Die Faktorenp{’ sind genau dann kongruent eins modulo vier, wenn
p; = 1 mod 4 oder, gerade ist, denn3= 1 mod 4. Andernfalls ist
p¢* =3 = —1 mod 4. Somitist auch = (—1)" mod 4, also

(-2 T = ()Y = ()T

Ist dies gleich +1, so ist die rechte Seite der Gleichuiimg(f) (2)
ebenfalls +1, andernfalls zeigt das gleiche Argumémtrf,, dal® sie
gleich (-1)"~Y/2st. In jedem Fall erhalten wir daher die gémschte

Formel
(2) () ==,

Genauso folgt auch, daf2) = (—1)™*~1/8 jst, denn dies ist +1iff
m = +1 mod 8 und-1 fir m = +3 mod 8. Das Produkt zweier Prim-
zahlen kongruent-1 modulo acht ist wieder kongruestl, genauso
das zweier Primzahlen kongruen8 modulo acht. Damitifhrt dieselbe

Argumentation wie oben zum Ziel. .

Als Anwendung knnen wir ungiberlegen, modulo welcher Primzahlen
eine vorgegebene Zamfuadratischer Restist. Modulo seiner Primteiler
verschwindet: und ist somit ein Quadrat. Sei alpdein Teiler vona.

Fur a = 2 haben wir gesehen, d4) nur von der Kongruenzklas-
sep mod 8 ablkngt; wegen der Multiplikativitt des dcosi-Symbols
reicht es also, wenn wir ungeradebetrachten. Nach dem gerade be-
wiesenen Gesetz ist dann

(5)=co==(0)

Fur festesvist (e — 1)/2 ein konstanter Wertp(— 1)/2 hangt nur ab von
p mod 4, und(g) hangt ab vorp moda. Insgesamtéingt es also nur ab
vonp mod 4, oba ein quadratischer Rest oder Nichtrest moduist.

Betrachten wir als Beispiel den Fall= 3. Hierist @ — 1)/2 = 1, also

_ [ +1 fallsp=1mod4
—1 fallsp=3mod4’

= ()T
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und

3 —1 fallsp=2mod3"

Somit ist fir eine Primzahp > 3
(§> _ { +1 fallsp mod 12¢€ {1,11}

<p> _ { +1 fallsp=1mod3

P —1 fallsp mod 12¢ {5,7}
Fira =5ist (@ — 1)/2 = 2 gerade, also

5\ _(p)_J+1 fallspmod5e {14}
p) \5) | -1 fallspmod5c {2,3}"
84: Berechnung der modularen Quadratwurzel

Das quadratische Rezipraaisgesetz zeigt uns schnell, ob die Gleichung
2?2 = a modp fur eine gegebene Primzahiind eine ganze Zahlldsbar

ist; es gibt uns aber keinen Hinweis darauf, wie wir die§sung finden
konnen. Darum soll es in diesem Paragraphen gehen.

Am einfachsten lassen sich Quadratwurzeln modulo zwekrigtienn
modulo zwei ist jede Zahl ihre eigene Quadratwurzel. Iméalden sei
daherp eine ungerade Primzahl; wir zerlegen

p—1=2¢q
in eine Zweierpotenz2und eine ungerade Zakl

Da die multiplikative Gruppéf,; modulo p zyklisch ist, gibt es ein
Elementg € FX, so dal

X = 2 -1 _
Fp_{gvgv'~'7gp _1}
genau aus den Potenzen vphesteht.

Die Ordnung eines Elemenigs laRt sich leicht berechnen: DA™
genau dann zu eins wird, wenpn— 1 den Exponentemn teilt, ist rn

fur die Ordnung: das kleinste gemeinsame Vielfache voandp — 1.
Das kleinste gemeinsame Vielfache ist bekanntlich gleah @rodukt,
dividiert durch den gifdsten gemeinsamen Teiler. Damit ist die Ordnung

_ p-1
n— — ————.
gaT(,p—1)
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Speziell fir die beiden Elemente

y=¢°> und z=g?

folgt, daf3y die Ordnung; hat undz die Ordnung 2.

Daqund Z teilerfremd sind, gibt es nach dem erweiterterkED ischen
Algorithmus ganze Zahlen, v, so daf3

2futqu=1

ist. Hierbei muflv offensichtlich eine ungerade Zahl sein, denn sonst
ware die Summe auf der linken Seite eine gerade Zahl.

Damit ist

2°utqu — 2°u qu — ,u v

9=g 9 9 Yy z

und entsprechendif jedes-

y — ur vr

g =y .

Da es bei Potenzen vannur auf den Exponenten modujcankommt
und bei solchen vor nur auf den Exponenten modul6,heif3t dies,
daR sich jedes Element véii in der Form

a=y%2" mit 0<a<gqg und 0<f3<2°
schreibenaflt.

a = g"istgenau dann ein quadratischer Rest, wegine gerade Zahlist;
die beiden Quadratwurzeln sind datig™/2. Falls wir nura kennen, ist
dies allerdings nicht sonderlicliitelich zur Berechnung dieser Wurzeln,
denn erstens kennen wir im allgemeinen das Elemeicht explizit, und
zweitens kennen wir auch den Exponentemicht. Ersteres are kein
grof3es Problem, denn es gibt effiziente probabilistisclgpthmen,
um sich nibgliche Werte @ir ¢ zu verschaffen, letzteres aber ist ein
diskretes Logarithmenproblem moduylpalso nur dann effizienbkbar,
wenn die Primzahp ziemlich klein ist.

Auch der etwas komplizierteren (und bislang ebenfalls ihéetplizit
bekannten) Form = yz” kénnen wir ansehen, wannquadratischer
Restist: Da eine ungerade Zahl ist, isgenau dann gerade, wenn auch
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vr gerade ist, und das wiederumasjuivalentdazu, da® = vr mod Z
eine gerade Zahl ist.

a? = y*12P1 = ;P4 st eine Potenz von; es gibt also eine ganze Zahl
zwischen null und 2— 1, so daf&?z* = 1 ist, ramlich

k=—-BgmodZ € {0,1,2,...,2° -1},
und auch diese Zahl ist genau dann gerade, wequadratischer Rest

ist. Mit dieser Zahk sind dann
I = +alatD/2,k/2
die beiden Quadratwurzeln des quadratischen Restsnn
2?2 = a2k = a(a?2¥) = a.
Sobald wir den Wert*/2 kennen, bnnen wir also die Quadratwurzeln

vona bestimmen, und wir wir gleich sehen werdeif3t sich dieser Wert
erheblich schneller berechnen als ein diskreter Logarigim

Zumindest @ir die ,Halfte" aller Primzahlen haben wir daniiberhaupt
kein Problem: Eine ungerade Zahl hat bei Division durch wifen-
sichtlich entweder Rest eins oder Rest drei; wir betrachteichst den
Fall, daRp = 3 mod 4. (Solche Primzahlen werden in der Kryptologie
gelegentlich als Bumsche Primzahlen bezeichnet.)

Istp =3 mod 4, soisp — 1= 2mod 4, d.hp— 1ist zwar durch zwei,
nicht aber durch vier teilbar. Mithin igt — 1 = 2¢ mit einer ungeraden
Zahl g, d.h. der oben definierte Exponenist eins. Damit kommenifr

k nur die Wertek = 0 undk = 1 in Frage, undir einen quadratischen
Resta muRRk = 0 sein. Dann sind sowohF als auch:*/? gleich eins,
also sind die beiden Wurzeln au®infach

Ty = +a@ /2 = 4 (B +D/2 = 4 0 1)/4

was sich leicht berechnealf}t. Die Richtigkeit dieser Formedft sich
auch direkt nachgifen, denn nach dem Lemma voolER ist

2 g0t/2 = o -1)/2 = 2)
T -a -a-a =-a- .
€
Ist alsoa ein quadratischer Rest, soiszit/2 = g; wendet man die Formel
falschlicherweise auf einen quadratischen Nichtrest ami}g = —a.
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Fir p = 1 mod 4 ist entwedep = 1 mod 8 odep = 5 mod 8. Zu-
mindest im letzteren Falldanen wir wieder eine explizite Formaiif
die Quadratwurzeln aufstellen: In diesem Fallist 1 = 4 mod 8, d.h.
p — 1 ist zwar durch vier, nicht aber durch acht teilbar. Sontit is

p—1=4g=2% miteiner ungeraden Zahl,

d.h.e = 2. Daher kanrk nun die vier Werte 01, 2, 3 annehmen;ifr
guadratische Reste gibt es die beideddlichkeitent = 0 undk = 2.

Im Fall k£ = 0 kbnnen wir wie oben argumentieren: Dann ist

12 = +q@D)/2 = 4 (B+0)/2 = o (0+3)/8

Fir k = 2 sind die Wurzelnta(@/2;, wobei z wie oben definiert

und nicht explizit bekannt ist: ist nach Definitiong-te Potenz eines

primitiven Elements, und das gilt offenbairfjedes Element, dessen
Ordnung gleich 2 ist. (Hier ist naiirlich e = 2, aber das folgende
Argument gilt {ir jedese.)

Wenn wir dieg-te Potenzrgendeine€lements aug,; berechnen, erhal-
ten wir ein Element, dessen Ordnung eine Zweierpotenzisg deilt.

Falls sie nicht gleich 2ist, mul3 das Element Quadrat eines anderen sein;
die Elemente von Zweipotenzordnung, die genaue Ordn@ritaBen,
sind daher genau die quadratischen Nichtreste. Einenesolkinnen

wir uns verschaffen, wenn wir irgendeinen quadratischetdést mo-
dulo p kennen: Dag ungerade ist, ist dann auch desgete Potenz
guadratischer Nichtrest, und wegen- 1 = 2°¢ mul} diese Potenz
Zweipotenzordnung haben. Usnrzu finden, reicht es alsargendeinen
guadratischen Nichtrest moduylzu finden.

Letzteresistim Falb = 5 mod 8 einfach: Hier ist zwei nach dem quad-
ratischen Reziproztsgesetz quadratischer Nichtrest; dalimren wir
» =24 = Jlp=1)/4

setzen. Br k = 2 ist somit

315 = a0 /4

Um das Ganze wirklich explizit zu macheniissen wir nun nur noch die
beiden Rlle £ = 0 undk = 2 algorithmisch voneinander unterscheiden,
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aber das ist einfach: Wir berechnen aghst

w = q@IE

fallsu? = a ist, sindz, , = +w die beiden Quadratwurzeln. Andernfalls

multiplizieren wir w mit 2P~Y/4; falls das Quadrat dieses Elements
vonF, gleicha ist, sind die Quadratwurzel:2?~/%; andernfalls
ist a quadratischer Nichtrest.

Auch dies &3t sich mit dem Lemma vonJEeR ausg1 direkt nachrech-
nen:

wh = WA = 2. go-1)/2 = 2 (9) =a?,
p

falls « ein quadratischer Rest moduldst. Damit istw? = +a.

Fallsw? = a, sind die beiden Wurzelttw; andernfalls istv? = —a. Da
zwei quadratischer Nichtrest ist, ist nachLER 27~Y/2 = —1, also hat
w - 2°P~Y/% das Quadrat.

Bleibt noch der Fall, daf = 1 mod 8. Dies ist der schwerste und
allgemeinste Fall, dennahrendp = 3 mod 4aquivalent ist zwe = 1
undp = 5 mod 8 zue = 2 kanne hier jeden Wert giRer oder gleich
drei annehmen. Damit wird auch die Anzalil @r nmbglichen Werte
vonk deutlich gblRer; die Suche nach dem richtigen Expone#tetird
also aufwendiger.

Auch z selbst ist im allgemeinen Fall schwerer zu finderahhénd wir
fir p = 5 mod 8 wissen, dal3 zwei ein quadratischer Nichtrest ist, gib
es fur p = 1 mod 8 keine entsprechende Wahl; hier(i%l) =1, und
man weil3 nur, dal3 der kleinste quadratische NichtrgehdeinezZahl
zwischen eins und 1 ¥/p ist, was fir groRe Werte vom viel zu viele
Mdoglichkeiten offeré3t.

Leider gibt es keinen effizienten deterministischen Altjonius zur
Bestimmung eines quadratischen Nichtrests modulo einkgghligen
Primzahl; da wir aber wissen, daf? diélFe aller Restklassen modu-
lo p quadratische Nichtreste sind, kann man in der Praxis leieht
che finden, indem man einfach Zufallszahlen erzeugt und wlach
EuLErschen Formel oder dem quadratischen Rezipatstiesetz das
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LEGENDRESymbol berechnet. Die Wahrscheinlichkeit, mehr als zehn
Versuche zu brauchen, liegt dann bei 1 : 1024, dieviehr als zwanzig
Versuche ist kleiner als eins zu einer Milliaumsw.

Der folgende Algorithmus von&nNKs funktioniert fur beliebige un-
gerade Primzahlep; fir p = 3 mod 4 undp = 5 mod 8 ist es aber
natirlich effizienter, die obigen Verfahren zu benutzen.

p seieine beliebige ungerade Primzahl, und I sei ein quadratischer
Rest; der Algorithmus bestimmt unter dieser Vorausseteimglement
x € F 7 mit der Eigenschaft, daund —2 Quadrat haben.

Indem wir p — 1 so lange wie riaglich durch zwei dividieren (oder
die hinteren Bits betrachten) bestimmen wir &ahst die Zerlegung
p — 1 = 2°q mit einer ungeraden Zahl

Im ersten Schrittwird dann ein quadratischer Nichtrest moduylo
bestimmt, indem wir so lange Zufallszahlenmodp erzeugen, bis
(%) = —1 ist. Dann berechnen wir = n? modp und wissen, daR
diese Restklasse genau die Ordnufgat.

Im zweiten Schrittverden einige Variablen initialisiert; wir setzen

Y2z, T e, u<—a(q_l)/2, b<—au2, T «— au,

wobei alle Berechnungen modylalurchgetihrt werden. Danach ist
ab=22, ¥ "=-1 und »¥¥ =1,

dennab = a?u? = z?, und die beiden hinteren Gleichungen bedeuten
nach BILER einfach, dafy = z quadratischer Nichtrest ist,und damit
auchb = au? aber (nach Voraussetzung) quadratischer Rest.

Diese drei Gleichungen werden als Schleifeninvarianterctdwen
gesamten Algorithmus beibehaltefiy® = 1 besagen sie, daf3eine
Quadratwurzel aus ist.

Im dritten Schritttesten wir daher, olb = 1 ist; falls ja, endet der
Algorithmus mit den Bsungentz. Andernfalls suchen wir die kleinste
nafirliche Zahlm, fiir die 5" = 1 ist; die dritte Schleifeninvariante
zeigt, dal es ein solchesgibt undm < r — 1ist.
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Im vierten Schrittsetzen wir

27‘777171

t—vy . ye—t3 rem, ze—at, beby
und gehen ziirck zum dritten Schritt.

Die obigen Schleifeninvarianten gelten auch wieder nactzdeveisun-
gen im vierten Schritt: & ab = 2° kommt das einfach daher, daR das
neuer gleich dem alten malist, wohingegen das neweus dem alten
durch Multiplikation mity = ¢? entsteht. Die Gleichung® = —1 gilt
weiterhin, weil das neugdie 2~ ™-te Potenz des alten ist, so daf3 seine
m-te Potenz gleich dem alten Wert vgfi ist; da das neue gleichm

ist, folgt die Behauptung. Dal? auch die dritte Schleifeaifante erhal-
ten bleibt, folgt aus der @tigkeit der zweiten, und der Algorithmus
endet nach endlich vielen lterationen,sdhei jeder Wiederholung des
vierten Schritt um mindestens eins kleiner wird urd 1 aquivalent ist
zub=1.

DANIEL SHANKS (1917-1996) wurde in Chicago geboren, wo er zur Schule gidgl937
einen Bachelorgrad in Physik der University of Chicago ebw&r arbeitete bis 1950
in verschiedenen Positionen als Physiker, danach als khatfileer. 1949 begann er ein
graduateStudium der Mathematik an der University of Maryland, zuséggsBeginn er
der erstaunten Fakalt als erstes eine fertige Doktorarbeit vorlegte. Da zueigeduate
Studium auch Vorlesungen undiungen gebiren, wurde diese noch nicht angenommen;
da er wahrend seines Studiums Vollzeit arbeitete, dauerte es hisch954, bevor er
alle Voraussetzungen éifte; dann wurde die Arbeit in praktisch unéederter Form
akzeptiert. Erst 1977 entschloR er sich, eine Stelle arr éln&ersiit anzunehmen; ab
dann bis zu seinem Tod war er Professor an der University oflstad.

SHANKS schrieb auRer seinem Budolved and unsolved problems in number theo-
ry Uber achtzig Arbeiten, vor allem auf dem Gebiet der algoriithen Zahlenthe-
orie und der Primzahlverteilung, aber auch der Numerik.21B6rechnete efr mit
der fur damals sensationellen Genauigkeit von 100000 Dezigligist Naheres fin-
det man in seinem Nachruf in dedotices of the AMSom August 1997, der unter
www.ams.org/notices/199707/comm-shanks.pdf auch im Netz zu finden ist.

§5: Anwendungen quadratischer Reste

Zum Abschlul? dieses Kapitels sollen kurz noch einige Anweiggn
gquadratischer Reste vorgestellt werden:
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a) Quadratische Formen und quadratische Reste

Im ersten Paragraphen des Kapit#ier quadratische Formen haben wir
unsuberlegt, welche néatliche Zahlen sich als Summe zweier Quadrate
darstellen lassen. Allgemeiner kann man sich fragen, wetidnzen
Zahlen sich durch irgendeine vorgegebene Quadratisciedramstellen
lassen. @ussuntersucht diese Frag@rfdie quadratische Formen

Qx,y) = ax? + 2bxy + cy2 ;

im Gegensatz zu unserer bisherigen (ad6RANGE zuriickgehenden)
Praxis besclénkt er sich also auf Formen, bei denen der Koeffizient des
gemischten Terms gerade ist. Die Matix = (‘g ‘;) zu einer solchen
Form hat nur ganzzahlige Ei@ye, und auf Grundifiherer Resultate von
LAGRANGE wul3te er, daf3 ellif solche Formen bessere Ergebnisse er-
warten konnte. In Abschnitt 154 seines zahlentheoretisklaeiptwerks

Disquisitiones Arithmeticaeeigt er den folgenden
Satz: Istn = axz? + 2bxy + cy? fir zwei zueinander teilerfremde ganze
Zahlenz, y, so istb?> — ac ein quadratischer Rest moduto
SeinBeweisstartet mit derir beliebige Zahlem, v gultigen Formel
(az? + 2bxy + cy®)(av? — 2buv + cu?)
= ((u(bx +cy) — v(ax + by))2 — (V? — ac)(ux +vy)?,

die der Leser durch Ausmultiplizieren nachrechnen soll.eBavohl
kaum falsch sein kann, einem Ratschlag vow&s zu folgen, nbchte
ich diese Aufforderung auch an die Leser dieses Skriptunitergeben.

Da = und y teilerfremd sind, lassen sich nach dem erweiterten E
KLIDischen Algorithmus ganze Zahlenv finden, fir dieuz + vy = 1
ist. Setzt man diese in obige Formel ein, vereinfacht siekalzu

n - (av? — 2buv + cu®) = ((u(bx +cy) — v(ax + by))2 — (¥? — ac),

modulon ist alsob? — ac ein Quadrat, wie behauptet.

Als Beispiel kbnnen wir nochmals die quadratische Form
Qz,y) = 2+
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betrachten. Hier ist> — ac = —1, falls sich eine ndliche Zahln
als Summe zweier teilerfremder Quadrate darstei&n, Imuf3 alse-1
modulon ein Quadrat sein.

Ist eine Primzahp = 22 + y? als Summe zweier Quadrate darstellbar, so
sindz undy automatisch teilerfremd, also ml(H?prl) = 1sein. Nachdem
Korollar am Ende vorg1 ist dies fir ungeradeg genau dann der Fall,
wennp = 1 mod 4 ist; fir p = 2 ist (5) = (3) = 1. Somit kann eine
Primzahlp = 3 modp nicht als Summe zweier Quadrate geschrieben

werden.

Das wissen nditlich bereits augl des vorigen Paragrapheitiir fbe-

liebige quadratische Formen aber ist obiger Satz vanss der Aus-

gangspunktir eine genauere Untersuchung. Details dadudn sehr
schnell weit in die algebraische Zahlentheorie uridhken daher im
Rahmen dieser Vorlesung nicht behandelt werden.

b) MUnzwurf per Telephon

A und B kdnnen sich nicht einigen, wer von ihnen eine dringend
notwendige aber unangenehme Arhigliernehmen soll. Also werfen
sie eine Minze. Vorher entscheidet sich etwa i f, Wappen*, B fir
»Zahl", dann wirft A die Minze in die Luft. Wenn sie mit Wappen nach
oben auf den Boderafit, hat er gewonnen, andernfalls B.

Stellen wir uns nun aber vor, A und B stehen nicht nebeneimasdn-
dernbefinden sich an verschiedenen Orten und diskutierdrefephon,
wer was machen soll. Auch hiebknte A wieder eine nze werfen,
allerdings sieht jetzt nur A, wie sie zu Bodedllf, wenn er gewinnt,
muf3 B sehr viel Vertrauen in ihn haben, um das zu glauben.

Mit Hilfe von quadratischen Resteiaflt sich der Ninzwurf so simu-
lieren, dalRbeideden Ausgandiberpiifen kbnnen und jeder mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit gewinnt.

Dazu wahlt sich A zwei Primzahlep undq die so grof3 sind, daf3 B das
ProduktN = pq nicht mit einem Aufwand von nur wenigen Minuten
faktorisieren kann.y und ¢ kdnnen also deutlich kleiner sein als bei
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RSA, wo man mit Gegnern rechnen muf3, die monatelang rechnen.
DiesesN schickt er an B.

B wabhlt sich nun eine zéllige Zahlx zwischen eins un& und schickt
deren Quadraj = 22 mod N an A.

A kennt die Faktorisierung voV; nach dem Algorithmus aus dem
vorigen Paragraphen kann er also die Gleichungen

2:

z2=ymodp und 2z?=ymodg

|6sen; die jeweiligen isungsmengen seidn,, a,} und{b,, b, }. Nach
dem chinesischen Restesatz kann er sich vier Elemente
a; modp oL
=47 mit 1,2

Uz_] {bj mOdq 17]6{ ’ }
zwischen null undN — 1 konstruieren, die allesamt die Kongruenz
ui = y mod N erfillen. Er entscheidet sich zilfig fir eine dieser
vier Moglichkeiten (dies entspricht dem iMzwurf) und schickt das
entsprechende = u,; an B.

B kennt nun zwei Zahlerr und u, die beide das Quadrat haben.
Maoglicherweise ist: = z; in diesem Fall hat er keine neue Information
bekommen, und er hatverloren. Das gleiche giltim k&l —x mod N,
dhu=N —z.

Ist aberu # +x, was mit 50%-iger Wahrscheinlichkeit eintritt, hat B
gewonnen und muf3 das nun gegbker A beweisen.

Aus der Kongruenz? = y mod N = pq folgen natirlich die entspre-
chenden Kongruenzen moduytound modulog; es gibt daher Indizes
wv € {1,2}, so dafex = a, modp undx = b, modgq. Falls sich A
genau @rr dieses Indexpaar entschieden hatgist «; falls er sich fir
das Paari( ) mit x # ¢ undv # j entschieden hat, ist = —x mod N,
denna, = —a, modp undb, = —b, modg.

Falls sichA aber fir ein Paar4; j) entschieden hat, in dem genau einer
der beiden Indizes gleich dem entsprechenden Indep,in)(ist, sind

2 und v modulo einer der beiden Primzahleng kongruent, modulo
der anderen ist kongruent zu—u. Um zu beweisen, daf? dieséirfihn
gunstige Fall eingetreten ist, kann B daher gg¥ u, N) berechnen
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und erfalt einen der beiden Primfaktorgnoder ¢. (Der andere ist
g9T(x + u, N).) Damit hat erN faktorisiert und schickt das Ergebnis
anA.

Wenn B sich nicht an die Regelral und einy an A schickt, das kein
Quadrat modulaV ist, merkt A dies bei der Berechnung der modularen
Quadratwurzeln; falls A ein schickt, dessen Quadrat vgrerschieden
ist, kann B dies leicht feststellen, denn wenn er verlorénrhalRu =
oderu = N — z sein. (Er kann nditlich auchu? mod NV berechnen.)

¢) Akustik von Konzerthallen

Alte Konzerthallen waren zwangslfig sehr hoch: Andernfalls &ve
die Luft wahrend einesangeren Konzert bei voll besetztem Saal zu
schnell verbraucht gewesen. Mit den Fortschritten déftungstech-
nik verschwand diese Notwendigkeit; dakorgten steigende Bau- und
Heizungskosteniir immer niedrigere &le. Auf die Luftquali&t hatte
das keinen nennenswerten Einflu3; die Akustik der Hallegrdithgs
wurde deutlich schlechter.

Der Grund daifrr ist intuitiv recht klar und wurde auch durch Messun-
gen und Hrerbefragungenin einer Reihe von Konzales experimen-
tell besttigt: Die Horer bevorzugen Schall, der von den Seitéanden
kommt und daher mit verschiedene&fite bei den beiden Ohren ein-
trifft gegeriiber Schall von oben, der beide Ohren mit gleichéri&t
erreicht und somit keineratumlichen Eindruck hinteal3t.

Eine nbgliche Abhilfe bedinde darin, die Decken aus absorbierendem
Material zu bauen. Dem steht entgegen, dal3 in einem groRRezreikts
saal aller Schall, der von deriBne kommt, den Birer auch wirklich
erreichen sollte: Ansonstenifdte der Schall aus Lautsprechern kom-
men und man &nnte sich das Konzert genauso gut daheim per Radio
oder CD anbiren.

Der Schall muRR daher von der Decke reflektiert werden, darGdiren
der Zulorer aber nicht von oben erreichen. Er sollte daher bespabte
moglichst diffus zu den Seiterdmden hin gestreut werden, so dal3 der
groR3te Teil der Energie die Zdhertiber die Seitenande erreicht.
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Der Einfachheit halber wollen wir uns auf eindimensionalelléh
beschanken und damit auch nur diffuse Reflektion in einer Richtung
betrachten, der Querrichtung des Konzertsaals.

Eine Welle hat einegumliche wie auch zeitliche Periodiait Zeitlich
periodische Funktionen sind beispielsweise Sinus undriissiwie die
FOURIER-Analysis lehrt, &3t sich jede sickweise stetige zeitlich peri-
odische Funktion (bis auf sogenannte Nullfunktionen) amsiss und
Kosinusfunktionen zusammensetzen, so daf3 es reicht,esblahktio-
nen zu betrachten.

Da der Umgang mitden Additionstheoreméntfigonometrische Funk-
tionen recht umsindlich ist, schreibt man Wellen allerdings meist kom-
plex in der Formf(t) = Ae’! mit der MaRgabe, daR nur der Re-
alteil dieser Funktion physikalische Reatitbeschreibt. Aufgrund der
EuLERschen Formek™ = cosp + isiny lassen sich so, falls man
fur A beliebige komplexe Konstanten adt, alle Funktionen der Art
a coswt + bsinwt als Realteile erhalten, und da beispielsweise

cos@y + ) = Re e @) = Re(e’e™’) = cosa cosp — sina sing

ist, lassen sich auf diese Weise auch die Additionstheosereinfache
Multiplikationen von Exponentialfunktionen zilckfihren.

Auch die &umliche Periodizit lalt sich mit trigonometrischen oder
— besser — Exponentialfunktionen auscken; hier schreiben wir ent-
sprechend(z) = Be'*®.

Um einen &umlich und zeitlich periodischen Vorgang zu beschreiben,
kombinieren wir die beiden Ardgze und betrachten beispielsweise die
Funktion

1[1(.%,15) — Aei(wt—km) — Aeik(%t—m) )

Wie man der zweiten Form ansieh@rgty(z,t) nur ab vonz — %1,
was wir auch so interpretierei@inen, dafd

_w_A_w

die Ausbreitungsgeschwindigkeitder Welle ist; denn dinderung der
Zeitum At hat denselben Effekt wie eidenderung des Orts um- At.
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Da Sinus und Kosinus die Perioder haben, nissen wir @ir eine
Schwingung der Frequemnzden Parametes gleich 2t wahlen, denn
dann fallen ¥v Perioden in das Intervall & ¢ < 1. Aus diesem Grund
wird w = 27 als dieKreisfrequenzler Schwingung bezeichnet. In der
raumlichen Dimension nimmt die Welléirige) die Rolle der zeitlichen
Periode ein; dementsprechend muR kier2r /A gesetzt werden. Diese
Konstante wird alsVellenzahbezeichnet.

Schallwellen breiten sich bei 2@ in Luft mit einer Geschwindigkeit
von etwav = 343 m/s aus; derdrbare Frequenzbereich beginnt bei
v = 16 Hz und kann bis zu etwe?0 kHz gehen. Die WelleAhgen, mit
denen wir es zu tun haben, variieren also zwischen atw21,5 m und

A = 1,75cm. Der Kammerton’ mit 440 Hz hat eine Welleahge von
knapp 78 cm.

Bei einer Reflektion &nnen wir nach KHYGENS annehmen, dafd von
jedem Punkt der reflektierender@ehe eine neue Welle ausgeht; ihre
Amplitude ist gleich der Amplitude der dort eintreffendereNg mal
einem Reflektionsfaktqs(z), der im Idealfall gleich eins ist.

CHRISTIAAN HUYGENS (1629-1695) kam aus einer
niederndischen Diplomatenfamilie. Dadurch unésp
ter auch durch seine Arbeit hatte er Kontakte iarén-
den europischen Wissenschaftlern wieeBCARTESUNd
PascaL. Nach seinem Studium der Mathematik und Ju-
ra arbeitete er teilweise auch selbst als Diplomat, inter-
essierte sich aber bald vor allerarfAstronomie und
den Bau der dazu notwendigen Instrumente. Er ent-
wickelte eine neue Methode zum Schleifen von Linsen
und erhielt ein Patentif die erste Pendeluhr. Trotz des
franzZisisch-niededndischen Kriegs arbeitete er einen
grof3en Teil seines Lebens an deracemie Royale des
Sciencesn Paris, wo beispielsweiseeiBNiz viel Ma-
thematik bei ihm lernte. HYGENS war ein scharfer
Kritiker sowohl von NewToNs Theorie des Lichts als auch seiner Gravitationstheoige, d
er fur absurd und nutzlos hielt. Gegen Ende seines Lebens dfégtd er sich mit der
Maglichkeit auRRerirdischen Lebens.

Da es uns nur um den mittleren Schalldruck, nicht aber uneséani-
ation geht, bnnen wir denwt-Term ignorieren und einfach mit der
Funktion Ae~%* arbeiten. Wir interessieren uns, wieviel Schall unter
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welchem Winkel reflektiert wird.

Die Schallwellen die von zwei verschiedenen Punkten urmene Win-
kel # ausgehen haben, wie die Zeichnung zeigt, einen Laufwegunte
schied vonz sin@, wobeiz den Abstand der beiden Punkte bezeichnet.

T Sind

A

0

Der Laufwegunterschied vomr sind entspricht einem Phasenfaktor
e~ tkzsin® \Wahlen wir also die Phase im Nullpunkt als Referenz
(die wir in den zu ignorierenden Phasenfaktor der einfaiamWelle
hineinziehen &nnen), ist die Summe aller unter dem Winkehbge-
henden Strahlen gleich

/ p(x)e—ikwsine da

— 00
das ist die sogenannteBRIER-Transformierte vorp(z), ausgewertet
im Punktu = ksind. Wenn wir den Schall fdglichst gleichraRig
verteilen wollen, nissen wir die Funktiop daher so wahlen, dafl3 ihre
FouRIER-Transformierte raglichst konstant ist.

Eine Moglichkeit dazu sind das, was PhysikerRéflektions-Phasengit-
ter bezeichnen: Die Decke besteht aus einem Material mit kotesta
moglichst groRem Reflektionsgrad, aber diéhe der Decke variiert
stufenbrmig mit dem Querschnitt. Wenn diedHe der einer festen
Stelle um den Betrag Giber der Nullinie liegt, muf3 der dort reflektierte
Schall gegettber dem an der Nullinie reflektierten den atdichen
Weg 2 zuriicklegen; dies kann man formal so atistken, dal3 man in
der Reflektionsfunktion(x) den zugtzlichen Faktor?“" einfiigt.
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Bei den sogenannterct8ROEDERReflektoren werden die Aldtde zur
Nullinie so gevahlt, da3 die Bngen 2h gleich den quadratischen
Resten modulo einer ungeraden Primzahl sind, die Deckésistrep-
penBrmig aufgebaut, wobei die-te Stufe eine l8he proportional zu
n? modp hat. Das obige BURIER-Integral BRt sich dann approximieren
durch die diskrete BURIER-Transformierte

1p§2‘2/ 2minmt 1%2'( )/
?(m): = e2min®/p—2minmt — _— e2min(n—m)/p
\/ﬁnZO \/ﬁnZO

Ihr Betragsquadrat ist

p—1
|?(m)|2 Z 2min(n—m)/p | 1 Z —2min(n—m)/p
\/]_9 n=0

plp

[ Z Z ﬂln(n—m)/pe—Zﬂik(k—m)/p
[ ZZ 2771 n?—k?>—(n— k)m)/

nOkO

Die Summanden dngen nur ab von den Restklassen modulder
Indizesk undn, und fur festes: durchbuft mit k¥ auchn — & alle diese
Restklassen. Dahebknen wir dies weiter ausrechnen als

plpl

|T(m)| — _ZZ 2771 n?—(n— k)z—km)/p

nOkO

- Z e—27rzkm/p Z 2mi ((nz—(n—k)z) /p

n=0

1 p§_ 2mikm/ p§_ ] 2
- = — P 2mi(2kn—k°)/p
? e € .
k=0 n=0

Die zweite Summe @&nnen wir schreiben als

p—1

_ 2 .

e 2mik E e47mkn/p.
n=0
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Fur k = Oist sowohl der Vorfaktor wie auch jeder der Summanderglei
eins, wir erhalten also insgesamtFur k£ # 0 undk < p ist die Summe
aber gleich null, denn

47Tzk/p Z drmikn/p — Z dri(k+ln/p — Z drmikn/p — Z 47Tzkn/p

n=0 n=0
die Summeandert also |hren Wert nlcht, wenn man sie mit der von
eins verschiedenen zaht™**/? multipliziert, und damit muR sie ver-
schwinden. Somit ist

[Fm)? = =e® - p=1

fur allem, wir haben also die geumschte Diffusionseigenschatft.

Die obige Abbildung zeigt den Querschnitber ein solches Phasen-
gitter, hier tir p = 23. Entsprechendec8ROEDERReflektoren zu
den verschiedensten Primzahlen gibt es in vielen Koréerisund
Opernfausern, oft allerdings verborgen hinter schallduisbigem Ma-
terial.

MANFRED ROBERT SCHROEDER (1926—2009) wurde in
Ahlen geboren. Er studierte Physik an der Univer-
sitat Gottingen, wo er 1952 promovierte. Danach ar-
beitete er bei den AT & T Bell Laboratories in Mur-
ray Hill, New Jersey auf dem Gebiet der Akustik;
diese Arbeit @ihrte unter anderem zu 45 Patenten.
1969 wechselte er als Professamr fAkustik an die
Universitit Gottingen, wo er bis zu seiner Emeritie-
rung lehrte. Er schrieb mehrerdiéher, unter anderem
Number theory in Science and Communicationd Fractals, Chaos, Power Law®er
Inhalt dieses Abschnitts ist kurz im ersten diesécBer dargestellt sowie aigfrlich in
M.R. SCHROEDER Binaural dissimilarity and optimum ceilings for concealls: More
lateral sound diffusion]. Acoust. Soc. Ané5 (4), 1979

www.physik3.gwdg.de/~mrs



Kapitel 9
Die Fermat-Vermutung fur Zahlen
und far Polynome

81: Zahlen und Funktionen

Zum Beweis der eindeutigen Primzerlegung in der Hauptandraines
Zahlkdrpers mufdten wir nur nachweisen, dalR diese eiRLBischer
Ring ist, denn wie wir aus Kapitel §5 wissen, ist jeder BKLIDische
Ring faktoriell. Da der Polynomring in einer \é&mderlicheniber ei-
nem Korper BEKLIDisch ist, gilt also auch dort das Gesetz von der
eindeutigen Primzerlegung, wobei die irreduziblen Polgealie Rolle
der Primzahlen einnehmen.

Besonders einfach ist die Situation, wenn der Gramgkrk algebraisch
abgeschlossenist: Dann hat jedes nichtkonstante Polyner[z] eine
Nullstelle e und ist damit durch: — « teilbar. In diesem Fall sind also
alle irreduziblen Polynome linear.

Die Zerlegung in irreduzible Elemente ist bekanntlich niadeutig bis

auf Einheiten, und die Einheiten eines Polynomrings sirthi§a aus
Kapitel 6 gerade die des Koeffizientenrings, hier also die Mall ver-
schiedenen Elemente van Durch Multiplikation mit einem solchen
Element kann man derdbhsten Koeffizienten eines jeden Polynoms zu
eins machen; die irreduziblen Polynorileer einem algebraisch abge-
schlossenen &rper sind also bis auf Assoziiertheit genau die Polynome
der Formz — a mit a € k und sie entsprechen eindeutig den Elementen
vonk.
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Den Primzahlen voiZ entsprechen daher im Polynomriiger einem
algebraisch abgeschlosseneirper die Punkte der affinen Gerade
Uberk, wir kdnnen also geometrisch argumentieren.

Natirlich gibt es — zum Teil be#ichtliche — Unterschiede zwisché&n

n

und dem Polynomringiber einem Krper, aber gerade das macht die
Analogie so interessant: Da €% fieden der beiden Ringe ein eigenes

Instrumentarium gibt, kann man versuchen die damit bewEsd&e-

sultate auf den jeweils anderen Falloertragen, was idealerweise zu

neuen &tzen und sonst zumindest zu interessanten Vermutufigen f

Als Beispiel ir Parallelen und Unterschiede zwischen den beiden S
ationen wollen wir die ERMAT-Vermutung betrachten HRMAT schrieb
bekanntlich um 1637 an den Rand seiner Arithmetik desPBANTOS
von Alexandrien, dal die Gleichung

xn +yn — Z’IL

furn > 3 keine Losung in ganzen Zahlen habe — auRefirizh den tri-
vialen Losungen, bei denen eine der beiden Variablen verschwiiiiet.

itu-

Es ist nicht
moglich, einen
Kubus in zwei
Kuben oder ein
Biquadrat in
zwei Biquadrate
und ganz allge-

franzsischeJbersetzung der Arithmetik, die er dabei benutzte, stammin irgendeine

Uibrigens von BCHET DE MEZIRIAC, denn wir bereits als Entdecker de
erweiterten BKLIDischen Algorithmus kennen. Bekannt wurderF
MAT s Randbemerkung erst, als dessen SatEMENT-SAMUEL DE FER-
MAT 1670 die Arithmetik mit den Randbemerkungen seirigg Jahre
zuvor gestorbenen Vaters ¥éientlichte.)

Die direkte Verallgemeinerung auf Polynomringe ist sitibbrfalsch:
Die Gleichung f™* + g™ = A" ist zumindest ifir konstantePoly-
nomelber einem algebraisch abgeschlossenémkr immer dsbar:
Fur beliebig vorgegebene Konstantgng € k& mufld man einfach
h = %/f+g" setzen. Das sind allerdings, wenn wir uns wirklic

ger unendlich
vielen Poten-
zen jenseits
des Quadrats
in zwei eben-
solche zu teilen.
Ich habe einen
wunderbaren
Beweis hieifr
gefunden, aber
der Rand ist zu
chmal, um ihn
fassen.

fur Polynome interessieren, uninteressariisungen, vergleichbar den

Losungenc™ + 0™ = 2" der klassischen#ERMAT-Gleichung.

Auch wenn wir verlangen, dal} die Grade aller beteiligtelyRame
positiv sein sollen, gibt es trivialedsungen: Isff irgendein beliebiges
Polynomund sind, b, ¢ € k so, dal3 gil™ +b™ = ¢™, ist natirlich auch
(af)" + (B = (cf)". Was wir tbchstens erwartertkinen ist also das
folgende Analogon zur klassischeBRMAT-Vermutung:
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Fir n > 3 gibt es keine paarweise teilerfremden Polynafne, h mit
positivem Grad, so da” + ¢" = h" ist.

Fur Korper positiver Charakteristik ist selbst das noch falddher
einen Korper der Charakteristik ist schlieBlichf? + g7 = (f + g)?

fir beliebige Polynomeg und g, und dasselbe gilt auch wenn man
den Exponentep durch eine seiner Potenzen ersetzt. Winken also
hochstensiir Korper der Charakteristik null erwarten, dal’ diese Ver-
mutung fir alle Exponenten > 3 richtig ist, und genau das werden wir
im Uberrachsten Paragraphen (zumindéstden Korper der komplexen
Zahlen) auch beweisen. Zachst aber wollen wir schauen, was im bei
FERMAT ausgeschlossenen Fall des Exponenten zwei passiert.

§2: Pythagoraische Tripel

Betrachten wir zuachst den Fall der Polynome, wobei wir uns der
Einfachheit halber gleich auf Polynome mit komplexen Kagffiten
beschanken wollen. Isif? + g2 = h?, so ist

fP=h?—g*=(h+g)(h—g).

Wenn wir f und ¢ als teilerfremd voraussetzen, sind aughund h
teilerfremd und somit auch + g und h — ¢, denn jeder gemeinsame
Teiler dieser beiden Polynomeawe auch ein Teiler ihrer Summé 2
sowie ihrer Differenz 3.

Wenn wir die Zerlegung vorf? in irreduzible Faktoren vergleichen mit
der vonh + g undh — g folgt somit, daf3 jeder irreduzible Faktor vgn
entweder inh + g oder inh — ¢ in gerader Potenz auftreten muf3. Da
jede komplexe Zahl ein Quadrat isthnen wir auch eine eventuell
auftretende Einheit als Quadrat schreiben; somit gibt e Palynome
u,v € C[z] derart, dal

u?=h+g, v>’=h—g und ww=Ff

ist, d.h.

2 2 2 2
u-—v u®+v
und h=

f=uv, g¢g=
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Starten wir umgekehrt mit zwei beliebigen teilerfremderyRomen
u,v € C[z], erhalten mit Hilfe dieser Formelndsungen der Glei-
chung f? + g2 = h2. Damit kennen wir alle teilerfremdendisungen,
und die restlichen erhalten wir, indem wir alle drei Polyreomit einem
gemeinsamen Faktor multiplizieren.

Nehmen wir als ein einfaches Beispiek 2z undv = 2, ist also
f=4x, g=22—1 und h=2%+1;

in der Tat ist
@22)2+ (2% —1)° = (a2 +1)°.

Hier erhalten wir also mit geringem Aufwand eine vdiistigeUbersicht
Uber alle losungen.

Versuchen wir das gleiche auctirfden klassischen Falll Wegen des
Satzes von PrHAGORAS bezeichnet man ein Tripel(y, z) ganzer
Zahlen mitz? + y? = 22 als pythagaiisches Tripel; iir jedes sol-
che Tripel gibt es ein rechtwinkliges Dreieck mit Seitamgen|x|, |y|
und|z|.

Wir bezeichnen das Tripek(y, z) als primitiv, wenn sie sich nicht als
Vielfaches eines anderen schreib&fitl wenn also die Zahlen y, z
keinen gemeinsamen Teiler haben. Sobald wir alle primith@sungen
kennen, Knnen wir daraus die gesamté&dungsmenge konstruieren,
denn jede nichtprimitive &sung ist Vielfaches einer primitiven.

Wie im Fall der Polynome gehen wir aus von einem primitiveipdir
(x,y, z) und wenden die dritte binomische Formel an:

2P =+ )z - ).

Hier kdnnen wir leider nicht mehr ohne weiteres folgern, dafyy und

z —y teilerfremd und damit Quadrate sind: Sipdndz beide ungerade,
so sind ihre Summe und ihre Differenz beide gerade, alschdiwei
teilbar. Wir missen uns also zéchstuber die Par#ten vony und z
klarwerden.

332:25

Fir eine primitive losung {, v, z) mussen bereits undy teilerfremd
sein, denn ist ein gemeinsamer Teiler vonundy, so sindz? undy?



255 Zahlentheorie

beide durchi? teilbar, also auch ihre Summeé. Wegen der eindeutigen
Zerlegbarkeit einer natlichen Zahl in Primfaktoren ist dann aueh
durchd teilbar, d.hd ist ein gemeinsamer Teiler vany undz.

Insbesonderednnen daher undy nicht beide gerade sein; mindestens
eine der beiden Zahlen muf3 ungerade sein. Anderersaitsek aber
auch nicht beide Zahlen ungerade seirar@/ramlichx = 2u + 1 und
y=2v+1,soware

2= (Qu+lP+(u+1P =4l +4u+1+&%+4+1=2mod4,
was unndglich ist, da modulo vier nur null und eins Quadrate sind.

Somit mufd in einem primitiven pythagiischen Tripel«, y, z) eine der
beiden Zahlen;, y gerade sein und die andere ungerade. Daumi, ()
auch {, x, ) ein primitives pythagdiisches Tripel ist, géigt es, wenn
wir diejenigen Tripel betrachten, in denemgerade ist ung ungerade.
Offensichtlich ist dann auchungerade.

Fur so ein Tripel steht in der Gleichung
@t =22 =P = (2 +y)(z )

rechts das Produkt zweier gerader Zahlen. Im GegensatztoatiSn
bei den Polynomen haben wir hier also keine teilerfremddadran.

Dividieren wir aber durch zwei, sadknen wir wie oben argumentieren,
darS%(z+y) und%(z —y) teilerfremd sind, denn jeder gemeinsame Teiler
ware Teiler ihrer Summe und ihrer Differenz.

Jetzt ldnnen wir wieder die eindeutige Primzerlegung anwenden: Da

oo () (7).

wobei die beiden Klammern teilerfremd sind, gibt es ganzdetau, v,

so dai
u2=(zzy), v2=(zzy) und 2uwv ==z

ist, also

r=2uv, y=u?—v? und z=u®— 2.

Kap. 9: Die Fermat-Vermutung fiir Zahlen und fiir Polynome 256

Umgekehrt definieren diese Formelr beliebige ganze Zahlenundv
ein primitives pythagdiisches Tripel, und bis auf die Reihenfolge von
z undy erhalten wir so auch jedes dieser Tripéir &t = 2 undv = 1
etwa das seit Jahrtausenden bekannte Tripd, &). Da sich in alten
Sakralbauten und -anlagen auch deutlich kompliziertetiegmoaische
Tripel nachweisen lassen, steht zu vermuten, dal3 die olmgstkuktion
mdoglicherweise bereits in einigen steinzeitlichen Kultumimindest
teilweise bekannt waren; entsprechende Thesen vertiipieésweise
bekannte algebraische Geometer B/AN DER WAERDEN (1903-1996),
der nach seiner Emeritierung auch mehreiietieriiber die Geschichte
der Mathematik veiffentlichte. Mit pythagoaischen Tripel besdttigt
er sich audihrlich in

B.L. VAN DER WAERDEN: Geometry and algebra in ancient civilizations,
Springer,1983

83: Der Satz von Mason

In diesem Abschnitt wollen wir, wie bereits angeidigt, sehen, dal3 es
furn > 3 keine zueinander teilerfremden Polynome positiven Grade
f,9,h € Cl[z] gibt mit f™ +¢g" =h".

Der Beweisberuht darauf, daf3 die Polynonf® und ¢" dieselben
Nullstellen wie f und g haben, aber mit-facher Vielfachheit. Ist
f*+¢" =h", so hat auch die Summe dieser beiden Potenzen im Ver-
gleich zum Grad relativ wenige Nullstellen, diese aber mniitdastens
n-facher Vielfachheit. Nach einem 1983 von R.CA86N bewiesenen
Satz ldnnen in einer solchen Situation abgt, g™ und A" nicht zu
wenige verschiedene Nullstellen haben:

Satz: Bezeichnetny(f) die Anzahl verschiedener (komplexer) Null-
stellen eines Polynomg, so gilt fur drei nichtkonstante, teilerfremde
Polynomef, g, hmit f +g=h

no(fgh) > max(degf, degg, degh) + 1.

Bevor wir diesen Satz beweisen, wollen wir unsacinstiberlegen, dall
daraus wirklich die ERMAT-Vermutung fir Polynome folgt:
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Fur drei nichtkonstante teilerfremde Polynorfig, h mit f™* +¢™ = h"
ist nach dem Satz von MsON

no(f"g"h"™) > max(degf”, degg™, degh™) + 1
= nmax(degf, degg, degh) + 1.
Andererseits ist aber
”o(fngnhn) ="Ng (fgh)
< degf + degg + degh
< 3maxdegu(z), degu(z), degu(z)) ,

denn die AnzahVerschiedeneNullstellen einer Potenz eines Polynoms
ist gleich der Anzahl verschiedener Nullstellen des Palgacelbst,
und die Nullstellenanzahl eines Polynom kann niclit3gr sein als der
Grad.

Damit haben wir insgesamt die Ungleichung
3maxdegf, degg, degh)
> nmax(degf, degg,degh) + 1,

die bei nichtkonstanten Polynomen niir 1 < 2 gelten kann. Somit
gibtes firn > 3 keine nichtkonstanten teilerfremden Polynonie die
ff+g" =h"ist.

Zu einem vollsindigen Beweis derdRMAT-Vermutung fir Polynome
fehlt nun nur noch der Beweis des Satzes vomshN. Die Idee
dazu ist folgende: Isif + ¢ = h, so betrachten wir den Quotienten
g/f im rationalen Funktionerikper C(z). Da f und ¢ teilerfremd
sind, ist das ein gekzter Bruch. Falls wir diesen auch in der Form
g/ f = G/F schreiben knnen mit Polynomef, G vom Grad ldchstens
no(fgh) — 1 schreiben &nnen, so haben aughund g htchstens den
Gradny(fgh) — 1. Wegenf + g = h gilt dasselbe auchif h, und damit
ware der Satz bewiesen.

Umyg/ f als Quotienten zweier neuer Polynome ausiaokien, schreiben
wir zunachst ;

, g
t R=2 und S=2.
mi h un h
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DabeiistR + S = 1, die SummeR’ + S’ der Ableitungen verschwindet
also. Aus der Gleichung

R S’
'+ /= py 2
R'+S RR 5 S
folgt die neue Darstellung
g_S_ R/R
f R §/S°

Rechts stehen die logarithmischen Ableitungen faumnd .S im Zahler
und Nenner, und damit lassen sich gut die Nullstellen fignundh ins
Spiel bringen: Nach der#iBNiz-Regel ist bekanntlich
/ !/ !/
(uwv) =u'v+uv', also (w)y _w + 7,

uv u v
die logarithmische Ableitung eines Produkts ist also @hfdie Summe
der logarithmischen Ableitungen der Faktoren. Daraud éprt, daid
die logarithmische Ableitung eines Quotienten gleich diffiellenz aus
logarithmischer Ableitung des&hlers und logarithmischer Ableitung
des Nenners ist. Schreiben wir

T s t
f = fO H(x—a’i)n’i’ g =499 H(,’E—bj)sj und h= ho H(x_ck)pk )
j k=1

=1 7=1
so ist also
R_f W~ n p
R f h Hr-g = TG
t
S R R P D
S g h jzlx—bj ~r—q
r t
Sy
und g_R/R_ ‘FHP % TG
f98/s ‘Lom ¢
P i D
le bj S r—c
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Erweitern wir Zahler und Nenner mit dem Hauptnenner aller Summan-
den erweitern, d.h. mit dem Polynom vom Gradl s + ¢t = ng(fgh)

1= [t—0) Tl -0 T[6 -,
i=1 j=1 k=1

so erhalten wir im Ahler wie auch im Nenner Summen von Polynomen
vom Gradng(fgh)— 1, als Polynome vom Gradkhstensyy(fgh) — 1,
wie gewiinscht. Damit ist der Satz vonAd0ON bewiesen.

84: Die abc-Vermutung

Der Erfolg des Satzes vonAdON beim Beweis der ERMAT-Vermutung
fur Polynome legt es nahe, etwasnliches auch im klassischen Fall zu
versuchen.

Da natirliche Zahlen weder Grade noch Nullstellen habeassen wir
dazu den Satz von MsON zurachst einmal so umformulieren, daf3 wir
eine Aussage bekommen, die ein sinnvolles Analogonnatirliche
Zahlen hat.

Dazu ordnen wir einem Polynorfi anstelle der Anzahhy(f) seiner
(verschiedenen) Nullstellen efPolynomNy(f) dazu, das genau diese
Nullstellen mit jeweils der Vielfachheit eins haben sollirF

f= fol_:Il(x —a;)" sei No(f) = q(x —a),
so daf3 der Grad vaN,( f) gerade die im vorigen Paragraphen definierte
Zahlng(f) ist.

Der Vorteil des PolynomsVy(f) besteht darin, daf’ wir eine analoge
Definition leicht auchiir natirliche Zahlen hinschreiberdknen: Fr

T T
n= pr?‘ setzen wir Ngy(n) = Hpi .
=1 =1

Mit Hilfe der PolynomeN,( f) 1af3t sich der Satz von Msonfolgender-
malen umformulieren:
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Gilt fUr drei teilerfremde Polynomg, g undh die Gleichungf + g = h,
so hat jedes der drei Polynome einen kleineren Grad als ddg Po
nomNy(fgh).

In dieser Formulierung kommt immer noch der Grad var,den wir

bei natirlichen Zahlen keine Verwendung haben. Betrachten wir abe
den Grad lediglich als eine Methode, einem Polynom eine ZaslN,
zuzuordnen, sodnnen wir, wenn wir bereits niatliche Zahlen haben,
einfach ganz auf ihn verzichten; falls wir ganze Zahlendwgiten, liegt

es nahe, ihn durch den Betrag zu ersetzen.

Genald dieser Philosophiedknen wir nun probeweise die folgende
Aussage formulieren:

Al: Istc = a+bfirdrei zueinander teilerfremde rniatiche Zahleru, b, ¢,
so ist jede der drei Zahlen kleiner alé,(abc).

Damit haben wir eine sinnvolle Aussagber naiirliche Zahlen gefun-
den, die —falls sie korrektist — sofort dieRMAT-Vermutung impliziert:
Gibt es ramlich drei nairliche Zahlenz, y, = mit der Eigenschaft, daf3
™ +y" = 2" fur einn > 3, so gibt es auch drei zueinander teilerfrem-
de Zahlenz, y, z mit dieser Eigenschaft: Wir irssen einfach die drei
Zahlen durch ihren @f3ten gemeinsamen Teileiidzen. Alsdann muf3,
falls obige Aussage richtig ist, jede der drei Potenzéry™, 2" kleiner
sein alsNy(z"y™2™). Nun ist aber

No(z"y"z") = No(zyz) < zyz,
d.h. jede der drei Zahlert*, y", 2™ ware kleiner als:yz. Damit ware
(zy2)" = 2"y 2" < (zy2)°,
was irn > 3 offensichtlich nicht mglich ist.

Angesichts der Komplexit des WLESschen Beweisesifit es schwer,
an einen so einfachen Beweis zu glauben, und in der Tat istldge
Aussage in dieser Form falsch:

Betrachten wir etwa die Gleichung 8 + 1 = 9. Offensichtlichdsdie
drei Summanden teilerfremd zueinander, aber sowohl 8 als &sind
groRer alshy(8-1-9) = 2- 3 = 6. Ganz so einfach geht es also nicht.
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Da der Grad eines Polynoms nicht durch konstante Faktoreinfhe3t
wird, kdnnte man versuchen, afichtiges” Analogon zum Satz vonM
SONeine abgeschiachte Aussage zu nehmen, die nur eine Aksaimg
bis auf einen konstanten Faktor ealth etwa

A2: Istc = a+bflrdrei zueinander teilerfremde rigliche Zahleru, b, c,
so gibt es eine Konstanf€ derart, daf3 jede der drei Zahlen kleiner ist
als K - Ny(abc).

Diese Aussage ist trivialerweise richtig: Wiriissen nur eine Kon-
stanteK” wahlen, die gbRer ist als das Maximum van b undc. Leider
ist sie auch ¥llig nutzlos, denn solange die Konstante v und ¢
abhangen darf, haben wir keine Chance, damit dieWAT-Vermutung
zu beweisen.

Wir missen die Aussage also noch einmal umformulieren:

A3: Es gibt eine Konstant&, so dal3 gilt: Ist = a+b fur drei zueinander
teilerfremde nadirliche Zahlemu, b, ¢, so ist jede der drei Zahlen kleiner
als K - Ny(abc).

Wie wir gleich sehen werden, iwde hieraus die ERMAT-Vermutung
zumindest iir alle hinreichend gro3en Exponentefolgen, allerdings
ist die Aussage, so wie sie dasteht, leider immer noch falsch

Betrachten wir die Gleichung
a,+b,=¢, mit a,=3% -1, b, =1 und ¢, =3 . (%
Ware sie richtig, mif3te fir jedesn gelten:
3 <KNy((3 —1)F") =K -3- No(3% - 1).
Um N0(32n — 1) abzuschtzen, beachten wir, da3 gilt
' =(3)? und ¥ —1=(3""+1) (3 -1

nach der dritten binomischen Formel. Wenden wir dies mehr&m,
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erhalten wir
' _1=(3 (3 -
= (3 T+ (3 (3T -
(F T+ () (3 (3 )

on -1 on -2

(3 " +1)(3 "+1)...(F+1) (3 +1)(3-1).
In der letzten Zeile steht ein Produkt aus 1 geraden Zahlen; somit ist
32" — 1 durch 2* teilbar. Das ProdukiV,(32" — 1) allerverschiedener
Primteiler von 3" — 1 erfullt daher die Ungleichung
¥ 1 3 -1

on+l - on !
denn das Produkt aller ungerader Primteiler kamchstens gleich
(3% —1)/2" sein.
Falls A3 korrekt ware, mifdte nach Gleichung] also gelten

3K ,
27(32 —1) firallen.

N3 —1)< 2.

F <

Das kann aber unaglich der Fall sein, denriif hinreichend groRe
ist der Faktorgz—f kleiner als eins, so dal€3echt kleiner als sich selbst
sein nuf3te.

Auf der Suche nach einem Analogdir fden Satz von MSoN mussen
wir daher noch weiter absclaghenEineMdglichkeit dazu ist die 1986
aufgestellte

abc-Vermutung von MAasserund CESTERLE: Zu jedems > 0 gibt es
eine Konstantes(¢), so dal fir alle teilerfremden nétlichen Zahlen
a,b,cmita+b = cgilt: Jede der drei Zahlem, b, c ist kleiner oder gleich
K(e) - Ny(abe)t™.

Diese Vermutung ist, im Gegensatz zWRMAT-Vermutung, bis heute
offen.

Wir wollen unsuberlegen, dal3 sie zuminde#t igrol3e Exponenten
die FERMAT-Vermutung impliziert.
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Dazu betrachten wir einedsungz™ +y™ = 2™ mit 0.B.d.A. teilerfrem-
den naifirlichen Zahlenz, y, z und wahlen uns irgendeia > 0. Nach
der abc-Vermutung gibt es dazu eine Konstart&e), so dalx", y"
undz" allesamt ldchstens gleich

K(e)No(a"y"2")** = K(e) No(zy2)* < K(e)(wy2)""
sind. Rir ihr Produkt gilt daher
2"y < K(e)3(xy2)2 ) oder (yz)" 3% < K(e)®.

K (¢)® ist eine feste Zahl; es gibt daher einen Exponentaterart, dal
2™ > K(c)® ist. Da das Produktyz auf jeden Fall nicht kleiner als
zwei sein kann, ist danrif n — 3 — 3¢ > m odern > m+3+ %
insbesondere

(zyz)" 3% > K(e)°.

Fur Exponentem > m + 3 + 3 kann daher die ERMAT-Gleichung
keine Losung in nairlichen Zahlen haben.

Ob und gegebenenfalls welche konkreten Schranien fman damit
erreichen kann,dngt nafirlich davon ab, wid{(c) vone abhangt. Dazu
gibt es im Augenblick nicht einmal Vermutungen.

Fur weitere Informationen z§8 unds4 sei auf einen Vortrag verwiesen,
den $RGELANG in Zirich vor einem,allgemeinen® Publikum hielt und
dem ich hier im wesentlichen gefolgt bin:

SERGELANG: Die abe-VermutungElemente der Mathemati#8(1993),
89-99

Der Artikel ist (wie die gesamte Zeitschritlemente der Mathematik)
unterhttp://www.bibliothek.uni-regensburg.de/ezeit/72135837
frei zuganglich.

85: Die Frey-Kurve

Da die FERMAT-Vermutung seit 1994 bewiesen ist, dikc-Vermutung
aber immer noch offen, muf3te der Beweis d@&RRAT-Vermutung
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natirlich andere Wege gehen. Die meisten dieser Wébeeh in Ge-
biete, die weit jenseits dessen liegen, was selbst ein gufeZahlen-
theorie spezialisierter Diplom-Mathematiker im Laufengs Studiums
lernen kann, aber zumindest die Grundidee @derVermutung, dai
man ramlich Summenbeziehungen zwischen grofRen Zahlen niclet ohn
ein gewisses Minimum an verschiedenen Primfaktoren reegis kann,
spielt in modifizierter Weise in der Tat eine grof3e Rolle.

Der Anstold kam 1984 von ERHARD FREY, damals Professor an der
Universitat Saarhiicken, wo er auf dem Gebiet der Arithmetik ellipti-
scher Kurven arbeitete. Heute leitet er die Arbeitsgrupg@@htheorie
am Institut fir experimentelle Mathematik der (inzwischen mit Duisburg
vereinigten) Universit Essen und beségftigt sich mit der Anwendung
elliptischer (und anderer) Kurven in der Kryptologie.

Elliptische Kurven sind ebene Kurven, die durch eine Glerghder
Formy? = f5(z) beschrieben werden mit einem Polyndfgfz) vom
Grad drei mit drei verschiedenen Nullstellen. Da das Quagirzer
reellen Zahl nicht negativ sein kann, gibt es im Reellen numk®e
mit z-Koordinaten, d@ir die f;(x) > 0 ist. Im Falle f3(x) > 0 erfullt

mit y auch—y die obige Gleichung, die Kurve ist also symmetrisch zur
z-Achse.

Falls f5(x) nur zwei verschiedene Nullstellen hat, muf3 eine der Null-
stellen doppelt sein, und bei dieserWert Uiberkreuzt sich die Kurve;
wir reden dann von einer Knotenkurve.

Hat schlieBlichf;(z) nur eine, daifir aber dreifache Nullstelle, entsteht
eine Spitzenkurve.

FREY betrachtete eine (hypothetisché)dung

der FERMAT-Gleichung mit teilerfremden nétlichen Zahlerx, y, z und
n > 5. (Den Fallh = 4 hat, wie wir gesehen haben, beregE®MAT selbst
gebst, den Falln = 3 nicht viel sgter EJLER.) Wenn es eine solche

Losung gibt, dann gibt es auch eingdung fir einen Primzahlexponen-
ten/, denn ist/ ein Primteiler vorm undn = ¢m, so ist auch

at+bt=c¢" mit a=z™, b=y™ und c=2z"
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Elliptische Kurve

AN
N

N

y? = x(x-2)(x-3)

Knotenkurve
4
0.5 1 1.5 2 25 3 3.5
y? = x(x-2)?

Spitzenkurve

0.5 1 15 2
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eine Losung, und auch, b, ¢ sind teilerfremd. Auchiir £ geriigt es, den
Fall ¢ > 5 zu betrachten, denn wenn wiiirf¢ den gibf3ten Primteiler
von n. nehmen, bedeutét = 2, dalRn eine Zweierpotenz sein muf3,
was fur n = 2 kein Widerspruch zur ERMAT-Vermutung ist und ir

n = 4 und damit auch jededmere Zweierpotenz naclERMATS Beweis
ausgeschlossen istiiFden Falll = 3 kann wieder auf BLER verwiesen
werden.

Zur obigen Losung definiert REY die elliptische Kurve
y? = 2(x — a’)(x + ")

zu, die er aber nicht nuiber den reellen oder komplexen Zahlen be-
trachtet, sondern audiber den ganzen Zahlen modulo einer Primzahl

Ist allgemein

Yy’ = (o — z1)(@ — z5) (2 — 3)
eine Kurvengleichung mit ganzen Zahlep x,, 25, so kbnnen wir fir
z undy auch ganze Zahlen einsetzen und diese Gleichung mgdulo
betrachten. Wir sprechen wieder von einer elliptischenv&ueiner
Knotenkurve oder einer Spitzenkurve je nachdem wie vieleNddl-
stellenz,, z, undz3; modulop noch verschieden sind.

Die obige Gleichung definiert genau dann eine elliptischevEuwenn
alle drei Nullstellen verschieden sind, wenn also die sagate Diskri-
minante

A = (21 — xp)(wq — 23) (T2 — T3)

von Null verschieden ist. Modulp definiert sie eine elliptische Kurve,
wennA auch modul@ noch von Null verschieden ist, wenn als&ein
Teiler vonA ist.

Speziell fir die RReY-Kurvey? = z(z — a®)(z +b*) ist die Diskriminante
A=(0-d)0-10b) (aé — (—b)z) = a’b’(a’ + %) = a’bet = (abe)*

stets von Null verschieden; modyleerschwindet sie genau dann, wenn
p ein Teiler vonA ist, d.h., wenrp eine der drei Zahlen, b, c teilt.

Da die Diskriminante alé-te Potenz vobc verglichen mita, b, c ziem-
lich groRist, heif3tdas, daf? es im Vahmis zur Gbl3e der Diskriminante



267 Zahlentheorie

erstaunlich wenige Primzahlen gibt, modulo derer keineelliptische
Kurve erhalten; wir sind also wieder eingnnlichen Situation wie bei
derabc-Vermutung. Die REYsche Kurve sieht damit so aus, als sei sie
fast zu scbn, um wirklich zu existieren.

Einen Anhaltspunkt zum Beweis dieser Nichtexistenz lieéame Ver-
mutung, die auf um 1955 durchggfrte Rechnungen und Spekulatio-
nen des japanischen Mathematikersvivama zurickgeht und heute
je nach Autor mit irgendeiner Kombination der drei NameiVA -
MA, SHIMURA und WEIL bezeichnet wird. Danach sollte es zu einer
elliptischen KurveE mit ganzzahligen Koeffizienten eine surjektive
Abbildung X,(N) — E von einer sogenannten Modulkurvé&,(N)
auf £ geben, wobelV im wesentlichen das Produkt aller Primzahten
ist, modulo deref keine elliptische Kurve mehr ist. WieREYs Rech-
nungen zeigen, hat seine Kurve vor diesem Hintergrund sdtsasne
Eigenschaften.

Als er damals hier in Mannheiiiber seine Resultate vortrug, meinte er
noch, er glaube nicht, da diERvAT-Vermutung so bewiesen werde;
er vepffentlichte sein Ergebnis auch nicht in einer der groRearin
nationalen Fachzeitschriften, sondern als Band 1, Hefh&rgjerade
neu gestarteten Schriftenreihe der Univéts8aarhiicken, in einfach-
ster Aufmachung xerographiert mit einem nur schwarz-wegiajteten
Karton als Umschlag:

GERHARD FREY: Links between stable elliptic curves and certain dio-
phantine equationsinnales Universitatis Saraviensis, Series Mathe-
maticae,l (1), 1986

1987 verschrfte der frandsische MathematikereAN-PIERRE SERRE
die TANIYAMA -Vermutung, und aus dieseraskeren Vermutung folgt
in der Tat, daf} die ®Ey-Kurve nicht existieren kann. Leider ist die
SERREsche Vermutung bis heute noch nicht bewiesen.
SerREerhieltlibrigens 2002 den ersten der vom norwegischen Parlaméiftejes ABEL-
Preise, die seither zur Erinnerung an den norwegischendvtattiker NELS HENRIK ABEL

(1802-1829) jedes Jahr in gleicher Weise und gleicher Attssig wie die Nobel-Preise
flr hervorragende Leistungen auf dem Gebiet der Mathematieben werden.

SERREStellte jedoch noch zészlich seine sogenannté/ermutung auf,
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und auch aus derNIYAMA -Vermutung zusammen mit defVermutung
folgt die Nichtexistenz der®ey-Kurve und damit die ERMAT-Vermu-
tung. Dieses-Vermutung bewies ENNETH RIBET von der Universit
Berkeley 1990. Die Grundidee seines Beweigd& kich interpretieren
als eine Art zweidimensionale Version eines Beweises \RNSEEDU-

ARD KUMMER (1810-1893), der dieHRMAT-Vermutung 1846 iir so-
genannte regétre Primzahlen als Exponenten bewies. (Eine Primzahl
p heif3t regudr, wenn die Hauptordnung dekpersQ[(,] der p-ten
Einheitswurzeln faktoriell ist.) Der Beweis vondRT ist allerdings er-
heblich aufwendiger.

Damit war also die ERMAT-Vermutung zuiickgefihrt auf die BNI-
YAMA -Vermutung. Diese Vermutung schlieBlich (diér fdie weite-
re mathematische Forschung erheblich wichtiger ist alsFdRMAT-
Vermutung) bewies WES 1994.



