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Probeklausur zur Zahlentheorie

• • • Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Ihren Namen! • • •

Aufgabe 1: (4 Punkte)a) Heute vor 65 Jahren, am 8. Mai 1949, verabs
hiedete der Parlamentaris
he Rat dasGrundgesetz f�ur die Bundesrepublik Deuts
hland. An wel
hem Wo
hentag ges
hah dies?
Lösung: Von einem Jahr zum n�a
hsten vers
hieben si
h die Wo
hentage im Falle einesJahrs mit 365 Tagen um einen, bei S
haltjahren um zwei Tage. In den letzten 65 Jahrengab es 16 S
haltjahre (1952 { 2012 alle vier Jahre, denn 2000 ist zwar dur
h 100, aberau
h dur
h 400 teilbar), also vers
hoben si
h die Wo
hentage zwis
hen 1949 und 2014 um
65+16 = 81 ≡ 4 mod 7. Da heute Donnerstag ist, war der 8. Mai 1949 somit ein Sonntag.b) Heute in 65 Jahren ist der 8. Mai 2079. Auf wel
hen Wo
hentag f�allt dieser?
Lösung: Wieder gibt es innerhalb der 65 Jahre 16 S
haltjahre (2016 { 2076), also werdendie Wo
hentage wieder um vier vers
hoben, und der 8. Mai 2079 ist ein Montag.
Aufgabe 2: (12 Punkte)a) Bestimmen Sie den gr�o�ten gemeinsamen Teiler von 1111 und 2552, und stellen Sie diesenals ganzzahlige Linearkombination dieser beiden Zahlen dar!
Lösung: Anwendung des Euklidis
hen Algorithmus f�uhrt auf

2552 : 1111 = 2 Rest 330 =⇒ 330 = 2552 − 2 · 1111
1111 : 330 = 3 Rest 121 =⇒ 121 = 1111 − 3 · (2552 − 2 · 1111) = 7 · 1111 − 3 · 2552

330 : 121 = 2 Rest 88 =⇒ 88 = 2552−2 ·1111−2 · (7 ·1111−3 ·2552) = 7 ·2552−16 ·1111

121 : 88 = 1 Rest 33 =⇒ 33 = 7 ·1111−3 ·2552−(7 ·2552−16 ·1111) = 23 ·1111−10 ·2552
88 : 33 = 2 Rest 22 =⇒ 22 = 7·2552−16·1111−2·(23·1111−10·2552) = 27·2552−62·1111
33 : 22 = 1 Rest 11 =⇒ 11 = 23·1111−10·2552−(27·2552−62·1111) = 85·1111−37·2552Da 22 dur
h elf teilbar ist, folgt: ggT(1111, 2552) = 11 = 85 · 2552 − 37 · 1111 .b) Zeigen Sei: Eine zweistellige Zahl ist genau dann prim, wenn sie ni
ht dur
h zwei, drei,f�unf oder sieben teilbar ist.
Lösung: Wenn eine zweistellige Zahl dur
h zwei, drei, f�unf oder sieben teilbar ist, kann sieo�ensi
htli
h ni
ht prim sein. Ist sie umgekehrt dur
h keine dieser vier Zahlen teilbar, somu� jeder Primteiler gr�o�er oder glei
h der n�a
hsten Primzahl elf sein. Da 112 = 121 > 99ist, kann es nur einen sol
hen Primteiler geben, die Zahl ist also prim.
) Geben Sie die Primfaktorzerlegung von 1111 und 2552 an! Dabei mu� nur f�ur Faktorengr�o�er f�unfzig bewiesen werden, da� es si
h tats�a
hli
h um Primzahlen handelt.
Lösung: Na
h a) sind beide Zahlen dur
h elf teilbar; 1111 : 11 = 101 ist eine Primzahl, daes dur
h keine der Primzahlen 2, 3, 5 und 7 teilbar und das Argument aus b) o�ensi
htli
hni
ht nur f�ur zweistellige Zahlen, sondern au
h f�ur dreistellige bis 120 gilt.



2552 : 11 = 232 ist dur
h vier teilbar, da 32 dur
h 4 teilbar ist; 232 : 4 = 58 = 2 ·29. Somitist 1111 = 11 · 101 und 2552 = 23 · 11 · 29.d) Bestimmen Sie alle (x, y) ∈ Z
2 mit 1111x + 2552y = 111 !

Lösung: Da 111 ni
ht dur
h ggT(1111, 2552) = 11 teilbar ist, gibt es keine L�osungen,denn f�ur alle (x, y) ∈ Z
2 ist 1111x + 2552y dur
h diesen ggT teilbar.e) Bestimmen Sie alle (x, y) ∈ Z

2 mit 1111x + 2552y = 121 !
Lösung: Da 121 = 112 dur
h elf teilbar ist, gibt es nun L�osungen. Na
h a) ist

85 · 2552 − 37 · 1111 = 11 ;Multiplikation dieser Glei
hung mit elf f�uhrt zur ersten L�osung x = −37 · 11 = −407 und
y = 11 · 85 = 935. Die weiteren L�osungen erhalten wir dur
h Addition einer L�osung derhomogenen Glei
hung 1111u + 2552v = 0. Division dur
h den ggT elf vereinfa
ht diesezur Glei
hung 101u + 232v = 0 mit teilerfremden KoeÆzienten; die L�osungen sind alsovon der Form u = 232k und v = −101k mit k ∈ Z. Die L�osungen der Ausgangsglei
hungsind daher die Elemente der Menge

{
(232k − 407, 935 − 101k)

∣

∣ k ∈ Z
} .

Aufgabe 3: (7 Punkte)a) Finden Sie in (

Z/1009Z
)

× ein Element x, f�ur das 15x = 22 ist!
Lösung: Dazu mu� zun�a
hst das multiplikative Inverse von 15 bestimmt werden, d.h. wirm�ussen den ggT 1 von 15 und 1009 als Linearkombination dieser beiden Zahlen darstellen.

1009 : 15 = 67 Rest 4 =⇒ 4 = 1009 − 67 · 15
15 : 4 = 3 Rest 3 =⇒ 3 = 15 − 3 · (1009 − 67 · 15) = 202 · 15 − 3 · 1009

4 : 3 = 1 Rest 1 =⇒ 1 = 1009 − 67 · 15 − (202 · 15 − 3 · 1009) = 4 · 2009 − 269 · 15Somit ist −269 · 15 ≡ 1 mod 1009, also −22 · 269 · 15 ≡ 22 mod 1009.
−269 · 22 = −5918 ≡ −5918 + 6 · 1009 = 136 mod 1009 ,also ist x = 136. Probe: 15 · 136 = 2040 = 2 · 1009 + 22b) Was ist 220 mod 1009 ?

Lösung: 210 = 1024 ≡ 15 mod 1009, also ist 220 ≡ 152 = 225 mod 1009.
) Zeigen Sie, da� die Zwei eine primitive Wurzel modulo 29 ist!
Lösung:

(

Z/29Z
)

× hat 28 Elemente; die Ordnung eines Elements ist na
h Lagrange einTeiler davon. W�are die Zwei keine primitive Wurzel, w�are ihre Ordnung ein e
hter Teilervon 28; unter den beiden maximalen e
hten Teilern von 28, der Vier und der 14, g�abe esalso mindestens einen, der ein Vielfa
hes der Ordnung w�are. 24 = 16 ist au
h modulo 29von eins vers
hieden. 210 = 1024 = 35 · 29 + 9, also ist
214 ≡ 16 · 9 = 144 ≡ 28 ≡ −1 mod 29 .Somit ist die Ordnung der Zwei kein e
hter Teiler von 28, also glei
h 28. Die Zwei ist dahereine primitive Wurzel modulo 29.



Aufgabe 4: (6 Punkte)a) N = pqr sei ein Produkt dreier paarweise vers
hiedener Primzahlen. Zeigen Sie, da� f�urjede nat�urli
he Zahl a gilt: a(p−1)(q−1)(r−1)+1 ≡ a mod N !
Lösung: Na
h dem kleinen Satz von Fermat ist ap−1 ≡ 1 mod p f�ur alle zu p teilerfrem-den Zahlen a. Damit ist f�ur diese Zahlen au
h a(p−1)m ≡ 1 mod p f�ur jedes m ∈ N und
a(p−1)m+1 ≡ a mod p. Insbesondere ist a(p−1)(q−1)(r−1)+1 ≡ a mod p. Eine ni
ht zu pteilerfremde nat�urli
he Zahl a ist ein Vielfa
hes von p; sol
he a sind, wie au
h alle ihrePotenzen, modulo p glei
h null. Daher ist

a(p−1)(q−1)(r−1)+1 ≡ a mod p f�ur alle a ∈ N .Genauso folgt, da� au
h
a(p−1)(q−1)(r−1)+1 ≡ a mod q und a(p−1)(q−1)(r−1)+1 ≡ a mod r f�ur alle a ∈ N ;na
h dem 
hinesis
hen Restesatz ist also a(p−1)(q−1)(r−1)+1 ≡ a mod N f�ur alle n ∈ N.b) Gilt dies au
h, wenn man (p − 1)(q − 1)(r − 1) dur
h irgendein gemeinsames Vielfa
hesvon p − 1, q − 1 und r − 1 ersetzt?

Lösung: Nat�urli
h; in diesem Fall arbeitet man im obigen Argument einfa
h mit anderenFaktoren m.
Aufgabe 5: (7 Punkte)a) Die Zahl N = 25 591 ist Produkt zweier ungef�ahr glei
h gro�er Primzahlen. Finden Siediese!
Lösung: Dazu ist das Verfahren von Fermat am besten geeignet: N+1 und N+4 habenkeine ganzzahlige Quadratwurzel, aber N + 9 = 25 600 = 1602. Daher ist

N = 1602 − 32 = (160 − 3)(160 + 3) = 157 · 163 .b) Finden Sie den kleinstm�ogli
hen RSA-Exponenten e zum RSA-Modul N !
Lösung: e mu� teilerfremd sein zu p− 1 = 156 und q− 1 = 162. Gerade e kommen somitni
ht in Frage, und au
h e = 3 ist Teiler sogar von beiden Zahlen. Keine der beiden istaber dur
h f�unf teilbar; daher ist e = 5 der kleinstm�ogli
he Exponent.
) Finden Sie zu diesem Exponenten e einen privaten Exponenten d !
Lösung: Dazu mu� der ggT von e mit einem zu e teilerfremden gemeinsamen Vielfa
henvon p − 1 und q − 1 als Linearkombination dargestellt werden. 156 und 162 sind beidegerade und dur
h drei teilbar; also ist

156 · 162
6

= 4212ein sol
hes Vielfa
hes.
4212 : 5 = 842 Rest 2 =⇒ 2 = 4212 − 842 · 5

5 : 2 = 2 Rest 1 =⇒ 1 = 5 − 2 · (4212 − 842 · 5) = 1685 · 5 − 2 · 4212Somit ist 1685 · 5 ≡ 1 mod 4212, und wir k�onnen d = 1685 setzen.



Aufgabe 6: (4 Punkte)a) Zeigen Sie: Die Anzahl der Nullen, mit denen die Zahl n! endet, ist ∞∑

i=1

[ n

5i

] !
Lösung: F�ur jede Primzahl p hat die maximale p-Potenz, die n! teilt, den Exponenten
∞∑

i=1

[

n

pi

]. Die Anzahl der Nullen am Ende von n! ist der Exponent der maximalen Zeh-nerpotenz, die n! teilt, also das Minimum der obigen Ausdr�u
ke f�ur p = 2 und p = 5.Da jeder einzelne Summand monoton fallend mit p ist, gilt dasselbe f�ur die Summe; dasMinimum wird also f�ur p = 5 angenommen, und das zeigt die Behauptung.b) Wie viele Nullen stehen am Ende von 1000! ?
Lösung:

∞∑

i=1

[ n

5i

]

=

[

1000

5

]

+

[

1000

25

]

+

[

1000

125

]

+

[

1000

725

]

= 200 + 40 + 8 + 1 = 249 .
Aufgabe 7: (4 Punkte)a) Was ist eine Carmi
hael-Zahl?
Lösung: Eine Carmi
hael-Zahl ist eine zusammengesetzte Zahl n mit der Eigens
haft,da� an−1 ≡ 1 mod n f�ur alle zu n teilerfremden Zahlen a ∈ Z.b) Zeigen Sie, da� 1105 eine Carmi
hael-Zahl ist! (Hinweis: 13 · 17 = 221)
Lösung: Wie aus der Vorlesung bekannt, ist n genau dann eine Carmi
hael-Zahl, wennf�ur jeden Primteiler p|n au
h p − 1 Teiler von n − 1 ist. 1105 = 5 · 221 = 5 · 13 · 17. Da
1104 = 24 · 3 · 23 dur
h vier, zw�olf und se
hzehn teilbar ist, folgt die Behauptung.
Aufgabe 8: (8 Punkte)a) Faktorisieren Sie N = 7991 mit Pollards (p − 1)-Methode mit Su
hgrenze B = 6 undder Basis a = 2 !
Lösung: Die Primzahlpotenzen kleiner oder glei
h f�unf sind 22 = 4, 3 und 5. Wir ersetzen
a = 2 na
heinander dur
h seine Potenzen modulo N mit diesen Exponenten. Zun�a
hstwir a = 2 also ersetzt dur
h a4 = 16, dann wird dies ersetzt dur
h 163 = 212 = 4096, unds
hlie�li
h mu� no
h diese Zahl dur
h ihre f�unfte Potenz modulo 7991 ersetzt werden:

4096 · 4096 = 16 777 216 = 2099 · 7991 + 4107 ;also ist 40962 ≡ 4107 mod 7991.
41072 = 16 867 449 = 2110 · 7991 + 6439 ;also ist 40964 ≡ 6439 mod 7991.

4096 · 6439 = 26 374 144 = 3300 · 7991 + 3844 ;also ist 40965 ≡ 3844 mod 7991. Von der um eins verminderten Zahl 3843 bilden wir denggT mit 7991:
7991 : 3843 = 2 Rest 305

3843 : 305 = 12 Rest 183

305 : 183 = 1 Rest 122

183 : 122 = 1 Rest 61

122 : 61 = 2 Rest 0



Damit haben wir mit 61 einen ni
httrialen Faktor gefunden; da 7991 : 61 = 131, ist
7991 = 61 · 131 .b) Wel
he Bedingung mu� die Su
hgrenze B erf�ullen, damit Pollards Methode f�ur 7991zum Erfolg f�uhrt?
Lösung: 61 − 1 = 60 = 22 · 3 · 5 und 131 − 1 = 130 = 2 · 5 · 13. Damit der Faktor 61gefunden wird, mu� also B ≥ 5 sein; damit ni
ht au
h 131 mit im ggT ste
kt, mu� B < 13sein, d.h. 5 ≤ B ≤ 12.
Aufgabe 9: (8 Punkte)a) Bestimmen Sie die Kettenbru
hentwi
klung von √

12 !
Lösung: Der erste KoeÆzient ist c0 =

[
√

12
]

= 3; �ubrig bleibt α0 =
√

12 − 3.
1

α0

=
1√

12 − 3
=

√
12 + 3

12 − 9
= 1 +

1

3

√
12hat, da 3 ≤

√
12 < 4, gr�o�tes Ganzes zwei, also ist c1 = 2 und α1 = 1

3

√
12 − 1.

1

α1

=
3√

12 − 3
=

3
√

12 + 9

12 − 32
=

√
12 + 3hat gr�o�tes Ganzes c2 = 6 und α2 =

√
12 + 3 − 6 =

√
12 − 3 = α0. Somit wiederholt si
hab hier alles; die weiteren KoeÆzienten sind abwe
hselnd zwei und se
hs, d.h.

√
12 = [3; 2, 6, 2, 6, . . . ] = [3; 2, 6] = 3 +

1

2 +
1

6 +
1

2 +
1

6 +
1

2 +
. . .

.
b) Finden Sie eine ganzzahlige L�osung der Glei
hung x2 − 12y2 = 1 !

Lösung: Wir wissen vom zehnten �Ubungsblatt, das f�ur jede sol
he L�osung x/y eine Kon-vergente der gerade bere
hneten Kettenbru
hentwi
klung von √
12 sein mu�. Die ersteKonvergente 3 = 3

1
liefert o�ensi
htli
h keine L�osung; die n�a
hste ist 3 + 1

2
= 7

2
, und hierist 72 − 12 · 22 = 49 − 12 · 4 = 1. Also ist (7, 3) eine L�osung.
) Was ist x = [2; 2] = [2; 2, 2, 2, . . . ] = 2 +

1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 +
1

2 +
. . .

?
Lösung: O�ensi
htli
h ist x = 2 + 1

x
, also x2 = 2x + 1 oder x2 − 2x − 1 = 0. Somit ist

(x − 1)2 = 2, also ist x eine der beiden Zahlen 1 ±
√

2. Da der Kettenbru
h gegen einepositive Zahl konvergiert, kommt nur x = 1 +
√

2 in Frage.


