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13. Übungsblatt Zahlentheorie

Aufgabe 1:a) Erkl�aren Sie, warum der Euklidis
he Algorithmus den gr�o�ten gemeinsamen Teiler zweierganzer Zahlen bere
hnet!b) Wel
he Rolle spielt er beim Beweis der eindeutigen Primzerlegung f�ur nat�urli
he Zahlen?
) In wel
hen anderen Ringen gibt es ebenfalls einen erweiterten Euklidis
hen Algorithmus?d) Was k�onnen Sie daraus f�ur diese Ringe folgern?
Aufgabe 2:a) F�ur wel
he n ∈ N bilden die Restklassen modulo n einen K�orper?b) Was ist 4/3 im K�orper F17 ?
) F�ur ein vom Nullelement vers
hiedenes Element a aus diesem K�orper und zwei nat�urli
heZahlen n,m sei an = am. Was k�onnen Sie daraus f�ur n und m folgern?d) Wie ist die Ordnung eines Element von (Z/n)× de�niert, und wel
he Werte kann sie imFall n = 23 annehmen?e) Wie viele Elemente hat die prime Restklassengruppe modulo 35?
Aufgabe 3:a) Wie und warum funktionieren elektronis
he Unters
hriften na
h RSA?b) Der private Exponent d der RSA-Bank hat 700 Dezimalstellen. Von den se
hs Direktorenkennt jeder nur die Restklasse von d modulo einer jeweils anderen 250-stelligen Primzahl p.Wie viele Direktoren m�ussen ihre Restklasse eingeben, damit der Computer (der nur diePrimzahlen der Direktoren kennt) eine Unters
hrift bere
hnen kann?
) Wel
her Satz wird dabei verwendet?d) Erkl�aren Sie in groben Z�ugen den Algorithmus, na
h dem der Computer hier vorgeht!
Aufgabe 4:a) Nennen Sie einige Anwendungen von Kettenbr�u
hen!b) Bestimmen Sie die Kettenbru
hentwi
klung von √

5 !
) Wel
he reelle Zahlen lassen si
h dur
h einen endli
hen Kettenbru
h darstellen?
Aufgabe 5:a) Wie ist die Norm eines Elements eines quadratis
hen Zahlk�orpers de�niert?b) Wel
he Norm hat das Element 2 +

√
2 ∈ Q[

√
−2] ?
) Wel
he Norm hat das Element 1

11
+ 9

11

√
3 ∈ Q[

√
3] ?d) Das Element x ∈ Q[

√
d] habe ganzzahlige Norm. Wel
he Eigens
haft mu� es no
h habenum in der Hauptordnung zu liegen?e) Zeigen Sie: Ein Element eines imagin�arquadratis
hen Zahlk�orpers ist genau dann eineEinheit, wenn es Norm eins hat.f) Gilt dies au
h f�ur reellquadratis
he Zahlk�orper?g) Was ist die Hauptordnung eines quadratis
hen Zahlk�orpers?



Aufgabe 6:a) Eine nat�urli
he Zahl soll als Summe von Quadraten ganzer Zahlen dargestellt werden.Wie viele Summanden brau
ht man mindestens, damit dies immer funktioniert?b) F�ur wel
he nat�urli
hen Zahlen rei
hen bereits zwei Summanden?
) Warum kann man si
h beim Beweis der entspre
henden Aussagen (im wesentli
hen) aufPrimzahlen bes
hr�anken?
Aufgabe 7:a) Zeigen Sie: Die Kongruenz x2 ≡ a mod 103 ist genau dann l�osbar (in Z), wenn a26 eineL�osung ist!b) Ist die Kongruenz x2 ≡ 5 mod 257 l�osbar?
) Zeigen Sie: Ist p eine Primzahl und sind a, b ∈ Z keine Vielfa
hen von p, so gilt f�ur dasLegendre-Symbol die Glei
hung (

a
p

)(

b
p

)

=
(

ab
p

) !d) Wie ist das Ja
obi-Symbol (

n
m

) de�niert?e) Folgt aus (

n
m

)

= −1, da� die Kongruenz x2 ≡ n mod m unl�osbar ist?

Keine Abgabe — Frohe Ferien!


