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9. Ubungsblatt Topologie und Gleichgewichte

Aufgabe 1:
X und Y seien topologische Raume. Zeigen Sie:

a) Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann stetig, wenn das Urbild jeder abgeschlossenen
Teilmenge von Y abgeschlossen in X ist.

b) f:X — R sei eine stetige Funktion. Zeigen Sie: Fiir jedes a € R sind {x € X | f(x) > a}
und {x € X | f(x) < a} offen, wéhrend {x € X | f(x) > a}, {x € X | f(x) = a} und
{x € X| f(x) < a} abgeschlossen sind.

Aufgabe 2:

Entscheiden Sie, welche der folgenden Teilmengen von R™ kompakt sind, und finden Sie
fiir die kompakten Mengen jeweils ein reelle Zahl c, so dafl die Menge im Inneren des
Wiirfels {(x,y,z) € R? | [x| < ¢, |y| < ¢, |z < ¢} liegt!

a) {(x,y,z2) ER?|0<x+y<10,0<x—y <10, z=x+y}

b) {(x,y,z) €R3|x>0,y>0,2z>0, x+2y+3z<10}

¢) {(x,y,z) €ER3|x>0,y>0,2z>0, x—2y+3z<10}

d) {(x,y,z) e R? | x* +y* + 2% < 16}

e) {(x,y,2) e R3 | x? +y? <16, x — 2y 4+ 3z < 10}

f) {(xy,2) e R | x* +y* <16, x — 2y + 3z? < 10}
Aufgabe 3:
Zeigen Sie:

a) Fafit man R™™ auf als Produkt R™ x R™, so stimmt die Produkttopologie iiberein mit
der Standardtopologie.

b) Ist X eine kompakte Teilmenge von R™ und Y eine kompakte Teilmenge von R™, so ist
X x Y eine kompakte Teilmenge von R™"™,

Aufgabe 4:

a) Z1,Z;,... seieine unendliche Folge kompakter Teilmengen eines topologischen Raums X.
Beweisen Sie oder widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel, dafi dann auch die Vereinigung
aller Z; bzw. der Durchschnitt aller Z; kompakt ist!

b) Was dndert sich, wenn die Z; eine aufsteigende Folge bilden, also Z; C Z, C Z3 C --- ?

c¢) Was andert sich, wenn man zusédtzlich noch annimmt, daf alle Z; in einer kompakten
Teilmenge Z liegen?

d) Was dndert sich, wenn die Z; eine absteigende Folge bilden, also Z; D Z; D Z3 D> -+ ?
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