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2. Übungsblatt Topologie und Gleichgewichte

Aufgabe 1:

a) X und Y seien zwei topologis
he R

�

aume, und X × Y trage die Produkttopologie. Zeigen

Sie, da� die Projektionen (x, y) 7→ x und (x, y) 7→ y von X×Y auf X und auf Y stetig sind!

b) X× Y ist genau dann Hausdorffs
h, wenn sowohl X als au
h Y Hausdorffs
h sind.


) X sei Hausdorffs
h, und f:X → Y sei eine stetige Abbildung. Mu� dann au
h Y Haus-

dorffs
h sein?

Aufgabe 2:

a) X sei ein zusammenh

�

angender topologis
her Raum, und f:X → Y sei eine surjektive stetige

Abbildung. Mu� dann au
h Y zusammenh

�

angend sein?

b) X = U ∪ V sei eine Darstellung eines topologis
hen Raums X als Vereinigung zweier

disjunkter o�ener Teilmengen U und V . Zeigen Sie: Jede zusammenh

�

angende Teilmenge

Z von X liegt ganz in U oder ganz in V .


) X und Y seien zusammenh

�

angende topologis
he R

�

aume, und X × Y = U ∪ V sei eine

Darstellung ihres Produkts als Vereinigung zweier disjunkter o�ener Teilmengen U und V .
Zeigen Sie: Liegt ein Punkt (x0, y0) ∈ X× Y in U, so au
h jeder Punkt (x0, y) mit y ∈ Y
und jeder Punkt (x, y0) mit x ∈ X.

d) Zeigen Sie: Sind X und Y zwei topologis
he R

�

aume, so ist X × Y genau dann zusam-

menh

�

angend, wenn sowohl X als au
h Y zusammenh

�

angend sind.

e) Gilt eine entspre
hende Aussage au
h f

�

ur Wegzusammenhang?

Aufgabe 3:

a) f:X → Y sei eine stetige surjektive Abbildung, und Y sei kompakt. Zeigen oder widerlegen

Sie, da� dann au
h X kompakt sein mu�!

b) X sei ein beliebiger topologis
her Raum, und ∞ stehe f

�

ur einen Punkt, der ni
ht in X

enthalten ist. Weiter sei X̂ = X∪{∞}, und eine Teilmenge U von X̂ hei�e o�en, wenn U eine

o�ene Teilmenge von X ist oder wenn∞ ∈ U und X̂rU eine kompakte Teilmenge von X ist.

Zeigen Sie, da� X̂ dur
h diese De�nition zu einem kompakten topologis
hen Raum wird!

(X̂ hei�t Ein-Punkt-Kompakti�zierung oder Alexandroff-Kompakti�zierung von X.)


) Zeigen Sie, da� R̂ hom

�

oomorph zur Kreislinie ist!

Aufgabe 4:

a) Zeigen Sie: Eine bijektive stetige Abbildung f:X → Y zwis
hen zwei topologis
hen R

�

aumen

ist genau dann ein Hom

�

oomorphismus, wenn das Bild jeder abges
hlossenen Menge A ⊆ X
abges
hlossen in Y ist.

b) Ist X kompakt und Y Hausdorffs
h, so ist jede bijektive stetige Abbildung f:X → Y ein

Hom

�

oomorphismus.


) Finden Sie eine surjektive stetige Abbildung f:X → Y zwis
hen zwei topologis
hen R

�

aumen

und eine abges
hlossene Teilmenge A ⊆ X derart, da� f(A) ni
ht abges
hlossen ist!

Besprechung am Dienstag, dem 1. M

�

arz 2022, um 15.30 Uhr


