WoLrcANG K. SEILER B6, B4.08
Tel. 2515

16. Februar 2022

1. Ubungsblatt Topologie und Gleichgewichte

Aufgabe 1:

a) Gegeben seien drei Teilmengen X C R™, Y C R™ und Z C RP. Zeigen Sie: Ist X
homdéomorph zu Y und Y homdomorph zu Z, so ist auch X homéomorph zu Y.

b) Zeigen Sie, daB die Teilmenge X = {(x,y) € R* | x* +y®> = Tund x # 1} von R?
homdéomorph zu R ist!

c) Zeigen Sie, dafl keine zwei der folgenden vier Teilmengen von R homdomorph sind:

A={xeR|2<x<3}, B={xeR|2<x?<3}
C={xeR|2<x<3}, D= {xcR|2<x?<3}
Aufgabe 2:

a) Q C R sei mit der Spurtopologie versehen. Entscheiden Sie fiir jede der drei Mengen
A=xeQ|2<x<3, B={xecQ]|2<x*<3}und C = {1}, ob sie offen,
abgeschlossen, beides oder keins von beiden ist!

b) Zeigen Sie, dafl die Spurtopologie auf Z C R die diskrete Topologie ist!

Aufgabe 3:
a) X sei eine Menge, und A sei eine Menge von Teilmengen von X, fiir die gilt:
1.)XeAund h e A

2.)Ist I eine beliebige Indexmenge und ist Z; € A fiir alle i € I, so liegt auch der
Durchschnitt () Z; der Z; in A.
iel
3.) Sind fiir eine natiirliche Zahl r die Mengen Z;,...,Z, Elemente von A, so auch ihre
Vereinigung | J{_; Z;.
Weiter sei 7 = {U € P(X) | X\ U € A}. Zeigen Sie, daB (X, 7T) ein topologischer Raum
ist!
b) Fiir X = R bestehe A aus allen endlichen Teilmengen sowie aus () und R selbst. Zeigen
Sie, daf alle Bedingungen aus a) erfiillt sind!
c¢) Ist der zugehorige topologische Raum (X, 7) HAUSDORFFsch?

d) Y sei R™ mit der iiblichen Topologie. Ist eine der identischen Abbildungen X — Y und
Y — X stetig?

Aufgabe 4:
a) Zeigen Sie, dafl jede einelementige Teilmenge eines HAUSDORFF-Raums abgeschlossen ist!
b) Zeigen Sie, daB jeder topologische Raum mit der diskreten Topologie HAUSDORFFsch ist!

Aufgabe 5:
a) Fir X = {i,s} sei T = {0,{i},X}. Zeigen Sie, daB8 (X, 7) ein topologischer Raum ist!
b) Ist dieser Raum HAUSDORFFsch?

c) R™*™ sei die Menge aller reeller n x n-Matrizen, versehen mit der iiblichen reellen Topolo-
gie, und f:R™*™ — X bilde eine Matrix A ab auf i, wenn sie invertierbar ist, und auf s
sonst. Zeigen Sie, dafl f eine stetige Abbildung ist!

d) Zeigen Sie, dafl eine Teilmenge U C X genau dann offen ist, wenn f—'(U) offen ist!

Besprechung am Dienstag, dem 21. Februar 2022, um 15.30 Uhr



