


Kapitel 1
Was ist Topologie?

Die Topologie ist, verglichen etwa mit der Geometrie und Zainlen-
theorie, ein sehr junges Teilgebiet der Mathematik; ddeenathemati-
sche Satz, den man nach heutigem \rdnhis der Topologie zurechnen
wirde, war BILERS LOsung des Knigsberger Bickenproblems, mit
der wir uns zu Beginn von Kapitel 4 genauer bedtigen werden. Er
veroffentlichte sie 1736 unter dem Tit8lolutio problematis ad geome-
triam situs pertinentigL 6sung eines Problems hegich der Geometrie
der Lage). Sater wurderahnliche Probleme oft unter dem Oberbegriff
Analysis situszusammengefaldt; unter diesem Titel erschien auch ab
1895 eine Reihe von Arbeiten voreNRI POINCARE, in denen er als Er-
ster das Gebiet systematisch behandelte, das wir heutlgalzaische
Topologie bezeichnen.

LEONHARDEULER (1707-1783) wurde in Basel geboren
und ging auch dort zur Schule und, im Alter von 14
Jahren, zur Universit. Dort legte er zwei Jahre &ter
die Magisterpiifung in Philosophie ab und begann mit
dem Studium der Theologie; daneben hatte er sich seit
Beginn seines Studium unter Anleitung VOOHANN
BERNOULLI mit Mathematik besdhftigt. 1726 beendete
er sein Studium in Basel und bekam eine Stelle an der
Petersburger Akademie der Wissenschaften, die er 1727
antrat. Auf Einladung RIEDRICHS DESGROSSENwech-
selte er 1741 an die preul3ische Akademie der Wis-
: senschaften; nachdem sich das \&iis zwischen den
beiden dramatlsch verschlechtert hatte, kehrte er 1766%@a®etersburg ziick. Im glei-
chen Jahr erblindete er volistdig; trotzdem schrieb er rund diélfte seiner zahlreichen
Arbeiten (Seine gesammelten Abhandlungen umfassenan8é danach. Sie enthalten
bedeutende Beiige zu zahlreichen Teilgebieten der Mathematik, Physikiofsmie
und Kartographie.
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JULES HENRI POINCARE (1854-1912) wurde im lothrin-
gischen Nancy geboren, besuchte dort das heute nach
ihm benannte Gymnasium und studierte von 1873 bis
1875 an der Ecole Polytechnique, danach an der Ecole
des Mines in Paris. Sodann arbeitete er gleichzeitig als
Mineningenieur und an einer Dissertatigmer Differen-
tialgleichungen bei GARLES HERMITE (1822-1901);
letztere wurde 1879 von der UniveiiParis angenom-
men. Seine erste mathematische Stelle war an der Uni-
versitat Caen; danach folgten Professuren in Paris, die
er bis zu seinem f@hen Tod innehatte. Er leistete
wesentliche Beitige zur Theorie der Differentialglei-

- .3 chungen, begmdete die algebraische Topologie, pub-
lizierte Uber Physik, blieb Zeit seines Lebens dem Bergbau verbumigrebffentlichte
auch einige philosophische Abhandlungen. Sein Grab aufdedhof von Montparnasse
ist heute noch erhalten.

Der NameTopologievon torog, der Ort, undhoyog, die Lehre, geht
zurick auf HHANN BENEDICT LISTING, der 1847 eine Arbeit mit dem
Titel Vorstudien zur Topologieeroffentlichte, das WorTopologieaber
bereits ab etwa 1836 immer wieder in seinen Briefen gebitdnatte. In
den allgemeinen Gebrauch kam das Wort erst ab etwa 1940 zuoietzt
auf Grund der Berithungen des BURBAKI-Kreises, der in seinem (noch
immer unvollendeten und wohl auch unvollendet bleibendéerk Les
fondations de I'Analyséie Analysis in go3tnbglicher Allgemeinheit
neu aufbaute auf Grundlage der Algebra und der Topologie.

JOHANN BENEDICT LISTING (1808-1882) wurde in
Frankfurt geboren und ging auch dort aufs Gymnasium;
1830 begann er mit dem Studium der Mathematik und
der Architektur an der Univergit Gottingen, wo er al-
lerdings auch Vorlesungen aus zahlreichen anderen Ge-
bieten belegte. Sein wichtigster mathematischer Lehrer
war Gauss, der zwar selbst nie etwasber Topolo-
gie vebffentlichte, aber doch eine ganze Reihe von
Ideen zu diesem Gebiet beisteuerte. Als 1837 Victoria
Konigin von England und ihr Onkel Herzog von Han-
nover wurde, protestierte unter anderem deétti@ger
Physiker WLHELM EDUARD WEBER (1804-1891), der

i34 - gemeinsam mit @ussden Telegraphen erfunden hatte,
gegen d|e Aufhebung der liberalen Hannoveraner Verfassuaigverlor deshalb seine
Stelle; auf kirsprache von @Jsswurde LSTING sein Nachfolger und publizierte seither
auch auf dem Gebiet der Physik.
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NICOLAS BOURBAKI ist das Pseudonym einer Gruppe junger fizigcher Mathematiker,
die ab 1935 an einen neuen Neuaufbau der Mathematik adreit®bwohl dabei anfangs
vor allem die Lehre im Vordergrund stand, war ihr wesendicsrundsatz, alles so
allgemein wie ndglich zu formulieren und zu beweisen und aziche Annahmen nur
einzuiuhren, wo sie unbedingt erforderlich sind. Um Altersersuinegen zu vermeiden,
mussen alle Mitarbeiter im Alter von vierzig Jahren aussiéej so dald die aktiven
Mathematiker stetsinger sind. Die Arbeit am grof3en Grundlagenwerk scheirzeadier
eingestellt zu sein; inzwischen organisiedBrBAKI im wesentlichen nur noch ein viermal
jahrlich in Paris stattfindendes Seminar, in dem prominergthbmatikeiiber ein Thema

ihrer Wahl, aber nicht ihre eigenen Arbeiten, vortragen.

Die Topologie untersucht, informell ausgéadkt, jene Eigenschaften
von Kurven, Fachen, Krpern und auch komplizierteren Mengen, die
unter stetigen Deformationen erhalten bleiben.

Wenn wir uns der Einfachheit halber Zohst auf Teilmengen der
RaumeR"™ beschéanken, kbnnen wir das folgendermalierapisieren:

Definition: Zwei MengenX C R"™ undY C R™ heil3erhonmbomorph,
wenn es stetige Abbildungeh X — Y undg: Y — X gibt derart, dal}
f o g die Identiait aufY ist undg o f die ldentiat auf.X.

Insbesondere sinfl und g also bijektiv; wichtig ist aber vor allem, daf3
beideAbbildungen stetig sind: Die Abbildung

[0, 27) = {(z,y) e R? | 2® +y* =1}
' t — (cost, sint)

etwa vom halboffenen Intervall [@7) auf die Kreislinie ist stetig und
bijektiv, aberihre Umkehrabbildung istim Punkt () nicht stetig, denn
die Punkte(cos(2r — 1), sin(2r — 1)) haben zwariir allen € N Urbild
21 — % aber ihr Grenzwert (D) hat die Null als Urbild.

Als erstes Beispiel zweier hammorpher Mengen betrachten wir den
n-dimensionalen Wirfel

W={(zq,...,2,) €R" ’ 0<z <1 firallei}
und fur beliebige positive reelle Zahlen, . . ., a,, den Quader

Q={(zy,...,z,) ER" |0< &; < q; furallei}.
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Offensichtlich sind die Abbildungen

W —Q
f: und
(q,...,2,) — (a12q,...,a,2,)
Q—-W
.g Tq Z,
(1. x,) — (a—l,...,a)

stetig und zueinander invers; deriMel und der Quader sind also
homboomorph. Damit ist schon einmal klar, da@rigen und Bngen-
verhaltnisse keine topologischen Eigenschaften sind.

Allgemeiner ldonnen wir beliebige affine Abbildungen

_ R"” — R"
7N s = Az +b

mit einer invertierbarem x n-Matrix A und einem Vektob € R" be-
trachten; offensichtlich ist dann jede TeilmengeC R"™ hombdomorph
zu ithrem Bildp(Z), denn sowohlp als auch seine Umkehrabbildung,
diey € R™ abbildet aufA~1(y — b), sind stetig. Somit ist auch die Lage
iIm R™ topologisch irrelevant, genauso wie Winkel, denn winken
beispielsweise durch eine affine Abbildung ein RechtecknnParal-
lelogramm scheren.

Auch die Kugel
K={(x1,...,xn)€R”’x%+-~-+xi <1}

ist hombomorph zuV (und damit auch z@); hier lassen sich die Ab-
bildungenK — W undW — K am besten geometrisch beschreiben:
Zunachst einmal istV hombomorph zum Wirfel

W'={(zy,...,2,) ER" | -1 < z; <1 furallei}

uber die affine TransformatioR™ — R", die jede Koordinate:, auf
2x; — 1 abbildet, und diesen Wfel bilden wir dann folgendermaf3en ab
auf die Kugel:

Der Nullpunkt defR"™ wird auf sich selbst abgebildetjfjeden anderen
Punktz = (z4,...,,) € W' betrachten wir den Strahl vom Nullpunkt
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durch diesen Punkt; sein Schnittpunkt mit dem Rand dés®ls seiy
und d sei sein Abstand zum Nullpunkt. Dann wird abgebildet auf
den Punktdz; wir strecken also den Strahl vom Nullpunkt durch
in so einem Verhltnis, dal3 der Schnittpunkt mit der Kugel auf den
Schnittpunkt mit dem Wrfel abgebildet wird. Bei der Umkehrabbildung
wird der Strahl entsprechend um den Fakigrestaucht.

Damit ist auch klar, da3 Kanten, Ecken uakinliches keine Begriffe
sind, die unter Hordomorphismen erhalten bleiben.

Auch Beschanktheit ist keine topologische Eigenschaft, denn die Tan-
gensfunktion bildet das Intervall{7, %) stetig und bijektiv ab auf
ganzR mit dem ebenfalls stetigen Arkustangens als Umkehrfunktio
Entsprechenddnnen wir den offenen \ifel

wW"={(zy,...,z,) | -5 <z; <3 furallei}

homdomorph abbilden auf den ganZih, indem wir diei-te Koordinate
x, ersetzen durch tan.

Tangens
3o

2 -

Arkustangens

y o 1,5
1 1,0
y
E 0,5
T T T T |

T T T T T T
-1,5 -1,0 -0,5 0,5 1,0 1,5
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Der offene Wirfel W' ist allerdings weder hotomorph zui¥ noch
zuW’, denn diese beiden Uvfel sind kompakt und werden damit auch
von jeder stetigen Abbildung wieder auf kompakte Mengerealdet.
Daher kann es weder eine surjektive stetige AbbildungiWonachiv”/
noch eine voiV’ nachiv” geben. Aus dem gleichen Grund sind beiden
Wiirfel nicht hondomorph zuR™.

Die Kugeloberfache
S% = {(z,y,2) € R3 | 2%+ P+ 22 = 1}

kann nicht horbomorph zuR? sein, denn aucl? ist eine kompakte
Menge. Entfernt man aber nur einen Punkt 5netwa den Nordpol
N = (0,0,1), so istS? \ N hombomorph zuR?: Wir identifizieren

R? mit der Ebenez = —1 in R3, also der Menge aller Punkte der
Form (z,y, —1) € R3, und bilden den PunkP € S?\ N ab auf den
Schnittpunkt der Gerade®VP mit der EbenenE. In Gegenrichtung
wird der Punkt@) € E abgebildet auf den Schnittpunkt der Geraden
NQ mit S?. Offensichtlich ist auch diesstereographische Projektion
S?\ N — E ein Hommbomorphismus.

Die HyperbelH = {(z,y) € R? | 2y = 1} ist hombomorph zuR \ {0}
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via der beiden Abbildungen

f_{ H—R\ {0} R\{0} — H

(6.4) o und g: . (x7%> :

eine abgeschlossene Teilmenge ®frkann also hordomorph sein zu
einer offenen Teilmenge vaR.

10 5

Angesichts dieser Beispieledknte man sich fragen, ob ein Begriff,
der so viele verschiedene Mengen miteinander identifjzigrerhaupt
nutzlich sein kann. Taéchlich ist genau diese Vielfalt ein grol3er Vorteill
der Topologie: Auf einem \Wirfel etwa lonnen wir gutrechnen und damit
viele Probleme recht einfach entscheiden. Anderersditegiaber kaum
Probleme degwirklichen* Welt, die sich sinnvoll mit einem einfachen
Wiirfel modellieren lassen. Es gibt aber gerade in@lkwnomie durch-
aus Anatze, ein Wirtschaftssystem durch eine Teilmenge eRiegu
modellieren, die zwar sehr viel komplizierter ist als eiruifél, aber
trotzdem horbomorph zu einem \ifel in einem geeigneteR™. Uber
den Hondomorphismus lassen sich dann Fragen wie die nach der Exis-
tenz eines Gleichgewichts Ziwokfuhren auf Frageiber einen Viirfel,
bei denen es erheblich@gere Chancen gibt, eine Antwort zu finden.

Ein wesentlicher Teil der Vorlesung wird sich deshalb daresclafti-
gen, kompliziertere Mengen und Abbildungen via Hmmomorphie
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zurickzufihren auf Polyeder undistkweise lineare Abbildungen zwi-
schen ihnen. Insbesondere lassen sich so viele Problemaeszh auf
Fragen aus der Linearen Algebra, uiddderen Beantwortung steht uns
ein weites Instrumentarium zur Védung.



Kapitel 2
Topologische Raume, Stetigkeit und Konvergenz

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, kann eine offenienéage
einesR"™ hombomorph sein zu einer abgeschlossenen Teilmenge ei-
nesR™; zwei Einbettungen einer Menge in ein@&f" kdnnen also
dort recht verschiedene Eigenschaften haben. Aul3erderhtndac
umgebendeR™ die Situation oft eher uibersichtlich: Wenn wir uns
auf der Erdoberfiche bewegen,danten wir zwar mit den kartesischen
Koordinaten eines umgebendBr rechnen, aber natlich bevorzugen
wir zweidimensionale Koordinatensysteme wiangen- und Breiten-
grade oder UTM-Koordinaten. Obwohl das Rechnen mit reelkgmen
im weiteren Verlauf der Vorlesung eine grol3e Rolle spieleém wns-
besondere auch bei den Anwendungen auf Gleichgewichtejetein
wir daher unseren Grundbegriff, den topologischen Raustrakt und
ohne Bezug zu einef”.

Topologische Eigenschaften sind solche, die unter lmmorphismen
invariant bleiben; um diese definieren zonkien, brauchen wir stetige
Abbildungen. Stetige Abbildungen werden in der Analysissinmit
Hilfe von ¢ und ¢ definiert; da Absinde keine topologischen Eigen-
schaften sind, ist dasif uns kein sinnvoller Zugang. Wir wissen aber
aus der Analysis, dal eine Abbildung auch genau dann ss¢tiyenn
das Urbild jeder offenen Menge wieder offen ist; es reiclsbatur
Definition von Stetigkeit, wenn wir offene Mengen haben.

Eine Teilmenge de§ C R" heil3t bekanntlich genau dann offen, wenn
es zu jedem Punkt € U eine > 0 gibt, so dal} jedeg € R" mit
Abstand kleinee von x ebenfalls inU liegt. Damit ist klar, dal3 die Ver-
einigung beliebig vieler offener Mengen wieder offen ignguso wie
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zumindest der Durchschnitt endlich vieler offener MendBer Durch-
schnitt unendlich vieler offener Mengen muf3 nicht mehr oféein;
beispielsweise ist der Durchschnitt der offenen Intee/écH%, 1+ %)
das abgeschlossene Intervall [Q.) Aul3erdem ist der gesani®&' offen
und natirlich auch die leere Menge. Diese Eigenschaften wollerzwir
Grundlage unserer Theorie machen:

Definition: a) Eintopologischer RaunX ist eine MengeX zusammen
mit einer MengeZ von Teilmengen vonX, genannt dieTopologie
von X, fur die qilt:

1) X eTundh e T

2.) IstI eine beliebige Indexmenge und $f € 7 fur alle; € I, so

liegt auch die Vereinigung J U, derU, in 7.
1€l
3.) Sind fir eine narliche Zahlr die MengenUy, ..., U, Elemente

von 7, so auch ihr Durchschnift) U..
=1

b) Die Elemente vor¥ heil3enoffene Mengen.
c) Eine Teilmenged C X heildtabgeschlossenyenn X \ A offen ist.
d) Eine Abbildungf: X — Y zwischen zwei topologischerdlmenX
undY heil3tstetig wenn fir jede offene Teilmeng& C Y auch die
Urbildmengef ~(U) offen in X ist.
e) Eine stetige Abbildung: X — Y heiRtHombomorphismusyenn es
eine stetige Abbildung: Y — X gibt, so dal¥f o g die Identifait aufY
istundg o f die Identiit aufX. (f undg sind dann nairlich bijektiv.)
f) Zwel topologische Bume heilderhonbomorph, wenn es einen
Homoomorphismug: X — Y gibt.

Nach der Diskussion zu Beginn dieses Kapitels ist klar, dal®Rd ein
topologischer Raum ist, wenn wiiif 7 die Menge aller (im Sinne der
Analysis) offener Teilmengen nehmen.

Wir kdnnen jede beliebige Menge zum topologischen Raum machen,
indem wir als7 einfach die kleinstragliche Menge nehmenamlich

7 = {0, X }. Diese Topologie bezeichnen wir als diwiale Topologie.
Umgekehrt Knnten wir fir 7 auch die gbl3tnbgliche Teilmenge der
Potenzmeng®(X) nehmen, alsg3(X) selbst; dannigedeTeilmengen
von X offen. In diesem Fall reden wir von ddiskretenTopologie.
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Schon diese Beispiele zeigen, dald wir eigentlich nicht dendé X,
sondern das PaaX(7) als topologischen Raum bezeichnen sollten,
denn zumindestir denR™ kennen wir ja bereits jetzt drei verschiedene
mogliche Topologiery . Meist wird allerdings aus dem Zusammenhang
Klar sein, was/ ist; im Falle deSR™ beispielsweise werden wir zumin-
dest in dieser Vorlesung immer davon ausgehen, dal3 er — welnin n
explizit etwas anderes gesagt wird — sejibliche* Topologie tagt.
Entsprechend werden wir, sofern keine Mi3vénsinisse zu béfcht-

en sind, auch sonst meist kurz die Mengeals topologischen Raum
bezeichnen.

Zum besseren Vei@hdnis des Stetigkeitsbegriffarfallgemeine topo-
logische Raume wollen wir aber doch kurz sehen, was passiert, wenn
wir auf demR™ verschiedene Topologien betrachtex:sei derR"™

mit der diskreten Topologi€y” sei derR™ mit der Uiblichen Topologie
und Z schliel3lich delR™ mit der trivialen Topologie. Als Abbildungen
zwischen diesen &men betrachten wir nur die identische Abbildung.
Dann sind die Abbildung — Y, X — Z undY — Z stetig, denn
das Urbild einer Menge ist ja gerade die Menge selbst, undveere
Teilmenge deR™ offen ist bexiglich der trivialen Topologie, ist sie
erst recht offen bamlich derublichen Topologie, und béglich der
diskreten Topologie ist ohnehjade Menge offen. Von den Abbildun-
genZ — Y, Z — X undY — X istaberkeine stetig, dennim Zielraum
gibt es jeweils offene Mengen, die im Urbildraum nicht ofend.

Wenn wir zeigen wollen, daf3 eine Abbildung X — Y stetig ist,
mussen wir nach obiger Definition nachweisen, dal3 das Ujeddr
offenen Menge au¥” offen in X ist. Im FalleY = R™ etwa gibt es
(beZiglich dertiblichen Topologie) sehr viele offene Meng&her deren
allgemeine Struktur wir nur wenig sageirknen. fr alle praktischen
Zwecke ist fir AbbildungenR™ — R" die aus der Analysis gewohnte
e-0-Definition viel einfacher nachzupfen als die Offenheit der Urbilder
offener Mengen.

Um auch tir beliebige topologisched®ime die Stetigkeit einer Abbil-
dung lokal formulieren zuénnen, tihren wir den Begriff der Umgebung
ein:
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Definition: X sei ein topologischer Raum. Eirmdfene Umgebuny
eines Punktes € X ist eine offene Menge, die entralt. EineUmge-
bungV von x ist eine Teilmengd” C X, die eine offene Umgebung
von z enthalt.

Lemma: Das System aller Umgebungeniglf die folgenden Hus-
DORFFschen Umgebungsaxiome:

a) Ist U eine Umgebung von, so liegtx in U. Der gesamte Raumy
iIst Umgebung aller Punkte € X.

b) Eine Teilmengel C X, die eine Umgebung von x enthalt, ist
selbst eine Umgebung van

c) Der Durchschnitt endlich vieler Umgebungen vanist selbst eine
Umgebung vorx.

d) Jede Umgebunly vonz entralt eine Umgebun§/ vonx, die gleich-
zeitig Umgebung eines jeden Punkts U ist.

Beweis: a)und b) folgen sofort aus der Definition. Sind,..., V.
Umgebungen vorx, so gibt es nach Definition offene Umgebungen
U C V,,....,U. C V, von z; der Durchschnit{;_, U, ist offen
und entlilt z, ist also eine offene Umgebung van Da dieser Durch-
schnitt im Durchschnitt deV, liegt, ist damit auclt) bewiesen. Er d)
schliel3lich nissen wir @ir U einfach eine it/ enthaltene offene Umge-
bung vonx nehmen; diese ist nach Definition Umgebung aller ihrer
Punkte.

FELIX HAUSDORFF (1868—-1942) wurde in Breslau als
Sohn einesijdischen Kaufmanns geboren. Zwei Jahre
spaterubersiedelte die Familie nach Leipzig, wo er auch
Mathematik studierte und mit Arbeiteiber Anwen-
dungen auf die Astronomie sowohl 1891 promovierte
als auch 1895 habilitierte. Erst ab 1904 bedtigte

er sich mit Mengenlehre und der Topologie, Wwogr
heute vor allem bekannt ist. 1910-1913 lehrte er in
Bonn, wohin er nach einer Professur in Greifswald 1921
auch wieder zurckkehrte. 1935 muf3te er auf Grund der
nationalsozialistischen Gesetze seine Stelle aufgeben,
besciaftlgte sich aber weiterhin mit Topologie. Bevor er 1942miert und nach Polen
deportiert werden sollte, begingen er, seine Frau und d&cbwester Selbstmord.
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Umgekehrt lassen sich topologisch&une auch charakterisieren durch
diese Umgebungsaxiome: lstrfiedes Element € X eine Mengell,
von Teilmengen gegeben, die wir als Umgebungemnybazeichnen, so
definieren wir eine Meng& C X als offen, wenn sie mit jedem Punkt
x € U auch eine der Mengen atls enthalt. Falls die A\USDORFFschen
Umgebungsaxiome gelten, @lien die so definierten offenen Mengen
offenbar alle drei Eigenschaften aus der Definition einpsltmischen
Raums.

Zur lokalen Charakterisierung der Stetigkeit definieren wi

Definition: Eine Abbildungf: X — Y zwischen zwei topologischen
Raumen heil3stetig im Punktr € X, falls es zu jeder Umgebung
von f(z) eine Umgebung/ von x gibt, fur die f(U) C V ist.

Lemma: Eine Abbildungf: X — Y zwischen zwei topologischen
Raumen ist genau dann stetig, wenn sie in jedem PumrkiX stetig ist.

Beweis:Sei zurachstf stetig,z € X undV eine Umgebung vori(x).
Dann entklt V' eine offene Umgebund” von f(z), und wegen der
Stetigkeit vonf ist deren UrbildU = f~1(V) eine offene Umgebung
vonz. Daf(U) C V' C V ist, folgt die Stetigkeit vory in z.

Sei umgekehrff stetig in jedem Punkt € X undV C Y offen. Da
V Umgebung jedes seiner Punkte ist, hat jeder PunktU = f~1(V)
eine Umgebung, deren Bild i liegt und damit erst recht eine offene
UmgebungU, C U. Als Vereinigung aller dieser offener Mengér)

ist auchU offen, womit die Stetigkeit vorf bewiesen ist. .

Um interessantere Beispiele topologischauRe zu bekommen, wollen
wir als rachstes beliebige Teilmengen VRh oder allgemeiner noch von
irgendeinentopologischen Raum zu topologischeauk®nen machen:

Definition: X sei ein topologischer Raum uri C X sei eine Teil-
menge vonX. Eine MengeU C Z heildtoffen beiglich der Spur-
topologie aufZ beiglich X, wenn es eine offene Teilmenge C X
gibt, sodally =V N Z ist.
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Bevor wir mit dieser Definition arbeiten, sollten wir zZachstiberpiifen,
dalRZ durch diese Definition zu einem topologischen Raum wird, daf3
die Spurtopologie also wirklich eine Topologie ist.

Der gesamte Raud = X N Z und die leere Mengg = ()N Z sind offen
in der Spurtopologie. Sintl,, ¢ € I irgendwelche dort offene Mengen,
so gibt es inX offene Menger?, mit U, =V, N X und

Ju.=JWvinz)= (U%)mz

el el el
ist offen. Entsprechend is@if endlich viele offene Mengelii, =V, N Z

Av =002 =(Yrn 7
i=1 i=1 i=1
eine offene Menge.

Man beachte, dal3 offene MengénC Z beziglich der Spurtopologie

als Teilmengen voX im allgemeinemichtoffen sind: So ist beispiels-

weise Z selbstversindlich offen beiaglich der Spurtopologie, selbst
wennZ keine offene Teilmenge voX ist.

Betrachten wir etwa als Beispiel noch einmal die Abbildung

| [0, 27r)—>{(x,y)ER2’x2+y2:1}
' t — (cost, sint)
aus dem letzten Kapitel, jetzt aber ighch der Spurtopologien.

Im halboffenen IntervallX = [0, 27) sind dann insbesondere auch
alle Teilintervalle [Q a) mit a < 27 offen, denn wir bnnen sie ja
schreiben als [0a) = (-1, a) N X. Fira < 2w ist ihr Urbild unter der
Umkehrabbildung vory, also ihr Bild unterf, gleich der Menge aller
Punkte ¢, y) ausR?, fur die es eirt € [0, a) gibt, so daR: = cost und

y = sint ist. Insbesondere liegt also der Punkt@L= (cos Qsin 0) dort.
Ware die Menge offen, sdipe es eine offene Menge C R?, so daR sie
der Durchschnitt der Kreislinie mif ware. InsbesondereiifiteU eine
e-Umgebung von (10) enthalten, und deren Schnitt mit der Kreislinie
enthalt auch die Punktg¢cos(2r — §),sin(2r — §)) = (cosd, —sind)
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mit 0 < § < arcsine. Zumindestiir 6 < 27 — a liegen diese aber nicht
in der Menge. Somit ist die Umkehrabbildung nicht stetig ynklein
Homdomorphismus.

Die Stetigkeit vonf dagegendl3t sich leicht mit dem lokalen Kriterium
beweisen: Ist, € (0, 1) und istU irgendeine Umgebung des Punkts
f(tp) = (costy, Sinty), so entlalt U insbesondere eine Teilmenge beste-
hend aus allen Punkten der Form (eggint) mitt; <t < t,; aul3erdem
Ist0 < t; <ty < t, < 2. Somitwird das Intervalli, ¢,) von f nachU
abgebildet.

Bleibt noch der Punkt, = O zu betrachten. Jede Umgebubigsei-
nes Bilds (10) enttalt eine Teilmenge bestehend aus allen Punkten
(cost,sint) mit 0 < t < t; odert, < t < 2r fur geeignete reelle
Zahlen 0< t; < t, < 2m. Die Menge [0 ) U (t,, 27) wird von f auf
diese Teilmenge und somit nathabgebildet und ist, als Vereinigung
zweier in der Spurtopologie offener Teilmengen v&nselbst offen

in X. Damit ist die Stetigkeit vorf bewiesen.

Aus der Analysis sind wir es gewohnt, die Stetigkeit einenl&ion
auch oft durch die Vertauschbarkeit vgnmit Grenzwerten von Fol-
gen nachzugfen. Da die Konvergenz einer der wesentlichen Grund-
begriffe der Analysis ist, der unter anderem sowohl bei defiriition

des Differentialquotienten als auch bei der des bestimrgrals
eine wichtige Rolle spielt, sollten wir auchrfallgemeine topologische
Raume erkhren, was konvergente Folgen sind. Wir ersetzen dazu ein-
fach in der aus der Analysis bekannten Definition gsidmgebungen
durch beliebige offene Umgebungen:

Definition: Eine Folge £,,),,cy Von Punktenz,, eines topologischen
RaumsX konvergiert gegen den Punkte X, wenn es zu jeder offenen
Umgebung’ vonz ein N € N gibt, so daf¥,, € U furallen > N.

Fur Folgen reeller Zahlen ist dasjuivalent zur klassischen Definition,
bei exotischen Topologien kann sie aber auf den ersten Btiekwartete
Konsequenzen haben: Versehen wir etwa eine Ménget der trivialen
Topologie, betrachten also nur die leere Menge dnselbst als offen,
so istX fur jeden seiner Punkte € X die einzige offene Umgebung,
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und somit konvergiert jede Folge von Elementen aligegen jedes
Elementz € X.

Etwas komplizierter ist das folgende Beispiel: Wir bettacidie Menge

X = R\ {0}) U {a,b} mit zwei abstrakten Punktem und b. Eine
TeilmengeU C R\ {0} soll genau dann offen sein, wenn sie auch als
Teilmenge vorR offen ist. Eine Teilmeng®/ C X, die a und/oderb
entralt, konnen wir schreiben al§ = V U W mit V. C R\ {0} und

W C {a, b}; sie soll genau dann offen sein, weviu {0} C R offen ist.
Man Uberlegt sich leicht, dal3 auf dieser sogenanikieinppelgeraden
die Folge der Zahlen /& sowohl gegem als auch gegetikonvergiert.

Wenn wir solche Panomene vermeiden wollen,Ussen wir von un-
serem topologischen Raukhmehr fordern als nur digblichen Axiome;
die notwendige Zusatzbedingung gehtimk auf FELIX HAUSDORFF

Definition: Ein topologischer RaumX heil3t HAUSDORFFsch oder
HAUsDORFFRaum, wenn es zu je zwei Punkteny € X offene Umge-
bungen vonz undV vony gibt, so dally NV = () ist.

Offensichtlich ist jederR"™ sowie jede Teilmenge eineR™ HAUS-
DORFFsch, denn dort &nnen wir vom Abstand! der beiden Punkte
x undy reden; nehmen wir al§ undV die e-Umgebungen mit = %,
so haben wir zwei disjunkte Umgebungen.

Allgemeiner gilt auch:

Lemma: Jede Teilmenge einesAdsDORFFRaums ist (beizglich der
Spurtopologie) selbst MISDORFFsCh.

Beweis:X sei ein FAUSDORFFRaum undZ C X. Zux # y ausZ gibt
es inX offene Umgebungeli vonz undV vony mit UNV = (). Offen-
sichtlich sind dan/ N Z undV N Z zwei beziglich der Spurtopologie
offene disjunkte Umgebungen i. .

Uns interessiert hier besonders die folgende Aussage:

Lemma: Ineinem FhusDORFFRaum hatjede Folge(,), . hochstens
einen Grenzwert,
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Beweis:Angenommeng und y waren zwei verschiedene Grenzwerte
der Folge. Nach Definition einestdsborRFFRaums @be es dazu dis-
junkte Umgebunge®/ von = und V' von y, und nach Definition der
Konvergenz mifdte es IndizesV, M < N geben, so dals,, € U fur
allen > N undz,, € V fur allen > M. Das ist aber offensichtlich
unmoglich, dennU NV = (.

In der Analysis Knnen wir die Stetigkeit von Funktionen mit Hilfe
konvergenter Folgen definieren; nachdem wir gesehen hdb8iKon-
vergenz in beliebigen topologischeralitnen etwas ganz anderes be-
deuten kann als das, was wir aus der Analysis gewohnt sint&mweir
der entsprechenden Eigenschatft vorsichtshalber einegremdamen
geben:

Definition: Eine Abbildungf: X — Y zwischen zwei topologischen
Raumen heil3folgenstetigwenn fur jede konvergente Folge: (), oy
von Punkten au&X” mit Grenzwertr € X auch die Folge der Bildpunkte
f(x,)) gegenf(x) konvergiert.

Lemma: Jede stetige Funktioi: X — Y zwischen zwei topologi-
schen FAumen ist folgenstetig.

Beweis:(z,,),,cy konvergiere inX gegen den Punkt und U sei eine
offene Umgebung vori(x). Wegen der Stetigkeit vofiist dannf ~1(U)
eine offene Umgebung vomn, und wegen der Konvergenz der Folge
(z,)nen Oibtes einV € N, so dal,, € f~1(U) furallen > N. Damit
ist auchf(z,) € U fur allen > N, und die Konvergenz der Folge der

f(x,,) gegenf(x) ist bewiesen. .

Fir reelle Funktionen, egal ob in einer oder in mehrereiaderlichen,
gilt bekanntlich auch die Umkehrung dieses Lemmas. Beimdizsgpie-
len dortabee-Umgebungen mit = % eine wesentliche Rolle, und daf
haben wir in der allgemeinen Situation kein Analogon. Sowsdert

es kaum, dafd wir auch hier noch atdiche Forderungen an den to-
pologischen Raum stellenimsen. (Man kann explizite Gegenbeispiele
konstruieren von Funktionen, die folgenstetig, aber nitétig sind; da
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dies aber mit unseren derzeitigen Kenntnissen etwas |a&ngyare,
sei hier darauf verzichtet.)

Definition: a) Eine Mengeil von Umgebungen eines Punkteseildt

Umgebungsbasigon z, wenn jede Umgebung van eine Umgebung
ausil enthalt.

b) Ein topologischer RaunX erfullt das erste Abahlbarkeitsaxiom
und heil3tL-abzAhlbar,wenn jeder Punkt € X eine abahlbare Umge-
bungsbasis hat.

Beispiele 1-abahlbarer Rume sind die RumeR"™ oder allgemeiner

metrische Rume, wo dies-Umgebungen mit = % eine solche Basis

bilden; typische Gegenbeispiele sind Funktio@emne wie die Menge

aller AbbildungenR — R. In dieser Vorlesung werden wir uns mit
solchen Riumen nicht besétitigen.

Angenommen, die offenen UmgebundénVs, ... bilden eine abahl-
bare Umgebungsbasis des Punktes X. Dann gilt dasselbelf die
Durchschnitte

Wyo=Vy, Wo,=VinV, Wa=VinV,nVs ...,

und offensichtlich isth; > W, > W3 D ---. Somit hat in einem
1-abZhlbaren topologischen Raum jeder Punkt auch einétdbare
Umgebungsbasis, deren Elemente immer kleiner werden. doilthe
Umgebungsbasis kann in Beweisen oft ei&dmgebungen mit = %
ersetzen, beispielsweise im folgenden:

Lemma: Ist X ein 1-ab&hlbarer undy” ein beliebiger topologischer
Raum, so ist jede folgenstetige AbbilduifigX — Y stetig.

Beweis:x € X sei ein beliebiger Punkt untd C Y eine Umgebung
von f(xz). Wir miissen zeigen, dald es eine Umgebungon z gibt, so
daRf(V) C U ist.

Angenommen, es gibt keine solche Umgebuvig Auch fur eine
abzhlbare Umgebungsbas{$/;,V5,... } von z aus immer kleiner
werdenden offenen Umgebungen liegt dann das Bild keineediden-
geninU. Wir konnen daher Elemente, € V, finden derart, daf(x,,)
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nichtinU liegt. Da dieV,, eine Umgebungsbasis bilden, konvergiert die
Folge derz,, gegenx; wegen der Folgenstetigkeit konvergiert also die
Folge derf(z,,) gegenf(x). Das ist aber unigglich, denn kein einziges
der Folgenglieder liegt in der offenen Umgebuigon f(x).

Das letzte Argument dieses Beweisastén wir auch anders formulieren
kdnnen: Die Punkté(z,,) liegen allesamtin der abgeschlossenen Menge
Y \ U, und deshalb muf3 auch ihr Grenzwert dort liegen nach dem
folgenden

Lemma: (z,),cy S€i eine konvergente Folge von Elementen der abge-
schlossenen Teilmendedes topologischen Raum§. Konvergiert die
Folge gegenr € X, so muli in Z liegen.

Beweis:.Lagexr im Komplement/ = X \ Z von Z, so mifite es wegen
der Konvergenz der Folge eiN € N geben, so daf auch alte, mit
n > N in dieser offenen Umgebung vanlagen. Tatachlich liegt dort

aber kein einziges dieser Elemente.
|

Fur 1-abzhlbare topologische &ime &f3t sich dieses Lemma auch
umkehren zu einer Charakterisierung abgeschlossenerdévieng

Definition: Ein Punkter € X heil3tRandpunkter TeilmengeZ C X
des topologischen Raums, wenn jede Umgebung vansowohl Punkte
ausZ als auch Punkte aus \ Z entHalt.

Lemma: a) Eine TeilmengeZ C X ist genau dann abgeschlossen,
wenn sie jeden ihrer Randpunkte edith

b) In einem 1-abahlbaren topologischen Raum ist eine Teilmenge
Z C X genau dann abgeschlossen, weainjéde gegen eir € X
konvergente Folge von Elementep € Z der Grenzwert in Z liegt.

Beweis: a)st Z C X abgeschlossen unde X ein Randpunkt vor¥,
der nicht inZ liegt, so liegtz im offenen Komplement vo, hat also
dort eine offene Umgebung. In dieser kann aber kein Punkt agds
liegen. Liegt umgekehrt jeder Randpunkt\éim Z, so kann kein Punkt
aus dem Komplement vo# Randpunkt sein. Somit hat jeder solche
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Punkt eine offene Umgebung, die keinen Punkt Zusnthalt. Damit
ist das Komplement vo# als Vereinigung dieser offenen Umgebungen
offen, Z selbst also abgeschlossen.

b) Ist Z abgeschlossen, so konvergiert nach dem vorigen Lemma jede
in X konvergente Folge von Elementen dugegen ein Element aus.
Umgekehrt habe’ diese Eigenschaft, undsei ein Randpunkt voi.

Wir betrachten eine aldhlbare Umgebungsbasis verbestehend aus
ineinander liegenden offenen Mengéhh > U, D --- . In jedem
dieserU, liegen Punkte aus’; wir wahlen jeweils ein solches Ele-
mentz,, € U, N Z. DadieU,, eine Umgebungsbasis bilden, konvergiert
die Folge der,, gegenz, also liegtz in Z. Somit entlélt Z alle seine

Randpunkte, ist also na@) abgeschlossen. .

Wenn es ein erstes ABhlbarkeitsaxiom gibt, sollte es auch ein zwei-
tes geben; wir werden es zwar selten brauchen, aber es sei der
\ollstandigkeit halber erdhnt:

Definition: a) Eine Menge® von offenen Teilmengen eines topologi-
schen RaumgX heil3tBasis der Topologie von, wenn sich jede offene
Menge als Vereinigung von Mengen adsdarstellen &l3t.

b) Ein topologischer RaunX erfullt das zweite Abahlbarkeitsaxiom
und heil32-abzahlbar,wenn seine Topologie eine éddbare Basis hat.

Beispielsweise ist deR™ 2-abzhlbar, denn die offenen Mengen
1 .
{yeRm‘Hy—x|\<E} mit e Q" meN

bilden (unabhngig davon, welche Norm wir nehmen) eine @ftibare
Basis seiner Topologie.

Offensichtlich ist das System der offenen Mengen einesltggchen
Raums durch eine Basis der Topologie eindeutig bestimme Hienge

ist genau dann offen, wenn sie sich als Vereinigung von Beasigen
schreibenal3t. Dies Knnen wir dazu verwenden, um auf einfache Weise
das Produkt zweier topologischeat&me zu einem topologischen Raum
zu machen:
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Definition: X undY seien topologisched&ime. DieProdukttopologie
auf X x Y ist jene Topologie, die die Mengen der Foimx V' mit
offenen Teilmenge® C X undV C Y als Basis hat.

Lemma: Ein topologischer RaunX ist genau dann KUSDORFFsch,
wenn die Diagonale

A:{(x,y)EXXX‘:E:y}
beZiglich der Produkttopologie abgeschlosseXink X ist.
Beweis:A ist genau dann abgeschlossen, wenn das Komplement
U:XXX\A:{(x,y)EXxX‘:E?y}

offen ist. In diesem Fall hat jeder Punkt,{) mit x # y eine ganz
in U liegende offene Umgebunyg, und diese wiederum erih eine
Basisumgebung der Forth, x U,, wobeilU; eine Umgebung vom und

U, eine vony ist X ist. DalU; x U, C U, istU; N U(,= 0; der Raumx

ist also FAUSDORFFsch.

Ist umgekehrtX HAUSDORFFsch, so gibt es zu je zwei verschiedenen
Punktenz,y € X offene Umgebunget,, U, mit U; N U, = (), d.h.

U, x U, CU. SomitistU offen, alsoA abgeschlossen.
|



Kapitel 3
Zusammenhangende und kompakte Mengen

Den Begriff des Zusammenhanggrinen wir fir allgemeine topologi-
sche Riume genauso definieren wig fTeilmengen eineR™:

Definition: a) Ein topologischer RaunX heil3t zusammerédngend,
wenn es keine zwei nichtleere, véhverschiedenen offene Teilmengen
UV cXgbtmitUNV =0undU UV = X.

b) Ein topologischer RaunX heil3twegzusammemdmgendwenn es zu
je zwei Punktenc,y € X eine stetige Abbildung:7 — X aus dem
Einheitsintervalll = [0, 1] C R gibt, so dal¥f(0) =z und f(1) =y ist.

c) Eine TeilmengeY” C X heil3t zusammerdmgendbzw. wegzusam-
mentangend, wenn sie als topologischer Raumtigdizh der Spur-
topologie diese Eigenschaft hat.

Fir zusammendngende Mengeraldt sichc) auchaquivalent so for-

mulieren, dally’ € X genau dann zusammaeinigend ist, wenn gilt:

Sind U,V zwei offene Teilmengen vorX mit leerem Durchschnitt
UNVNY,undliegtY in U UV, so mullY bereits in einer der beiden
offenen Mengen liegen.

Lemma: Jeder wegzusammeaihgende topologische Rauk ist zu-
sammenhngend.

Beweis:U und V' seien zwei offene Mengen undl = U U V. Falls
X =0, folgt X = U =V = (), und wir sind fertig. Andernfalls gibt
es mindestens einen Punkte X. Dieser muld entweder ity oder
in V liegen; indem wir gegebenenfalls die Bezeichnungen vectaen,
konnen wir annehmen, dal erlihliegt. Wir miissen zeigen, dald dann
auch alle anderen Punkgec X in U liegen.
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Nach Voraussetzung gibt es eine Kurygdie = und y miteinander
verbindet. Wir wollen ungiberlegen, dald diese ganzlinliegen muf3.
Dazu betrachten wir

s =sup{u € [0,1] | y(t) € U furallet € [0,u)} .

Falls s < 1 ware, lonntey(s) nicht in U liegen, denn wegen der
Stetigkeit vorry ist v~}(U) eine offene Menge, eréiit also zu jedem
ihrer Punkte auch eine offene Umgeburngonnte aber auch nicht i
liegen, denn auch (V) ist offen, und @r alle 0< ¢ < s liegt ¢ in
v~ XU, also, daJ NV = 0, nicht iny~1(V). Das ist ein Widerspruch,
dennX C U UV, so dafdy(s) in einer der beiden Mengen liegen mul3.

Somitists = 1 undy = (1) € U, denn &ge~(1) in V, gabe es auch
eine Umgebung der Eins, so daf¥) fur allet aus dieser Umgebung
in V' lage. Day ein beliebiger Punkt auX war, liegt ganzX in U und
Ist daher zusammeahgend. .
Die Umkehrung dieses Lemmas gilt nicht; ein papek Gegenbeispiel
ist der Raum

X ={(z,sin2) e R* | z > 0} U {(0,) | |y <1}

bestehend aus einer Sinuslinie niit £ — 0 immer kleiner werdendem
Abstand zwischen aufeinanderfolgenden Bergen uildri sowie dem
Intervall [-1, 1] auf dery-Achse, dem sich diese Sinuslinie immer mehr
anrahert.

1

0.5 /\ /
0. 02 03 04 05
X

—0.5

Al

Diese Menge ist nicht wegzusammamigend; beispielsweise lassen
sich die beiden Punkté}r, O) und (Q 1) ausX nicht durch eine Kurve
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miteinander verbinden: &be es amlich eine Kurvey mit v(0) = (%, 0)
und~(1) = (0, 1), so ldnnten wir die Menge allex € [0, 1] betrachten,
fur diev(t) im Intervall 0 < t < w uUberall positiver-Koordinate hat;
ihr Supremum se$. Wegemy(1) = (0, 1) wares < 1; aul3erdem fin3te
die z-Koordinate vony(s) verschwinden, dennave sie positiv, &nnte
es nicht in jeder beliebig kleinen Umgebung ve(s) Punkte mitz-
Koordinate Null geben. Da sijg in jedem Intervall (Q¢) alle Werte
zwischen—1 und 1 annimmt, mi3te~(s) wegen der Stetigkeit von
in jeder beliebig kleinen Umgebung Punkte mit allgfiKoordinaten
zwischen—1 und 1 haben, was riatich nicht nbglich ist. Somit istX
nicht wegzusammerg@mgend.

Die beiden Teilmengen
X, ={(z,sint) eR?*|z >0} und X,={(0,y) |yl <1}

sind natirlich wegzusammer@imgend und damit erst recht zusam-
mentangend. Wenn es zwei offene Meng€nV' mit leerem Durch-
schnitt gabe, so dalX C U U V weder inU noch inV liegt, mif3te
daherX, in U und X, in V liegen oder umgekehrt. Das ist aber nicht
maoglich, denn in jeder offenen Menge, die, enthalt, gibt es auch
Punkte ausX;. Daher istX zusammen&ngend.

Lemma: Ist X ein zusammerdngender topologischer Raum und ist
Z C X sowohl offen als auch abgeschlossen, s&ist() oderZ = X

Beweis:Ist Z sowohl offen als auch abgeschlossen, so gilt das gleiche
auch fir sein KomplementX \ Z, und X ist die Vereinigung dieser
beiden disjunkten offenen Mengen. Ddzusammenangend ist, muf3

somit eine der beiden leer sein und die andere glgich
|

Lemma: Fur eine TeilmengeX C R sind die folgenden vier Aussagen
aquivalent:

a) X ist ein Intervall.

b) X ist konvex.

c) X ist wegzusammerd@mgend.

d) X ist zusammendngend.
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Beweis:Die Folgerungem) = b) = c) = d) sind offensichtlichbzw.
wurden (im letzten Fall) gerade allgemein gezeigt; witkllmeweisen
mussen wir daher nur, daf3 jede zusamnéagende Teilmeng& C R

ein Intervall ist. Da wir die leere Mengeer definitionemals Intervall
betrachten, &nnen wir dazu annehmen, dal3nicht leer ist.

Falls X nach oben bescénktist, hatX ein Supremum € R; wir wollen
uns als erste§berlegen, daX dann fir jedes: € X das Intervall , b)
enthalt: Gabe es amlich einc € [z, b), das nicht inX lage, so \are
X die Vereinigung der beiden disjunkten nichtleeren offeNEmngen
U={zxe X |z<cundV ={z € X | x > ¢}, also nicht
zusammenéingend. Entsprechend folgt, dAT} sofern es unbescamkt
Ist, zu jedent € X auch alle reellen Zahlen > z enthalten muf3, denn
lagex > z nichtin X, kdnnten wir wie eben argumentieren.

Dasselbe Argument zeigt auch, dAT falls es nach unten besé@mkt
ist, fur jedesz € X das Intervall ¢, z] enthalten muf3, wobei das
Infimum von X bezeichnet; fallsX nicht nach unten besdmkt ist,
mufd es entsprechend zu jedere X auch alle reellen Zahlen < z
enthalten.

Ist alsoX eine beschiankte zusammerdmgende Teilmenge vdR mit
Infimum « und Supremund, so entkilt X das offene Intervalld, b).
Da X keine Punktez < a oderz > b enthalten kann, &nen dazu
hochstens noch einer oder beide der Punktie kommen;X ist also
eines der vier Intervallex b), (a, b], [a, b) oder @, b].

Falls X nur nach unten besdimkt ist mit Infimunma, entralt X auf jeden
Fall alle reellen Zahler > a, zusatzlich eventuell nach den Punkt
Entsprechendes giltif eine nur nach oben beséhnkte Menge.

Bleibt noch der Fall, daX weder nach oben noch nach unten beackt
ist; dann istX = R, was wir ebenfalls als Intervall betrachten.

Die fur uns wichtigste Anwendung zusammanigender Mengen ist die
folgende Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes:

Satz: Ist f: X — Y eine stetige Abbildung und ist zusammenén-
gend, so ist auchi(X) zusammenangend.
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Beweis:U undV seien zwei disjunkte offene Teilmengen vih und
f(X)liegein der Vereinigung UV . Wegen der Stetigkeit vofisind die
Urbilder f~1(U) und f~1(V) offene Teilmengen vorX, die natirlich

ebenfalls disjunkt sind, deren Vereinigung aber gleickst. Somit muf
X gleich einer dieser beiden Menggn(U) oder f~1(V) sein, also
f(X) ganzinU oder inV liegen.

Speziell ir Y = R folgt

Korollar: Istf: X — Reine stetige Abbildung eines zusamméangen-

den topologischen Raumd$ nachR, so istf(X) ein Intervall. .

Bei der Kompaktheit ist die Situation etwas komplizierifermanchen
Lehrkichern der Analysis werden kompakte Mengen definiert als ab-
geschlossene und beséhkte Teilmengen einé®™. Damit konnen wir
nichts anfangen, denn in allgemeinen topologischéum®en knnen wir
nicht von Beschitnktheit reden. Die alternative Definition, wonach eine
Teilmenge kompakt ist, wenn jede offetlberdeckung eine endliche
Teiluberdeckung hat,danten wiribernehmen; da wir im Zusammen-
hang mit Kompaktheit aber vor allem Aussadérer Konvergenz be-
weisen wollen, empfiehlt es sich, noch ataich die (fir Teilmengen
einesR™ selbstversindliche) husDORFFEiIgenschaft zu fordern. Wir
definieren daher:

Definition: X sei ein topologischer Raum

a) Ein Systent( = {UZ- \ i € I} von offenen Teilmengety, C X mit

i aus einer beliebigen IndexmengéeiRtoffeneUberdeckungion X,
wennX = (J,.; U; die Vereinigungsmenge alléf; ist.

b) Ist J C I eine Teilmenge vord und ist X bereits die Vereinigung
aller U; mit i € J, bezeichnen wifJ = {U;, ] i € J} als eineTeiluber-
deckungronl. Ist speziellJ eine endliche Menge, so sprechen wir von
einerendlichen Teilberdeckung.

c) X heiRRtquasikompaktvenn jede offen&berdeckungl von X eine
endliche Teillberdeckung hat.

d) Ein quasikompakter topologischer Rautmheil3tkompaktwenn er
HAUSDORFFsch ist.
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e) Eine Teilmenge&” C X eines topologischen Raums heil3t quasikom-
paktbzw.kompakt, wenn sie bémglich der Spurtopologie diese Eigen-
schaft hat.

Letzteres Knnen wir wieder wie beim Zusammenhang auch uaabig
vom Begriff der Spurtopologie formuliereiy C X ist quasikompakt
genau dann, wenn egrfjedes System von (iX) offenen Mengert/,
mit Y C U, ;U; eine endliche Teilmengé C I gibt, so dald” bereits
in der Vereinigung der endlich vieldi, mit: € J liegt. Wir reden auch
in dieser Situation von einer offendgberdeckung vort” und einer
endlichen Teillberdeckung.

Fur Teilmengen eineR"™ (oder allgemeiner einesAdsSDORFFRaums)
gibt es keinen Unterschied zwischen Quasikompaktheit urmdpakt-
heit; insbesondere haben wir iR genau die aus der Analysis bekann-
ten kompakten Mengen.

Lemma: Jede abgeschlossene Teilmengec X eines kompakten
topologischen RaumX’ ist kompakt.

Beweis:Da X HAUSDORFFsch ist, gilt das gleichelf Z. Weiter sei
8 = {U, | i € I} eine offeneUberdeckung vorZ. Die U, sind offen
beziglich der Spurtopologie; es gibt also offene MendgénC X, so
dalRU, = V, N Z ist. Wegen der Abgeschlossenheit v&nist auch
V = X \ Z offen; nehmen wil noch mit dazu, erhalten wir eine offene
Uberdeckungl = {V; | i € I} U {V} von X, denn jeder Punkt aus
X\ ZliegtinV = X \ Z, und jeder Punkt aug liegt in mindestens
einer der MengeW/,, also erst recht im zugéhigenV,.

Da X kompakt ist, hatld eine endliche Teilberdeckung (vonX).
Wenn diese Teilberdeckung ohne die Mendgéauskommt, bilden die
mit Z geschnittenetberdeckungsmengen gleichzeitig eine endliche
Teiliberdeckung vounl fur die MengeZ. Andernfalls betrachten wir
die Teiluberdeckungohnedie MengeV. Das ist dann eine endliche
Teilmenge voril, und es ist auch eine offetuberdeckung vorZ, denn
jeder Punkt vonZ C X mul3 in einer der offenen Mengen aus der
Teiluberdeckung liegen, und er liegt sicher nichtire X \ Z. Somit
hatil eine endliche Teilberdeckung vowr.
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Lemma: f: X — Y sei eine stetige Abbildung, und C X sei kom-
pakt. Dann ist auclf(Z) C Y kompakt.

Beweis:il = {U, | i € I} seien ein System von i offenen Teilmen-
gen, die eindJberdeckung vorf () bilden, d.h.

f(Z) € U U; .
el
Da f eine stetige Abbildung ist, sind dann auch die Urbilder(U;)
offen in X, und naiirlich bilden sie eindJberdeckung vorZ. Diese
Uberdeckung hat wegen der Kompaktheit vrine endliche Teilber-
deckung{ f~*(U,)), ..., f~'(U; )}. Damittberdecke®, , ..., U, die
Mengef(Z), die vorgegebeneberdeckung hat also eine endliche Teil-

uberdeckung. .

Lemma: f: X — R sei eine stetige Abbildung, und C X sei kom-
pakt. Dann nimmyf sowohl sein Maximum als auch sein Minimum an;
es gibt also Elemente,, undz,, ausX, so daldir allexz € X gilt:

f@m) < flx) < f(zy).

Beweis:Nach dem vorigen Lemma igi(2) eine kompakte Teilmenge
von R, also insbesondere besahkt. Somit existieren sowohl das Infi-
mumm als auch das Supremui von f(Z). Wir missen zeigen, dal}
beide inf(Z) liegen.

Falls einer dieser beiden Punkte nicht in der abgeschlesskienge
f(Z) lage, nuldte er in ihrem offenen Komplemeft\ f(Z) liegen
und hatte damit eine-Umgebung, die ganz iR \ f(Z) lage. Im Falle
des Supremums iivde dies bedeuten, daf3 beispielsweise auch 5
eine obere Schranke vqi{Z) ware, im Widerspruch zur Definition des
Supremums alkleinsteroberer Schranke; im Falle des Infimumane
entsprechend: + 5 eine untere Schranke.

Daher niissenm und M in f(Z) liegen, es gibt also Elemente
undz,, in X, so dal¥f(z,,) = mundf(x,,) = M ist.

Wie aus der Analysis gewohnt, gilt auch im allgemeinen Fall
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Lemma: X sei ein topologischer Raunk, eine kompakte Teilmenge
von X und ,,),,cy €ine Folge von Elementen aids Dann gibt es (min-
destens) eine gegen einen Punkt Z konvergente Teilfolge, ), .

Beweis:Falls es nur endlich viele verschiedeng gibt, konnen wir
eine konstante und damit erst recht konvergente Teilfolggef. Wir
kdnnen daher annehmen, dal? es unendlich viele verschiegagibt.
Gabe es keine gegen einen Puake Z konvergente Teilfolge, dtte
jeder Punkt € Z eine offene Umgebund., die hochstens endlich viele
z, enthielte. Das System dieser UmgebungémeneineUberdeckung
der MengeZ, die wegen deren Kompaktheit eine endliche Uledrdek-
kung hatte.Z ware somit enthalten in einer endlichen Vereinigung von
Mengen, von denen jed@bhstens eine endliche Anzahl der unendlich

vielen Elemente,, € Z enthielte, ein Widerspruch.
|

Lemma: IstX ein HausDORFFRaum undZ eine kompakte Teilmenge
von X, so gibt es zu jedem Punkt¢ Z offene MengerU/, V C X, so
daRZ c U,z € VundU NV =0 ist.

Beweis:Da X ein HAUSDORFFRaum ist, gibt es zu jedem € Z
offene Umgebunge®/, von z und V, von y, so daBU, NV, =
ist. Die samtlichenU, Uberdecken nétlich Z; da dies eine kompakte
Menge ist, reichen dazu bereits endlich viele dieser Umggén. Es
gibt daher endlich viele Punkts, . .., z,., so dal’Z in der Vereinigung
der MengerJ__ liegt. DaU, leeren Durchschnitt mit, hat, ist diese
Umgebung erst recht disjunkt zum Durchschiitt=V_ n---NV_
aller V, , und damit ist aucl/ NV = (. DaZ in U liegt undz in V,
folgt die Behauptung.

Korollar: Ist X ein HausDORFFRaum undZ eine kompakte Teil-
menge vonX, so istZ der Durchschnitt aller it offener Mengen, die
Z enthalten.

Beweis:Wir missen wir uns nuiiberlegen, dafld es zu jedem Punkt
x ¢ Z eine offene Mengé/ D Z gibt, diex nicht entlalt, und das ist

nach dem gerade bewiesenen Lemma Klar.
|



Kapitel 4
Auf dem Weg zur algebraischen Topologie

Die Aussagen der Topologie, die wir bislang kennengelesbth, sind
eher qualitativer Natur; die uralte Maxima der PythagprAlles ist

Zahl scheint hier nicht zu gelten. Andererseits zeigt die Eriagr
aus mehreren Jahrtausenden Mathematik, dald die erfdigretsung
komplexer mathematischer Probleme nur selten ganz ohnlenleg
moglich ist. Schon lange bevor die Topologie als Teilgebet bla-

thematik etabliert war, wurden daher topologische Fradjesigen in
Zahlenubersetzt und zumindest teilweise soggtl In diesem Kapitel
soll dies anhand einiger einfach zu formulierender klassisProbleme
illustriert werden.

81: Das Konigsberger Briickenproblem

Wie bereits zu Beginn der Vorlesung etlant, war EJLERS LOsung
des Konigsberger Bickenproblems die erste Arbeit, die nach heutigem
Verstandnis der Topologie zuzuordnen ist. Die Abbildung auf der
nachsten Seite zeigt Konigsberg nach einem 1652 verIMIS SOhnen
veroffentlichten Kupferstich.

Damals flihrten sieben Bckenlber den Pregel, der sich innerhalb
der Stadt zudem noch teilte und so eine Insel abtrennte, deipKof.
Eine der damals in &nigsberg (sicherlich nicht mitdthster Priorit)
diskutierten Fragen war, ob man seinen Sonntagsspazgesgalegen
konne, dal? man jede der sieberu&ken genau einmaiberquere. Da
es 7! = 5040 rmgliche Reihenfolgen gibt, &re es unrealistisch gewe-
sen, diese allesamt systematisch durchzuprobieren: Kemamd erlebt
5040 Sonntage, und auch das theoretische Durchprobiengrdavas
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KONINGSBERGA

e o g 200 Lo
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damals noch keine Navigationscomputer gab, kaum praldlk&turch
Zufall oder Intuition hatte noch niemand einen solchen Wefgigden.

In seiner ArbeiSolutio problematis ad geometriam situs pertinertis,
1736 in den Annalen der St. Petersburger Akademie erschiklaste
EULER warum: Es kann keinen solchen Sonntagsspaziergang geben.

Als echter Mathematiker vereinfachte er aghst die Geographie von
Konigsberg radikal auf das, warfdie Losung des Birckenproblems
wirklich wesentlich ist. Die unten reproduzierte Zeichguaus seiner
Arbeit ist asthetisch sicherlich keine Konkurrenz zteian, fur die
mathematische Behandlung des Problems aber deutlizhaher.

Er bennent dort auch die vier durch Arme des Pregel getrenrdge

Konigsbergs durch die Buchstaben A bis D; der ober@bénte Kneiphof
beispielsweise ist A. Nachdem er die Karte so auf das Weskatl
reduziert hat, ahlt er, wie viele Backen in jedes der vier Gebiet@fren:

Die Anzahl ist jeweils ungerade, im Falle des Kneiphofs ebival es
funf.

Nehmen wir an, ein Bnigsberger beginnt seinen Sonntagsspaziergang
auf dem Kneiphof. Da dieser durchrff Briicken mit dem Rest von
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Konigsberg erbunden ist, mul} jeder Weg, der genau eiiib&l jede
dieser finf Brucken fihrt, au3erhalb des Kneiphofs enden. Umgekehrt
mufd auch jeder entsprechende Weg, der aul3erhalb des Kiselpio
ginnt, in diesem enden. Somit kann es keinen Sonntagssgaagemit
gleichem Anfangs- und Endpunkt geben, der genau eiriibpai jede
der sieben Bicken fihrt.

Nun betrachtete aber wohl nicht jedebiigsberger seinen Sonntagsspa-
ziergang als Rundgang; manchairBer hatte sicherlich eher das Haus
eines Verwandten oder eine Gaatst als Ziel. Aber auch ein solcher
Weg ist unnoglich, denn @ir jedes der vier Gebiete A, B, C, D gibt es
eine ungerade Anzahl von &cken, die dieses Gebiet mit den anderen
verbinden. Jedes der vier Gebietéafte daher entweder Anfangs- oder
Endpunkt des Spaziergangs sein, wasiriah nicht noglich ist.

§2: Kartenfarbungsprobleme

Mehr als hundert Jahreager, wahrscheinlich um 1852, kolorierte4n-

cis GUTHRIE eine Karte der Grafschaften von England und gewann
dabei den Eindruck, dal} er jede Karte mit nur vier Farbenrdamrsen
konne, dald keine zwei benachbarte Gebiete die gleiche Fafimnh
Mit weniger als vier Farben kann man offensichtlich nichéleammen:
Betrachtet man etwa auf einer Europakarte die Staaten crdatsl,
Frankreich, Belgien und Luxemburg, so hat jeder der vierjadem
anderen eine gemeinsame Grenze, so dal} jeder dieser @tartSéaine
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eigene Farbe braucht. Schematisch ist diese Situatiornrifoldgnden
Karte 1 dargestellt.

Karte 1

Natirlich war GQUTHRIE ein Mathematiker: Ein Kartograph, der Far-
ben benutzt, um dyglichst viel Information darzustellenakne nie auf
die Idee, die Vielfalt der zur Veiigung stehenden Farbetirstlich
einzuschanken.

FRANCIS GUTHRIE (1831-1899) studierte zachst Ma-
thematik (B.A. 1850), dann Jura (LL.B. 1852) am Uni-
versity College London; 1856 wurdefedlow. Er arbei-

tete zurchst als Rechtsanwalt in London, bis er 1861
eine Mathematikprofessur am Graaf-Reinet College in
Suidafrika annahm; sjier wechselte er nach Kapstadt.
Er interessierte sich nicht nuiif Mathematik, sondern
gab auchoffentliche Vorlesungeriiber Botanik und
erforschte die &dafrikanische Pflanzenwelt; mehrere
Pflanzenarten sind noch heute nach ihm benannt. Auf
seinen Wanderungen durch die Berge erforschte er auch
das Gehnde tir den Bau einer geplanten Eisenbahn.

FRANCIS GUTHRIE hatte sein Mathematikstudium bereits 1850 abge-
schlossen; 1852 studierte er Jura. Deshalb wandte er sigeiaan
jungeren Bruder REDERICK GUTHRIE, der damals, ebenfalls am Uni-
versity College, bei AGUSTUS DEMORGAN Mathematik studierteDe
MORGANwWwar sofort begeistert, als IhnREDERICK GUTHRIE am 23. Ok-
tober 1852 die Vermutung seines Bruderagantierte; er schrieb noch
am selben Tag einen Brief an den wohl bekanntesten Mathiesnatier
damaligen Zeit auf den britischen Inseln, SintWwam RowAN HAMIL -
TON vom Trinity College in Dublin, dessen Entdeckung der Quater
nen ihn auch bei einem grofRen nichtmathematischen Publieuimt
gemacht hatte. KMILTON hatte allerdings kein grof3es Interesse und
schrieb zuick: I am not likely to attempt your quaternion of colour very
soon.
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AUGUSTUS DEMORGAN (1806-1871) begann 1823 im
Alter von 16 Jahren sein Mathematikstudium in Cam-
bridge, das er nur mit einem Bachelor-Grad abschlof3, da
er die fir einen Master notwendige Theologigfung
ablehnte. Danach begann er in London ein Jurastudium,
bewarb sich aber 1827 auciirfeine Professur am neu
gegiindeten University College, wo er 1828 der erste
Mathematikprofessor wurde. Zweimal, 1831 und 1866,
legte er diese Professur aus Protest gegen die Diskri-
minierung von Kollegen nieder; 1836 wurde er neu
berufen. Seine Arbeiten besidtigen sich hauptchlich

mit Analysis und Logik.

SR WILLIAM RowAN HAMILTON (1805-1865) ging nie
zur Schule. Trotzdem sprach er schon ninff Jahren
griechisch, lateinisch und hebsch; mit 14 beherrschte
eruber ein Dutzend Sprachen. Als 18hiliger las er das
(franzdsischsprachige) Algebra-Buch vonAIRAUT.

Mit 18 kam er ans Trinity College in Dublin, wo er be-
reits als Student Arbeiteiber Optik publizierte. 1827,
noch vor Abschlul? seines Studiums, ernannte ihn das
Trinity College zum Professor der Astronomie. Sein In-
teresse an Astronomie war allerdings gering, und er ver-
brachte den Grolteil seiner Zeit mit Mathematik. Seine
bekannteste Entdeckung sind die Quaternionen.

Briefe vonDE MORGAN zeigen, dal} dieser sich auch in den folgenden
Jahren noch d&wfig mit dem Problem besgftigte und es auch bekan-
nt machte, danach gab es jedoch keine weiteren A&tesit mehr bis
ARTHUR CAYLEY 1879 einenUbersichtsartikel in defProceedings of
the Royal Geographical Sociergroffentlichte.

Ein Jahr spater vebdffentlichte ein enemaliger Student@.EY s, der Ma-
thematiker und Jurist Siri&RED BRAY KEMPE, im American Journal of
Mathematic®inen Beweis der Vermutung. Diese Zeitschrift war gerade
erst 1878 von dem englischen Mathematilkengls JOSEPHSYLVESTER

an der selbst erst zwei Jahre vorher in Baltimore @gedetenJohns
Hopkins Universitybegiindet worden. Diese Univeréit sollte sich
zwar in den folgenden Jahrzehnten zu einem dérédnden Zentren
der amerikanischen Mathematik entwickeln, und @aserican Jour-
nal gelort heute zu den international angesehensten mathenmetisch
Fachzeitschriften, damals aber war es natu@emsbesondere in Eu-
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ropa noch kaum bekannt. Dax@ EY und SYLVESTER nicht nur mathe-
matisch zusammenarbeiteten, sondern auch gute Freundn,\gailte
KEMPE seine Arbeit wohl dort veiffentlichen, um die Zeitschrift be-
kannter zu machen; tatshlich fihrte dies wohl eher dazu, dal3 die
Arbeit kaum gelesen wurde — auch wenn allgemein anerkanrdeyu
dal? KEMPEdas Problem gékt hatte.

SR ALFRED BRAY KEMPE (1849-1922) studierte Ma-
thematik am Trinity College in Cambridge; nach sei-
nem Abschlul3 1872 begann er jedoch eine juristische
Ausbildung und arbeitete auch Zeit seines Lebens als Ju-
rist. Insbesondere war er einer dahfenden Experten
fur Kirchenrecht und hatte in dieser Eigenschatft viele
Funktionen. Mathematik und Musik waren seine bei-
den grof3en Hobbies; seine mathematischen Arbeiten
befassen sich vor allem mit Kinematik und der Philoso-
phie der Mathematik, einige auch mit Algebra und eine
mit dem Vierfarbenproblem.

Erst 1890 fand der englische MathematikeHd PERCY HEAWOOD
einen Fehler im Beweis. Dabei handelte es sich nicht nur ure ei
Licke, sondern BawooD konnte ein Beispiel einer Karte konstruieren,
fur die KEmpPes Konstruktion definitiv nicht funktionierte — auch wenn
zumindest diese Karte trotzdem mit vier Farberagef werden konnte.
Damit war die Vierfarbenvermutung wieder offen. Immerhanchten
KEMPES Argumente aus, um zu beweisen, dald man stetsumitHar-
ben auskommt. AulRerdem verallgemeinereaWooD das Problem auf
Karten, die nicht mehr eben (oder auf dem Globus, d.h. eingel
sind, sondern beispielsweise auf einem Torus, einer digiatm oder
einer Brezelusw. (Mathematiker reden von &hen vom Geschlecht
eins, zwei, dreiusw.; die Kugel hat Geschlecht null.) Er zeigte, dal3
man fr eine Fache vom Geschlecht> 1 immer mit

T
2

auskommt und behauptete, dal3 man diese auch wirklich draweas
erst 1968 von RIGEL und YOUNG vollstandig bewiesen wurde. In dieser
Formel bezeichnet:] die grofdte ganze Zahl kleiner oder gleighfir
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den Torus braucht man alsg’ = 7 Farben, ir die Acht

—7+ﬁ7] _ [7+9,8488578..]
2 - 2

=8

und fur die Brezel

_7+\/145] _ [7+1201459...] .

2 2

und so weiter. Br g = 0 ertalt man den erwarteten Welt;?| = 4, aber
wie wir gleich sehen werden, funktionierteldwoobps Beweis nur iir
g =1

PERCY JOHN HEAWOOD O.B.E. (1861-1955) studierte
am Exeter College in Oxford. 1887 wurde er Dozent
an der heutigen Univergit Durham, an der er bis
zum Alter von 78 Jahren arbeitete, seit 1911 auf ei-
nem Lehrstuhliir Mathematik, von 1926-1928 auch als
Vice ChancellorSeine mathematische Forschung drehte
sich ausschlief3lich um das das Vierfarbenproblem, bis
Zu seiner letzten Arbeit, der er 1949 als &Bwiger
veroffentlichte. Daneben schrieb er auch mehrere Ar-
beiten fir Schuler und interessierte sich sehirfden
Mathematikunterricht. Seinen O.B.E. erhielti@ér$eine
Aktivit aten zur Rettung des Schlosses von Durham.

Was das eigentliche Vierfarbenproblem betrifft, gab egdadeit nur
kleine Fortschritte. Die grundlegende ldee deemMreschen Arbeit
wurde von verschiedenen Mathematikern verfeinert undté zu Be-
weisen tir immmer gbliere Klassen von Graphen, aber von einer allge-
meinen losung war man immer noch weit entfernt.

Einen wesentlich neuen Aspekt brachte erst Anfang kurz 1860
der deutsche MathematikereWirRicH HEESCHIins Spiel: Er fand eine
Moglichkeit, wie man Computer an der Beweisarbeit betailigennte.

Erste Experimente zeigten, dal3 der Ansatz gratalish funktionieren
konnte, dal’ allerdings der Rechenaufwadirdine vollsandige Losung
enorm sein rif3te: Die meisten betrachtetealle fuhrten auf den Com-
putern der damaligen Zeit zu stundenlangen Rechenzeite@.dnpu-
ter damals nicht nur sehr langsam, sondern vor allem auchmexeuer
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waren, hatte auch eine technische Hochschule wie Hannawvegin
zentrales Rechenzentrum mit einem einzigen Compltatié gesamte
Universitt. Langwierige Rechnungen waren somit sehr teuer und nur
uber Forschungsgelder der DfG (Deutsche Forschungsgscoheift) fi-
nanzierbar. Aus diesem Grund, und auch weil einige DfG-Gu&a
Zweifel am endgltigen Erfolg des Projekts hatten und die Mittel daher
eher Dgerlich flossen, kamen die Forschungen vagstHund seinen
Mitarbeitern nur sehr langsam voran.

HEINRICH HEESCH (1906—1995) promovierte 1929 in
Zurich mit einer Arbeitiber Kristallographie; danach
wurde er Assistent von ERMANN WEYL in Gottin-

gen. Nachdem dieser 1933 Deutschland verlassen hat-
te, wurde er mit seiner Vertretung beauftragt; da er
sich weigerte, dem nationalsozialistischen Dozenten-
bund beizutreten, konnte er sich aber nicht habilitieren
und mufdte 1935 die Univerait verlassen. Bis nach
Kriegsende arbeitete er als Mathematik- und Musik-
lehrer. 1955 ging er an die TH Hannover, habilitierte
1958 und wurde 1966 zum Professor ernannt. Seine
Arbeiten bescéftigen sich nicht nur mit dem Vierfar-
benproblem, sondern auch mit anderen geometrischen
Fragen wie etwa regaten Parkettierungen der Ebene.

In mindestens einem Lehrbuch der damaligen Zeit wurdemdatgs
auch Zweifel gaul3ert, ob die Vierfarbenvermututidperhaupt richtig
sei, und in der Tat véffentlichte MARTIN GARDNER am ersten April
1975 in seiner Mathematikkolumne i8cientific Americamas unten
abgedruckte Beispiel einer Karte mit 11@ndern, @ir die man min-
destensiinf Farben braucht.

Der Artikel rief ein grol3es Echo hervor: Mehr als Tausendeles
briefe gingen beinBcientific Americarein, darunter auch einige hun-
dert, die eine Viedrbung der angegebenen Karte enthielteXRIBNERS
Kolumne in der fraglichen Ausgabe hatte also mehr mit denudatu
tun als mit der Korrektheit der Vierfarbenvermutung.

Ein Jahr sater vebffentlichten WOLFGANG HAKEN und KENNETH AP-
PEL einen computergestzten Beweis der Vierfarbenvermutung, @ck-
gehend auf sowohl eine ifhere Zusammenarbeit VOnAKEN mit
HEESCH als auch auf zahlreiche ddrer hinausgehende mathematische
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MARTIN GARDNER (*1914) wurde in Tulsa, Oklahoma
geboren und studierte an der UniveasiChicago, wo

er 1936 mit einen Bachelor in Philosophie abschlof3.
Danach wurde er Reporter bei der Tulsa Tribune, war
im Krieg bei der Navy und arbeitete anschlie3end als
freier Schriftsteller. Von 1956 bis 1986 hatte er eine
regelnafige Kolumndiber unterhaltsame Mathematik
im Scientific AmericarEr schriebliber hundert Bcher

zu Themen aus der Mathematik, Philosophie, Natur-
wissenschaften, Literatur, aul3erdem auch zwei Romane
und mehrere Kurzgeschichten. Seit 2004 lebt er wieder
in Oklahoma.

wie auch programmiertechnische Optimierungen. Die Usiteof Illi-
nois at Urbana-Champaign, an dexk#N und ArPPEL lehrten, Kindigte
dies unter anderem dadurch an, dal} sie ihre Frankiermascamnstelle
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einer Absenderangabe die Worte

FOUR COLORS
SUFFICE

auf alle ausgehenden Briefe stempeln liel3.

KENNETH APPEL (*1932, Bild) war einer der ersten
amerikanischen Mathematiker, die Computer in der
mathematischen Forschung auch jenseits von klassis-
chen Anwendungen wie der Numerik einsetzten. Er ar-
beitete u.a.iber rekursive Funktionen, Kombinatorik
und Gruppentheorie. 1993 wurde er Dekan der mathe-
matischen Fakudit der University of New Hampshire.
WOLFGANG HAKEN (*1928) wurde in Berlin geboren
und studierte in Kiel, wo er einen Vortrag VOreescH
uber den Vierfarbensat®hte. 1965 emigrierte er nach
USA, wo HEEscHmehrfach bei ihm zu Gast war. Seine
sonstigen Arbeiten besafiigen sich vor allem mit drei-
dimensionalen Mannigfaltigkeiten; daf verlieh ihm

die Universitit Frankfurt 1993 die Ehrendoktoande.

83: Was ist eine Karte?

Bevor wir uns daran macherbknen, irgendetwaisber Kartenfrbun-
gen zu beweisen, aissen wir zuachst die Begriffe ldren. Worter
wie ,Lander* oder, Territorien* und, benachbart’ scheinen zwar um-
gangssprachlich klar genug zu sein, aber wenn wir sie aufZike
anwenden, wird schnell klar, dal3 nochakiingsbedarf besteht. Dabei
wird sich herausstellen, dal? einige anschaulich ziemlarekSachver-
halte mathematisch erstaunlich komplex senrken.

&

Betrachten wir zuachstn Gebiete die in einem Kreis wie Kucheiske
nebeneinander liegen. Alle diese Gebiete treffen sich ittelipunkt des
Kreises; sollen wir sie deshalb als benachbart bezeichnen?
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Wenn ja, mul} jedes derGebiete seine eigene Farbe bekommen; dann
kann also offensichtlich kein Vierfarbensatz gelten urawdr n be-
liebig grol3 wahlen lonnen, reicht auch keine sonstige endliche Anzahl
von Farbeniiir jedeKarte. Wenn wir das Problem nicht von vornherein
unléosbar machen wollen,ldfen wir also lander, die sich nur in ei-
nem Punkt (oder in zwei oder allgemeiner in endlich vielenk®en)
berihren, nicht als benachbart betrachten: Zwei benachbdameldr
mussen mindestens eine gemeinsame Grenzlinie haben. [Damerk
wir im obigen Beispiel nicht benachbarte Sektoren gleitbén. All-
gemein reichen in dieser Situation offenbér §eraden zwei Farben,
fur ungerader > 1 brauchen wir drei.

In der realen Welt gibt es Gebiete, die sich nur in einem Phekithren:

Im Zentrum der Vereinigten Staaten von Amerika etwa sindGfien-

zen zwischen zwei Bundesstaaten oft weitgehend duéstgén- und
Breitengrade statt durch geographische Gegebenheitaned&fin ei-
nem Punkt namerfur Cornerskommen dabei (im Uhrzeigersinn) die
Staaten Utah, Colorado, New Mexico und Arizona zusammeiewo

in unserem Sinne weder Utah und New Mexico noch Colorado und
Arizona benachbart sind.

L1 (\ x__d/_ S vaxss S, \ S N OCEAN

Umited Stares

Eine wirkliche Definition von benachbart haben wir damit allerdings
noch nicht: Dazu riassen wir erst festlegen, was ejtérenzlinie* sein
soll. In gewisser Weise sind wir damit sogar vom Regen in daufe
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gekommen, denn wie der inzwischen emeritierte Karlsruhathigh
matikprofessor HRRO HEUSERIN seinem Lehrbuclnalysis 2(S179)
schreibt:

Die im Alltag auftretenden Bgen sind so harmlos urigbersichtlich
gebaut, dal3 die mathematische Welt einen Schock erlitihals
Peano im Jahre 1890 einen Bodeim R? vorfilhrte, der ein ganzes
Quadrat) ausfillte, fur den alsd’ = @ war. Solchdlacheniillen-

den Bd)genwerden Peanoigen (oder Peanokurven) genannt.
Die Anschauung gat in die allergol3te Verlegenheit, wenn sie ver-
sucht, in den Bau derart pathologischerg@n einzudringen. Die
blof3e Existenz der Peanidpen zeigt, dafd der Begriff des Bogens,
in dem ja nicht mehr als die Forderung der Stetigkeit stecitzu
allgemein ist, um in der Mathematik und ihren Anwendungem vo
Nutzen sein zu &nnen. Es ist eine Tatsache von erheblicher Be-
deutung, dal’ bereits Jord@gen keine Peanopathologien mehr
aufweisen. Immerhin &nen auch sie noch so ipersichtlich
sein, dafld die Anschauung sich weigert, ihrem Verlauf zu fol-
gen. Einen hochexotischen Jordanbogen hat H. v. Koch ineJahr
1906 konstruiert, und eine kleine Modifikation dieser Koaktion
liefert eine Jordankurve von anschauuagshender Ausgefallen-
heit. Ungelardige Kurven dieser Art haben das ihrige dazu beige-
steuert, das Vertrauen in di@nschauliche Evidenz* zu untergraben
und letztere als Beweisquell®&Nig auszutrocknen.

Wir missen also, wie so oft in der Mathematik, vorsichtig sein mit
unseren Begriffen und auch mit der Art und Weise, wie wir rhitan
umgehen. Der Einwand, dald wir es bei Karten,jaitsindigen* Kurven
zutun habendst unsere Probleme leider nicht: Ersterigten wir dazu
definieren, was einmnstndige” Kurve sein soll, und zweitens verhalten
sich zumindest die&indergrenzen in der Natur eher wie die varudER
erwahnte KOcH-Kurve als wie die uns als typische Kurven bekannten
Kreise, Parabeln oder Graphen differenzierbarer Fun&tion

Letzteres exemplifizierte beispielsweiseN®IT B. MANDELBROT in sei-
nem erstmalig 1977 erschienenen BUdte fractal geometry of nature
mit der FrageHow long is the coast of Britain®ie Antworten, die
in verschiedenen Nachschlagewerken zu finden sind, uhdan sich
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zum Teil betéachtlich, denn da die iste injederVergro3erung ungeihr
dieselben Veastelungen hat,dngt das Ergebnis der Messung ganz we-
sentlich von der Bnge des verwendeten Mal3stabs ab. So ist auch nicht
verwunderlich, dal3 die gemeinsame Grenze zwischen SpandeRor-
tugal in der portugiesischen Enzykkgie etwa 20%adnger als in der
spanischen: Die Mal&be waren jeweils verschieden, und, wiaN
DELBROT schreibt, erscheint es durchaus vanstiich, dal3 Portugal als
kleineres Land mit einen feineren Mal3stab mif3t als Spanien.

Wir brauchen daher allgemeinere Kurvégen als die altbekannten

Funktionsgraphen. Wirdnnten beispielsweise die bei der Definition
des Wegzusammenghangs benutzten Wege nehmen, jedochesad d
nun wieder zu allgemein: Betrachten wir etwa die Abbildung

{ [—7, 7] — R?
©:

¢t — (cost, cost - sint)
so erhalten wir die sogenannte Lemniskate var@\NG

Lemniskate von Gerono
0.4+

0.2

-0.5 0.5

-0.21

-0.41

Diese Kurve schneidet sich selbst im Nullpunkt, und sie &egrzwei
verschiedene Innengebieteardergrenzen die so aussehen, wollen wir
nicht zulassen; deshalbimsen wir die obige Definition noch etwas
einschéanken:
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Definition: Ein Weg ¢:[0, 1] — R? heilt HRDAN-Bogen, wenn er
sich nicht selbsiiberschneidet, d.h. wery(s) = ¢(t) nur gelten kann,
wenns =t oder (im Falle einer geschlossenen Kurvge) € {0, 1} ist.
Eine DRDAN-Kurve ist eine geschlossene Kurve mit dieser Eigenschatft.

Die Lemniskate ist somit keineo®&DAN-Kurve, denn hier ist sowohl

©(—%) als auchp(3) gleich dem Nullpunkt. (Die Umparametrisierung
auf das Intervall [01] wird hoffentlich niemandem Schwierigkeiten
bereiten.)

Bei einer &RDAN-Kurve sollte es nicht, wie bei der Lemniskategtich

sein, dald das Innengebiet in zwei Teile aétf und in der Tat besagt
der bRDANsche Kurvensatz, dal3 eine solche Kurve die Ebene in genau
zwei Gebiete zerlegt, daSuRere und das Innere. So klar dieser Satz
anschaulich auch scheint, sein Beweis erfordert eineawerith hohen
Aufwand und wird daher meist, weidberhaupt, nur Spezialvorlesungen
aus dem Bereich der geometrischen Topologie behandelt.

MARIE ENNEMOND CAMILLE JORDAN (1838-1922) war
der Sohn eines Ingenieurs; nach seinem Mathematik-
studium an deEcole polytechnique arbeitete auch er in
diesem Beruf. Daneben begdtigte er sich weiterhin
viel mit Mathematik. 1876 wurde er Mathematikprofes-
soran deEcole polytechnique und von 1883—-1885 auch
am Colkege de France. Seine mathematischen Arbeiten
besclaftigen sich mit praktisch allen Teilgebieten der
damaligen Mathematik, von nichtlinearen Gleichungen
uber die Analysis zur Geometrie und der danzaialy-

sis situsgenannten Topologie, in der es um Fragen wie
den obigen Kurvensatz geht.

Wir vereinbaren, dal3 zwei Gebiete benachbart sein sollennvsie
mindestens einem&kDAN-Bogen als gemeinsame Grenze haben. Aber
was genau soll ein Gebiet sein?

Nicht jeder Staat hat ein zusammanigendes Territorium: Beispiels-
weise ist Alaska vom Kerngebiet der Vereinigten Staatenaadisiem
Landweg nuikiber Kanada erreichbar; genauso ist das Gebiet um Kalin-
ingrad, dem ehemaligendfigsberg, vom restlichen Rufl3land aus nur
via Lettland oder Weil3ru3land und Litauen oder Polen dntsc
Frankreich hat gar seirigber die ganze Welt verstreutB&partements
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d’Outremerund falls wir das Meer als eigefdstdiges Gebiet betrachten,
sorgen Inseln ddf, dafd auch Deutschland, Italien, Spanien und viele
andere Staaten keine zusammémienden Landgebiete sind.

Falls wir hier verlangen wollten, dal3 zusammenigende, aberaum-
lich auseinander liegende Teilgebiete jeweils dieselbleddaaben, kom-
men wir sicher nicht immer mit vier Farben aus; es ist einfaaie Geo-
graphie zu entwerfen, in der jeder Staat jeden anderen alsidda hat,
indem man ihm einfach in jedem anderen Staat eine mit dengebiat
unverbundene Enklave gibt.

Das Vierfarbenproblem kann dahérdinstens daniwkbar sein, wenn wir
alle Territorien als zusammeahgend annehmen. @Avo0D bewies
auch Abschtzungeniir die Anzahl von Farben, die maiarfKarten mit
einer gewissen Anzahl unzusammangender Staaten braucht, aber die
entstehenden Zahlen sind adich deutlich gbl3er als vier.)

Fur die exakte Definition einer Karte machen wir es wie die Kar-
tographen, die im Gegensatz zu den Politikern von den Greagas-
gehen und die Staaten als das betrachten, was zwischen dane@r
liegt:

Wir definierendaher eine Karte als eine endliche Menge von Kur-
venldgen, die sich fichstens in ihren Endpunkten schneidénfen.

Die Lander sind diejenigen Gebiete, die von den Kungggdn begrenzt
werden. Um dies mathematisch exakt zu definieren, betnaetitedie
Ebeneohnedie Kurvenligen. Anschaulich zeiflt diese MengeM

in mehrere Gebiete, diednder, wobei es zwischen je zwei Punkten,
die zum selben Land géhen, einen Weg geben sollte, der die beiden
verbindet, d.h. einen Kurvenbogen, der ganz im Land liedtden einen
der beiden Punkte als Anfang, den anderen als Ende hat.

Die konnen wir als Definition eines Landes nehmen: Wir sagen, zwei
Punkte haben die gleiche Nationatitwenn sie sich durch einen Kur-
venbogen inM verbinden lassen, d.h. also durch einen Kurvenbogen,
der keine Grenzé@berschneidet. Ein Land ist dann einfach die Menge
von Punkten einer Nationat.
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(Um nur kurz anzudeuten, daf3 das nicht alles ganz so einachei
nur darauf hingewiesen, dal} selbst die anschaulich klaststedung,
dafld es auf einer solchen Karte nur endlich viedadler gibt, nur mit
ziemlichem Aufwand allgemein zu beweisen ist.)

84: Graphen

Da sich unsere anschauliche Vorstellung von Karten, wiegsnade
gesehen haben, nur schwer in mathematischen Formalisipeusetzen
lafdt, ist es zur bsung des Vierfarbenproblems geschickter, wenn wir
das Problem in ein zwar etwas weniger anschaulichesr dager formal
besser zugngliches Probleribersetzen. Auch dieg#hersetzung ist an-
schaulich ziemlich klar undir konkrete Karten einfach durchziiren:

Zunachst vahlen wir in jedem der auf der Karte dargestellten Tertori
irgendeinerPunkt (z.B. eine zentral gelegene Stadt oder die Hauptstadt
oder den Schwerpunkt) und verbinden diesen Punkt mittelnes
Kurvenbogens mit den entsprechenden Punkten der Nachiiarten.

Die Kurvenlbgen wahlen wir so, dal3 sie sich gegenseitig nicht schneiden
— aul3er natrlich in den zu verbindenden Punkten, wo im allgemeinen
mehrere Bgen zusammenlaufen. Anschaulich ist ziemlich klar, da8 di
moglich ist; einBeweisdald diesmmerfunktioniert, erfordert leider wie

der des @rRDANschen Kurvensatzes einen [@efntlichen Aufwand.

Das entstehende Gebilde aus Punkten und Kuiigeibbezeichnet man

in der Mathematik als eine@raphen:Formal ist er gegeben durch eine
Menge von Ecken, den ausg&iten Punkten, und einer Menge von
Kanten, den Kurvenigen, die gewisse Ecken miteinander verbinden.

Jede Karterdrbung tihrt sofort zu einer&bung des Graphen: Jede Ecke
bekommt die Farbe des zugeigen Gebiets. Die Kanten bekommen
keine Farbe. Offensichtlich haben auf der Karte genau damekzwei
benachbarten Gebiete dieselbe Farbe, wenn keine zwei emeKante
verbundenen Ecken des Graphen dieselbe Farbe haben.

Haben wir umgekehrt jeder Ecke des Graphen eine Farbe gedelsat,
dal keine zwei durch eine Kante verbundenen Ecken diesealtmx F
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haben, soiihrt dies sofort zu einer Kartegafoung, in der keine zwei
benachbarten Gebiete dieselbe Farbe haben.

Das Kartenfrbungsproblem wird damiéquivalent zum folgenden
graphentheoretischen Problem: Mamlfe die Ecken des Graphen so,
dal’ keine zwei durch eine Kante verbundenen Ecken dieselliee F
haben. In dieser Form wurde das Problem s@tKes Zeiten stets
bearbeitet, und in dieser Form wurde es auclgiel

85: Sechs Farben reichen

Die Graphen, die wir im vorigen Paragraphen definiert habegen
natirlich in der Ebene; wir haben daher nicht nur Ecken und Kante
sondern auch Bkhen, die durch die Kanten berandet werden.

Solche Graphen edéftt man auch, wenn man von zusamméamdenden
Polyedern,ohne Locher* ausgeht, diese ins Innere einer Kugel setzt
und die Kanten auf die Kugelobeifihe projeziert. Das ist dann zwar
ein Graph auf der Kugelobe#ithe, aber durch stereographische Projek-
tion von einem Punkt, der auf keiner Kante liegt, erhalten deraus
problemlos einen Graphen in der Ebene.

Fir solche Graphen gilt denleERsche Polyedersatz:
# Ecken— # Kanten + # Fhchen = 2.

(Zu den Fachen ahlt dabei auch eine unendlichémlich die Aul3en-
flache jenseits aller Kanten.)

Der Beweiserfolgt durch vollsindige Induktion nach der Anzahl der
Kanten: Im Falle einer einzigen Kanten haben wir auch nwr Elaache,
aber zwei Ecken; der Satz ist also richtig.

Hat der Graph mehr als eine Kante, so entfernen wir eine vesedi,
achten aber darauf, dal’ der Kantenzug als ganzer auch nachrde
fernen der Kante noch zusamma@énigend bleibt.

Falls die entfernte Kante zwei&then voneinander trennte, fallen diese
anschlieRend zusammen, d.h. aul3er der Anzahl der Kantdrawh
die Anzahl der Fhchen um eins vermindert. Ecken verschwinden keine,
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da die verschwundene Kante bei beiden Gebieten Teil derz&near,
also Teil eines geschlossenen Kantenzug. Somit bleibtage&umme
in der Tat unveiindert.

Falls die Kante keine Bchen voneinander trennte, war sie nicht Teil
eines geschlossenen Kantenzugs, also verschwindet kiginker Al-
lerdings muf3 die Kante dann eine Ecke haben, von der keinerneei
Kante ausgeht, und diese Ecke verschwindet zusammen ni{izaée.
Die andere bleibt, da wir stets von zusammnimienden Kantefigen
ausgehen. Also haben wir eine Ecke und eine Kante wenigewigatbr
dieselbe alternierende Summe.

Diese alternierende Summe ist nach InduktionsannahmédarBallen
gleich zwei, womit der ELERsche Polyedersatz bewieseare.

Diesen Satz wollen wir nun anwenden um uns Informatidinssr den
zu farbenden Graphen zu verschaffen.

Die Anzahle der Ecken ist hier natlich die Anzahl der einza@rbenden
Territorien, und falls daste dieser Territoriet, Nachbarn hat, gibt es

k= Zk
i=1

Kanten.Uber die Anzahlf der FEichen bnnen wir allerdings zumindest
auf Anhieb nichts sagen.

Um trotzdem den HLERschen Polyedersatz anwenden zibnken,
greifen wir zu einem Trick, der in der Mathematik paradoxeise er-
staunlich oft zum Erfolgihrt: Wir machen unser Problem schwerer.

Hier geschieht dies dadurch, dal3 wir atdiche Kanten in den Graph
einfligen, mit anderen Worten, wir geben einigen Territorien iNac
barn, die sie in Wirklichkeit gar nicht haben. Dies geschuddurch,
dal? wir Ecken des Graphen solange durch neue Kanten miteander
verbinden, wie dies dglich ist, ohne dabei bereits vorhandene Kanten
zu Uberqueren. Anschaulich ist klar und mathematisch ist daereis-
bar, dal3 wir dies so lange tur@hnen, bis jede der &then, in die der
Graph die Ebene unterteilt, von nur noch drei Kanten begneimd. Da
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umgekehrt jede Kante zu genau zwea¢ten gebrt, ist somit ¥ = 2k
oderf = %k Nach dem BHLERschen Polyedersatz ist also

e—k+f=e—§=2 oder k=3e—6.
Im urspiinglichen Graph, bevor wir die zéizlichen Kanten eingaft
haben, gab es eventuell weniger Kantém;diesen gilt also nur

k<3e—-6.

Sei nunn die Minimalzahl von Kanten, die von einer Ecke ausgehen.
Da jede Kante genau zwei Ecken miteinander verbindet, rat da

kzge,

also ist n "
§e§k§3e—6<3e oder §<3.

Somit istn hochstens gleichiinf.

Damit wissen wir, dal3 es in jedem ebenen Graphen mindesteas e
Ecke gibt, von der ichstensiinf Kanten ausgehen, und das reicht, um
per Induktion zu beweisen, dal3 sechs Farberigen:

Satz: Jede Karte kann mit sechs Farben so eiadefwerden, dal’ keine
zwei benachbarten Gebiete die gleiche Farbe haben.

Zum Beweiskonnen wir ndfrlich dasaquivalente Problenuf Graphen
betrachten; wirdsen es durch Induktion nach der Anzaller Ecken.

Falls es lachstens sechs Ecken gibrinen wir jeder davon ihre eigene
Farbe geben und haben das Problenisgfel

Andernfalls nehmen wir an, wirditen das Problem bereits gst fur
Graphen mie— 1 Ecken und betrachten nun einen Graphereraitken.

Wie wir oben gesehen haben, gibt es unter diesen Ecken nemdes
eine, von der tchstens iinf Kanten ausgehen. Wenn wir diese Ecke
und ihre Kanten aus dem Graph entfernen, bleibt ein Teitgraj nur

e — 1 Eckentibrig, den wir nach Induktionsannahme mit sechs Farben
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so farben kbnnen, dal3 keine zwei Endpunkte einer Kante dieselbe Farbe
haben.

Nachdem wir dies getan haben, setzen wir die herausgenoenfoie
samt ihrer Kanten wieder ein. Dathstensiinf Kanten von ihr aus-
gehen, Bnnen die anderen Endpunkte dieser Kanténhistens dnf
verschiedene Farben haben, wir haben also noch mindestenssebe
tbrig, um die Ecke so zwafben, dal? sie eine andere Farbe hat als jeder

ihrer Nachbarn. .

Bemerkung: Vor dem Hintergrund der Tatsache, dalRaatdich sogar
vier Farben ausreichen, erscheint dieser Satz sehr schiaeiBe-
weismethodik reicht aber aus, um im Falle von Karten aufrefiitéche
vom Geschlechy > 1 die optimale Schranke zu finden: Widhknen
grundsitzlich genauso vorgehen, allerdings gilt dew. ERsche Polyed-
ersatz in der Form, die wir kennen, @dich nur fur Graphen auf der
Kugelbzw.in der Ebene. Mit nur unwesentlichdterem Aufwand kann
man jedoch eine Verallgemeinerung zeigen, dredraphen auf Echen
eines beliebigen Geschlechitgilt:

# Ecken— # Kanten + # RFhchen = 2- 2¢ .
Damit bekommen wir, wenn wir wie oben vorgehen, die Aldgzhng
k<3e+6g—6

fur die Anzahlk der Kanten und die Anzall der Ecken. Bezeichnen
wir wieder mitn die kleinste Anzahl von Kanten, die von einer Ecke
des Graphen ausgeht, so ist also hier

129 — 12
%§36+6g—6 oder n<6+-L_~%
(A

Oben, im Falleg = 0, war der ganz rechts stehende Summand negativ
und wir haben ihn einfach weggelassen und dabei aus demefeich
ein striktes Kleinerzeichen gemacht.

Furg > 1list 129 — 12 > 0, hier kbnnen wir also nicht so vorgehen.
Dafur wird jetzt eine andere Art der Absatzung noglich: Dan die
kleinste Anzahl von Kanten ist, die von einer Ecke ausgeibt, €s
mindestens eine Ecke, von deKanten ausgehen. Diese Kanten haben
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zusammem + 1 Endpunkte, also ist > n+ 1 und? < L. Wenn
der Zahler 12y — 12 > 0 istund nur dann, konnen wir also in obiger
Formelzeile weiter absétizen und erhalten

129_12<n<6+129_12.
e - n+1l
Multiplikation mit dem Nenner + 1 macht daraus die Ungleichung

n(n+1)<6(n+1)+12% — 12 oder n>—-5n—129+6<0.
Mittels quadratischer E&nzung Knnen wir dies umschreiben zu

5\ 25 5\ 1
—— | —-=—-129+6=(n—=) —=—-120 <0,

2
5 1 1+4g
—— | <Z+12 = .
(” 2) e e
Wir interessieren unsif eineobereSchrankeiir n; wenn wir daher auf
beiden Seiten die Quadratwurzel ziehen, ist links nur dieAéiu — g
interessant, und wir erhalten

n<6+

d.h.

5 JV1+4 5+/1+4
n_EST&] oder n < > 89.

Dan eine nafiirliche Zahl ist, kbnnen wir dies versérfen zu

< 5+1+4g
n < 5 .
Es gibt also in jedem Graphen auf eineaétte vom Geschlecht> 1

mindestens eine Ecke, di@thstens die rechts angegebene Anzahl von
Nachbarn hat.

Wie oben &3t sich daraus schnell folgern, dal3 eine um eibisele
Anzahl von Farben stets ausreicht, um eine Karte so eanlzah, dafd
keine zwei benachbarterahder die gleiche Farbe haben, d.h. auf einer
Flache vom Geschlecht> 1 genigen

[ e

Farben.
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Diese Ungleichung bewiesdAwooD bereits 1890; seit 1968 weil3 man,
dald sie die bestagliche ist, d.h. es gibt Karteniif die man wirklich
so viele Farben braucht. Interessanterweise war dies @igrditem der
schwierigste Teil, wohingegen es im klassischen Faflgf= 0, trivial
Ist, dal3® man mindestens vier Farben braucht: Hier bestandrdiie
Schwierigkeiten darin, zu zeigen, dal3® man wirklich mit ii@rben
auskommt.

86: Funf Farben reichen

Wir wollen uns zuchstiiberlegen, warurfuinf Farben ausreichen:

Satz: Jede Karte kann mitihf Farben so eingafbt werden, dal3 keine
zwei benachbarten Gebiete die gleiche Farbe haben.

ZumBeweidetrachten wie wieder dasjuivalente Probleniif Graphen
und lbsen es durch Induktion nach der Anzahler Ecken.

Falls es lachstensiinf Ecken gibt, Kknnen wir jeder davon ihre eigene
Farbe geben und haben das Problendsgfel

Andernfalls nehmen wir an, wirditen das Problem bereits gst fur
Graphen mie— 1 Ecken und betrachten nun einen Graphereraitken.

Wie wir wissen, gibt es unter diesen Ecken mindestens eme der
hochstens inf Kanten ausgehen. Wenn wir diese Edkeund ihre
Kanten aus dem Graph entfernen, bleibt ein Teilgraph mitenurl
Eckentbrig, den wir nach Induktionsannahme niibf Farben sodrben
konnen, dald keine zwei Endpunkte einer Kante dieselbe Faiftenh

Nachdem wir dies getan haben, setzen wir die herausgenoenfuie
samt ihrer Kanten wieder ein. Falls ihre Nachbarpunkiehistens vier
verschiedene Farben haben, haben wir noch mindestensazlmetibrig
fur £ und das Problem ist gébt.

Bleibt der Fall, dal3 es genairff Nachbarecken gibt, von denen jede
eine andere Farbe hat. In diesem Falissen wir im restlichen Graphen
Farbenandern; die Methode dazu sind die sogenanntemrecKetten,

mit denen KEMPE 1880 glaubte den Vierfarbensatz bewiesen zu haben.
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SeienE, E,, E5, E, und E; die funf Nachbarecken; da es auf die Na-
men der Farben nicht ankommit)nen wir ohne Beschnkung der
Allgemeinheit davon ausgehen, dal3 inre Farben, in dieseeR®Ige,
rot, gelb, giin, blau und schwarz seien.

Betrachten wir nun die Meng¥ aller Ecken, die voil’; aus durch einen
Kantenzug erreichbar sind, in dem alle Ecken rot odengefrbt sind.
Diese Menge kann, mul3 aber nicht, diémg Nachbarecké&; von £
enthalten.

Falls E'5 nicht in M liegt, vertauschen wirtfr die Ecken aus\/ die
Farben, d.h., die Ecken, die bislang rot waren, werdém,gund die
grunen werden rot. Auch mit dieseéafbung hat keine Ecke eine Nach-
barecke gleicher Farbe, denir P € M ist auch jede rote oder gne
Nachbarecke vo® in M, und dgedeEcke inM ihre Farbe gewechselt
hat, kann es dort keine benachbarte Ecken gleicher Farngéht
den Nachbarecken vaR, dienichtin M liegen, gibt es erst recht keine
Probleme, denn diese sind gelb, blau oder schwaihr@andP rot oder
grun ist.

Durch das Umiirben wechselte insbesonddre seine Farbe von rot
zu grun, wahrendE;3, da es nicht inM liegt, grin blieb. Somit hat
nun zwei giine, daiir aber keinen roten Nachbarn mehr. WankenE
somit rot farben und sind fertig.

Falls E'5 in M liegt, kdbnnen wir nicht so vorgehen: Zwabknen wir
auch dann die Farben aller Ecken ddsandern, aber das hat dann nur
zur Folge, dafl¥¥; grun und E; rot wird, es gibt also weiterhintmhf
verschiedenfarbige Nachbarn.

In diesem Fall betrachten wir die Mengéaller Ecken, die vorE, aus
durch einen gelb-blauen Kantenzug erreichbar sind. Wegen M gibt

es einen rot-dinen Kantenzug, ddr; mit £; verbindet; zusammen mit
dem Kantenzug voii; tiberE, nachE; bildet dieser eine geschlossene
Kurve.

Innerhalb dieser geschlossenen Kurve nifiegen, denn zwei Kan-
tenZige eines Grapherbknen sich ichstens ein einer Ecke schneiden,
und keine Ecke kann gleichzeitig rot odefigrund blau oder gelb sein.
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Damit folgt insbesondere, dai, nichtin N liegen kann, deni, liegt
nicht innerhalb dieser geschlossenen Kurve.

Wenn wir also inN alle bislang blauen Ecken gellarben und alle
bislang gelben blau, wirfl, blau undE, bleibt blau; wir konnen daheE

gelb farben und haben das Problem damit auch in diesem letzten Fall
gelost.

KEMPE hatte durch ein etwas komplizierteres Argument mit seinefh K
ten versucht, auch den Vierfarbensatz zu beweisen; lemlantk aber
HeEAwoOD durch ein explizites Gegenbeispiel zeigen, dal3 dieses-Argu
ment nicht immer richtig ist. Trotzdem sincEKIPEKetten auchiir die
Vierfarbung von Karten oftimtzlich. Als ein Beispiel knnen wir auf
dem die Reihe der unten abgedruckten Karten betrachteks hiaben
wir eine Karte, bei der wir nur noch das Zentruarbden niissen. Da
es Nachbarn mit vier verschiedenen Farben hat, ist das ohnfi&aren
eines Teils deédul3eren Gebiete nichtaglich.

0606

Die roten und ginen Gebiete der linken Karte bilden eine einzige
KEMPE-Kette; jedes Vertauschen von Rot undi@in nur einem Gebiet
fuhrt also dazu, daBberall Rot und Gin vertauscht werden, und das
fuhrt zur zweiten Karte der Reihe, mit der wir genauso wenfgragen
konnen wie mit der ersten.

Betrachten wir allerdings die gelben und blauen Gebietdad@n wir
zwei disjunkte KEMPE-Ketten, von denen wir auf der einen die Farben
vertauschen@nnen. Falls wir etwa die nehmen, die nur aus den beiden
Gebieten rechts des Zentrums besteht, kommen wir durchratierh

zur dritten Karte der Reihe, in der das Zentrum nur noch riéne

und blaue Nachbarn hat. Somibknen wir es gelbdrben und erhalten
rechts in der Reihe die gesuchte Vigtiung der Karte.



Kap. 4: Auf dem Weg zur algebraischen Topologie 54

87: Wie wurde der Vierfarbensatz bewiesen?

Allgemein fuhrt diese Strategie, wie gesagt, nicht zum Erfolg;den
Beweis des Vierfarbensatzes war also eine neue Idee notyvend

Die Idee, die schlie3lich zu einem Beweighfte, bestand darin, zwar
weiterhin rekursiv zu arbeiten, im Induktionsschritt abeht nur einen
Punkt einschlie3lich seiner Verbindungskanten heraledamen, son-
dern eine gil3ere Teilkonfiguration. Man arbeitet dabei stets mit dem
Graphen, in den so lange Kanten einggfwurden, bis alle Echen von
nur drei Kanten begrenzt sind.

Um die Beweislogik etwagbersichtlicher zu machen, formulieren wir
die Beweisstrategie etwas um:

Angenommen, esdpe eine Karte, die nicht mit vier Farben so eirégbt
werden kann, dafl3 benachbarte Gebiete verschiedene Faaben.h
Dann gibt es, wie wir oben gesehen haben, auch entsprecKanta,
bei denen in den daraus konstruierten ebenen Graphen alkhdf
Dreiecke sind, und natlich gibt es unter diesen Karten auch minimale,
das heil3t solche mit der geringgiglichen Anzahl von Gebieten. Wir
betrachten im folgenden ein solches minimales Gegenletispi

Der Beweis des Vierfarbensatzes ruht auf zwei grolZared:

1. Reduzibilitat: Finde eine grol3e Anzahl von Konfigurationen mit der
Eigenschaft, dal3 kein minimales Gegenbeispiel eine sd{cméigu-
ration enthalten kann. Solche Konfigurationen heiduzibel; Un-
terbegriffe wie D-Reduzibilat und C-Reduzibilat beziehen sich auf
Beweisstrategien, mit denen man gewisse Klassen von Kaafignen
als reduzibel erkennen kann.

Besonders wichtigifr den endgltigen Beweis war HescHs D-Redu-
zibilitat, die ein Computer durch stures Nachrechnen erkennen kann

Beim Beweis des Sechsfarbensatzégsem solche Konfigurationen et-
wa die Punkte mit &ichstensinf Nachbarn. Wenn wir einen solchen
Punkt aus dem Graphen herausnehménnlen wir den Reséfben wie
wir wollen, es bleibt immer mindestens eine &ssige Farbelf den
herausgenommenen Purikdrig.
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Ahnlich ist es bei D-reduziblen Konfigurationen im Beweis déer-
farbensatzes: Sie haben die Eigenschaft, dal3 man den &dstgr der
nach ihrer Herausnahme entsteht, §&sig) &rben kann, wie man will;
die Farbung &Rt sich auf jeden Fall zu eineafung des gesamten
Graphen fortsetzen.

Der Beweis, dal’ eine vorgegebene Konfiguration D-reduzsbekr-
folgt durch stures Nachrechnen und ist daher sehr gut an G@mp
delegierbar. Auch dort gibt es allerdings Probleme:

Falls die betrachtete Konfiguration im GraphemMNachbarpunkte hat,
muf3 man alle Mglichkeiten fir deren larbung einzeln betrachten. Falls
die Nachbarpunkte einen Ring ausPunkten bilden, gibt es df
28 - 3"~3 Mdoglichkeiten. Diese sind zwar nicht alle wesentlich ver-
schieden, denn Konfigurationen, die aus bereits behandaltedurch
Permutation der Farben entsteheiiissen nicht noch einmal gesondert
untersucht werden. Dies reduziert die Arbeit aber lednglien knapp
einen Faktor 24 un@dndert nichts daran, daf’ ein Randpunkt mehr zu
einer Verdreifachung der &lichkeiten tinrt. Damit ist klar, daf3 Kon-
figurationen mit zu vielen Randpunkten vermieden werdehesolZu

der Zeit, als HESCH mit der Untersuchung D-reduzibler Konfigurati-
onen begann und sein Sdar DURRE Konfigurationen per Computer
auf D-Reduzibiliat testete, brauchte der Computer beispielsweise f
eine einzige (ziemlich schwierige) Konfiguration mit 14 Bpankten

26 Stunden Rechenzeit. DaeESCH urspiinglich sclatzte, dafd zum
Beweis des Vierfarbensatzes etwa 10000 Konfigurationearsuntht
werden niildten, war klar, daf3 auch ein Beweis per Computer alles an-
dere als einfach seiniide.

2. Unvermeidbarkeit: Hier geht es darum, eine Liste von Konfigurati-
onen zu finden derart, dal3 jedes minimale Gegenbeispiel zerfak/
bensatz mindestens eine dieser Konfigurationen als Tphgeathalten
mul3 und zu zeigen, dal} jede dieser Konfigurationen redusztbé&lalls
dies gelingt, ist der Vierfarbensatz bewiesen:

Angenommen, er @are falsch. Dann @pe es ein minimales Gegen-
beispiel im obigen Sinne. Dieseufdte eine unvermeidbare Konfigu-
ration enthalten, &nnte aber keine reduzible Konfiguration enthalten.
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Falls jede unvermeidbare Konfiguration reduzibel ist, kdas aber of-
fensichtlich nicht sein; also gibt es kein minimales Gegasyiel und
somitiberhaupt keines.

Beim Beweis des #inf- und des Sechsfarbensatzes lieferte uns der E
LERsche Polyedersatz die unvermeidbaren Konfigurationen: &srw
einfach Punkte mitdichstensiinf Nachbarn. Im Falle des Sechsfarben-
satzes haben diese Punkte trivialerweise eine analogadtigaft zur
D-Reduzibiliat: Egal, wie die Nachbarpunkte eingdbt sind, bleibt
immer mindestens eine Farlodrig fir den Punkt selbst. Beimuiaf-
farbensatz gilt diestfr einen Punkt mitiinf Nachbarn nicht mehr; hier
mufd zugatzlich via KEMPEKetten ein Teil des Restgraphen umiydst
werden. Dies ist ein Spezialfall der C-Reduzilddjtauf die hier jedoch
nicht genauer eingegangen werden soll.

Die Suche nach unvermeidbaren Konfigurationen geht aud¢tdesicrs
Strategie aus vomUtERschen Polyedersatz: Jede Ecke des Graphen
erhalt eine,Ladung®, die andéinglich gleich sechs minus der Anzahl der
Nachbarecken ist. Wie die Rechnung, die zum Beweis des faebas-
satzes iihrte, zeigt, ist dann die Summe aller Ladungen gleicblizw
also insbesondere positiv.

Fur Finf- und Sechsfarbensatz reicht es, als unvermeidbare g{enfi
rationen die Punkte mit positiver Ladung zu nehmair; den Vier-
farbensatz muf} die Ladung ZAohst weiter auf dem Graphen verteilt
werden ohne an der Summe etwasanglern. Dazu dienen sogenannte
Entladungsprozeduren mit Regeln der Art:

Falls eine Eckdy mit funf Nachbarn unter diesen Nachbarn welche mit
mindestens sieben Nachbarn hat, @theder dieser Nachbarn vof
die Ladung;.

Danach ist beispielsweise eine Ecke rmitfNachbarn nicht mehr posi-
tiv geladen, wenn zwei oder mehr ihrer Nachbarn ihrerseitslastens
sieben Nachbarn haben; dagegen werden Eckerk mrit7 Nachbarn
positiv geladen, falls unter diesen Nachbarn mehr als 22 ihrerseits
nur funf Nachbarn haben. (Da die Anzahl dieser Nachbarirhelt
nicht gidRer alsk sein kann, ist dies nuilf 7 < k£ < 11 moglich.)
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Hat man durch eine Entladungsprozedur die Ladungen neeilveigt
wegen der unv@mndert gebliebenen Ladungssumme klar, daf3 es stets
Ecken mit positiver Ladung geben mul3. Deichste Schritt besteht
nun darin, eine Liste von Konfigurationen aufzustellen dedal’ jeder
Graph, der eine der positiv geladenen Ecken @htlauch eine Konfi-
guration aus der Liste enthalten muf3; man konstruiert seKadnfigu-
rationen also um die positiv geladenen Ecken herum. Dasbrgést

eine Liste unvermeidbarer Konfigurationen, dielmith stark von der
gewahlten Entladungsprozedur abigt.

Das grof3e Problem und die Kunst besteht nun darin, die Emttesd
prozedur so zu @hlen, dal’ die Liste unvermeidbarer Konfigurationen
nur reduzible Konfigurationen erih. Dies haben APEL und HAKEN
schlief3lich geschafft mit einer Liste von 1818 unvermerdbha&onfigu-
rationen (von der sich §per herausstellte, dal’ bereits eine Teilliste von
nur 1476 Konfigurationen unvermeidbar ist.) Diese Liste deutrotz
vieler Computerexperimente per Hand aufgestellt, und alueh Un-
vermeidbarkeit wurde ohne Computerhilfe bewiesen. DielRixlitat

der Listenelemente allerdings konnte nur per Computer gewiesen
werden; dies war im wesentlichen das Werk des damaligereSted
JOHN KOCH (*1948), der damit 1976 promovierte und sich dazu eine
ganzen Reihe von Optimierungen der Beweisstrategie &nfédssen
mulf3te.

88: Ist der Vierfarbensatz damit bewiesen?

Nachdem im vorigen Abschnitt der Beweis vorP#EL und HAKEN
skizziert wurde, mag diese Frage seltsam erscheinen; ishtgesler
Tatsache, dal hier erstmalig ein wesentlicher Teil des Asgus nur
auf Computerrechnungen beruht, sollten wir uns aber dagefr, was
wir uns unter einem mathematischen Beweis vorstellen wolle

Das Konzept eines mathematischen Beweises kam aus ddrigcieen
Geometrie. Diese ging bekanntlich aus von als unmittellbasiehtig
angesehenen Axiomen und Postulaten und leitete darausSitre
ab. Mit dem Aufkommen einer leistunggfigen formalen Logik gegen
Ende des 19. Jahrhunderts konnte man diesen Begriff delitidvnie
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prazisieren und es stellte sich heraus, dalAthtisch aulRer den e
KLIDischen Axiomen noch weitere notwendig sinda¢id HILBERT
stellte 1899 ein entsprechendes System auf), dlredie Herleitung
und das Versindnis mathematischea&e hatte dies keine allzu grol3e
Bedeutung: Das Wissen der Mathematik vermehrt sich kumau kst
dall Mathematiker meist eher auf den Resultaten anderereiati
ker aufbauen als dal} sie direkt mit den Axiomen einer Thearitin
haben. Zwar sind sie davarberzeugt, dald sich inrea&e letztlich in
kleinen Schritten aus den Axiomen ableiten lassen, abeschigeiben
ihre Resultate aus gutem Grund nie so auf:

Mathematik ist zwar eine formale Wissenschaft in dem Sida&, sie
formale Methoden benutzt; jedoch sind diese Methoden muHéfs-
mittel, um interessante Probleme psén. Es ist sehr einfach, aus einem
Axiomensystem durch Anwendung von Ableitungsregeln neueekte
Formeln abzuleiten, aber selbst wenn diese wider Erwantenassant
sein sollten, ist eine solche Herleitung nicht das, was sinhiMathe-
matiker unter einem Beweis vorstellt: Eidchtetber das rein Formale
hinaus einerGrundsehen, warum ein Satz richtig ist. Ein guter Beweis
mufd daher so strukturiert sein, daf} die dahinter steherddsm Iklar
erkennbar werden.

Natirlich muf3 auch klar werden, wie sich diese Ideen in einemében
Beweislibersetzen lassen, aber da eine solt¢hersetzung zur mathe-
matischen Routine géint, wird dies, je nach intendiertem Leserkreis,
nur mehr oder weniger kurz angedeutet. Von Studiednaydrn zu
Beginn des ersten Semesters erwartet man noch, daf} siedashin
einige einfache Formeln sehr detailliert beweisen, dagatirt es zum
Prozeld des mathematischen Erwachsenwerdens, dald minzemdér
Erfahrung immer komplexere Schriti&lar‘ sein sollten und wegge-
lassen werden danen. Wer mathematische Arbeiten in anerkannten
Fachzeitschriften publizieren oder auch nur lesditine, muld diesen
Prozeld beendet haben: Solche Arbeiten sind fast immer seppk
geschrieben. Das liegt nicht nur daran, dal3 die Herausgeibetem
Platz geizen riassen: In den meisten Teilgebieten der Mathematik ist
es schon seit langem schlichtweg uighch, einen interessanten Satz
zu beweisen, ohne ganz wesentlich auf der Arbeit anderendvizti-
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ker aufzubauen. SchonrsIssac NEWTON (1642 - 1727) schrieb am
5. Februar 1675 etwas boshaft an den (ziemlich kléichgigen) RBERT
HOOKE (1635-1702), der sich beklagte, daBWron seine ldeeriiber
das Licht in derPrincipia Mathematicebenutzt habe:

If | have seen further, it is by standing on the shoulders afts.

Dal} dies bei weitem nicht nur in der Mathematik und Physilsgson-

dern allgemein bei jedem Streben nach Erkenntnis, liel¥satidknapp

zwei Tausend Jahren ABCus ANNAEUS LUCANUS (39-65) in seinem
EposPharsaliatiber den dmischen Birgerkrieg den [DACUS STELLA
sageniPigmaei gigantum humeris impositi plusquam ipsi giganies v
dent.(Pygn&en, die auf den Schultern von Riesen stehen, sehen mehr
als die Riesen selbst.)

Wie ordnet sich nun der Beweis vorPAELUNd HAKEN in dieses Selbst-
verstindnis der Mathematik ein?

Auch der schrfste Kritiker von Computerbeweisen kann nicht leug-
nen, dal} dieser Beweis sehr wesentliche mathematische dahéidlt,
nicht nur von A°PELuNnd HAKEN selbst, sondern auch von vielen ihrer
\Vorganger wie EMPE, HEAWOOD, BIRKHOFF, HEEScHunNd vielen an-
deren. Der Beweis @re nie zustande gekommen, wenn sich die Autoren
darauf besclinkt hatten, einfach einen Computer drauf los rechnen zu
lassen.

Trotzdem unterscheidet sich der Beweis in beiden seigaate® vom
Idealbild eines mathematischen Beweises:

Am deutlichsten wird dies bei den Reduzildlsbeweisen per Compu-
ter: Normalerweise ist es die Aufgabe eines mathematisBeareises,
auf dem entsprechenden Gebiet hinreichend kompetenterevélathe-
matiker von der Richtigkeit des bewiesenen Satze§lmrzeugen: Ein
entsprechender Leser sollte, nachdem er den Beweis vaestaiat, ide-
alerweise in der Lage sein, an jeder beliebigen Stelle deeBes De-
tails einzufigen, um den Beweis oder Teile davon (beispielsweéiséié
Ausbildung von Mathematikstudenten oder eit#zersichtsartikelir
Nichtspezialisten) auch Zinern oder Lesern eines niedrigeren Kompe-
tenzniveaus klar zu machen. Dies ist bei einem Computeibdwmam
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moglich: Schon @ir eine einzige Konfiguration mit 14 Nachbarpunkten
kann kein menschlicher Leser mdliverpiifen, dal3 sich wirklich alle
Farbungen deaulReren Rings ins Innere fortsetzen lassen.

Man kdnnte nun einwenden, dal} es gga, wenn ein hinreichend
kompetenter Leser wenigstens das Programm verstalrerekdas die
Uberptifung vornimmt, aber leider ist selbst das im Allgemeinemi(u
insbesondere speziell bei diesem Beweis) zuviel verl#@ng Effizienz-
grunden muf3te BCH seine Programme in Assembler schreiben, und
selbst wenn es heute noch Mathematiker gibt, die die Assasiache
der IBM 360 und 370 Serie beherrschen, sind bis zum letztechdp-
timierte Assemblerprogramme so schwer zu lesen, dal} aedtasm
eine Chance haben.

In der Tat versuchte 1996 eine Gruppe von Mathematikern G8ERTF

SON, D. P. \NDERS, P. D. &YMoOUR und R. THOMAS), den Compu-
terbeweis nachzuvollziehen und entschlol} sich ziemlibnelg lieber
ganz von vorn anzufangen und mit neuen Entladungsprozedure
neuen Programmen zur Reduzilatiteinen neuen Beweis zu konstru-
leren — was lhnen auch gelang. Ein Mathematiker, der ihremeize
nachvollziehen rachte, sieht sich wahrscheinlich vor dasselbe Problem
gestellt und wird es ebenfalls einfacher finden, von vorrugargen
statt den Beweis zu lesen. Was soll man von solchen Bewea&nh

die (aul3er hoffentlich den Autoren) niemand nachvollzrekenn?

Hinzu kommt, dal3 auch Computer alles andere als unfehlbdr Soft-
warefehler gab es auch schon vor Microsoft, und Hardwalefeimd
zwar deutlich seltener, kommen aber durchaus vor.

Auch die zweite Sule des Beweises, die computeruraaigige Kon-

struktion einer Liste unvermeidbarer Konfigurationenspntht nicht

dem Idealbild eines mathematischen Beweises: Wer kanerssshn,

dalfd ein Autor bei der Betrachtung von 181&l€én, die (einschlief3lich
der Zeichnungen, die in der Originalédfentlichung zuachst nur auf
Microfiche beilagen) rund 400 Druckseiten einnehmen, wahkkeinen

Fehler gemacht hat?

Natirlich haben die Autoren (zum Teil mit Hilfe ihrer Familiea)le
Details noch einmaliberpiift und auch eine Routine zur Fehlerbehe-
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bung entwickelt, die auch bei den nach derdfeantlichung gefundenen
Fehlern bisher noch nie versagt hat, aber warum das immietidunieren
mul3 versteht kein Mathematiker wirklich. Den meisten Mathahksah
ware daher nicht nur des Computers wegen,&iassischer Beweis
des Vierfarbensatzes lieber.

Angesichts der Béihmtheit des Vierfarbenproblems gab es in den letz-
ten hundert Jahren immer wieder solgBeweise”, meist von Autoren,
die mangels Vergéndnis und/oder Erfahrung sehr viel elementarere
Fehler machten als seinerzeitMPE

Derzeit zirkuliert wieder ein computerfreier nur vierzekrtiger Be-
weis des Vierfarbensatzes, diesmal allerdings geschrigbe einem
Autor, der bereits eine ganze Reihe von graphentheoretiséibeiten
in mathematischen Fachzeitschriftenafégntlicht hat:

I. CAHIT: Spiral Chains: A New Proof Of The Four Color Theorem
(18. Aug 2004)http://arxiv.org/abs/math.CO/0408247/

Ublicherweise dauert es mehrere Monate, im Extremfall isdgéare,
bis eine bei einer mathematischen Fachzeitschrift eingjgee Ar-
beit von einem (oder mehreren) Gutachtétverpiift und dann zur
Veroffentlichung akzeptiert werden; es ist also noch zZihfrumtber
die Korrektheit dieses Beweises zu spekulieren oder — irfe Fdal}
er wie der urspingliche WLESsche Beweis der ERMAT-Vermutung
Fehler oder kicken enthlt — die Behebbarkeit eventueller Fehler.

89: Literaturhinweise zum Vierfarbenproblem

Eine im grof3en und ganzen recht elementare(finfng in den Prob-
lemkreis geben die beideniBher

RuDOLF und GERDA FRITSCH: Der Vierfarbensatz. Geschichte, Topolo-
gische Grundlagen und Beweisiddzbliographisches Institut Mann-
heim,1994 und

T.L. SaaTY, P.C. KaINEN: The Four-Color Probem: Assaults and Con-
questMcGraw Hill, New York1977; Nachdruck bedbover,1986

Den vollsandigen Beweis zusammen mit einer auchNichtexperten
gut lesbaren Einleitung findet man in
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K. ApPELUNd W. HAKEN: Every planar map is four-colorable, Bag8
der ReiheContemporary Mathematics, American Mathematical Society
Providence RI1989

Eine allgemeinvergéindliche Einfihrung zum neuen Beweis (mit Refe-
renzen) bietet

N. ROBERTSON D.P. \NDERS, P.D. $YMOUR, R. THOMAS: The Four-
Color Theorem,
http://www.math.gatech.edu/~thomas/FC/fourcolor.html

Auch die Biographie (stellenweise eher Hagiographie)

HANS-JURGEN BIGALKE: Heinrich Heesch. Kristallgeometrie, Parket-
tierungen, Vierfarbenforschun@and 3 der Reihe Vita Mathematica,
Birkhauser, Basel, Boston, Stuttgat988

enthalt eine Darstellung der Grundideen des Beweises, die pefiell
an Nichtmathematiker wendet. In erster Linie mit philossphen und
wissenschaftstheoretischen Konsequenzen aésgén sich

DoNALD MACKENZIE: Slaying the Kraken: The Sociohistory of a Math-
ematical ProofSocial Studies in Scien@® (1999), S. 7-60 und

THOMAS Tymoczko: The Four-Color Problem and Its Philosophical
Significance,jn: THOMAS Tymoczko [HRsE: New Directions in the
Philosophy of Mathematic&irkauser, Boston, Basel, Stuttgat§94

Beide stellen auch wesentliche Ideen des Beweisieshire Leser-
schaft aus u.a. Soziologen und Philosophen vax¢KENZIE mit erhe-
blich mehr Details als ¥Moczko. Ansonsten geht es bei MKENZIE

eher darum, wie die wissenschaftliche Gemeinschaft aufBksmeis
reagierte, bei YMoczko dagegen eher um gruritglicheUberlegun-
gen aus philosophischer Sicht.



Kapitel 5
Simpliziale Komplexe

In diesem Kapitel geht es darum, topologischiuRe aus einfachen
Bausteinen zusammenzusetzen; iatmsten Kapitel werden wir dann
den so konstruierten&®imen Gruppen und Zahlen zuordnen, von de-
nen wir sehen werden, dal3 sie nur vom Hamorphietyp des Raums
abhangen.

Unsere Bausteine sind (offene) Simplizes:

Definition: a) k+1 PunkteF,, ..., P, ausR" sindin allgemeiner Lage,
wenn die VektorerPJPb e ,PJPk linear unabkngig sind.
b) Sind F,, ..., P, € R"™ Punkte in allgemeiner Lage, so ist
k k
s = {inpi A >0, YA = 1}
=0 1=0
das vonpF,,..., P, aufgespannte (offen€)-Simplex.Die PunkteP,

bezeichnen wir als diEckenvon s.

c) Die Randsimplizeson s sind jene Simplizes, die von Teilmengen
von{PF,, ..., P.} aufgespannt werden.

d) Das vonPF,, ..., P, aufgespanntabgeschlosseneSimplexst

5= {iAiPi A >0, Zk:Ai = 1}
i=0 1=0

Offensichtlich sind zwei Punkte genau dann in allgemeirsgd, wenn
sie verschieden sind, drei Punkte sind genau dann in alligpemieage,
wenn sie nicht auf einer Geraden liegen, vier Punkte genan,deenn
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sie nicht in einer Ebenen liegen, und so weiter. Ein 1-Simneeine
Strecke, ein 2-Simplex ein Dreieck und ein 3-Simplex eimdeder. Das
von k + 1 PunktenF,, ..., P, aufgespannte abgeschlossene Simplex
ist die disjunkte Vereinigung des von diesen Punkten apfyasten
Simplex zusammen mit dessainstlichen Randsimplizes.

Definition: a) Ein (endlicher) geometrischer simplizialer Kompl&x
ist eine endliche Menge von Simplizes aus einem feRfémit folgen-
den Eigenschatften:

1. Hir jedes Simplex € K liegen auch die@mntlichen Randsimplizes
vons in K.

2. Zwei verschiedene Simplizes alishaben leeren Durchschnitt.

b) Der topologische Raum voR ist
K|=|]scR"
seK

mit der Spurtopologie als Teilmenge vi&¥.

Die zweite Bedingung an einen Komplex besagt anschaulitdr-in
pretiert, dal3 wir Simplizes nur entlang gemeinsamer Ramulsies
aneinander setzeruiden; Komplexe wie die unten eingezeichneten sind
also nicht zuhssig.

S

Die Topologie besclankt sich keinesfalls nur auf endliche simpliziale
Komplexe; da wir aber keine unendlichen Komplexe brauckeihhier
die Endlichkeit stets vorausgesetzt werden. Da ein sinajéiz Kom-
plex mit jedem seiner Simplizes auch dess@mitiche Randsimplizes
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entralt, entlalt er auch dessen Abschlyl;| ist daher auch die Vereini-
gung allers mit s € K. Da abgeschlossene Simplizes kompakt sind,
folgt aus der vorausgesetzten Endlichkeit vidndaher insbesondere,
daf3| K| stets eine kompakte Menge ist.

Definition: Ein kompakter topologischer Raukhheil3ttriangulierbar,
wenn es einen simplizialen Komplégx und einen Horaomorphismus
fi1K| — X gibt.

Somit ist beispielsweise die-dimensionaléd/ollkugel

i z? < 1}
i=1

triangulierbar, denn sie ist haromorph zu einem abgeschlossemen
Simplex, und dieses wiederum gehzu jenem KompleX, der aus dem
zugeldrigen offenem-Simplex und desseramtlichen Randsimplizes
besteht. Auch der Rand vag", die (n — 1)-Splare

y 2 =
;xl 1}

Ist triangulierbar; hierzu fissen wir einfach das einzigeSimplex aus
dem KomplexK herausnehmen.

B" = {(:L'l,...,xn) eR"

gn—1= {(xl, ...,x,) R

Auch der Torus ist triangulierbar: Wir konstruieren ihn agigem
Rechteck, bei dem gegéberliegende Seiten identifiziert werden. Zur
Zerlegung in Dreiecke reicht es nun aber nicht, das Reclaiat&ch in
zwei Dreiecke zu zerlegen: Durch die Identifikation gagerliegender
Seiten werden schlie3lich alle vier Eckpunkte des Reclkteakeinem
einzigen Punkt des Torus, die beidddreiecke” haben also auf dem
Torus nur noch eine einzige Ecke, die zudem noch beiden gesarai
ist. Es reicht auch nicht, wenn wir jede Kante des Rechtacési Mitte
unterteilen: Ist etwal B die obere Kante und/ deren Mittelpunkt, so
haben nach der Identifikation vohmit B die beiden Kanted M und
M B auf dem Torus beide die gleichen Endpunkte, véttén also dir
zwei Ecken gleich zwei Kanten, die diese verbinden. Um diesez-
meiden, niissen wir jede Kante mindestens in drei Téitste zerlegen,
das Rechteck also in neun Teilrechtecke. Diegenlen wir dann durch
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eine Diagonale in jeweils zwei Dreiecke zerlegen und eehadb einen
simplizialen Komplex aus 18 Dreiecken.

Beim Zahlen der Kanten tissen wir auf Identifizierungen achten: Von
den vier senkrechten Strichen, die jeweils dreifach uailerverden,
sind der erste und der letzte auf dem Torus identisch, als agb
dort nur 3x 3 = 9 Kanten, die senkrechten strichen im Rechteck
entsprechen. genauso gibt es auch nur neun Kanten zu wategrec
Strichen und zu#zlich noch die neun Diagonalen. Insgesamt haben wir
somit 27 Kanten, die wir zum Beispiel durch die im Bild etwasker
eingezeichneten Kanten im Rechteck Bsgantieren &nnen.

Bleiben noch die Ecken. Da Oberkante und Unterkante sowle li
und rechte Kante des Rechtecks identifiziert werd@rfed wir jeweils

nur eine davonahlen und kommen so auf neun Ecken; auch hier sind
Repi@asentanten fett markiertilFdiese Triangulierung ist somit

# Ecken— # Kanten + # Fhchen = 9- 27+ 18=0;

hier gilt also der BLERsche Polyedersatz nicht. Wir werden allerdings
Im nachsten Kapitel sehen, daik fiede Triangulierung des Torus die
obige alternierende Summe verschwindet, so dafl} wir aucheme
Gesetzraligkeit haben.

Da je zwein-Simplizes homomorph sind, ist estf die Topologie
eines simplizialen Komplexes irrelevant, wo seine EckeiRihliegen;
wir missen nur sicherstellen, dal3 sich keine zwei Simplizesesdén.
Dies kann im Einzelfall durchaus schwierig sein; deshallilemowir

simpliziale Komplexe auch abstrakt ohne Bezug zu ei&rdefinieren.
Auch hier beschanken wir uns wieder auf endliche Komplexe:
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Definition: Einabstrakter simplizialer Komplast ein Paark = (£, .5)
aus einer endlichen Menge, deren Elemente al&ckenbezeichnet
werden, sowie einer Meng8 C ‘B(£) von nichtleeren Teilmengen
von E, die mit einer Menger € S auch jede nichtleere Teilmenge
vono entralt. Eine ¢ + 1)-elementige Menge < S wird alsabstraktes
g-Simplexbezeichnet.

Natirlich konnen wir jedem geometrischen simplizialen Kompl€x
einen abstrakten simplizialen Komplex zuordnen: Wir netaie Men-
geFE aller Ecken vorK und ordnen jedem Simplex vdi als abstraktes
Simplex die Menge seiner Ecken zu.

Weniger offensichtlich ist, daf3 wir auch jedem abstrakierpizialen
Komplex 8 einen geometrischen zuordnetrken: Dazu sei die An-
zahl der Ecken votR. Wir wahlen imR"™ irgendwelchen Punkte mit
linear unabBngigen Ortsvektoren und ordnen jeder Ecke einen dieser
Punkte zu. Wegen der linearen Unablgigkeit der Ortsvektoren ist jede
Teilmenge dieser Punktmenge in allgemeiner Lage; fall§eienenge
zur Eckenmenge eines Simplex atigelort, spannen die entsprechen-
den Punkte daher ein Simplex der richtigen Dimension agfijdian den
Komplex K aufnehmen. Ebenfalls wegen der linearen Urailgigkeit
konnen zwei verschiedene solche (offene) Simplizes auctekunk-

te gemeinsamen haben; zwei abgeschlossene Simplizesdaisech
also lochstens in einem gemeinsamen Randsimplex. Auf diese Weise
konnen wir jedes abstrakte Simplex agfisls geometrisches Simplex
in R™ realisieren und erhalten einen geometrischen simpliziglem-
plex K. (Im allgemeinen wird es néatlich geometrische Realisierungen
auch schon in Rumen mit erheblich niedrigerer Dimension geben; in
der Tat kann man mit etwas mehr Aufwand zeigen, dal’ ein &bstra
simplizialer Komplex, der kei-Simplex mitg > n enthalt, durch
einen geometrischen simplizialen Komplex®3"*! realisiert werden
kann. Da uns topologischea®me in erster Linienabkangigvon einer
Einbettung in einen umgebenden Raum interessierten, kibhtder
Aufwand fur diesen umfangreicheren Beweis jedoch nicht.)



Kapitel 6
Die Homologie simplizialer Komplexe

In diesem Abschnitt wollen wir einem simplizialen Kompldxedsche
Gruppen und damit auch Zahlen zuordnen, die uns Informatigher
die Geometrie des Komplexes geben. Wie wir am Ende seheremnerd
hangen diese Daten nicht vom simplizialen Komplex ab, sondervon
dessen topologischer Realisierung; sie geben also echteagaesche
Information.

Beginnen wir mit einigen Aussageiiber abelsche Gruppen. Eine
abelsche Gruppe ist bekanntlich eine Gruppe, deren Gropgeation
kommutativ ist; wir beschreiben diese Operation durch dashén,+
und nennen das neutrale Element Null. Auf einer abelschepgaA
gibt es eine nairliche Operation des Ringé der ganzen Zahlen:UF
A € Z unda € A setzen wir

a+---+a (X Faktoren) fuar\ >0

da=<¢0 furaA=0 .
—((=N)a) furA <O

In volliger Analogie zu den Vektorraumaxiomen gilt:
AMa+b)=Xa+ )b
A+ wa = Xa+ pa
la=a und (=0.

Wir nennen eine Teilmendg:4, . . . , a,.} einer abelschen Grupfiaear
unablangig,wenn gilt: Eine Beziehung der Form

)\1a1+"'+)\,ra/,r=0

kann nur gelten, wenn allg, verschwinden. Die maximale &thtigkeit
einer linear unakdngigen Teilmenge voA heil3tRang vonAd und wird
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mit rg(A) abgekirzt. Beispielsweise ist der Rang einer endlichen abel-
schen Gruppe stets Null, denirfedesa € A gibt es ein\ € Z \ {0},

so dal\a = 0 ist. Beispiele ifir Gruppen mit positivem Rang sind die
freien abelschen Gruppertine abelsche Gruppd heil3tfrei, wenn

sie isomorph ist zu einer der Gruppgh fur einr > 0, das auch un-
endlich sein kann. Offensichtlich hat eine solche GruppeRiEng- mit

den Urbildern der Einheitsvektoren,@,0,...), (0,1,0,...) als Ele-
menten einer maximalen linear unaoigigen Teilmenge. Allgemeiner
bezeichnen wir zu beliebiger vorgegebener Menfjelie Gruppe

ZM = @ Zm
meM

alsfreie abelsche Grupp@ber M. Die Elemente dieser Gruppe lassen
sich also als endliche Linearkombinationen der Elemente ¥6
schreiben. Die freie abelsche Grugjgzer der leeren Menge soll dabei
einfach die triviale Grupp¢0} sein.

In volliger Analogie zur Situation bei den Vekt@umen gilt:

Lemma: Alle maximalen linear unaldngigen Teilmengen einer abel-
schen Gruppel haben die gleiche klchtigkeit.

Beweis:{ay, a,, ...} und{b;,b,, ...} seien zwei maximale linear un-
abhangige Teilmengen voA. Dann entilt A die Untergruppe

U=Za, ®Zay®--- <A,
und natirlich laldt sichU einbetten in defR-Vektorraum
V=Ra;®Ra,d--- .

Da diea, eine maximale linear unabhgige Menge bilden, mul3 es zu
jedemb, ein \; # 0 geben, so daB;b; in U liegt; insbesondere bilden
die \;b, also eine linear unalamgige Teilmenge voW, die wegen ihrer
Maximalitat in A sogar eine Basis vovi sein muf3. Da alle Basen eines

Vektorraums die gleiche Bthtigkeit haben, ist der Satz bewiesen..

Korollar: Flr eine Untergrupp€ einer abelschen Gruppégilt:
rg(A/U) = rg(A) — rg(U).
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Beweis:Erganze eine maximale linear unabigige Teilmenge voby

zu einer maximalen linear unahihgigen Teilmenge voA; die Restk-
lassen der neu hinzukommenden Elemente bilden eine maximaar
unablangige Teilmenge vod /U .

Zum Schlul3 sei noch der Volimdigkeit halber de6truktursatz iir
endlich erzeugbare abelsche Grupmargegeben:

Satz: Jede endlich erzeugbare abelsche Gruppe vom Rasgiso-
morph zu einer Gruppe der Form

zm o Pz/p;
1=1

mit eindeutig bestimmten Primzahlpotenzgn.

Dieser Satz ist ein Korollar dédementarteilersatzesiir seinen Beweis
sei auf Vorlesungeiiber (kommutative) Algebra verwiesenirdiese
Vorlesung wird er nicht beitigt.

In der Topologie treten abelsche Gruppen meistomplexerauf:

Definition: Ein Kettenkompleist ein Systent von abelschen Gruppen
Cq, g > 0, zusammen mit Homomorphism@g: Cq — Cq_l derart,
dag, ; o9, = O ist fur alle . Dabei setzen wir formal’_; = 0
undg, = 0. Die Elemente vo, heil3eng-Ketten,die Abbildungery,
heilerRandabbildungerkineg-Kettec heildtg-Zyklus wenng, (c) = 0
ist; sie heilstg-Rand,wenn sie im Bild vonC,, liegt. Insbesondere
ist jederg-Rand eing-Zyklus, dennd, o d,,; = 0. Die Gruppe aller
q-Zykeln vonC wird mit Z_(C) bezeichnet, die deFRander mitB (C).
Die Faktorgruppe

H,(C) = Z,(C)/B,(C)

heil3tg-te HomologiegruppeonC.

Dad, nur aufC, definiert ist, werden wir anstelle vai) (c) im Alige-
meinen einfacld(c) schreiben, denn der Indexist durchc eindeutig
bestimmit.
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Wir wollen nun jedem abstrakten simplizialen Komplex K eirtéet-
tenkomplexC(K) zuordnen. Dazu iiissen wir zuachst die Simplizes
von K orientieren:

Definition: Eine Orientierung eines abstrakten Simpley;, .. ., v, } ist

eine Festlegung der Reihenfolge der Reihenfolgevgdéis auf gerade
Permutationen. Ein orientiertes Simplex,[. .., v, ] ist ein Simplex

{vg - -, v, zusammen mit der Orientierung, zu der die angegebene
Reihenfolge dern, gelbrt.

Offensichtlich hat also jedeg-Simplex mitq # 0 genau zwei ver-
schiedene Orientierungen.

Fur den Rest dieses Paragraphen wollen wir annehmen, daflletar s
eine Orientierung der@ntlichen Simplizes von K vorgegeben haben.

Definition: C, (K), die Gruppe deg-Ketten von K, ist die freie abelsche
Gruppetiber der Menge dej-Simplizes von K.

Ist o ein orientiertes Simplex aus K unddasselbe Simplex mit der ent-
gegengesetzten Orientierung, so identifizierenamnit der Kette—o'.

Es ist klar, dal3 die Homologie von K nicht von der vorgegebebeaen-
tierung der Simplizes al@mgt: Eine andere Orientierung bedeutet nur,
dal3 wir andere Basen derselben Kettengruppen betrachten.

Um Randabbildungen definieren zarknen, niissen wir zuachst wis-
sen, was der Rand eines orientierge8implex ist. Wir definieren

q
8q[UO7 s 7/Uq] d:ef Zo(_l)z[vm s 77/}\1'7 s ,Uq],

wobei das Dacliberv, bedeuten soll, dal? diese Ecke ausgelassen wird:

[Vo, -+ -5 Dy -5 0] d:ef['U0>---7vi—1>'Uz‘+1>--qu]-

Die (¢—1)-Ketted, [vy, . . . , v, ] hangt nur von der Orientierung des Sim-
plex ab, nicht von der genauen Reihenfolgewge¥ertauschen wir zwei
Eckenv, undv, soandert by, . .., v;,...,v,] furi Z r, s seine Orien-

tierung, wird also mit 1) multipliziert. Fir ¢ = r oders werden die
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beiden Randsimplizes miteinander vertauscht und slty(~*~* mul-
tipliziert, denn wir brauchen — s — 1 Transpositionen um,. bzw. v,
wieder auf seingrichtige Position zu bringen. Aul3erdem wird aber
auch der Vorfaktor £1)" noch mit (-1)"~* multipliziert, insgesamt
gesehen wird also jedes Randsimplex mitL{ multipliziert und damit
der gesamte Rand. Da sich jede gerade Permutation als RPreidek
geraden Anzahl von Transpositionen schreilist,| folgt die Behaup-
tung.

Damit konnen wir allgemein die Randabbildudyg fur g-Ketten defi-
nieren:

[ — O
- Y Ao Z)‘z@q((f@')'

Lemma: 9, ,09,=0.

Beweis:Es geriigt natirlich, dies fir jedesg-Simplex einzeln nachzu-
rechnen:

8(]—1 (@) 8q[vo, Ce ,'Uq]

=0,1 (Dl 0,)
=Y (10, 4lvg,- - By -, 0,]
_ ZZ(_l)i+j[Uo7_,_,{)\j7...,{);-,...,Uq]

i §<i
+ZZ(—1)i+j_l[vo,...,@,...,ﬁj,...,vq]
i g>i
:ZZ(_l)i+j[U07"-77/)}7-"7@7"'7vq]
i j<i
> D vg Ty D0,
J 1<y

=0.
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Damit haben wir also jedem abstrakten simplizialen Komexinen
KettenkomplexC'(K) zugeordnet; seine Zykeln @&der und Homologie
bezeichnen wir kurz auch als ZykelnaRder und Homologie von K.
Insbesondere schreiben wir aughy(K) fur H,(C(K)). Der Rangg,
von H (K) wird als ¢-te BETTI-Zahl des simplizialen Komplexes K
bezeichnet.

Beispiel 1: Die Kreislinie: K sei ein abstrakter simplizialer Komplex,
dessen topologische Realisierung die Kreisl§tiést. Ein solcher Kom-
plex ist geometrisch gesehenimdich nichts anderes als der Kantenzug
einesn-Ecks. Wir orientieren die 1-Simplizes so, daf} jede Eckeobw
Anfangspunkt als auch Endpunkt einer Kante ist; wenn wirQiigen-
tierung einer Kante willldrlich vorgeben, ist dadurch die Orientierung
aller weiteren Kanten eindeutig bestimmt.

Da es in K keineg-Simplizes mitg > 2 gibt, ist alsoH (K) = 0 fur
q > 2, wir missen also nuH(K) und H,(K) berechnen,

Offensichtlich ist jedes 0-Simplex ein Zyklus, defjist ja nach Defi-
nition gleich der Nullabbildung, und die Differenz zweieiSimplizes
ist ein Rand, amlich der Rand eines zusammanhenden Kantenzugs,
der die beiden Punkte miteinander verbindet. Alsolisizivei Nullsim-
plizeso, undo; die Ketteo, — o, ein Rand undB,(K) ist gerade der
Kern der Abbildung

Zo(K) = Co(K) = Z; > Noy = > A,
d.h. Hy(K) = Z.

Eine 1-Kette kann nur dann ein Zyklus sein, wenn sie mit jeder
Kante auch deren Voanger- und Nachfolgerkante mit genau glei-
cher Vielfachheit enthlt; ist alsoc die Summe aller 1-Simplizes, so
ist Z,(K) = Zc. Da es keine 2-Ketten gibt, gibt es auch keinedn@er,
d.h. H,(K) = Z,(K) = Z.

Beispiel 2: Der Torus: Sei K eine seiner Triangulierungen. Da der
Torus alsR?/Z? geschrieben werden kanrgRt sich K durch peri-
odische Fortsetzung zu einer Triangulierungdér Ebene fortsetzen.
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Genauer: Das Urbild eingsSimplex ausK | unter der Quotientenabbil-
dungR? — R?/Z2 zerfallt in unendlich vielg-Simplizes, und die Men-

ge aller so erhaltener Simplizes bildet eine TrianguligruonR?. Den
zugeldrigen abstrakten simplizialen Komplex bezeichnen wir kit
und wir wahlen die Orientierungen seiner Dreiecke so, dal3 sie alle im
Uhrzeigersinn durchlaufen werden. Dies definiert dann aicé Ori-
entierung der Dreiecke aus K, denn die verschiedenen W@rbdahes
solchen Dreiecks gehen durch Parallelverschiebung aarsgen her-
vor, sind also in K konsistent orientiert. Die Kanten seien irgendwie
orientiert.

Wie ublich (?) ist auch hier wiede,(K) = Z, gehen wir also gleich
zu H,. Ein 1-Zyklusz von K ist eine endliche Summe von geschlossenen
zusammenangenden Kantefigen auf K; betrachten wir einen davon.
0.B.d.A. sei die Identifikation des Torus nii®/Z? so gevahlt, daR
das Bild von (Q0) eine Ecke von: ist. Dann &f3t sichz liften zu
einem zusammerdmgenden Kantenzugin K’, der in (Q0) beginnt
und in einem Punktr(,m) € Z? endet. Seierc; und ¢, zwei fest
gewahlte zusammerémgende Kantenme aus Kvon (0,0) nach (01)
bzw. (1, 0), in denen keine Kante doppelt vorkommt und keine Ecke zu
mehr als zwei Kanten géint. Dann ist

d=c—mcy —nc,

ein 1-Zyklus von K, also —wie wir im vorigen Beispiel gesehen haben —
sogar ein 1-Rand, und damitist auch das Bild ¥amK ein 1-Rand. Sind
alsoz; undz, die Bilder vonc; undc, in K, so sindz; und z, 1-Zykeln

mit der Eigenschaft, dal3 eégfleden beliebigen 1-Zyklusvon K ganze
Zahlenn, m gibt, so dak — mz, — nz, ein Rand istH,(K) = Z2 wird
also von derAquivalenzklassen von, und z, modulo den Rndern
erzeugt. Geometrisch gesehen sipdind z, gerade die beiden Kreise,
deren Produkt der Torus ist.

Ein 2-Zyklus, schlie3lich, muf3 auch hier wieder mit jedemeiBck auch
dessen@mtliche Nachbarn enthalten, und da K ein endlicher Komplex
ist, ist das auch iglich: Der Zyklus muf3 einfach ein ganzzahliges
Vielfaches der Summe aller Dreiecke sein. Da es keiné2eRr gibt,

ist alsoH,(K) = Z,(K) =~ Z.
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In beiden hier betrachteten Beispielen hingen die Homelpgippen
nicht vom simplizialen Komplex K ab, sondern nur vom topasaen

Raum|K|. Im Rest dieses Paragraphen geht es hacptieh um den
Beweis, dal} dies allgemein so ist. Zuershaimte ich aber eine Art
schwache Version desUEERschen Polyedersatzes beweisen:

Satz: K sei ein endlicher simplizialer Komplex der Dimensiandie
Anzahl seineri-Simplizes seix,. Dann ist die alternierende Summe
derq; gleich der alternierenden Summe deatdi-Zahlen von K:

> (e, =D (-1)98,
q=0 q=0

Beweis:Da Z (K) der Kern vond, istund B, _,(K) das Bild, ist
Cq(K)/Zq(K) = Bq—l(K)7

also
o, = 19(C,(K)) = r9(Z,(K)) +rg(B,_1(K)).
Genauso folgt wegeH (K) = Z, (K)/B,(K):

ﬁq = Tg(Hq(K» = rg(Zq(K)) - rg(Bq(K)>‘
Mithin ist
B, = a, —19(B,_1(K)) — rg(B,(K)),
wobei formal B_;(K) = 0 zu setzen ist. Bildet man die alternierende

Summe, so heben sich wegéh (K) = 0 die Range der Gruppen der

Rander gerade weg, womit die Behauptung gezeigew .

Als nachstes wollen wir sehen, daf3 die Homologiegruppen eines si
plizialen Komplexes K nur vom topologischen Ralin ablangen. Die
Beweisstrategie wird folgende sein: Wir betrachtenaalnst spezielle
Unterteilungen von endlichen simplizialen Komplexen uedyen, dal
eine solche Unterteilung eines Komplexes dieselbe Honmlogt wie
der Komplex selbst. Dann folgern wird, daf’ dies auch nachalige-
meinere Unterteilungen gilt und zeigen, daf zwei endlichigpkziale
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Komplexe eine gemeinsame verallgemeinerte Unterteilurdydamit
die gleiche Homologie haben. Dies beweist den Satzkbmpakte
RaumelK|.

1. Schritt: Unterteilungen

Beginnen wir mit Unterteilungen. Der Bequemlichkeit halbebeiten
wir im Rest dieses Paragraphen m@ometrischemsimplizialen Kom-
plexen, alle Simplizes sind also geometrische Simplizesinem fe-
stenR” . Da jeder abstrakte simpliziale Komplex K eine geometigsch
Realisierungk’ hat, bedeutet dies keine Einséghkung der Allgemein-
heit.

Umgekehrt bestimmt ein geometrischer simplizialer Komplé auf
eindeutige Weise einen abstrakten simplizialen Komple®& wir im
weiteren Verlauf dieses Paragraphen haagtich mit geometrischen
simplizialen Komplexen arbeiten werden, bezeichnen wer ldetten,
Zykeln und Randern von K auch als Ketten, Zykeln undriRler vonk’
und setzert/ (K) = H,(K). Da sich der Leser hoffentlich schon bish-
er alle Ketten als Aneinanderreihungen von geometrischiepl&zes
vorgestellt hat, sollte dies zu keiner Verwirrurighfen.

Definition: Ein (geometrischer) simplizialer Komplekx heil3t Un-
terteilung des Komplexe&’, wenn|L| = | K| ist und wenn esiir jedes
Simplext ausL ein Simplexs ausK gibt, so dal C s ist.

Man beachte, dal? die beiden Simplizasdt¢ nicht die gleiche Dimen-
sion haben rassen: Wenn wir das verlangen wollte@tte L. genau die
gleichen Ecken wid{, und es vare L = K.

Es gibt eine kanonische dglichkeit zur Unterteilung eines geometri-
schen simplizialen Komplexes, dmaryzentrische Unterteilundzrin-
nern wir uns daran, daf3 d&chwerpunkeines Simplexs mit Ecken
Py, ..., P, der Punkt

b(S) = i

P.
qg+1

q
7
1=0

ist und definieren wir
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Definition: Die erste baryzentrische Unterteilung eines geometrische
simplizialen KomplexesK ist jener KomplexK’, dessen Ecken die
Schwerpunkte derasntlichen Simplizes voik sind und dessen Sim-
plizes aufgespannt werden von Punkigg), . .., b(s,), wobei s, ein
beliebiges Simplex voK ist unds,,, fur jedes ein echtes Randsimplex
(nicht notwendigerweise in Kodimension eins) vgnist.

Da jedes Nullsimplex sein eigener Schwerpunkt ist, kommeheson-
dere auch alle Ecken vdii unter den Ecken voA” vor. Dieg-Simplizes
(b(so), - - -,b(s,)) mit ¢ > 0 sind echte Teilmengen vos,, da sie
hochstensine Ecke vons, enthalten knnen.b(sy), . . ., b(s,) sind in
allgemeiner Lage, denn sie sind konvexe Linearkombinatiater Eck-

en vons,, und jedes(s;) hangt von mindestens einer Ecke mehr ab als
die folgender(s;), eine nichttriviale lineare Beziehung zwischen den
b(s;) ware also automatisch auch eine nichttriviale lineare Bemg
zwischen den Ecken vas, und die kann es nicht geben. Also ist

ein Komplex und somit ein Unterkomplex vat.

Vollig analog kbnnen wir fir jedesn € N die n-te baryzentrische
Unterteilung K™ von K rekursiv definieren durctik™® = K’ und
K™ = g0 Der wesentliche Punkt des Beweises, daR die Homolo-
gie eines Komplexes nur von seiner topologischen Realisgeablangt,
besteht darin, zu zeigen, daR diglichenk ™ gleiche Homologie
haben.

Wir zeigen dies zuachst in einem ganz einfachen, aber wichtigen Fall:
fur die baryzentrische Unterteilung eines einzelnen Sirple

2. Schritt: Die Homologie von Kegeln

Der Komplex K bestehe aus einem Simplexund dessenantlichen
Randsimplizes, und<’ sei seine erste baryzentrische Unterteilung.
K’ hat einen Unterkomplek, der aus jenen Simplizes vdq’ besteht,
die auf dem Rand vos liegen. Jedes Simplexvon K’, das nicht zuL
gehort, hat den Schwerpunk(s) vons als Ecke, denn das ist die einzige
Ecke vonK’, die nicht inL liegt. Zu einem solchen Simplexgibt es
daher ein Simplex = <P1, e ,Pq> ausL, so dald sichi in der Form
t=b(s) - u = <b(3), P, ... ,Pq>

ef
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schreibendf3t. Diese Situation wollen wir formalisieren und verallge
meinern:

Definition: K sei ein geometrischer simplizialer Komplex®{" und

P sei ein Punkt au®”, der entweder eine Ecke vds ist oder aber
in keinem von einem Simplex aus aufgespannten affinen Unterraum
von RY liegt. Der Kegeluber K mit Spitze P ist jener geometrische
simpliziale Komplexl. = P- K mit Ly = K,U{ P}, desseg-Simplizes
furq > 0 einerseits dieantlicheng-Simplizes vonk sind, andererseits
alle Simplizes der Forn® - s, wobeis ein (¢ — 1)-Simplex vonk ist,
dasP nicht als Ecke hat.

Im obigen Beispiel ist als&’ der Kegeliiber L mit Spitzeb(s).

Im folgenden schreiben wikif eine beliebige Kette = > " \. s,

wobei P - s, = 0 sein soll, wenrP eine Ecke vors, ist.

Wir beweisen nun allgemein, daf’ die Homologie eines Kegeilaltist.

Da die nullte Homologiegruppe eines simplizialen Kompgxamer
zumindest dieAquivalenzklasse eines einzelnen Punktes &@htkann

» rrivialitat® hier natirlich nicht bedeuten, dal3 alle Homologiegruppen
verschwinden, sondern

Definition: Wir sagen, ein KompleX sei azyklisch oder habe triviale
Homologie, wenr (K) = 0 ist fur g > 0 und Hy(K) = Z.

Lemma: Ein KegelL = P - K hat triviale Homologie.

Beweis:Da jede Ecke vorl durch eine Kante miP verbunden werden
kann, ist natrlich Hy(L) = Z. Fur ¢ > 0 hat jederg-Zyklus z von L
eine eindeutige Darstellung = P - ¢ + d, wobeic € C,_4(K) und
d € C,(K). Daher ist

0=0,2=c—P-09, 1c+9,d.

Dabei istc + 0d eine Kette ausk’, keines ihrer Simplizes hat also
den PunktP als Ecke, wohingegen in der Kette- 9, c jedes Simplex
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P als Ecke hat. Daher haben die beiden Ketten kein Simplexigsara,
mussen also beide verschwinden:

ct+9,d=0 und P-9,_,c=0.
Nach der ersten dieser Gleichungen ist
z=P-ctd=d—P-0,d=0,,(P-d)

ein Rand, wie behauptet. .

Korollar: Der Komplex, der aus einem Simplexund dessenantli-
chen Seitensimplizes besteht, hat triviale Homologie.

Das ist klar, dennifr jede EckeP von s laRt sichs als KegelP - s’
schreiben, wobei’ das P gegeniberliegende Simplex ist, oder auch
einfach alsP - 0s.

3. Schritt: Simpliziale Abbildungen und Kettenabbildungen

Zum Vergleich der Homologie zweier simplizialer Komplex&issen
wir Abbildungen zwischen diesen Komplexen betrachten uesedauf
die zugelirigen Kettenkomplexe und Homologiegruppen fortsetzen.
Der natirliche Abbildungsbegrifffir Abbildungen zwischen Komple-
xen ist folgender:

Definition: Eine simpliziale Abbildung zwischen zwei simplizialen
KomplexenZ und K ist eine Abbildungy: L, — K, von der Men-
ge L, der Ecken vorl in die MengeK, der Ecken vonk derart, daf3
die Ecken eines jeden Simplexon L auf (nicht notwendigerweise ver-
schiedene) Ecken eines Simplex uldrabgebildet werden. Das kleinste
Simplex aug. mit dieser Eigenschaft bezeichnen wir m(ts).

Eine simpliziale Abbildungy: Ly, — K, definiert eine Abbildung
¢:|L| — |K]| durch lineare Fortsetzung in das Innere der Simplizes:
Jeder Punki” € |L| ist innerer Punkt eines Simplex vanund &f3t
sich daher als konvexe Linearkombination A\, P, von dessen Ecken
F,, ..., P, schreiben; wir setzen

B(P)=)_ Np(Py).
1=0
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w induziert auch eine Abbildung zwischen den Kettenkompie3Ey)
und C(L), aber dazu riassen wir zuachst definieren, was eine solche
Abbildung sein soll:

Definition: Eine Kettenabbildungp:C — D zwischen zwei Ket-
tenkomplexerC = {C,,0,} undD = {D,,0,} ist ein System von
Abbildungeny, :C, — D, derart, dafgo, ; 0 9, =9, o ¢, Ist.

Versuchen wir also, der simplizialen Abbildugg K, — L, eine Ket-
tenabbildung7C(K) — C(L) zuordnen. Dabei stol3en wir auf das Prob-
lem, dal? eine simpliziale Abbildung ein Simplex vnauf ein Simplex
von L mit niedrigerer Dimension abbilden kann. Wie sich zeigerdwi
verlieren wir nichts, wenn wir solche Simplizes einfachdgeren; wir
definieren alsap(s) fur ein g-Simplex s mit EckenF, ..., P, aus K

als Null, falls die Punkteo (1), . . ., »(F,) nicht paarweise verschieden
sind, und sonst als das von ihnen aufgespag8enplex vonL. Durch
lineare Fortsetzung auf die Kettengruppe erhalten wirukaeinen Ho-
momorphismus

By C) = Co(L); Y Nisi = > ABy(sy) -
Beim Nachweis, dal3 dies in der Tat eine Kettenabbildungastyen wir
uns auf ein einzelnes Simplexaus K zu beschiinken; dessen Ecken
seienF, ..., P,. Falls allep(P,;) verschieden sind, gibt es keinerlei
Probleme. Wenn zwei Punkfe unde ubereinstimmen, is,bq‘(s) =0,
also auch?, (3,(s)) = 0; wir miissen zeigen, daR augh _7(9,(s))
verschwindet. Br alle Randsimplizes, in denen sowahlals auchP;
vorkommen, ist das klamq”_l(aq(s)) enthalt also lochstens die beiden
Randsimplizes, in denen(F;) bzw.o(P;) gestrichen wird. Diese beiden
sind aber gleich und treten mit entgegengesetztem \Vorzeriekf, da
der Vorfaktor den Beitrag-{1)“~7) liefert und die Transposition den
Beitrag (-1)*~7~Y. (Man vergleiche mit der Rechnung, die zeigte, daf
der Rand eines Simplex nur von der Orientierungeadajt.)

Als nachstes brauchen wir Abbildungen zwischen den Homologpegr
pen; die gibt esiir jede Kettenabbildung nach dem folgenden

Lemma: Eine Kettenabbildung:C — D induziert Homomorphismen
0. H,(C) — H, (D) fur alleg > 0. Isty:D — & eine weitere
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Kettenabbildung, soistauelo ¢:C — £, das System der Abbildungen
¥, © p, €ine Kettenabbildung, und(e ¢),, = ¥, © v,

Beweis:Jedesh € H (C) hat einen Reg@sentanten € Z (C); wir
wollen ¢, (h) als die Homologieklasse vop, (z) definieren. Dies ist
wohldefiniert, denn wegen

8(,] (QOq(Z)) = acll © QOq(Z) = Spq—l © 8q('z) = Spq—l(o) =0
liegt ,(2) in Z (D), und wenn wir anstelle vorr einen anderen

Rep@asentanten’ nehmen, so unterscheiden sichind 2’ durch einen
Rand, d.hz’ = z + J,,4(c) fur eine Ketter € C,,; und

Pa(2) = 04(2) + 04 (04+2(0)) = g (2) + 01 (Pgua(c)),

©,(2) und<pq(z’) unterscheiden sich also nur um einen Rand und definie-
ren daher die gleiche Restklasseip(D). Die restlichen Behauptungen

sind trivial. .

Da somit jede Kettenabbildung Homomorphismen zwischenHien
mologiegruppen induziert, induziert auch jede simplidbbildungy
Homomorphismem, , die wir der Einfachheit halber ajs, , schreiben.
Natirlich giltauch hier wiederiir z-usammengesetzte Abbildungeny,

dad (o )., = ., © o, ist

4. Schritt: Benachbarte Abbildungen und Kettenhomotopien

Hier geht es um hinreichende Bedingungerudafal? zwei Kettenabbil-
dungen die gleichen Homomorphismen auf der Homologie iieden.

Definition: a) Zwei simpliziale Abbildungew, v: C(K) — C(L) zwi-
schen den Kettenkomplexen zu den simplizialen Kompleennd L
heil3en benachbart, wenn es zu jedeBimplexs von K ein Simplext
von L gibt, so daf3o(s) undi(s) beide Randsimplizes vansind.

b) Zwei simpliziale Abbildungenp,y:C(K) — C(L) zwischen den
Kettenkomplexen zu den simplizialen Komplex&rund L heil3erahn-
lich, wenn es zu jedem-Simplex s von K einen Unterkomplex.(s)
von L gibt, so dal} gilt:

1. L(s) hat triviale Homologie.
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2. Hirjedes Simplex von K liegen sowohlp(s) als auchy(s) in L(s).

3. HIr jedes Randsimplek eines Simplexs aus K ist L(t) ein Un-
terkomplex vonL(s).

c) Zwei Kettenabbildungen, v: C — D zwischen den Kettenkomplex-
enC ={C,,0,} undD = {D,,0,} heiRen homotop, wenn edrfijedes
q > 0 einen Homomorphismug,: C, — D, gibt, so dal gilt:

8(/1+1 © ’Yq + ’Yq—l © 8q = Soq - wq'
Damit dies auchir ¢ = 0 sinnvoll ist, setzen wir formaj_, = 0.

Natirlich sind benachbarte Abbildungahnlich, wir nissen nut.(s)

gleich dem kleinsten Simplex setzen, dgs) und(s) als Randsim-
plizes hat, denn wir wissen schon aus dem zweiten Schrii,Sian-
plizes triviale Homologie haben. Wir wollen nun sehen, dhiliche
Abbildungen homotop sind, und dal3 homotope Abbildungesawan
Kettenkomplexen die gleichen Homomorphismen zwischertHismo-

logiegruppen induzieren.

Lemma: Ahnliche Abbildungenyp, ¢: C(X) — C(L) sind homotop.

Beweis:Wir mussen f@ir jedesg-Simplex s von K eine @ + 1)-Kette
yq(s) ausL angeben, so dal}

8;+1 © ’Yq +7q—1 © 8q - gpq - wq
ist. Die entsprechenden Abbildungenwerden induktiv definiert; we-

gen ihrer Lineartt gerugt es;y, (s) fur ¢-Simplizess anzugebeny, (s)
wird dabei immer sogar eine Kette aus dem Unterkomplgy sein.

Furq = 0, eine Ecke von K also, sindp(s) undvy(s) Ecken des azykli-
schen Unterkomplexeb(s) von L. Da dessen nullte Homologiegruppe
gleichZ ist, mul3 die O-Ketteo(s) — 1(s) Rand einer 1-Kette aubk(s)
sein; diese 1-Kette nennen wig(s). Nach Konstruktion ist

91 0 70(8) = wo(s) — 1o(s),
wie gewinscht.

Seiennuny,, .. ., v, bereits so definiert, dald die geforderte Gleichung
fur alle p-Simplizes mitp < ¢ gilt, und seis ein ¢-Simplex ausk . Fr
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jedes ¢ — 1)-Simplext aus dem Rand vos ist ~y,_,(?) definiert und
liegtin L(t) C L(s). Daher liegt auch,_,(9,(s)) in L(s), genauso wie
w(s) undi(s). Folglich ist

€= 9q(8) = ¥y(8) = Vg—1(94(3))

eine Kette inL(s), sogar ein Zyklus, denn

8(/1(6) = 3(/] 0 p,(s) — 8(/] o1, (s) — 8(/] o fyq_l(aq(s))
= Spq—l © aq(s) _ ¢q—1 © aq(s) o aé © /yq—l(aq(s)>
= (pg-1— Vg1 = 95 075-1) (94(5)),
und das ist nach Induktionsvoraussetzung gleich
Yq—2° 8q—1 © 8q(S) =0.

Da derg-Zyklus c im azyklischen Komplex.(s) liegt, ist er Rand einer
(¢ +1)-Kette aud.(s). Wir setzeny, (s) gleich einer solchen Kette; dann

ist die Bedingung any, nach Konstruktion etfilt.
|

Das zweite Lemma ist noch einfacher:

Lemma: Fur homotope Kettenabbildungen«:C — D stimmeny,,
undz,, fur alleq Uberein.

Beweis:Wir mussen zeigen, daf (z) — v, (z) fur jeden Zyklus: aus
Z,(C) in der Randergruppé, (D) liegt. Das ist aber klar, denn

©a(2) = ¥y (2) = 041 (7,(2) +74-1(0,(2)) = 0pur (7,(2)),

dennd, (z) verschwindetiir einen Zyklus:.
|

Insbesondere induzieren alabinliche Abbildungen die gleichen Ho-
momorphismen auf der Homologie. Um imachsten Schritt zu zeigen,
dafl’ die Homologie eines Komplexes gleich der seiner batyigzehen
Unterteilungen ist, werden wir dies auf eine spezielle Ahbig anwen-
den:
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5. Schritt: Die SPERNERADbDIldung

K sei ein simplizialer KomplexK’ seine erste baryzentrische Un-
terteilung. Als $ERNERADbIildung bezeichnen wirdie* simpliziale
Abbildungw: (K'), — K,, die jeder Ecke(s) von K’ irgendeine der
Ecken vons zuordnet, sowie auch die dadurch auf den Kettengruppen
induzierte Abbildungu: C(K') — C(K).

Wir wollen in diesem Schritt einsehen, dal3 die auf der Homjelo
induzierten Abbildungen

w,q H(K') — H (K)
Isomorphismen sind. Zu diesem Zweck konstruieren wir eiettdfab-
bildungw™: C(K) — C(K') derart, dal,, undw,, fur alleq zueinan-
der invers sind. Die linearen Abbildungefy : C (K) — Cq(K’) wer-
den induktiv konstruiert:

wg : Co(K) — Cy(K") ist diejenige Abbildung, die jede Ecke auf sich
selbst abbildet. & ¢ > 0 sollw, jedesg-Simplexs von K abbilden auf
die Summe aller-Simplizes vonk’, die in s liegen. Formal eridren
wir das folgendermal3enilF eineg-Kettec = >~ A, s, aus einem sim-
plizialen Komplex und eine Eck®, die in keinem der, vorkommt,
definieren wir ein { + 1)-Kette

P‘szA’L‘P.S’D
wobei P - s fur ein orientierteg-Simplexs mit EckenF%,, ... P, das
orientierte ¢ + 1)-Simplex mit EckenP, %), ..., P, bezeichnen soll,
also den Kegelibers mit Spitze P. Mit dieser Bezeichnung soll dann
gelten

w, (s) = b(s) - w,_4 (8q (s)).

Man Uberzeugt sich leicht durch Induktion, daf? dies eine Katheri-
dung definiert, denn

0, (wy () = 0, (bs) - wy_1(9,(5)))

= Wy 1(04(5)) = () Oy (w, _1(0,(5))
Wa1(04(8)) = b(s) - wy_5(0, 10 0,(s))
W, 1 (8q(s)) :
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Ebenfalls durch Induktion folgt, daf3

wy 0wy = de, g

ist, denn @ir ¢ = O ist dies klar, undiir jedesg-Simplexs mit ¢ > 0 ist
w, 0w, (s) =w, (b(s) : wq__l((?qs)) = w(b(s)) : (wq_l o wq__l) (9,5)
= w(b(s)) -0,(s) = s,

weil w(b(s)) nach Konstruktion eine Ecke varist undd, (s) insbeson-
dere auch das dieser Ecke gegieerliegende Randsimplex eath

Die umgekehrte Gleichung

C(Jq_ O wq = idcq(K/)
ist offensichtlich falsch, denn niatich kannw, nicht injektiv sein. Fr
unsere Zwecke gégt es aber, wenn wir anstelle der Gleichheit nur die

Ahnlichkeit der beiden Abbildungen zeigen, und die ist fdat: Ein
Simplexs” ausK’ hat die Form

s’ = <b(s), b(sy), - .. ,b(sq)> ,

wobei dies; Seitensimplizes vonr sind; wir definierenk’(s") als die
Menge aller Simplizes aus’, die ins liegen. Wie wir im zweiten Schritt
gesehen haben, hat dieser Komplex triviale Homologie, raigeliegen
sowohlw, o w, (s") als auch ig ) (s") in K'(s), also sind die beiden
Abbildungenahnlich. Es folgt, daf3 sowohl

Way O W,y  H(K") — H (K')
als auch
W,q O Wiyt H (K) — H (K)

iIdentische Abbildungen sind, also ist
Wit Hog(K) = H, (K)

ein Isomorphismus. Durch Iteration vorPERNERADbildungen folgt
sofort

Satz: Fur jeden simplizialen KomplexXx< und fur jede baryzentrische
Unterteilungk " von K ist H (K) = H (K™).
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6. Schritt: Verfeinerungen endlicher simplizialer Komplexe

Hier kommen wir nun zu der angekdigten Verallgemeinerung des
Unterteilungsbegriffs. Dazu brauchen wir Aahst zwei neue Begriffe
aus der Theorie der simplizialen Komplexe:

Definition: K seiein simplizialer Komplex unéf sei eine Ecke voikx .
Der Stern vorP ist die Vereinigung st(P) der Inneren aller jener Sim-
plizes audy, die P als Ecke haben. Der Link voR ist die Vereinigung
lk - (P) aller Simplizes aust, (P), die P nicht als Ecke enthalten.

Offensichtlich ist der abgeschlossene Steth(P) von P die geo-
metrische Realisierung eines Unterkomplexeg (%Y, und der Link
von P ist geometrische Realisierung eines Unterkomplexeg (IR
von St (P). Weiter ist S} (P) = P - Lk (P) ein Kegel; insbesondere
hat St.(P) also nach dem Lemma aus dem zweiten Schritt triviale
Homologie.

Wenn der zugrundeliegende Komplex klar ist, werden wir ikufft
den IndexK weglassen.

Der Stern vonP ist nach Konstruktion eine offene Menge, und die
Sterne der#@mtlichen Ecken vor bilden eineUberdeckung vonk|.
Verfeinerungen von Komplexen sollen nun so definiert werdef$ sie
Verfeinerungen diesddberdeckung entsprechen. Einen trivialen, aber
niitzlichen Zusammenhang zwischen den Eigenschafteblloemeck-
ungsmengen und der simplizialen Struktur des Komplexdsrtielas
folgende

Lemma: Die EckenF, ..., P, eines simplizialen Komplexe&™ ge-
horen genau dann zu einem gemeinsamen SimplexiA/pwenn ihre
Sterne nichtleeren Durchschnitt haben.

BeweisFalls i, .. ., P, zu einem gemeinsamen Simplex gedn, liegt
dessen Inneres natich im Stern eines jedeF;, also auch im Durch-
schnitt dieser Sterne. Eréth umgekehrin!_sst(P,) einen Punkt), so
mul} dieserir jedes: innerer Punkt eines Simplex mit Eci& sein.
Da jeder Punkt aber nur im Innern eines einzigen Simplexalisgen

kann, gebrt @) zu einem Simplex, das allg, als Ecken hat.
|
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Damit konnen wir nun endlich die Verfeinerungen eines Komplexes
definieren:

Definition: Ein (geometrischer) simplizialer Komplek heil3t Ver-
feinerung eines Komplexek', in ZeichenL < K, wenn|L| = |K|
Ist und wenn es zu jeder Ecigvon L eine Ecke?) von K gibt, so dafl3

st; (P) in st (Q) liegt.

Beispielsweise ist jede baryzentrische Unterteilung &edeinerung;
hier ertalt man@ ausP durch eine 8ERNERADbildung.

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dal} je zwei endlisimpli-
ziale Komplexe, die die gleiche Teilmenge VBA triangulieren, eine
gemeinsame Verfeinerung haben, und dafl} Verfeinerungeyleiahen
Homologiegruppen haben wie der urgpgliche Komplex. Der hier
vorgestellt Beweis mit baryzentrischen Unterteilungat Isich nur dir
endliche simpliziale Komplexe durdhifiren, ab jetzt riassen wir also
Endlichkeit voraussetzen. Um dafein kurzes Wort zu haben, definie-
ren wir

Definition: Eine TeilmengeX ¢ R heiRt Polyeder, wenn sie Vereini-
gung der Simplizes eines endlichen geometrischen siraf@iziKom-
plexes ist.

Ein Polyeder ist also eine Teilmenge &%, die durch endlich viele Hy-
perebenen (mit nicht notwendigerweise gleicher Dimenst@grenzt
wird.

Um nun zu zeigen, daf? die Homologie eines Polyeders nur \asedi
selbst abhngt, nicht aber von einer Triangulierung, brauchen wir zu-
nachst einige metrische Vorbereitungen.

Definition: Die Maschenweitg(K) eines endlichen simplizialen Kom-
plexesk imRY ist das Supremum der Aldstde zwischen zwei Punkten
eines Simplex vork beziglich der Metrik deR”" .

Lemma: p(K) ist das Maximum der Abande zwischen zwei Ecken
eines Simplex aus’.
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Beweis:a sei der goldte Abstand zwischen zwei Eckenirfeinen be-
liebigen Punkt) aus dem Simplex sdP, die am weitesten entfernte
Ecke; dann entit die Kugel mit Radiusi(Q, P,) alle Ecken, also das
ganze Simplex, und somit ist

d(Q, R) < d(Q, F))

fur alle Simplexpunkter. Ist P; diejenige Ecke, die am weitesten von
P, entfernt ist, so gilt aus dem gleichen Grund

also

wie behauptet.

Bei der Konstruktion einer gemeinsamen Verfeinerung wergsdirlich
die baryzentrischen Unterteilungen eine grof3e Rolle spjehsbeson-
dere niissen wir wissen, dald ihre Maschenweite beliebig klein arerd
kann. Dies folgt aus

Lemma: K sei ein geometrischer simplizialer Komplexi&?', dessen
Simplizes alle bchstens die Dimensianhaben. Dann ist

WK’y < T%lu(K).

BeweisDie Maschenweite voR™ ist der gbRte Abstand zwischen zwei
Ecken eines Simplex auk’; seien also zwei solche Ecken gegeben.
Nach Konstruktion vork’ gibt es dazu ein Simplex

S:<Po,...,Pq>

von K und ein Randsimplex von s, 0.B.d.A. das vonF, bis P, auf-
gespannte, so dal3 die gegebenen Ecken die Schwerg@skiedb(t)
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von s undt sind. Der Vektor zwischen den beiden Ecken ist dann

q
b(t) — b(s) = Z b 1

=0

_11p1q
_<p+1_q+1>2;P?_3:1§:}1

(P+1)(q+1)z q+1z

=p+1
(-
g+l \ p+tls=="
=0 1p+1

In der Klammer steht der Verbindungsvektor zwischen einean d
Punkte des SimplexF,, ..., P,) und einem der Punkte des Simplex

(Py41,-- -, P,), von zwei Punkten ausalso, und deren Abstand kann

nicht giolRer sein alg(K). Also ist

d(b(t), b(s)) <

wie behauptet.

q r
——u(K) < —u(K

Damit konnen wir zeigen

Lemma: Fur zwei endliche simpliziale Komplex& und L, fur die
|K| = |L| ist, gibt es stets eine natiche Zahln, so dalR dien-te
baryzentrische Unterteilunfy ™ von K eine Verfeinerung vord ist.
Insbesondere habdii und L eine gemeinsame Verfeinerung.

BeweisDie Sterne der EckeR von L bilden eine offenéJberdeckung
von |L| = |K|. Da|L| wegen der Endlichkeit voil. eine kompakte
Teilmenge eineR?” ist, gibt es zu diesdiberdeckung eineEBESGUE
Zahlé derart, daR jede offene Teilmenge BN miteinem Durchmesser
kleiners in einerUberdeckungsmenge liegt. (Siehe dazu in S5 den Be-
weis, daR eine Teilmenge va@" genau dann kompakt ist, wenn sie
abgeschlossen und besahkt ist.) Aus dem gerade gezeigten Lemma
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folgt, daR wir eine Zahh finden lonnen, so daR(kK ™) < §/2 ist. Da
der Durchmesser eines Sterrighstens gleich der doppelten Maschen-
weite sein kann, isk " eine Verfeinerung voi und erst recht nétlich

von K. _

Satz: Fur zwei endliche geometrische simpliziale Komplgxeund L
mit |K'| = |L| sind H (K) und H (L) isomorph fir alleg.

Beweis:Da L und K eine gemeinsame Verfeinerung habeaniken
wir uns auf den FallL < K beschanken. Danndl3t sich leicht eine
simpliziale Abbildungl. — K angeben: Man ordnet einfach jeder Ecke
P e L, eine Eckel) € K, zu derart, dal3 g(P) C st (Q) ist. Diese
Abbildung definiert Homomorphismen

(L, K), H,(L) — H,(K)

fur alleq, und diese &ngen nur vor, K undq ab, nicht von der simpli-
zialen Abbildungl. — K, denn je zwei solche Abbildungen siatin-
lich, da st(Q) und st0’) nur dann einen nichtleeren Durchschnitt haben
kdnnen, weni))Q’ eine Kante vori ist. Sei num so gevihlt, dark ™
eine Verfeinerung vod ist. Dann istk™ < L < K, und wegen der
Eindeutigkeit vorr ist einerseits (K", K),, = 7(L, K) ,o (K", L),
andererseits aber wird(K(”),K)q von einer lteration von BERNER
Abbildungen induziert, ist also ein Isomorphismus. Darsit auch

(L, K), ein Isomorphismus, und der Satz ist bewiesen.
|

7. Schritt: Simpliziale Approximation von Abbildungen

Wir wissen nun, dafd die Homologie eines Polyeders nicht \emseh
Triangulierung ablngt, sondern nur vom Polyeder selbst. Wir wis-
sen aber noch nicht, dal3 zueinander bomorphe Polyeder wie etwa
der Wirfel und das Tetraeder beide die gleiche Homologie habmah, u
wir kdnnen daher insbesondere noch nicht ydar‘ Homologie der
\ollkugel oder eines anderen krummlinig begrenztémpérs sprechen.
Diese letzte licke schliel3t der siebte Schritt, in dem wir stetigen Abbil-
dungen zwischen Polyedern simpliziale Abbildungen zwascHeren
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Triangulierungen und damit Homomorphismen zwischen demélo-
giegruppen zuordnen und zeigen, dal3 einem &tamorphismus Iso-
morphismen der Homologiegruppen zugeordnet werden.

Definition: K und L seinen simpliziale Komplexe. Eine simpliziale
Abbildung ¢: Ky — L, heil3t simpliziale Approximation der stetigen
Abbildung f: |K| — |L|, wenn fir jeden Punkt € |K | die Bildpunkte
f(x) und|p|(x) in einem gemeinsamen Simplex varliegen.

Lemma: Jede stetige Abbildung: |K| — |L| zwischen zwei kom-
pakten Polyedern hat eine simpliziale Approximatiarik ™ — L fir
hinreichend grol3es.

Beweis: U = {st,(P) | P € Lo} ist eine offeneUberdeckung
von |L|. Die Urbilder derUberdeckungsmengen untgrbilden eine
offene Uberdeckung der kompakten Teilmeng&| von RY; deren
LEBESGUEZah| seid. Wie im letzten Schritt gibt es dann e so
daRu(K™) < §/2 ist, und wir konnen eine Abbildung: K — L,

definieren, indem wi? € K, abbilden auf irgendeity € L, mit

St (P) C fH(st,(Q)).

Dies ist eine simpliziale Abbildung, denn sidd, ..., P, Ecken eines

Simplex ausK ™, so haben die Sterne;st,(P) nichtleeren Durch-
schnitt, und dieser Durchschnitt liegt im Durchschnitt débilder
f(st.(»(P;))), so daB auch dieser Durchschnitt und damit der Durch-
schnitt der st(¢(F;)) nicht leer ist; diep(P;) sind also Ecken eines
Simplex aud..

Schlie3lich isty auch eine simpliziale Approximation vofi, denn
liegt z € |K|imvon F,, ..., P, aufgespannten Simplex, so liegim
Durchschnitt der Sterne d& in K", also liegtf (<) nach Konstruktion
von ¢ im Durchschnitt der Sterne def(P;) in L, also im Simplex,
das vonp(F%), - - - ¢(P,) aufgespannt wird, und genau dort liegt nach

Konstruktion auchy|(z).
|
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Satz: Zu jeder stetigen Abbildung: X — Y zwischen zwei Polyedern
gibt es eindeutig bestimmte Homomorphismen

fagi Hy(X) — H,(Y)
fur alleq. Ist g:Y — Z eine weitere stetige Abbildung nach einem

PolyederZ, soist g o f),, = g., © [, ISt f €in Honmbomorphismus,
so sind allef,, Isomorphismen.

Beweis: K, L seien simpliziale Komplexe, di& undY triangulieren,
undy: K™ — L sei eine simpliziale Approximation vofi Wir setzen
feq = Psq Und niissen zeigen, dald diese Abbildungen nicht ian’.,
n undy abhangen.

Die Unablangigkeit vony bei gegebenenk’, L undn ist klar: Zwar

ist die Definition vony im obigen Beweis alles andere als eindeutig,
aber zwei verschiedene Wahlen versind benachbart und liefern da-
her die gleichen Homomorphismen auf der Homologie. Auchlthe
abhangigkeit vom folgt dann sofort, da man mifeRNERAbbildungen
leicht von einenm zu einem gbl3eren kommen kann.

Ersetzt mank und L durch andere Triangulierungen, so haben diese
nach den Ergebnissen des letzten Schritts gemeinsamerniéztfiegen

mit K beziehungsweisg, es gefgt also, eine Verfeinerung von K

und eine Verfeinerund. von L zu betrachten und zu zeigen, dal3 eine
simpliziale Approximation) : K™ — [ die gleichen Homomorphis-
men definiert. Dies ist aber klar nach dem letzten Schritt.

Die Formel g o f),, = 9., © f., ist ebenfalls (ziemlich) klar, und
da die ldenti&iten aufX undY natirlich identische Abbildungen auf
den Homologiegruppen induzieren, folgt auch, dal3 Bomorphismen
zwischen topologischend&men Isomorphismen zwischen den Homo-
logiegruppen induzieren. .

Damit konnen wir definieren

Definition: Falls es zu dem topologischen Rautneinen abstrakten
simplizialen Komplex K gibt, so daX hombomorph zu|K| ist, defi-
nieren wir dieg-te Homologiegruppe voX als

H,(X) = H,(K).
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Ist Y ein weiterer topologischer Raum, der h@omorph zur topo-
logischen Realisierung eines simplizialen KompleXesei, und ist
f: X — Y eine stetige Abbildung, so definieren wir lineare Abbil-
dungen

fegn H (X) — H,(Y)

wie folgt: | K| und|L| seien geometrische Realisierungen von K dind
dann gibt es Horomorphismerp: |K| — X undo:Y — |L|, die
zusammen miff eine stetige Abbildung

g=oofop:|K[— L]

ergeben. Diese Abbildung hat nach dem gerade bewiesenereifat
simpliziale Approximationy: K™ — L, und wir setzery,, = ¢,

Man kann sich leicht (wenn auch urastllich) davoruiberzeugen, daf3
f«q NUrvon f abrangt.

Die Gruppen#  (X) sind fur kompaktesX bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt, und das soll uns ausreichen. Mit etwas mehr Aufvikamn
man r beliebige topologisched&ime Homologiegruppen definieren,
wobei man zeigen kann, dal3 si@ kompakte triangulierbared&me
mit den hier definierteibereinstimmen.

Natirlich kann man die Homologiegruppen eines kompakten -trian
gulierbaren topologischen Raunmd$ auch dadurch ausrechnen, daf
man einen geometrischen simplizialen Komplkxbetrachtet mif K|
homdomorph zuX und dann die Homologie voR berechnet.

Korollar: Fur jede Triangulierung des Torus mitEcken,k Kanten
und f Dreieckenist — f + k = 0.



Kapitel 7
Anwendungen der Homologietheorie

Als erste und elementarste Anwendun@ahte ich zeigen, daf3 Di-
mensionen zumindest bgyutartigen“ topologischen &imen nur von
der Honbomorphieklasse des Raums ahgen. Beginnen wir mit den
Spharen. Dien-Sphare & laldt sich triangulieren durch einen Kom-
plex K, der aus denantlichen Randsimplizes eines t 1)-Simplexs
besteht. IstL der Komplex, der zu#zlich auch noch das Simplex
enthalt, so hatL, nach dem Korollar aus Schritt 2 im vorigen Para-
graphen triviale Homologie.¥ ¢ < n ist aberH (K) = H, (L), denn

K und L haben @ir i < n genau die gleichei+Ketten, und auch die
Randoperatoren sind gleichiiFg = n ist in L wegen dessen trivialer
Homologie Z,(L) = B, (L), d.h. Z (L) wird erzeugt vom Rands
von s. Da Z,,(L) = Z,(K) ist, K aber keinen-Rander hat, ist also
H, (K) = Z und wir erhalten

Lemma: Die n-Sphare & hat furn > 1 die Homologiegruppen
_JZ furg=0undg=n
Hy(S") { O sonst.

Korollar: Die Sptaren S und S" sind nur dann ho@omorph, wenn
n =m ist.

Beweis:Falls zwei topologische &ime homomorph sind, haben sie
iIsomorphe Homologiegruppen; dies ist abi@r $plaren positiver Di-
mension nach dem Lemma nuirfn = m moglich. Die 0-Splre kann
zu keiner Sphre positiver Dimension hoémorph sein, da sie endlich

(und auch nicht zusammeahgend) ist. .
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Korollar: R™ undR™ sind fur n # m nicht hombomorph.

Beweis:WarenR"™ und R™ isomorph, so ren es auch ihre 14-
XANDROFF-Kompaktifizierungen €. 7. Ubungsblatt, Aufgabe 1). Die
ALEXANDROFFKompaktifizierung vonR™ mit n > 0 ist aber dien-
Sphare $': Identifiziert man den NordpaV von S* mit dem Punkbo,
so wird $' \ {N} Uber die stereographische Projektion tt@mmorph
zu R™. Damit folgt die Behauptunguf positivesn aus dem gerade
bewiesenen Lemma, ufitf als einpunktige Menge kann iiialich nicht

homdomorph zu einem ander&{* sein.
|

Dieses Korollar&f3t sich leicht dahingehend verallgemeinern, daf man
fur gro3ere Klassen topologischeat®me einen unter Hodomorphie
invarianten Dimensionsbegriff edklen kann;iir uns sind jedoch andere
Fragen wichtiger, so dalf3 ich nichhlmer darauf eingehenduhte.

Eine zweite wichtige Anwendung der Homologietheorie singb&nkt-
satze. Ein ndglicher Zugang dazu istdeid#rsche Spursatz, der denE
LERschen Polyedersatz verallgemeinert. Um ihn zu formuligréissen

wir zunachst fir Homomorphismen von abelschen Gruppen eine Spur
definieren,ahnlich zur Spur einer linearen Abbildung zwischen Vek-
torraumen. Da wir uns auf endliche Komplexe beggiken, reicht es,
diese Spuriir endlich erzeugbare abelsche Gruppen zu definieren; sei
also A eine endlich erzeugbare abelsche Gruppe, undfsdi — A

ein Homomorphismus. Weiter s¢v,,...,v,.} eine maximale linear
unablangige Teilmengen vod. Dann sind dief(v;) nicht notwendi-
gerweise darstellbar als Linearkombinationen«gedennf(v,) konnte
endliche Ordnung haben, also scham §ich alleine linear aldngig
sein. Auf jeden Fall ist aber ein ganzzahliges Vielfachgf(v;) eine
Linearkombination dev,, denn sonst @re{v,,...,v,, f(v,)} eine li-
near unab&ingige Menge. Daheidkinen wir schreiben

nzf(v Za/lj j

Falls f(v,;) endliche Ordnung hat, ist dabei ddich n, f(v,) = 0, also
verschwindeta,; = O fur alle j. Offensichtlich sind die Quotienten
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c;; = a;;/n; unablangig von der Wahl vom,, die Matrix (c;;) hangt
also nur ab vory und wir bezeichnen ihre Spur als Spur vfin

Spur(f) ot Z Cii = Z i/ -
i=1 i=1

Dies ist gerade die Spur jener Abbildugfg die ausf entsteht durch
Fortsetzung auf deR-Vektorraum mit Basigv;, . . ., v, }, Sie entspricht
also dem, was wir aus der linearen Algebra gewohnt sind. Aesedh
Grund ist sie auch unabhgig von der Wahl der,, denn die Spur
einer linearen Abbildung zwischen Vektaumen ist die Summe der
Eigenwerte dieser Abbildung und damit unablgig von der Basis.

Definition: f: X — X sei eine stetige Selbstabbildung des kompakten
triangulierbaren Raum&, und f, , seien die auf der Homologie voxi
induzierten linearen Abbildungen. Die€EEscHETzZahl von f ist

A(f) =D (-1)yspur(f,,).

q=>0

In volliger Analogie zum Beweis desUeERschen Polyedersatzes folgt
nun der

Spursatz vonHoPE ¢:C(K) — C(K) sei eine simpliziale Selbstab-
bildung des endlichen simplizalen Komplex&s Dann ist

> (=1y'spurfe,) = Al)).

q>0

BeweisZunachstiberlegt man sich leicht, dal3 jeder Homomorphismus
abelscher Gruppeh: A — A, der die Untergruppés auf sich selbst
abbildet, ein Homomorphismus A/B — A/B induziert und daR gilt

Spurg) = Spurfy ) + Spur@).

Nun geht alles genauso weiter wie beimaLERschen Polyedersatz: Da
Z,(K) der Kern vong, ist undB,_,(K) das Bild, ist

Cy(K)/Z,(K) = B, _4(K),
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also
Spurfp,) = Spur(oq|zq(|<)) + Spr(&q_HBq,l(K))v

und auf Grund der Definitio#/  (K) = Z (K)/B,(K) ist

Spurfe,| ;. (K)) = Spur(y., ) +Spurf,, 5 (K))
= Spur(pl.,) + Spure, 5_K))-
Mithin ist
Spur(gl.,) = Spurlp,) — Spurle, 15 K)) — SPUr, . (K)):

wobei formal B_;(K) = 0 zu setzen ist. Bildet man die alternierende
Summe, so heben sich wegéh (K) = 0 die Spuren auf den Gruppen
der Rander gerade weg, womit die Behauptung gezeigew

Der folgende Satz erlaubt es in vieleallen, die Existenz eines Fix-
punkts zu zeigen:

Satz: Falls die stetige SelbstabbildunfgX — X des kompakten tri-
angulierbaren RaumX keinen Fixpunkt hat, isf\(f) = O.

Beweis: K sei ein geometrischer simplizialer Komplex, dgrtrian-
guliert, undg sei die durch den Hotlomorphismus{ — |K|induzierte
stetige Selbstabbildund(| — |K|. Dann hat aucly keinen Fixpunkt,

fur jeden PunktP € |K| ist also der Abstand (P, g(P)) positiv. Da

| K| kompakt ist, gibt es daher eine Zaht> 0, so daf¥l(P, g(P)) > ¢

fur alle P € |K|. Indem wir zu einer baryzentrischen Unterteilung von
K Ubergehen, &nnen wir 0.B.d.A. annehmen, dal’ die Maschenweite
von K kleiner alse/3 ist.

Wie wir aus dem letzten Paragraphen wissen, héifir hinreichend
groRes- eine simpliziale Approximatiop: K — K, und damit gibt
es auch Gruppenhomomorphismen

pq Co (K1) — C (K).

Im funften Schritt der Konstruktion aus S10 haben wir zBEFSNER
Abbildung w: K’ — K eine Kettenabbildung® (K) — C (K')
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definiert, die im wesentlichen jedem Simplex die Summe sdihe
terteilungssimplizes zuordnet; wenn wir mitsolchen Abbildungen
schachteln, erhalten wir ayseine Kettenabbildung: C(K) — C(K),
die auf der Homologie diesselbe Abbildung induziert wiéVir wollen
einsehen, dald Spur() fur alle ¢ verschwindet; daraus folgt dann
natirlich sofort die Behauptung des Satzes.

Sei alsat eing-Simplex ausk und P ein Punkt aug. Da die Maschen-
weite von K Kleiner alse/3 ist undy die Abbildungg simplizial ap-
proximiert, istd(|¢|(P), g(P)) < ¢/3. Andererseits ist nach Definition
vone der Abstandi(P, g(P)) > €, alsod(P, |¢|(P)) > 2¢/3. Rir einen
beliebigen Punkg aust, dessen Abstand voR ja hdchsteng /3 sein
kann, ist also immer noct(Q, |¢|(P)) > €/3, daher istp|(t) Nt = 0.
Damit ist auch fir jedes Simplex ausK "), das int liegt, |¢|(s) Nt = 0,
also istp,(s) # t undt tritt nicht auf in der Kettey, (¢), die ja gerade
die Summe dep,(s) ist. Also kommt kein Simplex ausK in ¢, (t)
vor, der entsprechende Koeffizient in der Diagonale der idatn ),
ist also stets Null, und damit verschwindet auch die Spurwgnwie
behauptet.

Als unmittelbare Anwendung erhalten wir den

Fixpunktsatz von BROUWER Jede stetige Abbildung: B" — B™ der
Kugel auf sich selbst hat mindestens einen Fixpunkt.

Beweis:Da H (B") = 0 fur g > 0, istA(f) gleich der Spur vorf,, auf
Hy(B™) = 7. Ist aberp: K — K eine simpliziale Approximation
von f, so wird Hy(K) erzeugt von der Homologieklasse irgendeiner
EckeP ausK, undy, ([ P]) = [¢o(P)] = [P], da je zwei Ecken durch
einen Kantenzug ik verbunden werdendanen. Daher isp,, die
Identitat und hat somit Spur eins, alsoAgtf) = 1 von Null verschieden,

und der Satz folgt aus dem davor bewiesenen. .

Auch fur die Splare istHy(S™") = Z, und fur jede Abbildungf: S* — S"
ist f,, die Identitit, hat also Spur eins. Die einzige weitere nichttriviale
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Homologiegruppe isH,(S*) = Z; sie wird erzeugt von der Klasse
der Summe allen-Simplizes eines Komplexes, det 8ianguliert.

Definition: Der Grad degf) einer stetigen Abbildung:S* — S" ist
jene ganze Zahlif die f,,,(c) = deg(f) - cist.

Dann folgt naffirlich sofort

Satz: Die LEFscHETzZahl einer stetigen Abbildung:S* — S" ist
A(f) =1+ (—1)"deg(f); falls f keinen Fixpunkt hat, ist also def)(=
n+l

(—1)""-. .
Ein einfaches Beispiel einer fixpunktfreien AbbildurfgS* — S*
ist die Antipoden-Abbildungdie jedem Punkt sein Bild unter der
Spiegelung am Mittelpunkt der Kugel zuordnet. Diese Allmig hat
offensichtlich keinen Fixpunkt auf’Sihr Grad ist also{1)"**.

Satz: Eine stetige Abbildung:S* — S"™ mit deg(f) # O ist surjektiv.

Beweis:Angenommen,f sei nicht surjektiv. Daf(S*) auf jeden Fall
kompakt ist, gibt es dann eine abgeschlossene TeilmdngeS™ mit
positivem DurchmesseY, so dafli4 nicht im Bild liegt. Der Komplex
K sei eine Triangulierung von"Smit Maschenweite kleines/3, und
c sei die Summe aller-Simplizes aud<. Dann folgt genau wie beim
Beweis, dal¥\(f) = O fur fixpunktfreie Abbildungen, dal3 es i ein
n-Simplex gibt, das nicht in der Kettg, (c) auftritt. Da £, (c) aber
jedesn-Simplex mit gleicher Vielfachheit endiit, mul3f,,, (c) = O sein,
also degf) = 0, wie behauptet.

Als Beispiel kbnnen wir etwa ein Polynom-ten Grades
f(Z) :a’nzn+a’n—lzn_1+”‘ +CL1,Z+CI,O, Ay ?/O

mit komplexen Koeffizienten, betrachten. Die dadurch definierte Ab-
blldung f C — C laldt sich fortsetzen zu einer stetigen Abbildung
f:C — C der REMANNSchen ZahlenkugeC = CU {co}; diese
wiederum ist hordomorph zu & Falls wir nun witen, daR dejq Z0

ist, wiirde folgen, da[f surjektiv ist, insbesonderetinde also der Wert
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Null angenommen, und das bedeutet Weg%m) = oo, dal3 f eine
Nullstelle hat — wir fatten also den Fundamentalsatz der Algebra be-
wiesen.

FUr das spezielle Polynoif(z) = a,, 2" kdnnen wir den Grad leicht aus-
rechnen: Da die Gleichung’ = w/a,, furw 7 0 genaw Losungen hat,
ist in diesem Fall deg{) = n. Fur ein beliebiges Polynom-ten Grades
konnen wir nur dann so argumentieren, wenn wir den Fundansaitza
der Algebra voraussetzerirfseinen Beweis iissen wir uns also etwas
anderes einfallen lassen.

Die neue Idee ist folgende: Wiitkinen ein beliebiges Polynom
f=a,z"+a, (2" 1+ +az+ag

vom Gradn deformieren in das spezielle Polynom 2™ durch die
Abbildung

g JxC—C
' (t,2) — ta,z" + (1 — 1) f(2),

furdieF'(0, z) = f(2)undF'(1, 2) = a,, 2" istfur allez. Diese Abbildung
kann fortgesetzt werden zu einer stetigen Abbildung

F:[0,1] xC — C,

wobei F'(t,00) = oo fur alle £: Um deren Stetigkeit imc zu zeigen,
konnen wir einfach die Kugel arquator spiegeln und dadurch mit
Null vertauschen; die Funktion, deren Stetigkeit im Nufiguftir allet

dann nachzurechnen ist, ist
1
ta,w="+ (1 —t)f(1/w)
—_ wn
Ca, +(@A—-t)(a,_qw+- - +agwn)’

G(t,w) =

und diese Funktion ist weger), 7 O in der Tat stetig in der Umgebung
eines jeden Punktes, Q).

Wenn wir zeigen &nnen, dal3 sich der Grad bei einer solchen Deforma-
tion nichtandert, ist der Fundamentalsatz der Algebra bewieseneDies
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Invarianz des Grades wollen wir gleich etwas allgemeinaeveisen;
der Homotopiebegriff, den wir dazu eirtfren, wird uns auch nocliirf
andere Anwendungerutelich sein.

Definition: Zwei stetige Abbildungenf,¢g: X — Y zwischen zwei
topologischen RumenX undY heil3en homotop, in Zeicheh ~ g,
wenn es eine stetige Abbilung:[0,1] x X — Y gibt, so dal gilt:
F(0,z) = f(x) und F (1, x) = g(x) fur allex € X.

Satz: X undY seien kompakte triangulierbare topologischiauRe,
und f,g: X — Y seien zueinander homotope stetige Abbildungen.
Dannistf,, = g,, fur alleq.

Beweis:Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, da3undY Polyeder sind;
sie seien gegeben durch die geometrischen simplizialenpkom K
und L. Weiter seid die LEBESGUEZahl zurUberdeckung vorY” durch
die Sterne der Ecken valy da die Abbildungt': [0, 1] x X — Y stetig
Ist auf einer kompakten Menge, ist sie gleiciibig stetig, es gibt also
eine > 0, so dal3 gilt

it, — t;| < € = |F(x,t,) — F(x,ty)| < /3 furallex € X.
Wir wahlen eine Unterteilung
O:to<t1<"‘<tT:1

des Einheitsintervalls derart, d&f3 — ¢, ;| < efuri =1,...,n und
setzenf,(z) = F'(¢;, x) fur alle<. Naturlich gerugt es, wenn wir zeigen,
dad (f;_1)., = (f;)., furallei undg.

Setzen wir der Einfachheit halbér= f,_; undk = f,; nach Konstruk-
tion ist|k(x) — h(x)| < §/3 fur allez.

Die Behauptung, daB,, = k,, fur alle g, folgt natirlich sofort, wenn
wir wissen, dal¥ und k eine gemeinsame simpliziale Approximation
haben, und genau das soll nun gezeigt werden:

Qq,-..,Q, seien die Ecken voih. Dann haben wir zu jeder®@, den
Stern st(),), und darin die offene Teilmenge

V,={Q €Y | d(Q,|L| \ st@,)) > 5/3},
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die aus allen jenen Punkten des Sterns besteht, die einexmdhiend
grofRen Abstand vom Rand des Stern haben.Disind immer noch
grof3 genug, um gan¥ zu uberdecken: Istamlich @ ein beliebiger
Punkt vonY’, so hat die abgeschlossef&-Umgebung vor) einen
Durchmesser kleines, liegt also nach Wahl von ganz in einem der
Sterne stQ;) , und ihr MittelpunktQ hat somit mindestens den Abstand
/3 von jedem Punkt aug, der nichtin stQ) ;) liegt.

Da die V; somit eineUberdeckung vorY” bilden, bilden ihre Urbilder
h‘l(VZ-) eine offeneUberdeckung vorX; deren LEBESGUEZah! seie.
Dazu gibt es, wie wir im letzten Paragraphen gesehen halea, e
baryzentrische Unterteilung ™ von K, deren Maschenweite klein-
er ist alse. Wir approximierenh durch eine simpliziale Abbildung
o: K™ — L, die jeder EckeP aus K™ irgendeine Ecke), von L
zuordnet, so daR %) c h~(V;) ist. Diese Abbildung ist auch eine
simpliziale Approximation vork, denn dah(P) und ¢(P) beide inV;
liegen undk(P) hdochstens den Abstand’3 von i(P) hat, liegt auch
k(P) im Stern vonQ, = ¢(P). Damit ist der Satz bewiesen.

Damit zuick zum Fundamentalsatz der Algebra: Ein Polynom
f(z):anzn+a’n—1zn_l+”'+a’1’2+a’07 a, 7/0

vom Gradh, aufgefal3t als Funktion auf derdANNschen Zahlenkugel,
Ist — wie wir schon vor der Definition des Homotopiebegrifessghen
haben — homotop zur Abbildung— a,, 2" vom Gradn, hat also auch
topologisch den Grad # 0 und ist somit surjektiv. Insbesondere folgt
der

Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom positiven Grades mit

komplexen Koeffizienten hat mindestens eine komplexe Miliés

Doch nun zu den eigentlichen Anwendungen der HomotopieeAdtes
erlaubt sie es uns, eineere, Deformationsinvarianz‘ der Homologie
Zu zeigen, als wir sie bislang kennen:
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Definition: Zwei topologische Bume X und Y heil3en homotop, in
ZeichenX ~ Y, falls es stetige Abbildungeft X — Y undg:Y — X
gibt, so dafy o f homotop zur Identét von X ist und f o ¢ homotop
zur Identiat vonY'. Ein topologischer RaunY heil3t zusammenziehbar,
wenn er homotop zum einpunktigen topologischen Raum ist.

Falls wir anstelle der Homotopie zur Ide@titGleichheit verlangtétten,
ware dies gerade die Definition der Hoomorphie, Hodomorphie ist
also ein Spezialfall der Homotopie. Homotopie ist allegdirsehr viel
allgemeiner; beispielsweise gilt

Lemma: Die n-dimensionale VollkugeB™ ist zusammenziehbar.
Beweis:f sei die Identi&t von
B" ={(zy,...,2,) € R" | a2+ +a? <1},

und g sei die konstante Abbildung, die jeden Punkt auf den Nukpun
abbildet. Dann isff o g die Identi&t auf der einpunktigen Menge, und
g o f = g isthomotop zur ldentit auf B™ via F'(t, x) = tx.

Genausaiberlegt man sich leicht, dald auch je@&rzusammenziehbar
Ist, nicht aber beispielsweise eine @p, denn ndlrlich gilt

Satz: Homotope topologische &ime haben isomorphe Homologie-
gruppen; insbesondere haben zusammenziehbare topdleg&aome

triviale Homologie.
|

Dieser Satzdl3t sich kufig anwenden, um die Berechnung von Homo-
logiegruppen zu vereinfachen. Betrachten wir etwa denndgii und
das MoeBiushand. Beide sind definiert als Quotienten des Quadrats,
das wir hier am besten in der Form

Q = [07 1] X [_%7 %]

darstellen;@ir den Zylinder wird der Punkte () identifiziert mit (1 y),
fur das Moebiusband mit (1). Beide topologische &ume enthalten
die Kreislinie als die durcly = 0 definierte Teilmenge, und beide sind
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homotop zur Kreislinie, wie man sich leiciberzeugt anhand der Ab-
bildung

F(t,(z,y)) = (z,ty).

Also haben beide ®ume dieselbe Homologie wie' Sdie nullte und
erste Homologiegruppe sind also isomorplZzwnd alle anderen sind
Null.

Eine weitere Anwendung des gerade bewiesenen Satzesastesiall-
gemeinerung desUWERSchen Fixpunktsatzes:

Satz: Fur ein zusammenziehbares Polyedéhat jede stetige Abbil-
dungf: X — X mindestens einen Fixpunkt.

Beweis:Da X zusammenziehbar ist, i&°(X) = Z, und alle tdheren
Homologiegruppen verschwinden. Alsorknen wir wortlich genauso

argumentieren wie beimUWERschen Fixpunktsatz.
|

Zum Abschluf3 betrachten wir noch eine weitere AnwendungHier
motopie auf Abbildungen von Sahen, die auch wieder vor allerirf
die Algebra interessant ist. Ausgangspunkt dazu ist der

Satz: Fur gerade Dimensionem gibt es keine stetige Abbildung
f:S* — S" derart, dal3 die Ortsvektoren vanund f(x) fur jeden
Punktz € S* aufeinander senkrecht stehen.

Beweis Angenommen, esape eine solche Abbildungy Wir betrachten
S" als Einheitskugel ifR™*!. Dann hat der Vektor

F(t,z) = (1— ) f(z) + tx € R
die Lange (1- t)? +¢*> > 0,
F(t, x)
|F'(t, z)|

liegt also in & und vermittelt eine Homotopie zwischefund der
Identitat. Da die Identit den Grad eins hat, ist auch

deg(f) = 17 (-1)"",

G(t,x) =
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f hat also mindestens einen Fixpunkt, was wegen der Orthditf@na
vonz und f(x) absurd ist. .

Im Spezialfalln = 2 formuliert man dieses Resultat auch gelegentlich
als

Satz vom Igel: Einen Igel kann man nichtdmmen.

In der Tat: Konnte man ihn &mmen, so vren die Stacheln in jedem
Punkt parallel zur Schale,8tden also senkrecht auf dem Ortsvektor,
und wir hatten eine der Abbildungen, deren Nichtexistenz wir gerade
gezeigt haben. .

Flr ungerades ist

SHESSC
fi9 (T, 1y s Toj Tojay - -5 Tiy15 Ty)
= (=T, Tgy - oy — i1, Tjy e v oy — Ty Ty 1)

eine Abbildung, fir diex und f(x) in jedem Punkt aufeinander senkrecht
stehen, hier gibt es also solche Abbildungeiir. &ie Algebra sehr in-
teressant ist die Frage, ob es vielleicht sogatunktionenfy, ..., f,
auf S* gibt, so dal3 allef;(z) senkrecht stehen aufund auf allenf; ()
fur 7 #Z i. In diesem Fall nennen wir"Sparallelisierbar. Geometrisch
betrachtet bilden di¢,;(x) in diesem Fall in jedem Punkt € S" eine
Basis des Tangentialraums (den ich hier nicht definieréahte).

Man kann leicht zeigen, da’t$° und S parallelisierbar sind, denn
firn = 1,3 und 7 lassen sich alf"*! eine, Multiplikation“ und eine
,Division“ erklaren: Fr R? ist das die komplexe Multiplikation,iif

n = 4 die (nicht mehr kommutative) Multiplikation derMILTON schen
Quaternionen, undif n = 8 die (nicht einmal mehr assoziative) Multi-
plikation der Q\yLEY schen Oktaven. Allgemein wollen wir unter einer
Multiplikation eine bilineare Abbildung R"*! x R**! — R"*! verste-
hen mit der Eigenschaft, dal3 man durch jedes Element uhghtudi
sowohl von links als auch von rechts dividieren kann

Gibt es eine solche Multiplikation, und i§t,, .. ., e, } eine Basis von
R™*1, wobei 0.B.d.Ag, = 1 sei, so sindiir jeden Punkt € S ¢ R™*!
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die Vektorere,z linear unabBngig voneinander, denn ist

i)\iei-xzo
i=0

furirgendwelche\;, € R, so kdnnen wir durch: dividieren und erhalten
> Ae; = 0, was ndirlich nur fur A, = 0 moglich ist. Also bilden die
e;x fur jedesx eine Basis, die wir orthonormalisierefnen zu einer
Orthonormalbasi$ fy(z), . . ., f,,(z)}, fur die immer nochyf,(z) = x ist
und f,(x) stetig abkangt vonz. Also folgt

Satz: St, S und 9 sind parallelisierbar.

Umgekehrt folgt auch aus der Nichtparallelisierbarkeit &3 fur gera-
desn > 0 (Was passiertifr n = 0?)

Satz: Fur ungerades. > 1 kann man aufR™ keine Multiplikation
erklaren, zu der es auch eine Division gibt. Insbesond#e dich auf
RR3 keine solche multiplikative Verkipfung erkéren.

Denn wenn es eine solche Veiksfung gabe, kbnnten wir wie oben
argumentieren und die Parallelisierbarkeit véir Szeigen, obwohl es
tatsachlich nicht einmal eine einzige Funktigifz) gibt, so dal3f(x)

stets senkrecht auf steht. .

Fiur gerades: kennen wir die Gegenbeispiete = 2,4 und 8, und
damit muf3 die Algebra passen. Auf depologischerseite konnte aber
HopPF 1940 zeigen, dal3"Snur dann parallelisierbar sein kann, wenn
n + 1 eine Zweipotenz ist, und 1958 bewieseBR¥AIR und MILNOR
unablangig voneinander, dald sogak 1, 3 oder 7 sein muf3. Damit ist
mit topologischen Methoden gezeigt, dal’ es aul3er den ckanheen
keine weiteren Fortsetzungen der reellen Multiplikatioh @nenR"
geben kann.



Kapitel 8
Der Fixpunktsatz von Kakutani

Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dal? topologischeufikfsatze
eine ganze Reihe von Anwendungen auf Probleme der Algelwa, G
ometrie und Analysis haben. Was uns in dieser Vorlesungnuaese
interessiert sind allerdings Anwendungen auf Gleichgbteién einer
Volkswirtschaft oder bei Spielen, und dazu reichen diealniglbewiese-
nen Rtze nicht aus. Das Hauptproblem besteht darin, daf3 bisiseise
ein Teilnehmer an einer Volkswirtschaft praktisch immethmals eine
mogliche Strategie verfolgen kann; welche Strategien igé&kpmmen,
hangt beispielsweise ab vom Preidagd des betrachteten Systems.

Zur Modellierung einer solchen Situation reichen topadobe Faume

und stetige Abbildungen nicht aus: Diedglichen Strategien und auch
die Preisniveaus lassen sich zwar in viel@ién als Punkte einer Teil-
menge eineR"™ betrachten und damit als Punkte eines topologischen
Raums; wenn wir zu gegebenen Preisen diglchen Strategien be-
trachten wollen, haben wir aber keine Abbildung zwischerizapo-
logischen FAaumen, sondern eine Abbildung, die jedem Punkt des einen
Raumes ein@eilmengedes anderen zuordnet; ihr Zielraum ist also die
Potenzmenge des zweiten Raums, und diese hat keine kame&isak-

tur als topologischer Raum. Aul3erdem werden in den meisidar-
nur sehr spezielle Teilmengen als Werte der Abbildung eidtr.

Deshalb wollen wir solche Vorschriften als eine Art veratigeinerte
Abbildungen zwischen dendmen selbst betrachteniifrer sprach
man von,mehrdeutigen Abbildungen®, heute von Korrespondenzen:

Definition: a) EineKorrespondenz: X —— Y zwischen zwei Men-
gen X undY ist eine Abbildung, die jedem Element € X eine
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Teilmengef(z) C Y zuordnet.
b) Der Graphvon f ist die Menge

I, = {(x,y) EX XY ‘ y € f(x)} :
c) Dasobereoderstarke Urbildeiner TeilmengeZ C Y ist die Menge
() = {reX|flx)cZ}.

d) Dasuntereoder schwache Urbildeiner TeilmengeZ C Y ist die
Menge

f=(2) = {reX|fl@)nZZ0}.

e)Ist Z = {z} eine einelementige Menge, schreiben wir kif¢z) und
f~(2) an Stelle vonf*(Z) und f~ (2).

Offensichtlich ist das obere Urbild stets im unteren ertémalfalls alle
Mengenf(x) einelementig sind, stimmen beidberein und sind gleich
der,tblichen® Urbildmengef ~*({z}).

Wir interessieren unsuf Korrespondenzen zwischen topologischen
Raumen und wollen auchif diese Stetigkeitseigenschaften definie-
ren. Eine Abbildung zwischen zwei topologischeauren ist stetig,
wenn das Urbild einer jeden offenen Menge wieder offen iatwir

fur Korrespondenzen zwei verschiedene Urbilder einer Meledjaiert
haben, ist die Situation hier offensichtlich komplexer:

Definition: a) Eine KorrespondenZ: X —— Y zwischen zwei topo-
logischen RumenX undY heil3thalbstetig nach obenyenn das obere
Urbild 7*(U) jeder offenen Teilmeng& C Y offen in X ist.

b) f heil3thalbstetig nach unterwenn das untere Urbilg™ (U) jeder
offenen Teilmengé/ C Y offen in X ist.

c) f heildtstetig,wenn f sowohl halbstetig nach oben als auch halbstetig
nach unten ist.

Als erstes, noch ziemlich uninteressantes Beispiel bieteacwir die
Korrespondenz

R —-—R

I [-1, 1] fallsz %0 -
TNV -2, 2] fallsz=0

Y
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Sie ist offensichtlich halbstetig nach oben, deiin jede offene Teil-
mengeU C R, die das Intervall {1, 1] nicht entlalt, ist f*(U) = 0;
falls U zwar [-1, 1] enthalt, nicht aber |2, 2], soistf*(U) = R\ {0},
und entlalt U das Intervall -2, 2], soistf*(U) = R. In allen drei Rllen
ist das obere Urbild offen, womit die Halbstetigkeit nacleolbewiesen
ware.

f ist allerdings nicht halbstetig nach unten, deiandas offene Intervall
(1, 2)ist f~(U) die einelementige Mengg} und somit nicht offen.

Umgekehrt ist die Korrespondenz
R—-—R

g: ~[1-22] fallsz 70
v [-1,1] fallsz=0

halbstetig nach unten, deniirfjede offene Teilmeng& C R, die
nichtleeren Durchschnitt mit{1, 1] hat, istg~ (U) = R; hatU nur
nichtleeren Durchschnitt mit{2, 2], so istg” (U) = R \ {0}, und im
FalleU N[—2, 2] = () schlieBlich isty~ (U) = (. Da aberf*((—z, 2))
nur die Null entlalt, ist f nicht halbstetig nach oben.

Fur eine Korrespondenz X —— Y, fUr die alle Mengeryf(x) einele-
mentig sind, stimmen obere und untere Urbildeerein und somit ist
f genau dann halbstetig nach oben, wenn es halbstetig naeh isht
Bezeichnet.: X — Y jene Funktion, tir die f(z) = {h(z)} ist, so ist
beides offensichtliclaquivalent zur Stetigkeit voh. Die Halbstetigkeit
von Korrespondenzen hat also nichts zu tun mit der Hallgsteitireeller
Funktionen einer V@nderlichen. In der neueren englischsprachigen
Literatur verwendet man daher im Falle der Korrespondeon#emcht
mehr das auch in der Analysis gahchliche Worsemicontinousson-
dern ersetzt die lateinische Vorsillsemidurch die gleichbedeutende
griechische Vorsilbe und sageémicontinous.

Im Funktionenfall &3t sich die Stetigkeit, zumindesirfFunktionen auf
1-abZhlbaren topologischendmen, auchiber konvergente Folgen
charakterisieren. Im Falle von Korrespondenzarssen wir zugtzlich
noch eine Bedingung an den Zielraum stellen; da dieser beiuds
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interessierenden Anwendungen stets kompakt ist, wollerung nur
mit dieser Situation besélftigen:

Lemma: X undY seien ein 1-akihlbare topologisched®ime,Y sei
kompakt, undf: X —— Y sei eine Korrespondenz derart, d&@) fur
jedesx € X abgeschlossen i ist.

a) f ist genau dann halbstetig nach oben, wenn gilt: Singd, (- und
(Yn)nen Konvergente Folgen aus bzw.Y mit Grenzwertenr undy
derart, dafy, € f(z,) furallen € N, soistauchy € f(x).

b) f ist genau dann halbstetig nach unten, wenn gilt: 4g) (. eine
in X konvergente Folge mit Grenzwett so gibt esiir jedesy € f(z)
eine gegery konvergente Folgey(,),,cy in Y derart, dafy,, € f(z,,)
fur allen € N.

Beweis: a)Sei zurachstf halbstetig nach oben und seien,§,,n und

(Y,)nen KoOnvergente Folgen aus bzw.Y mit Grenzwertenr undy

derart, dafy,, € f(z,) fur allen € N. Fur jede offene Meng& C Y,

die Z enthalt, ist f*(U) eine offene Umgebung von. Da die Folge
derx, gegenz konvergiert, gibt es daher einen Indék € N, so daf}
x, € f7(U) fur allen > N; insbesondere liegt alsf(x,,) fur alle
n > N in U. Erstrecht liegen damit die Punkge mitn > Nin U.

f(z) ist nach Voraussetzung eine abgeschlossene Menge im ktenpa
RaumY und damit selbst kompakt.dge y nicht in f(x), gabe es
daher, wie wir am Ende von Kapitel 3 gesehen haben, offenggbten
U undV, sodafl¥f(x) in U lage,y in V undU NV = (). Wie wir gerade
gesehen habenabe es zW einen IndexV, so daly, € U fur alle

n > N; andererseits @e es wegen der Konvergenz dergegeny
einen Index\/, so dafy,, fur alley > M in V lage. Beides gleichzeitig
ist offensichtlich unmiglich; somit muf¥ in f(x) liegen.

Umgekehrt habef die gerade bewiesene Eigenschaft; witlgsen
zeigen, dal¥ halbstetig nach oben ist. Dazu 4éi C Y eine offene
Menge; die Offenheit vorf*(U) ist aquivalent zur Abgeschlossenheit
des Komplementg = X\ f*(U), und diese ist, wie wir gegen Ende von
Kapitel 2 gesehen haberiirfl-abahlbare topologische&®imeaquiva-
lent dazu, dal3 jede konvergente Folgg)( .y Von Elementeny, € Z
gegen ein Element vo#A konvergiert.
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Sei also £,,),,c7 eine Folge von Punkten ausmit Grenzwertz ¢ X;
wir missen unsiberlegen, daB in Z liegt.

Falls z nicht in Z liegt, liegt es inf*(U); das Bild f(z) liegt dann also
ganz inU. Da diez, nicht in f*(Z) liegen, gibt esiir jedesz, ein
v, € f(z,), das nichtinl liegt. DaY kompakt ist, hat die Folge der,
eine konvergente Teilfolge, die geger® Y konvergiere. Nach Voraus-
setzung istdanp € f(z) C U, und dal/ eine offene Umgebung van
ist, liegen ab einem gewissen Index auch alle Elemente dfolge
ab diesem Index i/. Dies widerspricht aber der Konstruktion dgr.
Somit istZ abgeschlossen untf (U) offen.

b) Nun seif halbstetig nach unteng(), .y €ine inX gegenr konver-
gente Folge ung € f(x). DaY 1-abzahlbar ist, hay eine abahlbare
Umgebungsbasis

U, DU, CU;---;

wegen der Halbstetigkeit vofinach unten sind dann die Menggn(U,)
offene Umgebungen von. Da die Folge der,, gegenz konvergiert,
gibt es fir jedes: € N einen Indexn,, so dallz,, € f~(U,) fur alle
n > n,, d.h. f(x,)NU, Z0. Wir wahlen firjedesa mitn, <n <n, ,
einy, € f(z,) NU;; furn < n, nehmen wir irgendeiwy,, € f(x,,)-
Dann konvergiert die Folge der, gegeny undy,, € f(x,,) fur allen.

Umgekehrt erdlle f diese Folgenbedingung; wir wollen zeigen, daf3
dann halbstetig nach unten ist. Sei alsa Y offen. Das untere Urbild
f~(U) ist genau dann offen, wenn sein Komplement

Z=X\fU)={zeX| flx)nU =0}

abgeschlossen ist, und das wiederunaggtivalent dazu, dal3 jede i
konvergente Folge von Elementen adisgegen ein Element aug
konvergiert.

Seialso ¢, ), cy €ine Folge von Elementen adsnit Grenzwertr € X.
Falls x nicht in Z liegt, liegt z in f~(U), es gibt also ein Element
y € f(x)NU.Nach Voraussetzung gibt es dazu eine gegemvergente
Folge {,,),,cny Mit Grenzwerty derart, dafy,, € f(x,,) furallen. Wegen
der Konvergenz dieser Folge gegegngibt es einen IndexV, so dal3
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y,, € f~(U) fur allen > N; fur solchen ist alsof ~(U) N f(x,,) # 0,
im Widerspruch zur Annahme,, ¢ f~(U).

Die Halbstetigkeit nach obeaft sich noch anders charakterisieren:

Lemma: f: X —— Y sei eine Korrespondenz zwischen zwei 1-
abzhlbaren topologischerdemeny sei kompakt und alle Bildef(x)
abgeschlossert.ist genau dann halbstetig nach oben, wenn der Graph

Fp={(z,y) e X xY |y € f(x)}

abgeschlossen ist.

Beweis:Sei zurachstf halbstetig nach oben und.(, y,,) eine konver-
gente Folge von Punkten aus dem Graph.asy) € X x Y ihr Grenz-
wert, so konvergiert nach Definition der Produkttopologie Eolge
derx, gegenr und die dery,, gegeny. AulRerdem isy,, € f(z,,) fur
allen, da die Paare im Graph liegen. Somit ist nach dem vorigen Laamm
auchy € f(z), der Grenzwertx, y) liegt also inI" .

Umgekehrt sel", abgeschlossen, die Folge, (), konvergiere inX
gegenz und die Folge dery,),, .y Konvergiere int” gegeny; auf3erdem
seiy, € f(z,) fur allen. Dann liegen die Paarer(,y,,) in I';, also

auch inr Grenzwertaf, 7). Damit isty € f(x), was zu beweisen war.

Nach diesen Vorbereitungerknen wir uns an die Verallgemeinerung
des BRouwERschen Fixpunktsatzesif Korrespondenzen machen; sie
wurde 1941 von KKUTANI verdffentlicht:

Fixpunktsatz von KAKUTANI: K sei der simpliziale Komplex beste-
hend aus einemSimplexs und dessenantlichen Randsimplizes, und
f:S —— S sei eine nach oben halbstetige Korresponden®aufK |.
Dann gibt es einen Punkt € S mit 2y € f(z).

Beweis: K™ sei die n-te baryzentrische Unterteilung vai. Wir
wahlen fir jede Ecke: von K™ irgendeinen Punkj € f(z) und beze-
ichnen dieses al§, (z). Dies definiert eine stetige Abbildurfg: S — S,
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wenn wir jedem Punkt = >"7_, A\, x; eines offener-Simplex mit Eck-
enz,...,z, den Punktf, (r) = 7 oA f(x;) zuordnen. Nach dem
BROUWERSchen Fixpunktsatz hdt, einen Fixpunktr,,.

Da S kompakt ist, hat die Folge der, eine konvergente Teilfolge
(z,, ). en: Wir wollen unstiberlegen, daR deren Grenzwegtin seinem
Bild f(x,) liegt, also der gesuchte Fixpunkt ist.

Fir jedesn € N sei A, der AbschluR eines-Simplex ausk ™, fir

dasz, € A, liegt; die Ecken vom\, seienc(", ..., 2. Da die Folge
der Durchmesser der Simplizes, mit den Maschenweiten det ™

gegen Null konvergiert, konvergieren die Teilfolgejtﬁ”(“)),,EN fur alles

gegent,,.

Das Bild 4™ = f(«{™) liegt nach Konstruktion vorf, in der Menge
F@E™yistz, = ST A soistf(x,) = SO Ay,

Wegen der Kompaktheit vafi sowie des Einheitsintervalls hat die Teil-
folge (n,), € Nselbsteine Teilfolge, die wir zur Vermeidung dreifacher
Indizes etwas schlampig mit{),, .y bezeichnen derart, sowohl die Teil-

folgen ygn;) als auch die Teilfolgen\gnly) konvergieren; die jeweiligen
Grenzwerte seinep” und A%, Dann istz, = Y7 290 Da die
Folgen derxgnl”) allesamt gegen, konvergieren un@ﬁ”i) in f(xﬁ”/”))
liegt, zeigt die Halbstetigkeit vori nach oben, daR allg® in f(z,)
liegen, also ist

)
— 0) (0
vo= Y A% € f(a),
=0

wie behauptet. .

Korollar: f:S —— S sei eine nach oben halbstetige Korrespondenz
auf der kompakten konvexen Teilmen§ec R™. Dann gibt es einen
Punktx € S, fur denxy in f(x,) liegt.

Beweis:Als kompakte Teilmenge eind®™ ist S beschankt; es gibt
daher ein Simplex’, dasS enthalt. Wir bilden S” ab aufS wie folgt:
z sei ein fester Punkt vos. Ein Punktz € S’ wird auf sich selbst
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abgebildet, falls er bereits ifi liegt; andernfalls wird er abgebildet auf
den Schnittpunkp(x) der Strecke vorr nachz mit dem Rand vorb.
Die so definierte Abbildung: S’ — S ist also die Identat aufS und
bildet ganzS’ stetig ab aufS. (Eine solche Abbildung heilRetraktion
von S’ aufS.) Die Korrespondens’ — S’, die jedem Punkt < S’ die
Mengef (p(x)) ist offensichtlich halbstetig nach oben; nach dem gerade
bewiesenen Satz gibt es also einen Punke S’ mit 24 € f(p(zy)).
Da letztere Menge it¥' liegt, liegt auchy, in S, also istp(z,) = x4 und
To € f(zo)-

|
Satz: X ¢ R™ undY c R" seien kompakte und konvexe Mengen,
undU,V C X x Y C R™™ seien abgeschlossene Teilmengen von
X x Y derart, dal3 die Mengen

UIOZ{yEY ’ (xo,y)EU} und VyOZ{xEX ’ (x,yo)EV}

furallezy, € X bzw.y, € Y nicht leer, abgeschlossen und konvex sind.
DannistU NV # 0.

Beweis:S = X x Y ist kompakt und konvex. Die Korrespondenz

f' S ——S
| (@y) —V, x U,

ist halbstetig nach oben, denn ihr Graph
IWf = {(l’o,yo,ﬂﬁ,y) EX XY xXxXxY ‘ (:E,y) € Vyo X Umo}

iIst hombomorph zur nach Voraussetzung abgeschlossene Méngé:

Die Bedingungr € V, istaquivalent zu,yo) € U undy € U, zu
(zo,y) € V, alsoliegt g, yo, 7, y) genau dann il , wenn @, yo, o, y)

in U x V liegt, und die Vertauschung von Koordinaten istimath ein
Homobomorphismus. Nach dem obigen Korollar gibt es daher einen
Punkt @y, yo) € X XY, derin seiner Bildmengg, x U, liegt. Damit
istzg € V,,, undy, € U, , also g, y0) €U NV. .
Minimax-Theorem: X C R™undY C R" seien kompakt und konvex
und f: X x Y — R sei eine stetige Funktion. Weiter seidir falle

xrg € X,yp € Y unda, 5 € R die Mengen

{yeY | flzo,y) <a} und {z€ X | f(z,y) >3}
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konvex. Dann ist

maxmin f(x,y) = m|n maxf(x Y) .
rzeX yeyY

Zum Beweisbetrachten wir die beiden Mengen
U= {(370>yo) EX XY ‘ f(xo,y0) = y”éi{)f(xo,y)}

und
V ={(zp,909) € X XY ‘ f(xo,%0) = Q’gf}g(f(%yo)} -

Da ein Funktionswert genau dann kleiner oder gleich demstimn ist,
wenn er gleich dem Minimum ist und entsprechend beim Maximum
sind U und V' konvexe Mengen, haben also nach dem vorigen Satz
nichtleeren Durchschnitt.t0F (zg, yo) € U x V istdann

[z, y0) = yrrelig f(zg,y) = g(xf(x,yo) ,

also ist

ggrglg f(a,y) < maxf(z,yo) = f(zo. Yo) = mln f(@o,y)

<m|nmax xT
minr 6Xf( yY)

womit eine Ungleichung zwischen beiden Seiten bewiesarewDie
andere ist klar, dennif jedesr € X ist

maxmin f(z,y) > m|n f(x,y)
zeX yeY

und fur jedesy € Y ist
f(@,y) > maxf(x,y), alsoauch mirf(z,y) > minmaxf(z,y),
xeX yeyYy YyeY z€X

insgesamt also

maxmin f(x,y) > mln maxf(x Y) -
rzeX yey

Somit sind beide Seiten gleich, wie behauptet. .
JOHN VON NEUMANN bewies diesen Satz im Zusammenhang mit Fra-
gen der im wesentlichen von ihm ab etwa 1920 entwickeltee|®e-
orie. Dabei ging es, trotz des TiteBine mathematische Theorie
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der Gesellschaftsspiel@cht um optimale Strategieruif Schach oder
Menschargere dich nicht, sondern di&piele” sollten auch imzlich
sein, um die Handlungen der Teilnehmer eines Wirtschadtesys zu
beschreiben und rationale Strategi@ngie zu finden.

Ein Spiel wird gespielt vom Personen; demi-ten Spieler stehen
dabei die Strategien aus einer gewissen Mefigeur Verfugung. In
Abhangigkeit von den Strategieadler Spieler erfalt er danach seinen
(nicht notwendigerweise positiven) Auszahlungsbetfdgs,, . . ., s,,).

Die Funktioner:” sind im Voraus bekannt, die Strategien der anderen
Spieler im Allgemeinen nicht.

Als einfaches Beispiel ®nen wir das Spiebtein-Schere-Papidbe-
trachten: Zwei Spieler bilden hinter ihrenuBken mit einer Hand das
Symbol fir Stein oder Schere oder Papier; auf ein Kommando zeigen
sie gleichzeitig ihre lAnde. Dabei gewinnt der Steiiber die Schere
(Der Stein schleift die Scherajie Scherdaiber das PapigiDie Schere
schneidet das Papietind das Papidiber den SteiiDas Papier wickelt
den Stein ein)Haben beide Spieler das gleiche Symbol gbklty geht

das Spiel unentschieden aus.

Beschreibt man Gewinn durch die Auszahlung +1, Verlust ldurd
und Unentschieden durch die Null, wird die Auszahlungsfiomka >
fur den ersten Spieler durch folgende Tabelle gegeben, iolokar die
Strategie des ersten Spielers steht und unten die des aweite

Stein Schere Papier

Stein 0 -1 +1
Schere +1 0 -1
Papier -1 +1 0

Fur den zweiten Spieler haben wir jeweils den betragsglei¢heszah-
lungswert mit dem anderen Vorzeichen.

Kehren wir zuiick zu einem allgemeinen Spiel mitSpielern,n, Strate-
giemengers, undn Auszahlungsfunktionen

a8 x---xS —R.

Welche Strategie sollte défte Spieler vahlen, um naglichst viel zu
gewinnen oder wenigstensaglichst wenig zu verlieren?



117 Topologie und Gleichgewichte

Um seine Verluste zu begrenzen, sollte erigh#roptimistische Annah-
men beiglich der Strategien derbrigen Spieler verzichten. Um eine
garantierte Untergrenze iir seine Auszahlung zu bestimmen, mul3 er
davon ausgehen, dal’ die Mitspieler diér(ihn) schlimmstriglichen
Strategien \ihlen, d.h. sie @hlen Strategien; derart, daf3

(ST, ooy S 1y Sis Sia1y e s Sy)
— i (i
=minaD(sy,...,8; 1,5 i1+ -1 5,)

ist, wobei in der zweiten Zeile alle; mit j 7 4 jeweils ihren gesamten
Wertebereich5; durchlaufen. Dieser Mindestauszahlungsbetrdg;)
wird fur verschiedene Strategien € S, im allgemeinen verschieden
hoch sein; er sollte eine Strategfewahlen, die in ndglichst grofld macht.
Dann kann ersicher sein, daf’3 seine Auszahlung mindesten:;)
betagt, je nach Strategien der Mitspieler eventuell auch mehr.

Die obige Formel ist trotz ihrer Einfachheit sehr lang. DaiwiZukunft
haufig Ausdiicke ahnlicher Form brauchen werden, empfiehlt es sich
daher, eine kompaktere Notation einzifen: Far ein kartesisches Pro-
dukt S = H?zl S; bezeichnen wir mit5_; das entsprechende Produkt
ohne seinen-ten Faktor, undidr einn-Tupels € S seis_, € S_;
die Projektion vons nachS_;, also jenes — 1)-Tupel, das aus
durch Streichen derten Komponente entsteht. Mit_;|u bezeichnen
wir jenesn-Tupel ausS, in dem diei-te Komponente vor durchu er-
setzt wird. Mit dieser Schreibweise wird die obige doppéize Formel
einfach zu

a(s*s,) = mig a(s_;ls;) -

—1 —1

Beim Spiel Stein-Schere-Papiebringen dieseUberlegungen leider
nichts: Zujedereigenen Strategie gibt es eine Strategie des Gegners, die
zur Auszahlung-1 fuhrt; es ist also dllig egal, welche man @hlt.

Nun wird freilich jedermann einwenden, dal3 man bei einenelSpi
wie Stein-Schere-Papidteine feste Strategieahlendarf, sondern die
Strategie Aufig und fir den Gegner unvorhersehbar wechseln sollte. Das
wul3te auclvoN NEUMANN, und er besclamkte sich daher nicht auf die
bislang betrachteten sogenanntemen Strategien, sondern liel3 auch
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gemischteStrategien zu. Eine gemischte Strategie eines Spielens, de
m reine Strategien zur Vdigung stehen, ist ein Vektopy;...,p,,)
aus nichtnegativen reellen Zahlen mit Summe eins, der kicegat, dal3
zufallig eine dern Strategien ge@hlt wird, wobeip, die Wahrschein-
lichkeit fur die i-te ist. Die Menge der gemischten Strategigndinen
Spieler mitm reinen Strategien ist somit ein abgeschlossenmes (1)-
Simplex. Als Auszahlungswert einesTupels aus gemischten Strate-
gie definiert man den Erwartungswert der Auszahlungefidiezh der
durch die Strategien definierte Wahrscheinlichkeitsviertg auf dem
Produkt der Mengen der reinen Strategien.

Beim SpielStein-Schere-Papidiberlegt man sich leicht, dal3 die opti-
male gemischte Strategié@rfjeden Spiele darin besteht, jede der drei
reinen Strategien mit der gleichen Wahrscheinlichk¢® zu wahlen;
dann und nur dann ist sein Erwartungswert nicht negatitiediloungs-
blatt. Spielen beide mit dieser Strategie, ist der Erwayswert fir beide
gleich Null, was ja auch der Sinn dieses Spiel ist. Beidel8piendeln
zum eigenen Schaden, wenn sie von dieser Strategie abweiche

Mit seinem Minimax-Theorem konnteodiN VON NEUMANN zeigen,
dald esiir eine gbRere Klasse von Zwei-Personen-Spielen ein Paar von
(im allgemeinen gemischten) Strategien gibt derart, detfdls2iner der
beiden Spieler verbessern kann, wenn er von seiner Seabgieicht,
wahrend der Gegner bei der seinigen bleibt:

Definition: a) Ein Zwei-Personen-Nullsummenspiel ist ein Spiel mit
zwei Spielern, denen jeweils eine endliche Menge von reSteategien

zur Verfugung stehen, und bei dem die Auszahlungsfunktion des einen
Spielers das Negative der Auszahlungsfunktion des andagren

b) Ein Gleichgewicheinesn-Personenspiels ist eir Tupel von Strate-
gien derart, dal3 keiner derSpieler seine Auszahlung verbessern kann,
wenn er seine Strategandert, vahrend dielibrigen Spieler bei ihren
Strategien bleiben. Bezeichnetdie Strategiemenge dégen Spielers,
ists® € §; x --- x 8§, also genau dann ein Gleichgewicht, wenn gilt:

a(s*) = maxa®(s*,|s) furi=1,...,n.
seS

A
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Satz: In einen Zwei-Personen-Nullsummenspiel gibt es stets min-
destens ein Gleichgewicht aus (im Allgemeinen) gemisc8textegien.

BeweisDer erste Spieler betrachtet nach obigjserlegungen zu jeder
seinen Strategien € S; jene Strategie¢™ € S, seines Gegnersiif die

(s, %) = = minaW(s, ¢
(s, t7) = m(s) dof N @ (s, )

ist und wahlt dann jene Strategig, fur diem(s™) maximal wird. WAhIt
der Gegner auch dazu die aus Sicht des ersten Spielers swihing-
liche Strategie™, ist also

@(e* +*) = in @

a(s™,t )—2@1({215? (s,1).

Entsprechend &hlt der zweite Spieler eine Strategjeso daR auchiir
die aus seiner Sicht schlimmsbgliche Strategi& des ersten Spielers
gilt

aW(3, 1) = maxmin a@(s, 1) .

teS; se€S1

Da wir gemischte Strategien betrachten, sthdind.S, abgeschlossene
Simplizes, also kompakt und konvex; auch ihr Prodgikk S, ist somit
kompakt und konvex. Bezeichneg) die Auszahlungiir den ersten
Spieler unter der Voraussetzung, daf3 dieser;deseinerm, reinen
Strategien und der zweite djete seinem, reinen Strategien spielt, so
ist die Auszahlung™®(p, ¢) firr die beiden gemischten Strategjer S;
undq € S, gegeben durch die offensichtlich stetige Funktion

51XSZ—>R

a(l): mi M2

0. 0)— YD pig;al

i=1 j=1

Da sie in jedem ihrer beiden Argumente linear ist, sieht mahaofort,
dai3

{pe S |aMp,q <a}

fur alleq € S, und allea: € R konvex ist; entsprechend auch

{g €5, |aPp,q) > 5}
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fur allep € S; und 8 € R. Somit sind alle Voraussetzungen des
Minimax-Theorems eifilt und wir haben

aWE, 1) = —dD(E, 1) = — maxmin a@(s, t)
teSy s€S1

= i )
= —maxmin(—a‘’(s,t
teSs 8651( ( ))

=minmaxa®(s, t) = maxmin M (s, t)
teS, s€Sy sES1tES?

= aW(s*, 7).

Mithin filhren die Paares(, t*) und @, t) zu denselben Auszahlungen;
egal ob sie gleich sind oder nicht sind sie daher Gleichdawic .
Nun sind freilich nicht alle Spiele Nullsummenspiele, uretage im
Wirtschaftsleben gibt es meist erheblich mehr als nur zwmel&r.
Wie JoHN NASH 1946 im Rahmen seiner Dissertation zeigte, kann die
Existenz von Gleichgewichten auch noch unter sehr viekaligineren
Voraussetzungen sichergestellt werden.

Er betrachtet dazulif ein n-Personenspiel mit Strategiemengeund
Auszahlungsfunktionen: S; x --- x S, — R fiir deni-ten Spieler
zu jedemn-Tupels von Strategien die Mengen

By(s)={t" €5, ‘ a¥(s_;|t*) = Q%Xa(i)(s_i\t)}

der fur deni-ten Spieler optimalen Strategien unter der Voraussetzung
daf3 jeder andere SpielgrZ i die Strategies; wahlt. Offensichtlich

ist s genau dann ein Gleichgewicht, weasrfur jedes: in B,(s) liegt.
Definieren wir eine Korrespondenz

B Sy x - xS, == 8 x---x§,
. s+ By(s) X -+ x B,(s) ’

so ist diesaquivalent dazu, daB € B(s) ein Fixpunkt vonB ist. Nach
dem Fixpunktsatz von KKUTANI gibt es solche Punkte zumindest
dann, wenn gilt: Das Produkt déef; ist kompakt und konvexp ist
halbstetig nach oben und ali&(s) sind abgeschlossen und konvex.

Betrachten wir zuachst die klassische Situation, dal3 jedem Spieler eine
endliche Anzahl reiner Strategien zur \ilggting stehen;lir deni-ten
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Spieler seien dies:; Stiick. Dann ist die Mengé; seiner gemischten
Strategien einy; —1)-Simplex, also insbesondere kompakt und konvex;
dasselbe gilt dann aucbBrfdas Produkt aller diesét.

Die Auszahlungsfunktionef§; x --- x S, — R sind in diesem Fall
gegeben durch

J1=1 In=11=1

wobei p®@ e S den Wahrscheinlichkeitsvektoiif deni-ten Spieler
bezeichnet undzg?min dessen Gewinn, falls jeder Spielgrdie i,-te
seiner reinen Strategienahlt. Diese Funktion ist offensichtlich linear

in jedem ihrern Argumente, insbesondere also stetig, und jede der
Mengen B, (s) ist abgeschlossen und konvex, also auch das Produkt

B(s) aller B,(s).

Zur Anwendbarkeit des Fixpunktsatzes voaddTANI fehlt somit nur
noch, dal3 die Korresponderiz halbstetig nach oben ist. Um dies
nachzuweisen, verwenden wir die Charakterisierung durclyef:
Wir missen zeigen, dafif jede konvergente Folg@(@)kEN von n-
Tupeln ausS; x --- x S,, und jede weitere solche Folgg®), .y mit
t*) e B(s™) fir allek auch der Grenzwettder zweiten Folge itB(s)
liegt, wobeis den Grenzwert der ersten Folge bezeichnet. Nach Defini-
tion der MengenB, (u) ist fur jedesk € N und jedes = 1,...,n der
Auszahlungswert an derten Spieler optimal, falls alle anderen Spieler
die s*) entsprechende Strategigiaten, er aber dié-te Komponente
vont®), Wegen der Stetigkeit der Auszahlungsfunktionen gilt digsh
fur den Grenzwert, also iste B(s), wie behauptet.

Damit sind alle Voraussetzungen des Fixpunktsatzes vekURANI
erfullt; es gibt daher eim-Tupels von Strategien, das iB(s) liegt und
damit ein Gleichgewicht ist. Damit haben wir bewiesen

Satz: Jedesi-Personen-Spiel, bei dem jedem Spieler eine endliche An-
zahlreiner Strategien zur Vérgung stehen, hat zumindest in gemischten

Strategien ein Gleichgewicht. .
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Heute bezeichnet man solche Gleichgewichte alsHNGleichgewichte.

Der Ansatz von MsH zeigt die Existenz von Gleichgewichten freilich
auch in sehr viel allgemeineren Situationen; um die MenggR) zu
definieren, brauchen wir nicht einmal eine Auszahlungsfonkn, son-
dern es geingt, dal’ jeder Spieler irgendeineaRarenzstruktur auf dem
Produkt aller Strategiemengen hat. Das ist beispielswmssamanchen
Anwendungen in Politik und Wirtschaft von Vorteil, wo die htkel-
nden zwar oft wissen, welche von zwei Situationen sie deera
vorziehen, wo es aber oft schwer ist, den Unterschied zwisaen
beiden quantitativ zu fassen. Nidich missen auch in solcheralien
die Voraussetzungen des Satzes vamBIANI nachgewiesen werden,
bevor man auf die Existenz eines Gleichgewichts schlie@ean k

Bevor wir nuntibermiitig werden und glauben, widtten alle Probleme
der Spieltheorie gékt, wollen wir uns einige konkrete Beispiele von
NAsH-Gleichgewichten anschauen.

Eines der klassischsten, das in praktisch jedem LehrbucBmeltheo-
rie zu finden ist, hat alsSpieler* zwei Personen, die vexchtigt werden,
gemeinsam ein Verbrechen begangen zu haben, das man ilerdimglb
nicht nachweisen kann. In manchen Rechtssystemaiirisbfche Rlle
eine Kronzeugenregelung vorgesehen: Falls einer deribgateht und
bereit ist, im Prozel3 gegen den anderen auszusagen, galaffeesaus
(oder bekommt zumindest eine deutlich reduzierte Strafe).

Nehmen wir an, dal3 konkret jedem der beiden eine Strafe von ze
Jahren Geingnis droht. Falls nur einer der beiden gesteht, geht er auf
Grund der Kronzeugenregelung straffrei auahwend der andere zehn
Jahre bekommt. Falls beide gestehen, braucht man keinez&ugen
mehr, allerdings gibt edif geséndige Strafiter typischerweise etwas
Strafnachlal3, so dal3 jeder mit etwa acht Jahren rechnen Gasteht
schlief3lich keiner, so kann ihnen zwar die Tat nicht nachgssw wer-
den, daiir aber einige kleinere Straftaten wie illegaler Wafferzeso

daf jeder ein Jahr bekommt. Wie sollten sich die beiden irtufheh
getrennten) Verdr verhalten?

Keiner weil3 sicher, ob sich der andeli@& fZugeben oder Leugnen
entschieden hdizw.entscheiden wird; er mul3 also beidédlichkeiten
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in Betracht ziehen. Wenn der andere gesteht, bekommt ejalctd, falls
auch er gesteht; ansonsten sind es zehn Jahre. Falls dee &aget,
geht er straffrei aus, wenn er gesteht, und bekommt ein damm er
leugnet. In beiden &len fahrt er besser, wenn er gesteht; also werden
wohl beide gestehen und damiirfjeweils acht Jahre ins Gaignis
wandern.

Je nachdem, um waiifeine Straftat es sich handelte, wird dies aus Sicht
der Allgemeinheit wahrscheinlich eine guté4ung sein, nicht aber
aus Sicht der beiden Betroffenenatten beide geleugnetanen beide
besser gefahren. Auch solche Situationen untersucht dediSorie:

Definition: Ein n-Tupel (sq, ..., s,) in einemn-Personen-Spiel heif3t
PARETO-optimal oder (besser) ARETO-effizient,wenn fir jedes Tupel
(t4,...,t,), beidem (mindestens) einer der Spieler ein besseres £rgeb
nis erzielt, (mindestens) ein Spieler ein schlechteresliy erzielt.

Im obigen Beispiel, dem sogenanntBriemma des Gefangenater
Prisoner’s Dilemmaist das MsH-Gleichgewicht (Zugeben, Zugeben)
offensichtlich nicht RRETO-effizient: Mit der Strategie (Leugnen, Leug-
nen) wirden beide wesentlich besser fahren. Letztere Strategiepg
ist offensichtlich RRETO-effizient, allerdings gilt dies aucliif (Leug-
nen, Zugeben) undif (Zugeben, Leugnen)ARETO-Effizienz ist somit
kein Kriterium, mit dem man bestigliche Strategien finden kann; sie
liefert eher eine ziemlich schwache Minimalforderung aaejggute”
Losung. Insbesondere ist bei einem Spiel, bei dem eine gegdiben-
ge an Ressourcen an die Spieler verteilt werden soll, jecEeSte
PaRETO-effizient, denn was ein Spieler bei einer anderen Stratagle
bekommt, muf3 anderen Spielern weggenommen werden.

Trotzdem muf3 ein NsH-Gleichgewicht nicht einmal diese Mindest-
voraussetzung diflen, und da zumindest im obigen Beispiel beide
durch rationaldJberlegungen zu ihrer Strategie kameii3t sich das
auch nichtandern. Wie die Spieltheorie zeigt, sindrReTO-€effiziente
Losungen nur dann sinnvollif rational handelnde Spieler, wenn die
gleichen Spieler ihr Spiel mehrfach spielen, wobei die Ahzder
Wiederholungen nicht feststehen darf: Ansonst@neaman schlief3lich
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bei der letzten Wiederholung wieder bei der alten Situatkimnte al-
so davon ausgehen, dal3 jeder den eigenen Vorteil maxindanit
gabe es aber auch bei der vorletzten Wiederholung keinenZArsieh
stattdessen am Gemeinwohl zu orientieren, und so weiter.

Situationen wie beim Dilemma des Gefangenen treten aucériroli-
tik auf. Als Beispiel lbnnen wir das Wetirsten zur Zeit des Kalten
Kriegs zwischen der USA und der UdSSR betrachten. BeidecRaui
gen muldten sich zwischen Auf- und Aistung entscheiden.

Hatten beide abgastet, latte das ihre Wirtschaften entlastet und damit
gestarkt; der Wohlstand und die Zufriedenheit defirBer wahren
gestiegen, ohne dal3 sich im Vahmis der beiden Staaten etwasgdert
hatte. Die,Auszahlung“ vare daher sicherlictuf beide positiv gewesen
ware; sagen wir zehn auf irgendeiner Skala.

Wenn nur einer aliistet, der andere aber aitet, so sirkt dies sicher-
lich die Wirtschaft des alistenden Staats; dieser wird nun aber zumin-
dest langfristig dominiert vom anderen, was mit einem gnoReess-
tigeverlust einhergeht. Entsprechend nimmt das Prestgeadderen
zu, und dieser kanntnftig moglicherweise Forderungen stellen, die
ihm auch wirtschaftlich iitzen. Da in der Welt der Politik Prestige
oft erheblich wichtiger ist als reale Indikatorenare der Gewinn des
aufristenden Staates auf unserer hypothetischen Skakegals zehn,
sagen wir finfzehn, viaahrend der aliistende eine Auszahlung veri5

Zu erwarten hAtte.

Wenn schliel3lich beide alifsten andert sich nichts an ihrem Vexhnis,
aber die Aufilstung belastet die Wirtschaft; somit erhalten beide eine
Auszahlung von minudinf auf unserer Skala.

Wieder ist beidseitige Autrstung das einzigeA$H-Gleichgewicht, und
wieder ist es die einzige Strategiepaarung, die nisRefo-effizient ist.

Als letztes wollen wir ein Beispiel betrachten, in dem dassi
Gleichgewicht nicht eindeutig ist und somit nicht einmal Ahleitung
zum Handeln dienen kann. Der Mathematiker und PhilosapiREBND
RussELL verglich das folgende Spi€thicken,dessen Namen man hier
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mit Feigling Ubersetzen muf3, mit dem Handeln der am atomaren Wet-
triisten beteiligten Politiker:

Zwei Spieler fahren auf der Mittellinie einer geraden S¢rafdt hoher
Geschwindigkeit aufeinander zu. Wer zuerst ausweicht édoren.

Auch wenn es sich hier um einen typischen Fall handelt, bei de
die Piaferenzen der einzelnen Spieler zwar klar sind, sich aber nu
schwer quantifizieren lassenprmnen wir der Einfachheit halber von
zwei Auszahlungsfunktionen ausgehen: Weicht einer aus,den an-
dere Bhrt geradeaus weiter, hat der Ausweichende verloren unadk er
somit die Auszahlung-1; sein Gegner gewinnt und el +1. Weicht
keiner aus, rasen sie aufeinander, was wahrscheinliclekéberlebt
und was wir mit einer Auszahlung vonl100 fur beide modellieren.
Weichen schlie3lich beide aus (was wohl gleichzeitig geseh mul3,
denn sobald einer sieht, das der andere ausweicht, hat ekda®n
Grund mehr), geht das Spiel unentschieden aus; der Ausgggilatrag
fur beide ist Null.

Hier gibt es zwei MsH-Gleichgewichte, amlich die beiden, bei denen
einer ausweicht und der andere nicht; bei beiden Altereatistellt
sich jeder Spieler schlechter, wenn er seine Strat&gaert, viahrend
der andere die seinige beil#h Eine Handlungsempfehlunglit sich
daraus nicht ableiten.



Kapitel 9
Wirtschaftliche Gleichgewichte

In diesem Kapitel soll es darum gehen, untémgtichst schwachen Be-
dingungen die Existenz von Gleichgewichten in einem Wiédtssys-

tem zu zeigen. Da deren Existenz bereits gegen Ende deshtBuda
derts von lEON WALRAS postuliert wurde, spricht man in d&konomie

von WALRASschen Gleichgewichten; einen mathematisch sauberen for-
malen Beweisiir ihre Existenz gaben aber erstMNETH J. ARROWUNC
GERARD DEBREUIN ihrer 1954 erschienenen Arbeit

KENNETH J. ARROW, GERARD DEBREU. Existence of an equi-
librium for a competitive economyEconometrica22 (1954),
265-290

Dieses Kapitel folgt weitgehend der Darstellung in diesgyek.

81: Wirtschaftssysteme

Als erstes nissen wir ein mathematisches Modelt ine Volkswirt-
schaft definieren. Da di®@konomie eine Realwissenschaft ist, wird dies
nicht ohne Vereinfachungen und Abstraktioneidgiich sein; wir gehen
aus von den folgenden Annahmen:

Im betrachteten Wirtschaftssystem gib¥é&siiter, die wir einfach durch
die natirlichen Zahlenh = 1,..../¢ bezeichnen. Zu dieseni@rn
gehbren auch Dienstleistungen, insbesondere also auch Arhiat
Guter sind quantifizierbar durch reelle Zahlen. Besitz, Bktion und
Verbrauch eines Teilnehmers am Wirtschaftssystem lasshrsemit
beschreiben durch Vektoren aR$, derenh-te Komponente jeweils die
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Menge des-ten Guts angibt. Zum Vergleich solcher Vektoren verwen-
den wir folgende Konvention:

Definition: a) Firr zwei Vektoren:, y € R istz > y genau dann, wenn
x, >y, furalleh=1,... ¢

b) x > y genau dann, wenn, > y, furalleh =1,... /.
C)Qd:ef{xeRe | z > 0}.

dFurACRYist—A={—z|2zec A}.
e) Fur v Teilmengend, C R, . =1,... v ist

;AL dif {x e Rf ‘ T = ixl fur irgendwelcher, AL} .

=1

a) Die Produzenten

Die am einfachsten zu beschreibenden Akteure einer Votksehiaft
sind dieProduzentenlhre Anzahl bezeichnen wir mit, sie selbst mit
den naiirlichen Zahleny = 1,...,m. Jedem Produzentensteht eine
MengeY; C R von Produktionsgneny; zur Verfugung. Dieh-te
Komponente eines solchen Vektays ist positiv, wenn nach diesem
Produktionsplan die entsprechende Menge des pteduziert wird;
sie ist negativ, wenn eine entsprechende Menge ivdoei der Pro-
duktion eingesetzt wurde. Zu solchenit@€rn i gelbren nicht nur die
verwendeten Rohstoffe und extern produzierte Komponestamdern
insbesondere auch die eingesetzte Arbeit. Die Summenmenge

Y = Y.
def £ J
7=1
ist die Menge aller in der betrachteten Volkswirtschaftlisgarbarer
Produktionspne; an sie sowie die einzelnen Mengérstellen wir die
folgenden Forderungen:
l.a Y ist eine abgeschlossene konvexe Teilmenge Rondie den
Nullvektor O entfalt.
l.Lb Y NQ={0}

l.c Y Nn(-Y)={0}
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Bedingung l.a besagt insbesondere, dal3 die Produktion men &bon-
stanten Faktor ziickgefahren werden kann, denn da der Nullvektor in
jedemY] liegt, ist fur A € (0, 1) undy; € Y; auch

Ay; =Ay; +(L-N0€Y; .

Die Bedingung O Y; ermbglicht es auch, dald sich ein Produzent ganz
aus der Produktion zuckzieht.

Bedingung I.b sagt, dal3 eine Volkswirtschaft nichts proehen kann,
ohne dabei Ressourcen wie Rohstoffe und/oder Arbeit zuaechen.
Bedingung |.c schliel3lich besagt, dal3 ein Produktionsuzggnicht
rickgangig gemacht werden kann: Begich der eingesetzten ma-
teriellen Qiter mag das zwar eventuellaglich sein; ein perfektes Re-
cycling strebt dies jedenfalls an. Die postulierte Asynmmeekommt
aber von der Arbeit: Sowohlf die Montage wie auchif die Demon-
tage mul’ Arbeit aufgewendet werden; ein Produktionss&aritin zwar
rickgangig gemacht werden, aber dabei mul3 neue Arbeit aufgewende
werden; die alte Arbeit wird nicht frei zum Einsaizrfandere Produk-
tionsschritte.

Aus Sicht eines Produzenten sind die verschiedenen Piodskine,
die ihm zur Verfigung stehen, selbstveistdlich nicht alle gleich er-
strebenswert; er will (und muf3) durch seine Akttietwas verdienen.
Wir nehmen an, dal3 er seinen Gewinn maximierécimte. Dieser &ngt
natirlich davon ab, zu welchem Preis er seine Produkte verkdugen
und welchen Preis eflif die eingesetzten Ressourcen bezahlen muf3.

Nach der reinen marktwirtschaftlichen Lehre sollte der kfldre Preise
der einzelnen Gter festlegen; wir nehmen an, daf? die Marktentwicklung
zu einem Preisvektgs* € R’ fur die Preise der verschiedenefitér
fuhrte. Der Gewinn oder Verlust dgiten Produzenten ist dann bei Wahl
des Produktionsplang; das Skalarprodukp®y, des Preisvektors mit
dem Produktionsplan; wir gehen davon aus, dal} er diesesmea@n
mochte. Seine Strategie ist somit die folgende:

(1) Wahle einen Produktionsplag; € Y so, da3 das Skalarprodukt
p*y; das Maximum unter allep™y, mity, € Y, annimmt.
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Diese Strategie wird in unserem Modell von allenProduzenten ver-
folgt.

b) Die Konsumenten

Davon gebe es Stick; wir bezeichnen sie durch die ddtchen Zahlen

i = 1,...,n. Jeder von ihnen hat gewisse Bebhisse, die er durch

Verbrauch von @tern befriedigen muf3. Wir gehen davon aus, dal3 ihm

dazu eine gewisse Mendé C R" von moglichen Verbrauchsvektoren

zur Verfugung steht. &r jedesx; € X, stehen die positiven Kompo-

nenten @ir konsumierte @Gter, die negativerir zu leistende Arbeit oder

verkaufte Giter. Wir nehmen an:

Il. Die MengenX, sind abgeschlossen, konvex und nach unten be-

schiankt; es gibt alsafr jeden Verbrauchéreinen Vektog, R,
sodaly,; > &, furallez; € X;.

Die Beschanktheit nach unten sorgt einerseits idafdald gewisse
Grundbedrfnisse befriedigt werden, anderseits aber begrenztusie a
jede nbgliche Arbeitsleistung. Die Abgeschlossenheit Viopist eine

Art Stetigkeitsbedingung, und die Konveiiitzeigt insbesondere die
Substituierbarkeit von (®ern, die auf dem Markt gegen andere getauscht
werden knnen.

Ein Verbraucher wird seinen Verbrauchsvektor im allgeraeimicht
einfach durch Kostenminimierung festlegen: Die wenig$teraucher
durften damit zufrieden sein, sich nur von Wasser und Brotraateen.
Wir gehen daher davon aus, dal’ jeder VerbraucherNinaichkeits-
funktionu,: X, — R hat, die jedem raglichen Verbrauchsvektor eine
reelle Zahl zuordnet, die umsodfer ist, je mehr ihm der betreffende
Verbrauchsvektor zusagt. Wir nehmen an, daf3 gilt

lll.a u, ist eine stetige Funktion

lll.b Fir jedesr, € X, gibtes einz, € X, mit u,;(x}) > u;(x;)

l.c Ist u,(x)) > u;(x;), so gilt auch fir jedes) € (0, 1) die Unglei-

chungu; ((Az; + (1 — Nz;) > u,(x;) .
Bedingung lll.a besagt insbesondere, dal’ die Menge alldéraechs-

vektoren, deren NDitzlichkeit aus Sicht eines gegebenen Verbrauchers
groRer oder gleich einem vorgegebenen Wert ist, abgeschlasse
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durch reine Paferenzen ausgeiickt heildt dies: Ista(gk))kEN eine kon-
vergente Folge von Verbrauchsvektorefi) € X, derart, daR Ver-
braucheri jedengk) mindestens genauso sehr &t wie eine Alter-
native z;, so sclatzt er auch den Grenzwert mindestens genauso sehr
wie z,.

Bedingung lll.b formalisiert eine wohlbekannte BeobadigtlEgal, wie

gut es uns geht: Wirgnnen uns immer einen Zustand vorstellen, der
uns noch lieber ist, weil der entsprechende Vektor entwedsr von

einem unserer Lieblingsder entlalt oder ein Gut, das wir noch nicht
haben, oder was auch immer.

Bedingung lll.c ist insbesondere eine Konvassbedingung: Sie im-
pliziert, dal3 @r jede reelle Zaht die Menge

M ={z; € X, ’ u;(z;) > a}

aller Aktionen, deren Mitzlichkeit als gol3er oder gleicla eingeschtzt
wird, konvex ist: Sind Amlich z; und z; zwei Vektoren aus\/, so
konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf}(z;) > w,(z;) ist. Falls sogar
uy(zy) > u,(z;) ist, sagt uns lll.c direkt, daB aueh(Az; + (1 — A)z})
furalle ) € [0, 1) groBerist als., (z}). Fallsu,(x,) = u,(x}) ist, missen
wir uns anderdiberlegen, daf3 es keirf = Az, + (1 — \)z; gibt mit
u,(x]) < u(z;). Gabe es so eir;, so gabe es wegen der Stetigkeit
vonu, einen Vektorz; mit u;(z}) < u,;(z}) < u,(x;) = u;(x};) auf der
Verbindungsstrecke var zuz,. Auf der Strecke vor, nachxz’ kom-
men wir somit zuachst zur;, dann zur; und schlieBlich zw’. Daher
laRt sichr; als konvexe Linearkombination vat) undz; ausdiicken.
Dau(x,) > u(z}) ist, mulR daher nach Ill.b auek(z}) > u(z;) sein,
im Widerspruch zur Annahme. Somit ig{x;) > u(x;) > a fur alle
xf = \x; + (1 — Nz, zwischenz, undx’.

Leider kann sich unser Verbrauch von Konstinggn nicht nur an un-
seren Paferenzen orientieren, sondern muf3 auch unsere Mittel in Be
tracht ziehen. Um dies zu modellieren, betracht&rd@w und DEBREU
zwei Arten von Einkinften: Zum einen vetigt Verbrauchei zu Beginn
uber eine gewisse Menge voritern; dieh-te Komponente des Vektors

¢; € R* gebe deren Mengdif das Guth an. AuRerdem &nnen Ver-
braucher Anteile an Produzenten besitzen und damit einspriioh auf
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einen entsprechenden Anteil an deren Gewinngngebe an, welchen
Anteil Verbrauchet am Produzentepbesitzt. Wir nehmen an, dal3 gilt
IV.a Es gibteinz, € X, mitz, < (.
IV.b «,;; > Ofirallei,j und) 2, a,; = 1.

Bedingung IV.a besagt, dal’ es eineagiichen Verbrauchsvektor gibt,
dessend@mtliche Komponenten echt kleiner sind als die entspresdnen
Komponenten voig;; wir nehmen also an, daf3 jeder Verbraucher von
jedemGut mehr besitzt als er ge&ifi zumindest einem seinebglichen
Verbrauchsvektoren braucht, und dal3 er dgedesGut des betrach-
teten Wirtschaftssystems gegebenenfalls zum Verkautgstblonnte.
Diese Voraussetzungist sicherlich unrealistisch, sieiaéacht aber den
Beweis der Existenz eines Gleichgewichts &efitlich. ARROwund De-
BREU betrachten deshalb zachst den Fall eines Wirtschaftssystem, in
dem diese Bedingung éfft ist, und diskutieren danach die notwendigen
Modifikationen um IV.a durch realistischere Bedingungermetzen.

Bedingung IV.b ist weitgehend unproblematisch: Die Sumineeim-
gung besagt einfach, daf3 jeder Anteilseigner eines Pratiizals Ver-
braucher auftritt, undxij > 0 verbietet den Verkauf von Anteilen, die
man gar nicht besitzt.

Ein Verbraucher kann nuri@er erwerben, die er sich zu den jeweils gel-
tenden Preisen auch leisten kann. Sein Einkommen bestetieauWert
der Aiter (einschliellich Arbeit), die er auf dem Markt anbiekamn,
sowie Gewinnbeteiligungen bei den Produzenten, von denAnteile
besitzt. Er véhlt seinen Verbrauchsvektof so, dal? die Ntzlichkeits-
funktion maximiert wird:

(2) u(z7) = max{u(z;) ‘ z; € X; und p*z, < p*(; + Zlaij(p*yj)}
j:

Bevor wir definieren knnen, was ein Gleichgewicht ist{issen wir uns
noch mit dem Preisvektar® besclaftigen. Wir gehen davon aus, dafl3 er
einfach die relativen Werte der einzelneaté& angibt, wobei jedes Gut
einen nichtnegativen Wert haben soll. Die entsprechend#eFang an
den Preisvektornnen wir formalisieren durch die Bedingung

J4
R)p eP={peR|p>0und > p,=1}.
def h=1
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Als letzte Forderung an ein Gleichgewicht, dal3 seinen Naraadhient,
mussen wir noch in irgendeiner Weise formalisieren, dal’ Arudebot
und Nachfrageiir jedes Gut die Waage halten — oder zumindést f
fast jedes. Eine Ausnahme bilden etwaige fregdttithe Qiter wie bei-
spielsweise die Nutzung naticher Ressourcen oder von Funkfrequen-
zen, die je nach Wirtschaftssystem in gewissem Rahniggtioherweise
mit einem Preis von Null angesetzt werden kann. Bei solchéte!@
steht zu erwarten, dald sie in ggender Menge vorhanden sind und
auch im Gleichgewicht nicht vollahdig genutzt werden.

Um dies zu formalisieren, betrachten wir die Summaeller Ver-
brauchsvektoren als Vektor der Gesamtnachfrage, die Sumatler
Produktionsvektoren als Vektor des Gesamtangebots urafSkth
die Summe( aller ¢; als Vektor der sich im Besitz der Verbraucher
befindlichen Giter:

=) wn, Y=Yy (=) G
=1 7=1 =1

Aus diesen drei Vektorendnnen wir dann den Nachfraigigerhang

Zd_efx_y_c

berechnen, von dem wiilf Gleichgewichtspunkte fordern:
(4) z* <0undp*z* =0.

Im Gleichgewicht soll also die Nachfrage nach jedem @d&tter be-
friedigt werden. Die Bedingung*z* = 0 impliziert auRerdem, dal3 alle
Guter, bei denen das Angehidier der Nachfrage liegt, Wert Null haben:
Da fur jedes Gut der Preig,, > 0ist, wahrend der Nachfragerhang
z, < 0 ist, stehen im Skalarprodukt z* nur nichtpositive Summan-
den, eine Summe Null ist daher nubglich, wenn jeder einzelne davon
verschwindet. Somit igi;, z,, = O fur jedes Gut, im Fallez;, 7 0 mul3
alsop, = 0 sein. EinUberangebot kann es somit nur bei freietit@&n
geben.

Definition: Ein (m+n+1)-Tupel?,...,x,.,y1,--.,Yy,,,p")von Vek-
toren ausR® heiRtGleichgewichtwenn es die Bedingungen () (4)
erfullt.
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Satz 1: Unter den Bedingungen | bis IV gibt es ein solches Gleichge-
wicht.

Der Beweis dieses Satzes solétenlich funktionieren wie derif die
Existenz von MsH-Gleichgewichten bei Spielen, allerdings unterschei-
det sich die Situation hier in einem Punkt ganz wesentliahm der bei
Spielen: Dort steht jedem Spieler eine feste Menge vonesfiet zur
Verfugung, hier Angt aber zumindesdiif die Verbraucher die Menge der
spielbaren Strategien vom Preisvektor und den StrategeRmduzen-
ten ab. Auch die Auszahlungsfunktioarigt nicht nur ab von den Strate-
gien der Verbraucher und der Produzenten, sonde#tich auch noch
vom Preisvektor. Letzteres Problem werden wir dadudskeh, dafd wir
einen zuatzlichen Spieler eifhren, der die Preise festsetzt. Das Prob-
lem mit den variablen Strategiemengen kann nicht so einfpadbst
werden: Hierzu mul der Begriff des Spiels verallgemeineiren.

§2: Abstrakte Okonomien

In seiner Arbeit

GERARD DEBREU. A social equilibrium existence theoreroc.
N.A.S.38(1952), 886-893

flhrte DEBREU 1952 den Begriff eineabstrakterOkonomieein als Ver-
allgemeinerung des Spielbegriffs und bewies die Existemz@leich-
gewichten &ir abstraktéOkonomien. Er verwendete dazu nicht den Fix-
punktsatz von KKUTANI, sondern zwei Verséirfungen, die EEN-
BERG und MONTGOMERY 1946 bzw.BEGLE 1950 publiziert haben. Da
in der Arbeit von ARRowund DEBREU nur ein schviacheres Resultat be-
nutzt wird, zu dessen Beweis der Fixpunktsatz veTANI ausreicht,
werde ich mich hier auf dieses schghere Resultat bes@mken.

Eine abstrakteOkonomiehatr Agenten. = 1, ..., v. Jedem steht eine
MengeA, eventuell nbglicher Aktionen zur Vekigung, von denen er je-
dochin Ablangigkeit von den Aktionen der anderen Agenten nur die aus
einer Teilmenge wirklich aughren kann: Er jeden Agentenhaben wir
eine Korresponden4,: A_, — A,,und fur jede Wahhk_, € A_, kann
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¢ nur die Aktionen ausi,(a_,) C A, ausfihren. Seine Auszahlungs-
funktion ist eine Funktiorf,: A4; x --- x A, — R, wobei nailrlich nur
die Funktionswerte an jenen Punkten,( .., a,) relevant sind, iir die
a, in A,(a_,) liegt. Abgesehen von dieser Einséahkung sind Gleich-
gewichte genauso definiert wie daswi-Gleichgewicht, d.h. keiner der
Agenten kann seine Auszahlung verbessern, wenn alle anderérer
Wahl bleiben und nur er eine andere vor diesem Hintergruogliche
Aktion wabhilt:

Definition: Ein Gleichgewichtspunkt einer abstrakt@konomie ist ein
v-Tupel @7,...,a;) € A; x --- x A, derart, dalir alle. gilt:
1. a; € A, (a*,)und

2. fla,...,ap) =max{ f,(a%,]a) | a, € A(a_,)} .
Satz von Debreu: Alle Mengen.A, seien kompakte konvexe Polyeder

und alle Korrespondenzed,, alle Auszahlungsfunktionerf, sowie
auch alle Funktionen

A, —R
o { a_, — max{fb(a’ib\ab) ’ a, € Ab(a_L)} ;
seien stetig. AuRerdem seidirfalle. und allea_, € A_, die Mengen
M,  ={a,€Afa_)| fla_,a,)=p,(a_,)}

konvex. Dann hat die oben definierte abstrak®nomie ein Gleichge-
wicht.

Man beachte, daf? die KorrespondenZemlsstetigvorausgesetzt sind,
sie missen also halbstetig sowohl nach oben als auch nach uiren se

Zum Beweisbetrachten wir die Korrespondenz
Ay x - x A, -— Ay x -+ X A,
P:
(ag,...,a,) +— M, x---xM,

Mit den MengenA, istauch deren Produkt kompakt und konvex; umden
Fixpunktsatz von KKUTANI anwenden zu &nnen, niissen wir daher
nur zeigen, da® halbstetig nach oben ist.
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Dazu beweisen wir zucthst eine etwas allgemeinere Aussage:

X undY seien Teilmengen endlichdimensionaler reeller Vekome,
f: X xY — R sei eine stetige Abbildung, ungd X —— Y sei eine
stetige Korrespondenz. Dann ist die Korrespondenz

X —-—=Y

"1 e v e@ | Sy = max fr. )}

halbstetig nach oben.

Zum Beweis verwenden wir die Charakterisierungen der jeyesi
Stetigkeitsbegriffe durch Folgen: Sei alsp,{, .y eine konvergente
Folge in X mit Grenzwertz und (y,,),,cn €in konvergente Folge iy
mit Grenzwerty derart, dafy,, € u(z,,) fur allen. Dag halbstetig nach
oben ist, liegt dann auchin ¢(x). Fir jeden anderen Punkte ¢(x)
gibt es wegen der Halbstetigkeit vgnnach unten eine Folge (), oy
mit Grenzwert, sodal¥,, € p(zx,,) fur allen. Nach Definition vonu ist
flz,,y,) > f(z,,z,) fur allen; wegen der Stetigkeit voifi ist somit
auchf(z,y) > f(z, z). Daz beliebig war, mul3 daherin u(x) liegen,
was die Behauptung beweist.

Wenden wir dies an auk = A4_, undY = A,. Fur die Abbildung
f: X xY — R nehmen wir die Auszahlungsfunktion des Agenten
undy(a_,) seiA,(a_,). Dann ist

pla_)={a, € A(a_) | fla_Je)= max fla_ |} =M,
die Korrespondenz vod _, nachA,, die jedema_, die MengelM,,
zuordnet, ist also halbstetig nach oben. Da die Projektmn RProdukt
Ay x -+ x A, nachA_, eine stetige Abbildung ist, ist somit auch die
Korrespondenz

Alx"‘XAVH_)AIX“'XAV
He (agy...,a,) — M,

halbstetig nach oben und damit aughals Produkt dieser Korrespon-

denzen. Damit ist der Satz voreBREU bewiesen. .
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8§3: Beweis von Satz 1

Sowohl die nibglichen Strategiemengen der Verbraucher als auch die
Gewinne der Produzenten hdngen ab vom PreaiggefNach der klas-
sischen volkswirtschaftlichen Lehre wird dieses vom Mdrdstimmt;
ARRoOwund DEBREUfUNren daher zi@zlich zu dem Verbrauchern und
denm Produzenten einen weiteren Agenten ein, Marktteilnehmer
oder kurzMarkt. Wir haben somit eine abstrakBkonomie mitn+n+1
Teilnehmern.

Die Strategiemenge des neuen Agenten ist die Menge

4
P={peR'|p>0und> p,=1}

aller moglicher Preisvektoren; die Strate&iémengeﬁw\ Produzen-
ten istY. In beiden fllen gehen wir davon aus, daf’ den Agenten
unablangig von den Entscheidungen dérigen Teilnehmer alle Strate-
gien aus der jeweiligen Menge zur V@gung stehen.

Die Strategiemenge deéden Verbrauchers ist natich X, tatsachlich
mul3 er aber einen Verbrauchsplaahen, den er auch finanzieren kann,
d.h. er mul3 sich beschmken auf jede Vektorem, € X,, fur die das
Skalarprodukipz, mit dem Preisvektop hochstens gleich dem Wert
seiner Giter und Beteiligungen ist:

pr; < p¢; + Z @;;(py;) -
7=1
Fur einen beliebigen Preisvekter kann es durchaus sein, dal3 kein
einzigesz; € X, diese Bedingung eiflt: Unter deny; gibt es
schliel3lich auch negative, und je nach Preisvekimmrite der zweite
Summand in obiger Ungleichung negativ sein.

In einem Gleichgewicht kann dies allerdings nicht vorkommaenn
ist p* der Preisvektor eines Gleichgewichtspunkts yjdder Pro-
duktionsplan deg-ten Produzenten in diesem Gleichgewicht, so ist
p'y; > p'yfuralley € Y,. Da dort insbesondere auch der Nullvektor
liegt, ist alsop™y; > 0. Beim Nachweis der Existenz von Gleichge-
wichten kdnnen wir daher demtten Verbraucher alle Verbrauchapke
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erlauben, #ir die

pxr; < pg; + (07 Z Q; (pyj))
J=1
ist, und diese Teilmenge vaol, definieren wir alsA;(z_;). Sie kann
nicht leer sein, denn nach unseren Voraussetzungen gibt e e X,
mit¢;, > x},sodal zumindest in A,;(z_,) liegt. Der Index, —i" bezieht
sich hier nairlich aufalle tibrigen Agenten, also auch die Produzenten
und den Marktteilnenmer.

Die Auszahlungsfunktion eines Verbrauchers ist seirigzthkeits-
funktion, die eines Produzenten ist das Skalarprodukteseroduk-
tionsplans mit dem Preisvektor. Bleibt noch die Auszah$fngktion
des Marktteilnehmers zu definieren.

Nach unseren Forderungen soll im Gleichgewicht der Nagkfiaer-
hangz* = 2 — y* — ( < 0 sein und den Weri*z* = 0 haben. Wenn
wir die Auszahlungsfunktiontir den Marktteilnehmer algz definie-
ren, ist dies in jedem Gleichgewichtspunkt der betrachtatestrakten
Okonomie der Fall: \ilre ramlich im Gleichgewicht eine der Kom-
ponentenz; > 0, so ldnnte der Marktteilnehmer seine Auszahlung
vergdl3ern, indem er die entsprechende Preiskompongrta Lasten
einer anderen Komponente éttt, im Widerspruch zur Definition eines
Gleichgewichts einer abstrakt€konomie. Genausdknte er im Falle
z; < 0 seine Ausahlung vergdblRern, indem ep,, erniedrigt — es sei
denn,p, ist bereits null. Der Marktteilnehmer legt die Preise alacm
dem Gesetz von Angebot und Nachfrage fest und erreicht ddaf
im Gleichgewichtp,, = 0 ist fur alle h mit z;,, < 0, undz;, = O fur alle
Guterh mit p;, > 0.

Wenn wir zeigen knnen, daR die so definierte abstraRiconomie ein
Gleichgewicht hat, folgt somit die Behauptung von Satz 1.

Leider erfillt diese abstrakt®konomie aber nicht die Voraussetzun-
gen des Satzes voneEBREU. Zumindest die Strategiemengeq, der
Verbraucher sind definitiv nicht kompakt, denn wir haben gaaus-
gesetzt, dal’ es zu jedem Verbrauchsplan eine Alternativ@dherer
Nutzlichkeit gibt; auf einem Kompaktumimdte die Nitzlichkeitsfunk-
tion aber ein (absolutes) Maximum annehmen.



Kap. 9: Wirtschatftliche Gleichgewichte 138

Die Beweisstrategie von#Row und DEBREU besteht darin, dal’ sie die
abstrakteOkonomie so modifizieren, daR alle Strategiemengen kom-
pakt sind, daR die urspngliche und die modifiziert©konomie aber
trotzdem dieselben Gleichgewichte haben.

Da die Strategiemeng® des Marktteilnehmers bereits kompakt ist,
mussen nur die Strategiemengen der Verbraucher und der Znoign
modifiziert werden. Die ldee ist in beiderallen die gleiche: Wir er-
lauben jedem Teilnehmer nur solche Strategiém,die es zumindest
grundsitzlich fur jeden anderen Teilnehmer eine Strategie gibt derart,
daR der Nachfragiberhang der gesamtédkonomie die Bedingung

z < 0 erfullt. Wir beschanken daher die Wahlaglichkeiten deg-ten
Verbrauchers auf die Menge

X;={z, € X; |Vi'#idwy € X;Vj Iy, €Y;:2 <0}
und die deg-ten Produzenten auf
Y,={y, €Y, |Vide, € X;¥j' #j3y, €Y, 1 2 <0}.

Wenn die betrachtet®konomie ein Gleichgewicht hat,imsen offen-
sichtlich die Strategien aller Teilnehmer in den so defteieffeilmengen
liegen. Da sie abgeschlossen sind, reicht es zum Nachwef®dgaki-
heit, dal3 wir inre Besclnktheit zeigen.

Angenommen, mindestens eine der Mengénware unbesclankt;
durch Umnummerierendanen wir annehmen, dald dieg idie Men-
geY; der Fall sei. Dann gibt es eine Folge von Strategﬁ%he Y; und

fur allei sowie allej > 1 Strategien:!” € X, undy; € Y}, derart, da®

gilt:
m n
' (R)|| = (k) (k)
kll_f)ﬂ()() ‘yl H—oo und Zyj ZZZL’i —C.
j=1 i=1

Bezeichnet die Summe der Untergrenzénfur die Strategiemengen
X, der einzelnen Verbraucher, so ist nach Voraussetzung Il

> 2 > ¢ unddamit Y ¢ >¢-¢.

=1 j:]_
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Wir betrachteniir jeden Index das Maximumu® der Normen deg{").

Da insbesonderg® > Hyg’“)H ist, gehen dieu™ gegen unendlich;
fur hinreichend grof3e Werte vansind sie also gif3er als eins. Nach
Annahme l.a ist danriif jeden Produzenten

k

1
_ (k)
= ——y. )+ (1——)061/..
Die Summe aller dieser Vektoreiirfein festes solches erfullt daher

die Ungleichung
m (k)

Z Yj §—¢

Nach Definition vor(®) hat jeder Summanddchstens die Norm eins;
da in einem Kompaktum jede Folge eine konvergente Teilfblgegibt
es daherir jedesj eine Folgek,), .y von Indizes, so dal die Folge der

yg.kq)/u(kq) gegen einen Grenzweyﬁo) konvergiert. Wegen der voraus-
gesetzten Abgeschlossenheit Vidpliegt dort auch dieser Grenzwert,
und die Summeiber alle diese Grenzwerte muf3 wegen obiger Unglei-
chung und der bestimmten Divergenz der Folge/d€rein Vektor mit
lauter nichtnegativen Komponenten sein. Nach Voraussgtzb mufl3

die Summe daher gleich dem Nullvektor sein.

V

Fur jeden einzelnen Produzentgrist somit
0) _ 0

5=,

i7"
DaOe Y, liegt die Summe links iY". Auf3erdem liegt auch,, in Y,

P . s T (0)

denn auchir jedesj 7 ;" ist 0 € Y. Somit liegen sowohy;” als auch
—y\? in Y, was nach Voraussetzung |.c nubgiich ist fir 5? = 0. Da
5" beliebig war, gilt diesiir alle Produzenteniif jedesj konvergiert also
die Folge de@§kq)/u(kq) gegen den Nullvektor. Somit gibt ethstens
endlich viele Indizes, fiir die die Norm vory§kQ) gleichu*4) sein kann.

Da es nur endlich viele Produzenten gibt, kann dann auchunentlich
viele Werte vony die NormirgendeineslektorSyékQ) gleich k) sein.
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Dies widerspricht aber der Definition vort*) als dem Maximum der
Normen der Vektorep").

Damit fuhr die Annahme, esalpe unbeschinkte Mengerf/j ZuU einem

Widerspruch; zumindest dféj sind also allesamt bes@mnkt und somit
kompakt.

Daraus folgt nun leicht auch die Besahktheit (und Kompaktheit)
derX,:Daz=x —y — ¢ <O0ist, haben wirfir jede Strategie, eines
Verbrauchers die Ungleichung

§ <@y < Zyj _Z%" +¢
j=1 i Fi
fur geeignete Strategien, € X, undy; € Y;. Dabeiist natrlich jedes

z, > &;; aulRerdem liegen allg; in der jeweiligen Teilmengé?j, denn
es gibt ja Strategienif alle anderen Teilnehmer, die < 0 machen.
Also ist

Wegen der Beschnktheitder Mengef(j istdie rechte Seite besdérkt,
also sind auch alle Menge)ﬁi beschankt und somit kompakt.

Da es nur endlich viele Mengeﬁi undf/j gibt, konnen wir eine reelle
Zahl ¢ finden, so dal} alle diese Mengen im Innern degfals

W={zeR"|Vh:|z,| <c}

liegen. Mit dieser Zahlc definieren wir nun eine neue abstrakte
Okonomie, die alle Voraussetzungen des Satzes eBREU erfullt:
Fir jeden Verbraucherund jeden Produzentgidefinieren wir

X, =X,NW und Y,=Y,nW.

DaX, C X, undY; C Y; fur alles, 5, liegen fir jedes Gleichgewicht
der urspiinglichen abstrakte@konomle die Strategien der Verbraucher

in den TellmengenX und die der Produzenten M Fur die Ver-
braucher modifizieren wir entsprechend auch die Menge dgtiohen
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Strategien zul,(x ;) = A,(z_,)N X,. Nach obiger Diskussion ist klar,
dal3 jedes Gleichgewicht der modifiziert€konomie auch eines der
urspiinglichen ist.

Zum Beweis von Satz 1 éissen wir somit nur noch zeigen, dal3 diese
modifizierteOkonomie in der Tat, wie behauptet, alle Voraussetzungen
des Satzes von#BREU erfllt.

Nach l.a und Il sind die MengeR, undY; abgeschlossen und konvex;
der Wirfel W ist natirlich ebenfalls kompakt und konvex; daher sind
die MengenX, undY; kompakt und konvex, genau wie es die Strate-
giemengeP des Marktteilnehmers ohnehin schon war. Die Stetigkeit
der Auszahlungsfunktioneriif Verbraucher ist in lll.a vorausgesetzt,
die der Produzenten und des Marktteilnehmers folgen ausaearitt
dieser Funktionen. Daraus folgirfdiese Teilnehmer auch die Konve-
xitat der entsprechenden Mengkfy aus dem Satz von#BREU; flr
Verbraucher garantiert lll.c diese Konveit

Die Korrespondenzen zur Definition der im Kontext duidirbaren
Strategien sindifr Produzenten und den Marktteilnehmer konstant, also
trivialerweise stetig; da es sich jeweils um die gesamtat&gjiemenge
handelt, gibt es auch keine Probleme mit der Konéxit

Im Falle der Verbraucher ist die Konveait ebenfalls unproblema-
tisch, da die zussigen TeilmengeA; (z_;) durch lineare Bedingungen
definiert sind. Auf3erdem isii(x_i) nicht leer, denn nach IV.a gibt es

fur jeden Verbrauchereine Strategie; € X; mit z; < ¢;. Setzen wir
y; = 0 fur alle Produzentey, so ist

r, liegt also fir jeden Verbrauchei in )A(i und damit erst recht im
Wirfel W. Da wir bereits zu Beginn dieses Abschnitts gesehen haben,

daRz’ in A,(z_,) liegt, ist somite), € A, (z_.).

Zu zeigen bleibt die Stetigkeit der Korresponden@n



