Wolfgang K. Seiler

Reell-algebraische
Geometrie

Vorlesung an der Universitat Mannheim
im Frihjahrssemester 2018




Dieses Skriptum entsteht parallel zur Vorlesung und soll mit moglichst
geringer Verzdgerung erscheinen. Es ist daher in seiner Qualitit auf kei-
nen Fall mit einem Lehrbuch zu vergleichen; insbesondere sind Fehler
bei dieser Entstehensweise nicht nur moglich, sondern sicher. Dabei
handelt es sich wohl leider nicht immer nur um harmlose Tippfehler,
sondern auch um Fehler bei den mathematischen Aussagen. Da mehrere
Teile aus anderen Skripten fiir Horerkreise der verschiedensten Niveaus
iibernommen sind, ist die Pridsentation auch teilweise ziemlich inho-
mogen.

Das Skriptum sollte daher mit Sorgfalt und einem gewissen Mif3-
trauen gegen seinen Inhalt gelesen werden. Falls Sie Fehler finden,
teilen Sie mir dies bitte personlich oder per e-mail (seiler@math.uni-
mannheim.de) mit. Auch wenn Sie Teile des Skriptums unversténdlich
finden, bin ich fiir entsprechende Hinweise dankbar.

Falls geniigend viele Hinweise eingehen, werde ich von Zeit zu Zeit
Listen mit Berichtigungen und Verbesserungen zusammenstellen. In
der online Version werden natiirlich alle bekannten Fehler korrigiert.

Biographische Angaben von Mathematikern beruhen groBtenteils auf
den entsprechenden Artikeln im MacTutor History of Mathemat-
ics archive (www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/), von wo
auch die meisten abgedruckten Bilder stammen. Bei noch lebenden
Mathematikern bezog ich mich, soweit moglich, auf deren eigenen In-
ternetauftritt.



Kapitel 0
Semialgebraische Mengen

Das klassische Thema der algebraischen Geometrie sind die Nullstellen-
mengen von Polynomgleichungen, also beispielsweise der Einheitskreis
um den Nullpunkt als Nullstellenmenge des Polynoms * + y2 — 1 oder
der durch die beiden Gleichungen z” + y2 +2°—1=0und2z—1=0
bestimmte Breitenkreis auf der Kugel mit Radius eins um den Nullpunkt
auf Hohe z = % Allgemein definiert man:

Definition: % sei ein Korper. Eine algebraische Varietit X in k™ ist
die Nullstellenmenge einer Menge f|,..., f,, von Polynomen aus
E[X,, ..., X,

X=V(fi,--, fm)
={(a:1,...,xn)€kn‘fj(azl,...,azn):o fl'jrjzl,...,m}.

Traditionellerweise beschiftigte sich die algebraische Geometrie vor
allem mit algebraisch abgeschlossenen Korpern £, da hier jedes nichtkon-
stante Polynom Nullstellen hat und sich dadurch eine einfachere Theo-
rie entwickeln 146t. Selbst da reichen allerdings algebraische Varietédten
nicht aus: Projiziert man etwa die Hyperbel xy = 1 auf die x-Achse,
erhélt man die x-Achse ohne den Nullpunkt, was keine algebraische Va-
rietét ist, sondern durch die Ungleichung x # 0 definiert wird. Fiir alge-
braisch abgeschlossene Korper k sagt ein Satz von CLAUDE CHEVALLEY,
daf} das Bild jeder algebraischen Varietit unter einer Projektion oder all-
gemeiner unter irgendeiner durch Polynome gegebenen Abbildung stets
durch Polynomgleichungen und -ungleichungen definiert werden kann.

Uber dem Korper k = R ist dies nicht der Fall: Projizieren wir den
Kreis z° + y2 = 1 auf die x-Achse, erhalten wir das Intervall [—1, 1]
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das durch die beiden Bedingungen x > —1 und < 1 definiert ist; wir
brauchen also noch zusitzlich die Grof3er- und die Kleiner-Relation. Das
sind keine rein algebraischen Relationen mehr; fiir die meisten Korper
lassen sie sich nicht einmal sinnvoll definieren. Wir fiihren daher einen
neuen Begriff ein:

Definition: Eine semialgebraische Menge X in R" ist gegeben durch
Polynome f;; € R[X,..., X, ] und Relationen

Rij < {=7 7/7 < >, S; Z}

als X =J_, ﬂ‘;i]{(az],...,azn) cR" ‘ fij(@y o m,) R, 0}.

Nach dieser Definition ist klar, dafl endliche Durchschnitte und Vereini-
gungen semialgebraischer Mengen wieder semialgebraisch sind; einer
der zentralen Sitze dieser Vorlesung mit vielen interessanten und teils
unerwarteten Anwendungen, der Satz von TARSKI und SEIDENBERG,
besagt, dal} dariiber hinaus auch das Bild einer semialgebraischen Men-
ge unter einer Projektion oder sonst einer durch Polynome gegebenen
Abbildung wieder semialgebraisch ist. Das ist alles andere als selb-
stverstindlich: Ersetzt man die Polynome f; durch analytische Funktio-
nen, erhilt man semianalytische Mengen, fiir die kein entsprechender
Satz gilt; hier muf3 man den Begriff nochmals erweitern zur sogenannten
subanalytischen Menge.

Fiir algebraische Varietdten liber einem algebraisch abgeschlossenen
Korper k£ kann man zeigen, dal zur Definition einer d-dimensionalen
Varietit in k" mindestens n — d Polynomgleichungen notwendig sind.
Uber k = R dagegen gilt

Lemma: Jede algebraische Varietit X C R™ kann durch eine einzige
Gleichung definiert werden.

Beweis: Nach Definition gibt es Polynome f,,..., f,,, durch deren
simultanes Verschwinden X definiert ist. Das Verschwinden dieser
m Polynome ist dquivalent zum Verschwinden des einen Polynoms

f=fid o+ fo



Kapitel 1
Die reellen Nullstellen eines Polynoms

Fiir ein Polynom f € R[X] vom Grad kleiner oder gleich zwei knnen
wir leicht explizit alle Nullstellen bestimmen und auch entscheiden,
ob sie reell sind oder nicht. Fiir Polynome vom Grad drei oder vier
geht das im Prinzip auch noch, ist allerdings erheblich aufwendiger. Fiir
ein allgemeines Polynom vom Grad mindestens fiinf aber gibt es keine
Moglichkeit mehr, die Nullstellen durch Wurzeln auszudriicken. Wir
wollen in diesem Kaptel sehen, wie wir trotzdem feststellen konnen,
wie viele reelle Nullstellen es gibt und wo diese liegen.

§1: Die Regel von Descartes

Die ilteste Aussage tiber reelle Nullstellen eines beliebigen Polynoms
geht im wesentlichen zuriick auf RENE DESCARTES; da sie gelegentlich
auch als Regel von CARDANO-DESCARTES bezeichnet wird, kannte
der rund hundert Jahre vor DESCARTES lebende GIROLAMO CARDANO
wahrscheinlich auch schon zumindest einige Spezialfille.

Wie bei allen im folgenden besprochenen Sitzen wird die Nullstellenan-
zahl in Verbindung gebracht mit der Anzahl der Vorzeichenwechsel in
einer Folge (ay, ..., a,) reeller Zahlen. Um diese zu definieren, strei-
chen wir alle Nullen aus der Folge und zidhlen dann, wie oft eine der
verbleibenden Zahlen ein anderes Vorzeichen hat als ihr Nachfolger. Die
Folge (1,0,0,1,0,—1,0,—2,0,0, 3) hat also zwei Vorzeichenwechsel:
von 1 auf —1 und von —2 auf 3.

Bei der Regel von DESCARTES betrachten wir fiir ein reelles Polynom

f=a,X"+---+a,X +q, die Anzahl v(f) der Vorzeichenwechsel in
der Folge (ay, ..., a,,) seiner Koeffizienten.
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Regel von Descartes: a) Die Anzahl m der mit Vielfachheiten gezihl-
ten positiven Nullstellen eines nicht identisch verschwindenden reellen
Polynoms f = a, X" +---+a; X + a, ist héchstens gleich v(f).

b) m = v(f) mod 2.

Beweis: Wir konnen zunidchst 0.B.d.A. annehmen, dal3 der konstante
Term a, nicht verschwindet, denn andernfalls konnen wir das Polynom
durch eine X-Potenz dividieren, ohne dal} sich an den positiven Null-
stellen und an v( f) etwas dndert. Auch Multiplikation mit —1 1463t beides
unveridndert; wir konnen uns daher auf den Fall a, > 0 beschrinken.

Wir fiihren den Beweis durch vollstindige Induktion nach dem Grad n
von f. Fiir n = 0 gibt es weder Nullstellen noch Vorzeichenwechsel, so
dal die Behauptung trivialerweise erfiillt ist.

Fiir n > 0 vergleichen wir f mit seiner Ableitung

/ -1
f=na, X" + - +2a,X +a,.

Um sicherzustellen, dafl auch hier der konstante Term nicht verschwin-
det, nehmen wir den Kleinsten Index ¢ > 1 mit a, # 0 und setzen

fi = f/X %=1 Dann hat f, dieselben positiven Nullstellen wie f’
und auch dieselbe Anzahl von Vorzeichenwechsel. Nach Induktionsan-
nahme wissen wir, daB die Anzahl m’ der positiver Nullstellen von f,

(und damit f') hochstens gleich v(f,) = v(f')istund m’ = v(f’) mod 2.

Die positiven Nullstellen von f seien0 < z; < --- < z,.,, wobei z; die
Vielfachheit e, habe. Die Anzahl m der positiver Nullstellen von f ist
also, mit Vielfachheiten gerechnet, die Summe der e, .

Eine e -fache Nullstelle von f ist eine (e; — 1)-fache Nullstelle von f ’,
auBerdem liegt zwischen je zwei Nullstellen von f mindestens eine Null-
stelle der Ableitung f’ und damit auch von f,. Somit hat f, mindestens

r—l+i(ei—1):iei—1:m—l
i=1 i=1

positive Nullstellen im abgeschlossenen Intervall [z, z..].

Wir konnen noch mehr sagen: Unmittelbar rechts von einer Nullstelle x;
geht der Graph von f entweder nach oben und kommt dann auch von
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oben auf die nidchste Nullstelle x;,, zu, oder aber er geht nach unten
und von dort aus zu z,,,. In jedem Fall hat aber f' unmittelbar rechts
von z; ein anderes Vorzeichen als unmittelbar links von x,,,. Daher
muf die Anzahl der Nullstellen von f’ im offenen Intervall (z,, z;,,)
mit Vielfachheiten gezihlt ungerade sein. Die Anzahl der Nullstellen
von f’ im abgeschlossenen Intervall [z, x,] ist daher modulo zwei
kongruent zur gerade berechneten Mindestanzahl m — 1.

Bleiben noch die Nullstellen von f’ rechts von z,. und links von z; . Falls
f’ unmittelbar rechts von x,. positiv ist, geht f fiir x — oo gegen +o0;
daher ist auch f’ fiir z — oo positiv. Somit hat f’, wenn iiberhaupt, eine
gerade Anzahl von Nullstellen rechts von z,..

Fiir die Nullstellen zwischen O und z; konnen wir dhnlich argumentieren:
f(0) = a, ist positiv; der Graph von f kommt also von oben nach x|,
d.h. f' ist unmittelbar links von z, negativ. An der Stelle x = 0 ist
f(0) = a,,» wir haben also fiir positives a,, eine ungerade Anzahl von
Nullstellen im offenen Intervall (0, z,) und fiir negatives a,, eine gerade.
Somit ist

oo [m—1 fallsa, <0
o(f)) =2 m > m falls a, > 0

und

;[ m—1mod?2 fallsaq<0
" =19 mmod?2 falls a, > 0 °

Die Koeffizientenfolge (na,,, (n — 1)a,,_,, ..., qa,) hat dieselben Vor-
zeichen wie (a,,, . . ., a,). Falls a, positiv ist, ist die Anzahl der Vorzei-
chenwechsel dort gleich v(f), denn zwischen a, und q gibt es dann
keinen Vorzeichenwechsel mehr. Bei negativem a,, gibt es einen, dann
ist also v(f;) = v(f) — 1. Vergleichen wir dies mit den obigen Formeln

fiir m’, folgt die Behauptung. .
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Der Mathematiker und Philosoph RENE DESCARTES
wurde 1596 im franzosischen La Haye en Touraine
geboren. 1802 wurde der Ort umbenannt in La Haye
Descartes, seit 1967 heifit er einfach Descartes. Von
1604 bis 1612 war RENE DESCARTES Schiiler am Je-
suitenkolleg in Anjou, spiter studierte er Jura an der
Universitit von Poitiers. Nach seinem Abschluf} im Jahr
1616 ging er an die Militérschule von Breda, wo er unter
anderem Mathematik und Naturwissenschaften studier-
te. Nach zweijdhriger Reise durch Europa schlof3 er
sich 1619 der Bayrischen Armee an. Weitere Reisen
quer durch Europa folgten, bis er sich 1628 in Holland niederlie3. Er schrieb dort ein
physikalisches Werk unter dem Titel Le Monde, ou Traité de la Lumiéere, das er aber,
nachdem er von GALILEIs Verurteilung horte, nicht verdffentlichte. Erst 1637 erschien
es als philosophisches Werk unter dem Titel Discours de la méthode pour bien conduire
sa raison et chercher la vérité dans les sciences mit drei Anhéngen iiber Optik, Meteore
und Geometrie. Im letzteren fiihrte er algebraischen Methoden ein, unter anderem die
kartesischen Koordinaten.

Nach der Regel von DESCARTES hat beispielsweise das Polynom

X" -1 —1

f(X):ﬁ:X

keine positive reelle Nullstelle, denn alle seine Koeffizienten sind positiv,
so daB es keine Vorzeichenwechsel gibt. (Natiirlich ist hier auch so klar,
daf} es keine positive Nullstelle geben kann.) Die negativen Nullstellen
dieses Polynoms entsprechen den positiven Nullstellen von

X" X+

FEX) =D X" D)X e - X+ L

Hier wechselt die Koeffizientenfolge stindig zwischen 1 und —1; es
gibt daher n — 1 Vorzeichenwechsel und somit hochstens n — 1 negative
Nullstellen von f. Deren Anzahl ist gerade fiir ungerade n und ungerade
fiir gerade n; insbesondere muf3 es also fiir gerade n mindestens eine
negative Nullstelle von f geben. In der Tat ist dann —1 eine Nullstelle,
und da die Nullstellen von f allesamt n-te Einheitswurzeln sind, ist es
die einzige.

Durch einen Trick von JACOBI kann man mit der Regel von DESCARTES
auch etwas tliber die Anzahl der Nullstellen in einem vorgegebenen
Intervall (a, b) aussagen kann: Wie man sich leicht iiberlegt (siehe erstes
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Ubungsblatt), bildet

a+bx

1+2x

die positiven reellen Zahlen bijektiv ab nach (a, b), das Intervall (—1, 0)
auf die Zahlen kleiner a und die Zahlen kleiner —1 auf die Zahlen
grofer b. Betrachten wir daher zu einem vorgegebenen Polynom f aus
R[X] vom Grad n das neue Polynom g(X) = (1 + X)" f(¢(X)), so
entsprechen dessen positive Nullstellen genau den Nullstellen von f
aus (a, b). Die Berechnung von g ist freilich etwas miihsam und muf3
fiir jedes neue Intervall von neuem durchgefiihrt werden.

o: RN {-1} =2 R; z+—

§2: Der Satz von Budan-Fourier

Dieses Problem vermeidet ein in diesem Paragraphen vorgestellte Re-
sultat, das BUDAN 1807 und FOURIER 1820 unabhingig voneinander
veroffentlichten und das FOURIER anscheinend schon ab 1796 in seinen
Vorlesungen an der Ecole Polytechnique lehrte.

JEAN BAPTISTE JOSEPH FOURIER (1768-1830) begann
zunéchst eine Ausbildung zum Priester, beendete diese
jedoch nicht, sondern wurde stattdessen Mathematik-
lehrer. 1793 trat er dem lokalen Revolutionskomittee
bei, 1798 begleitete er Napoleon auf dessen Agypten-
feldzug. Nach dem Riickzug aus Agypten ernannte ihn
dieser zum Prifekten von Isére; dort in Grenoble be-
gann er mit seinen Arbeiten {iber Wirmeleitung, aus de-
nen die FOURIER-Reihen hervorgingen. Nach Napoleons
endgiiltiger Vertreibung wurde FOURIER 1817 in die
Akademie der Wissenschaften gewéhlt; 1822 wurde er
Sekretir der mathematischen Sektion.

FERDINAND FRANCOIS DESIRE BUDAN DE BOISLAURENT wurde 1761 auf Haiti geboren. Im
Alter von acht Jahren wurde in eine Klosterschule in der Nédhe von Paris geschickt, wo er
acht Jahre lang vor allem klassische Sprachen lernte. Mathematik und Naturwissenschaften
waren kein Teil des Lehrplans; wegen seines grof3en Interesses erhielt er aber zweimal
wochentlich Zusatzstunden bei dem Mathematiker J.-C. FARCOT. Danach studierte er
vor allem Rhetorik und Philosophie; ab 1803 arbeitete er als Schulrat. Im gleichen Jahr
reichte er auch seine Arbeit mit dem hier vorgestellten Resultat ein, sie wurde aber erst
1807 veroffentlicht und, da BUDAN eher als Amateurmathematiker galt, wenig beachtet.
1811 présentierte er der Akademie der Wissenschaften in Paris einen Beweis, der 1822
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nach Begutachtung (und Korrektur kleinerer Liicken) durch LAGRANGE veroffentlicht
wurde. Er starb 1840 in Paris.

BUDAN und FOURIER suchten nach Aussagen iiber die Anzahl der Null-
stellen eines reellen Polynoms f in einem Intervall [a, b]. Sie betrachten
dazu fiirein z € R die Anzahl S;(z) der Vorzeichenwechsel in der Folge

(f@), f'@), f'@),..., f(”)(a:)), wobei n den Grad von f bezeichnet,
und zeigen den

Satz von Budan-Fourier: Falls weder f noch eine seiner Ableitungen
in den Punkten a < b verschwindet, ist die Anzahl reeller Nullstellen
von f in [a, b] mit Vielfachheiten gezéhlthochstens gleich S ¢(a)— S, (b),
und sie ist modulo zwei kongruent zu dieser Differenz.

Beweis: Wir betrachten die Menge aller Zahlen z, € (a, b), fiir die f
oder eine seiner Ableitungen verschwindet, und ordnen sie der Grofe
nach an:

A<z <xTy<---<z,.<b.

Der Einfachheit halber setzen wir z;, = a und z,,; = b, obwohl das
natiirlich nach Voraussetzung keine Nullstellen sind.

In jedem der offenen Intervalle (x;, z,,,) ist S () konstant, denn
solange weder f noch eine seiner Ableitungen verschwindet, dndert sich
nichts an den Vorzeichen und damit der Anzahl der Vorzeichenwechsel.

Wir wihlen fiir = 1,...,7 + 1 je eine reelle Zahl c; aus dem Intervall
(z;,_;,x;). Dann ist z, der einzige Wert im Intervall [c,, ¢;,,], an dem
f oder eine seiner Ableitungen verschwinden kann, und die Anzahl der
Nullstellen von f in [a, b] ist gleich der Summe der Nullstellenanzahlen
in den Intervallen [c;, c,.,]. AuBerdem ist

Sp(a) — Spb) = Sp(cy) — Splc) = > (Sple) — Spleiy)) -
i=0
Daher geniigt es, den Satz fiir die Intervalle [c;, c,,] zu beweisen; wir
konnen also 0.B.d.A. annehmen, daf} es im Intervall [a, b] genau einen
Punkt x gibt, so daf} sowohl f als auch seine Ableitungen hochstens dort
verschwinden. m sei die Nullstellenordnung von f in x, d.h. m = 0,
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falls « keine Nullstelle von f, sondern nur von einer der Ableitungen
ist, und m > 1 sonst. Mit dieser Bezeichnung ist der Satz dquivalent zu
den beiden Aussagen

Wir beweisen ihn durch Induktion nach dem Grad von f.

Im Falle einer linearen Funktion f(x) = px + ¢ konnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dall p > 0 ist; andernfalls ersetzen wir einfach f durch — f.
Die einzige Nullstelle z = —¢/p liegt genau dann im Intervall (a, b),
wenn wenn f(a) negativ und f(b) positiv ist. Die Ableitung f'(x) = p
ist iiberall positiv, also ist .S f(u) = 1 genau dann, wenn f(u) negativ ist,
und S¢(u) = 0 sonst. Damit ist der Induktionsanfang erledigt.

Nun sei f ein Polynom vom Grad mindestens zwei. Wir unterscheiden
drei Fille:

1. Fall: m > 1. Dann ist f(z) = 0 und f' hat in = eine m — 1-fache
Nullstelle. Nach Induktionsannahme 1st

Spi(a@) = Sp()>m—1 und m—1=5(a)— Sp(b) mod 2.

Wenn f(a) positiv ist, muB f’(a) negativ sein, da der Graph nach unten
zur Nullstelle geht; entsprechend ist f’(a) positiv fiir negatives f(a).
Somit ist S f(a) =5 f,(a) + 1. Am anderen Intervallende ist dagegen
S¢(b) = S4/(b), denn ist f(b) positiv, so muB der Graph von f steigen,
und ist f(b) negativ, so muB} er fallen. Somit ist S¢(a) — S¢(b) um eins
groBer als Sy (a) — S;(b), und aus der Induktionsannahm folgt die
Behauptung

Si(a) —Sp(b) >m und m = S;(a) — Ss(b) mod 2.

2. Fall: Weder f noch f' haben in [a,b] eine Nullstelle. Dann sind
die Vorzeichen sowohl von f als auch von f’ konstant im Intervall
[a, b]; daher ist entweder S¢(a) = Sy (a) und Sy(b) = S;/(b) oder
S¢(a) = Sp(a)+ 1 und Sp(b) = S;(b) + 1. In beiden Fillen ist

nach Induktionsvoraussetzung gro3er oder gleich Null und gerade, wie
es in diesem Fall auch sein muB.



Kap. 1: Die reellen Nullstellen eines Polynoms 10

3. Fall: f’(m) = 0; die Vielfachheit dieser Nullstelle sei e. Nach der
TAYLORschen Formel ist in der Umgebung von x

(e+1) (e+1)
f’($+h)% %hﬁ und f(x+h) = f(x)+ Jz 1()37')he+1 .

Da f' auBer in z nirgends sein Vorzeichen wechseln kann, kénnen wir
daraus die Vorzeichen von f'(a) und f'(b) bestimmen: Fiir gerades e
sind beide gleich dem Vorzeichen von f (e”)(a:), fiir ungerades e haben
f (6”)(:1:) und f’(b) dasselbe Vorzeichen und f’(a) das andere.

Die beiden folgenden Diagramme zeigen das Verhalten von f zwischen
a und b, wobei die dicke blaue Kurve jeweils einem positiven Wert
von f D) entspricht und die diinnere griine einem negativen.

\ e ungerade \

\ / e gerade
/|

a X b a X b

Uber die Vorzeichen von f(a) und f(b) wissen wir nur, daB sie gleich
sind, da f in [a, b] keine Nullstelle hat. Um S¢(a) und S;(b) auf Sy (a)
und S f,(b) zuriickzufiihren, miissen wir daher die verschiedenen Kom-

binationen aus Vorzeichen von f(a) und f (6”)(3;) betrachten.

Um die Diskussion kurz und iibersichtlich zu machen, benutzen wir die
Vorzeichen- oder Signum-Funktion

+1 fallsx >0
sgna:={ 0 fallsz=0 .
—1 fallsz <0
Wie wir uns gerade iiberlegt haben, ist

sgn f'(a) = (—=1)°sgn f““V(z) und sgn f'(b) = sgn f

(e+1)
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auferdem ist sgn f(a) = sgn f(b).
Im Falle sgn f(a) = sgn f“*V(x) ist daher

sgn f(a) =(—1)°sgn f'(a) und sgn f(b) =sgn f'(b),
also S;(b) = S;(b) und

Spi(a) falls e gerade
S.(a) = .
f Sy(a)+1  falls e ungerade

Die Differenz S¢(a) — S (b) ist somit fiir gerade e gleich der zwischen
S /(a) und S f,(b), fiir ungerade e ist sie um eins grofBer.

Falls f(a)und f “*D(2) verschiedene Vorzeichen haben, ist
sgn f(a)= (=D sgn f'(a) und sgn f(b) = —sgn f'(b).
Hier ist also S¢(b) = Sy/(b) + 1 und

Spi(a) falls e ungerade
Se(a) =
f Spi(a)+ 1 falls e gerade

Die Differenz S(a) — S;(b) bleibt also wieder fiir gerade e unveréndert,
fiir ungerade aber wird sie nun um eins kleiner.

Nach Induktionsvoraussetzung ist
Sp(a)— Sp(b) 2 e und Sp(a)— Sy (b) =emod?2.
Fiir gerade e ist daher
Spa)—Sp(b)>e>0 und Sg(a)— Spb) =e =0mod?2
und fiir ungerade e erhalten wir
Spa) = S¢() 2e—12>0 und Sga)—Spb)=e—1=0mod 2,
wie behauptet.

Damit ist der Satz von BUDAN-FOURIER bewiesen.
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§3: Der Satz von Sturm

Die Regel von DESCARTES und auch der Satz von BUDAN-FOURIER
geben nur Obergrenzen und Kongruenzbedingungen modulo zwei fiir
die Nullstellenanzahlen; der erste, der eine Formel fiir die genaue Anzahl
angeben konnte, war 1835 CHARLES-FRANCOIS STURM. Im Unterschied
zu DESCARTES, BUDAN und FOURIER geht es beim Satz von STURM aller-
dings um die Anzahl verschiedener Nullstellen; Vielfachheiten spielen
hier keine Rolle.

JACQUES CHARLES-FRANCOIS STURM wurde 1803 in Genf als Sohn eines Mathematik-
lehrers geboren. Ab 1821 studierte er an der dortigen Akademie Mathematik. 1823, nach
Ende seines Studiums, wurde er Tutor des Sohns von Mme DE STAEL, was ihm geniigend
Zeit fiir mathematische Arbeiten lieB3. Als die Familie fiir sechs Monate nach Paris zog, traf
er dort im Haus von ARAGO unter anderem LAPLACE, POISSON, FOURIER, GAY-LUSSAC
und AMPERE. 1825 kehrte er nach Paris zuriick, wo er zwar als Tutor fiir ARAGOs Sohn
arbeitete, vor allem aber Vorlesungen besuchte. Zeitweise arbeitete er auch als Assi-
stent von FOURIER. Nach der Revolution von 1830 wurde es auch fiir einen Protestanten
moglich, eine Professor in Frankreich zu bekommen; so kam er 1830 ans Collége Rollin
und 1838 an die Ecole normale supérieure; 1833 wurde er franzosischer Staatsbiirger.
In seinen spiten Arbeiten beschéftige er sich vor allem, zusammen mit LIOUVILLE, mit
Differentialgleichungen. Er starb 1855 in Paris.

STURMSs Ansatz beruht auf einer leichten Modifikation des EUKLIDischen
Algorithmus: Die Folge der Divisionsreste bei der Berechnung des ggT
zweier Polynome f und g nach EUKLID konnen wir beschreiben durch
die Rekursionsvorschrift

ro=f, T =g, Tr;;=RestbeiderDivision vonr, durchr;,,,

wobei abgebrochen wird, sobald ein T, verschwindet. Fiir z > 2 ist also
T, = q;T;y T Tipo.- STURM nimmt stattdessen als jeweils nédchstes r; den
negativen Divisionsrest im Falle g = f'.

Definition: Die STURMsche Kette zum Polynom f € R[.X] wird berech-
net nach der Rekursionsvorschrift

fo=f fi= f’, f:+o = —Rest bei der Division von f; durch f,,,

wobei abgebrochen wird, sobald ein f; verschwindet. Fiir ¢ > 2 ist also
fi = a;fis1 — firn» wWobei g, der Quotient bei der Polynomdivision mit
Rest von f; durch f,_, ist.
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Da der Grad von f;, stets echt kleiner ist als der von f;, bricht jede
Sturmsche Kette ab. Ihr letztes Polynom f, ist ein ggT von f und f’,
denn fiir die Teilbarkeitsargumente beim EUKLIDischen Algorithmus
spielen Vorzeichen keine Rolle. Insbesondere ist also f, konstant, falls
f keine mehrfache Nullstellen hat.

Lemma: Die STURMsche Kette (f, ..., f,) eines Polynoms f ohne
mehrfache Nullstellen hat folgende Eigenschaften:
a) fo=1f

b) f, hat keine Nullstellen

c) Istfiir ein 2 mit 0 < ¢ < s der Punkt z, eine Nullstelle von f;, so ist
fici1@o) fis1(zy) < 0,d.h. f;_;(xy) und f,,,(x) haben verschiedene
Vorzeichen

d) Ist x, eine Nullstelle von f = f;, so sind in einer Umgebung von z;,
die Funktionswerte von f,(z)f,(x) links von z, negativ und rechts

davon positiv.

Beweis: a) ist Teil der Definition der STURMschen Kette von f, und
wie wir uns gerade iiberlegt haben, ist f, im Falle eines Polynoms
ohne mehrfache Nullstellen konstant, hat also keine Nullstellen. Fiir ¢)
beachten wir, daf

fz'+1(5Eo) = qi(ﬂfo)fi(ﬂfo) - fi_l(iﬂo) = _f¢_1(330)

ist, da f,(x,) verschwindet. d) schlieBlich folgt daraus, daB} z, eine
einfache Nullstelle ist, d.h. f'(z,) # 0. Somit hat

d / 1)
T fo@)fy@) = f @) — f@)f" @)

bei z, den positiven Wert f (:1:0)2. Damit ist diese Ableitung auch in einer
Umgebung von z,, positiv; da fy(z)f;(z) an der Stelle z,, verschwindet,
mub es also links negativ und rechts positiv sein.

Definition: a) Eine Folge (f, ..., f,) von Polynomen aus R[.X] heil3t
STURMsche Folge zum Polynom f € R[X], wenn sie die Eigenschaften
a) bis d) hat.

b) Die Variation einer Folge (f, ..., f,) von Polynomen aus R[X]
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ist die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge reeller Zahlen

fO(a’)7 fl(a)7 et fs(a)°

Nach obigem Lemma ist also die STURMsche Kette eines Polynoms ohne
mehrfache Nullstellen eine STURMsche Folge zu diesem Polynom.

Fiir jede STURMSsche Folge zu einem Polynom f gilt:

Satz: Die Anzahl der Nullstellen des Polynoms f mit a < x < b ist
v(a) — v(b).

Beweis: Wir liberlegen uns zunichst, in der Umgebung welcher Punkte
sich in der Folge ( fol@), fi(x), ..., fs(az)) etwas an den Vorzeichen
dndern kann.

Sind alle f;(z) # 0, so bleiben auch in einer Umgebung von z alle
Vorzeichen gleich, also ist v(x) konstant in der Umgebung von x.

Ist f(x,) # 0, aber (mindestens) ein f;(z,) = 0, so folgt aus a), da s > 0
ist,und nach b)ist7 < s. Damit gibt es Funktionen f, _; und f,,,. Nachc)
ist f;,_(xy) fis1(xy) < 0. Somit haben f,_(z,) und f, ,(x,) verschie-
dene Vorzeichen, sind also insbesondere ungleich Null. Die Vorzeichen
von f,_;(x)und f,,,(x) sind daher in einer Umgebung von x,, konstant
und verschiedens. Zwischen f, _;(x) und f,,,(x) gibt es smomit genau
einen Vorzeichenwechsel, egal welchen Wert f,(z) annimmt. Dies zeigt,
daf} v(z) in einer Umgebung von x, konstant ist.

Bleibt noch der Fall, da3 f selbst im Punkt x, verschwindet. Nach d)
ist dann in einer Umgebung von x, das Produkt f,(x) f,(x) links von z;,
negativ, rechts positiv, d.h. fiir z < =z gibt es dort einen Vorzeichen-
wechsel zwischen f,(x) und f,(x), fiir z > x, nicht mehr. Fiir x > z,
aus dieser Umgebung ist daher v(x) um eins kleiner als fiir z < z,.

Damit ist gezeigt, dall die Funktion v genau in den Punkten um eins

kleiner wird, in denen f eine Nullstelle hat; und daraus folgt der Satz. .

Satz von Sturm: Ist [a, b] ein Intervall, an dessen Endpunkten a, b das
Polynom f nicht verschwindet, und bezeichnet v(x) die Variation der
STURMschen Kette zu f, so hat f in [a, b] genau v(a) — v(b) Nullstellen.
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Beweis: Falls f keine mehrfachen Nullstellen hat, ist die STURMsche
Kette eine STURMsche Folge, also folgt die Behauptung aus dem gerade
bewiesenen Satz.

Andernfalls sei (f, ..., f,) die STURMsche Kette von f; wegen deren
Konstruktion iiber den EUKLIDischen Algorithmus ist dann g = f, ein
groBter gemeinsamer Teiler von f und f’, und alle f; sind durch g teil-
bar. Somit besteht auch die Folge (f,/g, - . ., f,/g) nur aus Polynomen,
und in jedem Punkt, in dem g keine Nullstelle hat, ist ihre Variation
gleich der der STURMschen Kette. Da die Intervallenden a und b nach
Voraussetzung keine Nullstellen sind, hat sie also insbesondere an den
Stellen a und b dieselbe Variation wie die STURMsche Kette von f.

Die Funktion f/g hat dieselben Nullstellen wie f, aber jeweils nur ein-
fach. Falls wir also zeigen konnen, da (£, /g, . . ., f5/g) eine STURMsche
Folge zu f /g ist, folgt der Satz auch in diesem Fall aus dem gerade be-
wiesenen.

Die Eigenschaften a) und ») einer STURMsche Folge sind trivial.

Fiir ¢) miissen wir eine Nullstelle = von f;/g fiir ein ¢ zwischen Null
und s — 1 betrachten. f,,, ist der negative Rest bei der Division von
f;_; durch f;; ist g, der Quotient, so ist also f; | = ¢, f; — f;,;- Damit
istauch f;_,/g = g; - fi/9 — fix1/9, also haben f;_;/g und f;,,/g in
jeder Nullstelle von f;/g verschiedene Vorzeichen. (Sie konnen nicht
Null sein, denn wenn zwei aufeinanderfolgende f;/g in einem Punkt
verschwinden, miifite f,/g = 1 dort wegen der gerade gezeigten Rekur-
sionsbeziehung ebenfalls verschwinden.)

Bleibt noch d): Wir betrachten eine k-fache Nullstelle z, von f und
schreiben f(x) = (x — :1:0)’“c h(x), wobei h ein Polynom ist, das nicht
in z, verschwindet. Dann ist

F@) =@ —20) (@) + k(x — z0)" ™ h@);
also gibt es ein Polynom ¢ mit g(z,) # 0, so daB g(x) = (z — xo)k_lq(a:).

. h' h
Damit ist ];((5)) =(x — x) q((j)) + k qgg und
fow) fitw) a2 h@h (@) @y’
@) 9@ ETE) T TRE T
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Als Quadrat ist der Koeffizient von (x — x) positiv; dies zeigt d) und
beendet den Beweis. .

Als erstes Beispiel betrachten wir das Polynom
F=X" 43X 42X+ X + 1.
Seine STURMsche Kette ist
(f, 4X° +9X7 +4X +1, Ux? = Gx 6" 20,

Fiir eine Zahl x mit hinreichend groem Betrag wird das Vorzeichen
des Werts einer Polynomfunktion durch den hochsten Term bestimmit;
wir haben also fiir stark negative Werte von x die Vorzeichenverteilung
(+, —, +,+, —) mit drei Vorzeichenwechseln; fiir gro3e positive x erhal-
ten wir (+, +,+, —, —) mit nur einem Vorzeichenwechsel. Somit gibt es
insgesamt zwei reelle Nullstellen.

Um deren Vorzeichen zu bestimmen, werten wir die STURMsche Kette

an der Stelle Null aus: (%, 1, —116, —%, —120%) hat einen Vorzeichen-

wechsel, also sind alle Nullstellen negativ. Wenn wir x = —1 in die
STURMsche Kette einsetzen, erhalten wir die Folge (—3,2, 3, &, — 21
mit zwei Vorzeichenwechsel; somit gibt es eine Nullstelle z; mit

—1 < z; < 0 und eine Nullstelle z, < —1.

Fiir x = —2 erhalten wir die Folge (—3, —3, ?2, 22 —20) mit ebenfalls
zwel Vorzeichenwechseln, so daB3 z, S —2 sein muB. und fir x = -3

haben wir in (3}, —38, ¥, 38 — 210 drei Vorzeichenwechsel, also ist

—3 < 2z, < —2. Damit kennen wir immerhin schon die ganzzahligen
Anteile der beiden Nullstellen.

Als nichstes ,,Beispiel“ wollen wir untersuchen, wie viele reelle Null-
stellen das quadratische Polynom f = a X +bX +cmita # 0 hat. Seine
Ableitung ist f; =2a X + b, und

X b b'—4
@X>+bX +¢): (2aX +b)= = + —  Rest — ¢
2 da 4a

Also ist f, die Konstante A /4a mit A = b* — 4ac, und die STURMsche
Kette von f ist

(aX2 +bX +¢, 20X +b, é) .
4qa
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Ist a > 0, so haben wir fiir groBe = die Vorzeichenfolge (+, +, sgn(A)),
fiir sehr negative x erhalten wir (+, —, sgn(A)).

Fir A > 0 haben wir daher fiir t — oo die Variation v(x) = 0,
fiir x — —oo dagegen v(x) = 2. Somit gibt es zwei Nullstellen. Fiir
A = 0 folgt entsprechend, dal es nur eine gibt. Fiir A < 0 haben wir
die beiden Vorzeichenverteilungen (+,+, —) und (+, —, —), die beide
Variation eins haben, also gibt es fiir A < 0 keine reelle Nullstelle. Fiir
a < 0 drehen sich alle Vorzeichen um, an den Variationen und somit
am Ergebnis dndert sich nichts. Beruhigenderweise stimmen alle diese
Ergebnisse liberein mit dem, was wir auch direkt aus der Losungsformel
fiir quadratische Gleichungen ablesen konnen.

Eine kubische Gleichung X S +aX*+bX +c = 0 vereinfache wir zunéchst
durch einen dhnlichen Trick wie die quadratische Ergidnzung: Schreiben
wir X =Y + 1a, erhalten wir die neue Gleichung

3 a’ 2¢°  ab
_ % —0-
Y+ | b 3 Y + 77 3 +c=0;

es reicht also, wenn wir Gleichungen der Form
X+ pX +q=0

betrachten. Wir wollen dieses Polynom mit Hilfe der STURMschen The-
orie untersuchen. Seine Ableitung ist f; = 3.X “ 4 p und

X 3
(X3+pX+q):(3X2+p):§Rest7pX+q,

3
sodaB f, = —EpX — ¢ ist. Weiter ist

3 9X 27 27
(3X2+p): (—TPX —q) = —% + 4—;02 Rest <p3+ Zq2> /pz,

27
die STURMsche Kette endet also mit f; = — <p3 + qu) / pz.

Fiir die Anzahl reeller Losungen ist das asymptotische Verhalten rele-
vant: Da f = X 34 pX +¢q durch den fiihrenden Term X 3 dominiert wird,
ist hier das Vorzeichen unabhingig von p und ¢ fiir groBe negative x
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stets negativ und fiir groBe positive x stets positiv. Entsprechend haben
wir fiir f; =3X ot p in beiden Fillen positive Vorzeichen. Auch bei der
linearen Funktion f, = — %X — ¢ i1st unabhiingig von q das Vorzeichen
fir stark negative x stets gleich dem von p, fiir positive dagegen gleich
dem von —p. (Der ziemlich triviale Fall p = O sei dem Leser iiberlassen.)

Das Vorzeichen von f; schlieBlich ist das von —A mit A = p3 + %qz,

denn p2 > 0.

Die Vorzeichenfolge wird dann fiir grole negative Werte von = zu
(—,+,sgnp, —sgn A); fiir grole positive zu (+,+, —sgnp, —sgn A).
Fir A > 0 und haben wir also die Folgen (—,+,sgnp,—) und
(+,+, —sgnp, —); da +sgnp zwischen einem + und einem — steht,
haben wir im ersten Quadrupel immer zwei Vorzeichenwechsel und
im zweiten immer nur einen; es gibt daher fiir A < 0 nur eine reelle
Nullstelle (und zwei komplexe).

ImFall A = O haben wir die Folgen (—, +, sgn p, 0)und (+, +, — sgn p, 0).
Da q2 > 0 aber A = 0 ist, muB} hier entweder p = ¢ = 0 sein oder
p < 0.Im letzteren Fall hat (—, +, sgn p, 0) zwei Vorzeichenwechsel und
(+,+, —sgnp, 0) keinen; es gibt also zwei reelle Nullstellen (von denen
eine die Vielfachheit zwei hat). Im ersten Fall hat (+, +, — sgn p, 0) nur
einen Vorzeichenwechsel und (+, +, — sgnp, 0) wieder keinen; es gibt
also nur eine reelle Nullstelle. Da wir fiir p = ¢ = 0 die Gleichung y3 =0
haben, ist das die dreifache Nullstelle y = 0.

Fiir A < 0 schlieBlich ist notwendigerweise p < 0, denn q2 kann nicht
negativ werden. Wir bekommen daher die Folgen (—, +, —, +) mit drei
Vorzeichenwechseln und (+, +, +, +) ohne Vorzeichenwechsel; hier gibt
es also drei reelle Nullstellen.

§4: Isolation der reellen Nullstellen

Der Satz von STURM sagt uns fiir jedes Intervall [a, b], wie viele
Nullstellen des Polynoms f dort liegen. Wenn wir uns fiir die Null-
stellen eines Polynoms interessieren, geht es aber eher darum, eine Liste
moglichst kleiner Intervalle zu finden die jeweils genau eine Nullstelle
von f enthalten. STURM hat auch gezeigt, wie das moglich ist: Sobald wir
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ein Intervall kennen, in dem alle reellen Nullstellen liegen, konnen wir
durch fortgesetzte Intervallhalbierungen zu einer Liste von Intervallen
kommen, die jeweils genau eine Nullstelle enthalten. Durch weitere Hal-
bierungen konnen wir gegebenenfalls auch die Linge dieser Intervalle
beliebig kurz machen.

Fiir das Ausgangsintervall brauchen wir eine Abschiétzung fiir die Groe
der reellen Nullstellen eines Polynoms

1
f=a,X"+a, X"+ +a; X +ag.

An den Nullstellen dieses Polynoms &dndert sich nichts, wenn wir es
mit einer von Null verschiedenen Konstanten multiplizieren; eine gute
Schranke sollte daher nur von den Quotienten a;/a,, abhidngen. Um
nicht standig mit diesen Quotienten hantieren zu miissen, beschrinken
wir uns in der folgenden Diskussion auf normierte Polynome.

Es gibt eine ganze Reihe von Schranken fiir die Nullstellen eines Poly-
noms; am einfachsten und fiir uns vollig ausreichend ist die folgende,
die CAUCHY bereits 1829 verdtffentlichte:

Lemma: z sei eine reelle Nullstelle des Polynoms
fF=X"+a,_ X" '+ - +a,X +q,,

und J sei die Menge aller Indizes 7 mit a; < 0; die Elementanzahl von J
sel m. Fir m = 0 1st z < 0, ansonsten 1st z kleiner als das Maximum
aus eins und den Zahlen "~{/|ma,| fiir k € J.

Beweis: Ist J = (), so kann es nach der Regel von DESCARTES keine posi-
tiven Nullstellen geben, also ist z < 0. Andernfalls sei S das Maximum
aus eins und den Zahlen "~%/|ma,| mit k € J. Fiir jedes solche k ist

dann |ma,| < ", Damit ist auch fiir jedes > S
" > |may] 2" = —makxk
Addieren wir diese Gleichungen fiir alle k£ € J, folgt, dal}

n k n k
mx > —m E apr und z + E apr > 0.
keJ keJ
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Da akxk fiir alle £ # J groBer oder gleich Null ist, ist damit auch

f(x) > 0; ein z > S kann also keine Nullstelle sein. .

Als Beispiel betrachten wir das Polynoms f = 2 =22t =37 +22° — 1.
Hier ist J = {0, 3,4}, also m = 3. Unter den Zahlen 6,+/9 =3 und /3
ist 6 die groBte, also ist jede reelle Nullstelle kleiner oder gleich sechs.

Um auch eine untere Schranke fiir die reellen Nullstellen zu erhalten,
betrachten wir das Polynom f(— X)) oder besser, da f(—X') den hochsten
Term — X" hat, das Polynom — f(—X) = X° +2X* - 3X° —2X% +1.
Hier ist J = {2,3}, also m = 2, und unter den Zahlen v/6 und v/4 ist
V6 die grofere, denn V4 < /8 =2, aber /6 > /4 = 2. Damit wissen
wir, daB alle reellen Nullstellen z von f die Ungleichung —v/6 < z < 6
erfiillen.

Baron AUGUSTIN LouUIS CAUCHY (1789-1857) stellte
als erster durch die exakte Definition von Begriffen wie
Konvergenz und Stetigkeit die Analysis auf ein sicheres
Fundament. In insgesamt 789 Arbeiten beschiftigte er
sich u.a. auch mit komplexer Analysis, Variationsrech-
nung, Differentialgleichungen, FOURIER-Analysis, Per-
mutationsgruppen, der Diagonalisierung von Matrizen
und der theoretischen Mechanik. Als iiberzeugter Roya-
list hatte er hdaufig Schwierigkeiten mit den damaligen
Regierungen; er lebte daher mehrere Jahre im Exil in
Turin und spiter in Prag, wo er (mit sehr miBigem Er-
folg) den franzosischen Thronfolger unterrichtete.

Sobald wir ein Intervall [a, D] kennen, in dem alle reellen Nullstellen
eines Polynoms f liegen, ist eigentlich klar, wie das STURMsche In-
tervallhalbierungsverfahren funktioniert: Wir suchen eine Liste N von
Intervallen [a,, b;] mitder Eigenschaft, daB jedes dieser Intervalle genau
eine Nullstelle von f enthilt. eventuell konnen wir auch noch fordern,
daB} die Léange jedes dieser Intervalle unter einer gewissen Schranke s
liegt.

Wir beginnen mit einer Liste £ bestehend aus noch zu untersuchenden
Intervallen [c, d] zusammen mit den Anzahlen der Vorzeichenwechsel
in den STURMschen Ketten S;(c) und S¢(d). Zu Beginn enthilt £ nur
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das Intervall [a, D], in dem alle reellen Nullstellen liegen, zusammen mit
den Vorzeichenwechseln von S¢(a) und S (b).

So lange die Liste £ nicht leer ist, wéahlen wir eines der dort befind-
lichen Intervalle [c, d] aus und berechnen nach STURM die Anzahl der
dort befindlichen Nullstellen. Wenn es keine gibt, eliminieren wir das
Intervall; falls es nur eine ist (und gegebenenfalls die Intervallinge
unter der Schranke s liegt), kommt das Intervall in die Ergebnisliste N .
Andernfalls wihlen wir einen Punkt ¢ € (c, d), z.B. den Mittelpunkt
t = %(c + d), und berechnen die STURMsche Kette S (¢); danach wird
[c, d] in der Liste £ ersetzt durch die beiden Intervalle [c, ¢] und [, d].

Um diesen Algorithmus auf das obige Beispiel anwenden zu konnen,
miissen wir zundchst die STURMsche Kette von f berechnen, am besten
nachdem wir uns vergewissert haben, daf f irreduzibel ist:

> f = X°b - 2xX74 - 3xX"3 + 2xX72 - 1:

> factor(f);
X’ _oxto3xP+oxt o1

> f1 := diff(f, X);
fli=5X" —8% X’ —9X” +4X
> £2 := -rem(f, f1, X);
46 12 8
f2;=-——)(3—-——)(2+],—-——)(
25 25 25

Da es uns nur um Vorzeichen geht, multiplizieren wir mit dem (Haupt-)
nenner der Koeffizienten:

> £f2 := 2bxf; 3 2
f2:=46X" — 12X +25—-8X
> f3 := -rem(f1, f2, X);
5225 _, 125 1925
3 =—X" — —X — ——
/ 529 1058 529

> £f3 := 1058/25*f3;
£3:=418X° —5X — 154
> f4 := -rem(f2, £3, X);
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82524 769695

4:=— —
/ 3971 87362
> f5 := -rem(f3, f4, X);
513601198
J3:= - 235225

Wir wissen, daB alle reellen Nullstellen zwischen —1/6 und 6 liegen;
um ganze Zahlen zu haben. starten wir mit dem Intervall [—3, 6] und
werten die STURMsche an dessen Endpunkten aus. Dazu miissen wir in
der Liste [f, f1, f2, £3, f4, f5] den gerade betrachteten Punkt
fiir « einsetzen und die Vorzeichenwechsel zihlen.

Zum Einsetzen konnen wir natiirlich den subs-Befehl von Maple be-
nutzen, allerdings miissen wir ihn fiir die sechs Elemente der Liste
sechsmal eintippen. Zum Gliick kennt Maple ein Kommando, das uns
dies erspart: Der Befehl map(G, [f,..., f,]) wendet G auf jedes
Element der Liste an, liefert also die Liste [G(f)),...,G(f,)]. Das
subs-Kommando kénnen wir hier allerdings nicht fiir G einsetzen,
denn dieses Kommando hat ja zwei Argumente. Dafiir gibt es den Be-
fehl map2([G, A, [f,,...,f,]), der die Liste aus den Elementen
G(A, f;) konstruiert. Mit

> map2(subs, x=-3, [f, f1, f2, £3, f4, f5]);
erhalten wir also die Funktionswerte an der Stelle x = —3:
[—307,528, —1301,3623,493557, —1]
Bequemer wird es, wenn wir noch die Signum-Funktion sign darauf
anwenden und das ganze als eine Funktion schreiben:

> Sturm := t -> map(sign,
> map2(subs, x=t, [f, f1, f2, £f3, f4, £f5])):

Damit konnen wir nun direkt die Vorzeichenfolge an einer Stelle x
berechnen:

> Sturm(-3); [—1,1,—1,1,1,—1]

> Sturm(6) ;
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[17 17 17 17 _17 _1]

Fiir x = —3 haben wir also vier Vorzeichenwechsel, fiir z = 6 nur einen.
Damit hat f drei reelle Nullstellen.

Wir unterteilen das Intervall an der Stelle x = 2 und berechnen die
STURMsche Kette:

> Sturm(2) ; [—1,—-1,1,1,—1,—1]

» )

Hier gibt es zwei Vorzeichenwechsel, also haben wir zwei Nullstellen
in [—3, 2] und eine in [2, 6]. Letzteres Intervall enthilt also bereits nur
eine einzige Nullstelle und kommt somit, falls wir keine Anspriiche an
die Intervallingen stellen, in die Ergebnisliste.

Das Intervall [—3, 2] mul3 weiter zerlegt werden, z.B. an der Stelle
x =0:

> Sturm(0); [—1,1,1,—1,—1,—1]
Wieder zwei Vorzeichenwechsel, also gibt es keine Nullstelle in [0, 2],
aber zwei in [—3, 0]. Wir zerlegen weiter an der Stelle x = —1:

> Sturm(_l); [1717_1717_17_1]

Das sind drei Vorzeichenwechsel, also haben wir eine Nullstelle in
[—3, —1] und eine in [—1, 0]. Wenn uns die Intervalldngen nicht inter-
essieren, sind wir damit fertig; wenn wir allerdings Intervalle der Lange
eins wollen, miissen wir [—3, —1] und [2, 6] noch weiter unterteilen:

7_1]

Vier Vorzeichenwechsel, die Nullstelle liegt also in [—2, —1].

> Sturm(-2); [—1.1,—1

Y Y

I,—1

» )

> Sturm(4) ;
[17 17 17 17_17_1]

Ein Vorzeichenwechsel; die Nullstelle liegt in [2, 4].

> Sturm(3);
[17 17 17 17 _17 _1]

Dieselbe Folge, also liegt die Nullstelle in [2, 3].
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Wir haben also drei reelle Nullstellen, und sie liegen in den Intervallen
[—2, —1], [—1, O] und [2, 3]. Durch eine Zeichnung konnen wir uns
vergewissern, dal die Nullstellen wirklich so liegen:

> plot(f, x=-3..2, color=blue, thickness=5);

104

(4]
1

-2 T~ 1 2 3

-10+

-20-

Wie gut (und schnell) man die Nullstellen im konkreten Fall isolieren
kann, hangt natiirlich ab von deren Abstand. Erfahrungsgemal funktion-
tert der Algorithmus recht gut; er ist auch in vielen Computeralgebrasys-
temen standardmiBig vorhanden. In Maple bestimmt realroot (£) fiir
ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten diese Intervalle; gibt man
noch ein zweites Argument ¢ an, so werden Intervalle einer Linge von
hochstens ¢ berechnet.

Da der Algorithmus in der Praxis gut funktioniert, konnte man es dabei
bewenden lassen und an eine Bemerkung von ZASSENHAUS denken,
der in einem Kolloquiumsvortrag an der Universitit Karlsruhe einmal
sagte: ,,In der experimentellen Mathematik haben wir es nicht notig,
die Satze zu beweisen, die wir fiir wahr halten.” Tatsachlich aber ist von
ZASSENHAUS so gut wie keine unbewiesene Behauptung tiberliefert, und
auch fiir unser Problem gibt es bewiesene Resultate: Wie KURT MAHLER
1964 zeigte, ist der Betrag des Abstands zwischen zwei verschiedenen
Nullstellen eines Polynoms f € C[X] vom Grad n mit Diskriminante A
(siehe Kapitel 2, §7) mindestens gleich

V3A
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Der Beweis verwendet abgesehen von den iiblichen Techniken, die wir
schon mehrfach beim Beweis von Schranken kennen gelernt haben, vor
allem die Ungleichung von HADAMARD; da er relativ lang ist, sei hier
darauf verzichtet. Interessenten finden ihn gut lesbar in der (auch frei
im Netz zuginglichen) Originalarbeit

K. MAHLER: An inequality for the discriminant of a polynomial, Michi-
gan Math. J. 11 (1964), 257-262

oder in §7.2.4 des Buchs

ALKIVAIDIS G. AKRITAS: Elements of Computer Algebra with Applica-
tions, Wiley, 1989

KURT MAHLER wurde 1903 in Krefeld als Sohn eines
Buchdruckers geboren. Da er seit frither Kindheit an
Knochen-Tuberkulose litt, ging er nur 1 1/2 Jahre zur
Vorschule und 2 1/2 Jahre zur Volksschule. Um Fein-
mechaniker zu werden besuchte er ab 1917 zwei Jahre
lang elementare technische Schulen in Krefeld. Dabei
entdeckte er sein Interesse an Mathematik und kaufte
sich entsprechende Biicher, die er parallel zur Schule
studierte. Der Direktor seiner Schule schickte einige
seiner Arbeiten an FELIX KLEIN, der sie seinem dama-
ligen Assistenten CARL LUDWIG SIEGEL zur Begutach-
tung gab. Dieser befand, da3 man MAHLER ein Mathe-
matikstudium ermoglichen sollte. Mit Hilfe mehrerer
A Lehrer seiner Schule konnte er das Abitur bestehen und
studlerte dann ab 1923 be1 SIEGEL in Frankfurt, ab 1925 bei HILBERT, COURANT, EM-
MY NOETHER, BORN, HEISENBERG und anderen in Gottingen, wo er auch eine Zeitlang
als unbezahlter Assistent von NORBERT WIENER arbeitete. 1927 wurde er in Frankfurt
promoviert mit einer Arbeit iiber die Nullstellen der I'-Funktion. 1933 erhielt er eine
Stelle an der Universitdat Konigsberg, konnte diese jedoch als Jude wegen der Machter-
greifung der Nationalsozialisten nicht antreten. Auf Einladung von MORDELL ging er
stattdessen nach Manchester, wo er abgesehen von zwei Jahren in Groningen trotz einer
dreimonatigen Internierung als feindlicher Auslidnder bis 1962 blieb. Seine letzten sechs
Berufsjahre verbrachte er in Canberra, Australien, wo er auch nach seiner Emeritierung
noch regelmiBig publizierte. Er starb dort im Februar 1988; seine letzte mathematische
Arbeit erschien 1989. Praktisch alle seiner vielen Arbeiten befassen sich mit der Zahlen-
theorie; besonders beriihmt sind seine Beitrdge zur Theorie der transzendenten Zahlen.




