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3. Ubungsblatt Reell-algebraische Geometrie

Aufgabe 1: (4 Punkte)
a) Berechnen Sie die Resultante der beiden Polynome f = X3 4+ 2X + 1 und g = X2 4 3!

b) Fiir welche Primzahlen p gibt es eine ganze Zahl x, fiir die sowohl f(x) als auch g(x)
durch p teilbar sind?
Hinweis: Betrachten Sie f und g als Polynome in F,[X].

Aufgabe 2: (5 Punkte)

a) Fiir welche Werte von Y haben die beiden Polynome f = X2 4+ XY + Y und g = X? — Y?
aus Q[X, Y] einen gemeinsamen Faktor positiven Grades?

b) Geben Sie diesen Faktor jeweils an!
c) Bestimmen Sie alle Paare (x,y) € R?, fiir die f(x,y) = g(x,y) = O ist!

Aufgabe 3: (7 Punkte)

a) Zeigen Sie: Wenn eine kubische Gleichung mit reellen Koeffizienten eine mehrfache Null-
stelle hat, sind alle ihre Nullstellen reell.

b) Konstruieren Sie mit Hilfe einer geeigneten Resultante ein Polynom in p und q, das genau
dann verschwindet, wenn die kubische Gleichung x> +px+q = 0 eine mehrfache Nullstelle
hat!

c) Welche Bedingungen miissen p und q erfiillen, damit die Gleichung eine dreifache Null-
stelle hat?

d) Geben Sie ein Polynome in a,b,c an, die genau dann verschwinden, wenn die Gleichung
x3 4+ ax? + bx + c eine dreifache Nullstelle hat!

Aufgabe 4: (4 Punkte)

Die Kurve C C R? sei parametrisch gegeben durch die Vorschrift x = t?+1 und y = t*>—t.
Finden Sie ein Polynom F € R[X, Y], das auf allen Kurvenpunkten verschwindet!
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