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7. Übungsblatt Reell-algebraische Geometrie

Aufgabe 1: (4 Punkte)a) Zeigen Sie: Jede semialgebrais
he Teilmenge von R ist eine endli
he Vereinigung von (even-tuell unendli
hen) Intervallen und einpunktigen Mengen.b) Ist umgekehrt au
h jede endli
he Vereinigung von Intervallen und einpunktigen Mengensemialgebrais
h?
Aufgabe 2: (6 Punkte)a) Bere
hnen Sie die Resultante sowie die s�amtli
hen Subresultanten der beiden Polynome
f = X2 + pX + q und g = X2 − c !b) Begr�unden Sie, warum die Resultante genau dann vers
hwindet, wenn f(

√
c) oder f(−

√
c)vers
hwindet, und �ubersetzen Sie diese Bedingung in eine Polynomglei
hung in den dreiVariablen p, q und c !
) Was k�onnen Sie �uber die Nullstellen von f sagen wenn die Subresultante r1(f, g) ver-s
hwindet?d) Wel
he weiteren Informationen haben Sie, wenn zus�atzli
h au
h no
h ResX(f, g) ver-s
hwindet?

Aufgabe 3: (5 Punkte)Aus Aufgabe 3 des dritten �Ubungsblatts ist bekannt, da� die Diskriminante ∆ des Poly-noms f = X3 + pX + q glei
h 4p3 + 27q2 ist.a) Bere
hnen Sie die erste Subresultante von f und f′ !b) Qi sei die Menge alle (p, q) ∈ R
2, f�ur die i die h�o
hste Vielfa
hheit einer Nullstelle von

X3 +pX+q ist. Stellen Sie Q1,Q2 und Q3 m�ogli
hst einfa
h als semialgebrais
he Mengendar!
Aufgabe 4: (5 Punkte)Eine algebrais
he Variet�at �uber einem K�orper k ist eine Menge der Form

V =
{

x ∈ kn
∣

∣ f1(x) = · · · = fr(x) = 0
}f�ur eine endli
he Anzahl von Polynomen f1, . . . , fr ∈ k[x1, . . . , xn]. Zeigen Sie:a) Die Vereinigung zweier algebrais
her Variet�aten ist wieder eine algebrais
he Variet�at.b) Der Dur
hs
hnitt zweier algebrais
her Variet�aten ist wieder eine algebrais
he Variet�at.
) F�ur jeden K�orper k gibt es Variet�aten V ⊂ kn derart, da�

W = {(x1, . . . , xn−1) ∈ kn−1
∣

∣ ∃xn ∈ k: (x1, . . . , xn) ∈ V
}keine Variet�at ist.
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