Kapitel 1
Die reellen Nullstellen eines Polynoms

Kehren wir zuiick zum Grundthema dieser Vorlesung, désung al-
gebraischer Gleichungen. Der letzte Paragraph zeigtemi@snan re-
duzible Polynome in einer Vanderlichen in irreduzible zerlegen kann;
die damit verbundene Reduktion der Grade kann dahweh, dal? die
Nullstellen danach durch explizite Formeln berechnet werdnnen.
Es gibt aberliber Z, Q sowie uber jedem endlich erzeugtenbker
irreduzible Polynome beliebig hohen Grades, und da kanrekeakto-
risierung weiterhelfen. Wir brauchen daher aizdiche Methoden, um
auch etwasiber die Nullstellen solcher Polynome aussagentnnkn.

In diesem Kapitel besditigen wir uns nur mit reellen Nullstellen.
Erstens sind dasif viele Anwendungen ohnehin die einzig interes-
santen, und zweitenalRt sich die Lokalisierung komplexer Nullstellen
zuriickfuhren auf die von reellen.

81: Die Regel von Descartes

Die alteste Aussagaber reelle Nullstellen eines beliebigen Polynoms
geht im wesentlichen ziick auf RENE DESCARTES da sie gelegentlich
auch als Regel von ARDANO-DESCARTES bezeichnet wird, kannte
der rund hundert Jahre vorEBCARTESlebende GROLAMO CARDANO
wahrscheinlich auch schon zumindest einige Spetlalf

Wie bei allen im folgenden besprocheneiiZn wird die Nullstellenan-
zahl in Verbindung gebracht mit der Anzahl der Vorzeichecheel in
einer Folge ¢, - . ., a,) reeller Zahlen. Um diese zu definieren, strei-
chen wir alle Nullen aus der Folge undtden dann, wie oft eine der
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verbleibenden Zahlen ein anderes Vorzeichen hat als innfidlger. Die
Folge (10,0,1,0,—1,0,—2,0,0, 3) hat alsazweiVorzeichenwechsel:
von 1 auf—1 und von—2 auf 3.

Bei der Regel von BscARTESbetrachten wir iir ein reelles Polynom
f =a,x" +---+ax +ay die Anzahlv(f) der Vorzeichenwechsel in
der Folge §q, - . ., a,,) seiner Koeffizienten.

Regel von Descartes:a) Die Anzahlm der mit Vielfachheiten gehl-
ten positiven Nullstellen eines nicht identisch verscldeimden reellen
Polynomsf = a,, 2" + - - - + a4 ist hdchstens gleich(f).

b) m = v(f) mod 2.

Beweis:Wir konnen zuachst 0.B.d.A. annehmen, dald der konstante
Terma, nicht verschwindet, denn andernfali@rknen wir das Polynom
durch einex-Potenz dividieren, ohne dald sich an den positiven Null-
stellen und an( f) etwasandert. Auch Multiplikation mit-1 laf3t beides
unve@andert; wir kbnnen uns daher auf den Fajl > 0 beschanken.

Wir fihren den Beweis durch volistdige Induktion nach dem Grad
von f. Furn = 0 gibt es weder Nullstellen noch Vorzeichenwechsel, so
dafd die Behauptung trivialerweise idif ist.

Furn > 0 vergleichen wirf mit seiner Ableitung
-1
f =na,x" "+ tayrtay.

Um sicherzustellen, daf3 auch hier der konstante Term nieht v
schwindet, nehmen wir den kleinsten Indgx> 1 mit a, 7 0 und

setzenf; = f’/xq_l. Dann hatf, dieselben positiven Nullstellen wig
und auch dieselbe Anzahl von Vorzeichenwechsel. Nach lirwhdan-
nahme wissen wir, daR die Anzahl’ der positiver Nullstellen vory;
(und damitf’) hochstens gleich( f,) = v(f’) istundm’ = v(f") modd.

Die positiven Nullstellen vorf seien 0< z; < -- - < z,.,, wobeiz, die
Vielfachheite, habe. Die Anzahin der positiver Nullstellen vorf ist
also, mit Vielfachheiten gerechnet, die Summeadjer

Einee,-fache Nullstelle vory ist eine ¢, — 1)-fache Nullstelle vory”,
aulRerdem liegt zwischen je zwei Nullstellen vomindestens eine Null-
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stelle der Ableitung’’ und damit auch vorf;. Somit hatf; mindestens

r—1+i(ei—1)=iei—l=m—l
i=1 i=1

positive Nullstellen im abgeschlossenen Intervall, [x, ].

Wir konnen noch mehr sagen: Unmittelbar rechts von einer NUdste
geht der Graph vorf entweder nach oben und kommt dann auch von
oben auf die achste Nullsteller,,, zu, oder aber er geht nach unten
und von dort aus zu,, ;. In jedem Fall hat abef’ unmittelbar rechts
von z,; ein anderes Vorzeichen als unmittelbar links vaop,. Daher
muR die Anzahl der Nullstellen voyi im offenen Intervall ¢, z,,,)

mit Vielfachheiten geahlt ungerade sein. Die Anzahl der Nullstellen
von f’ im abgeschlossenen Intervait| z ] ist daher modulo zwei
kongruent zur gerade berechneten Mindestanzahl 1.

Bleiben noch die Nullstellen vofi rechts vor,. und links vore;. Falls
f" unmittelbar rechts vor . positiv ist, gehtf fir z — oo gegen +o;
daher ist auclf’ fiir z — oo positiv./Somit

Somit hatf’, wenniiberhaupt, eine gerade Anzahl von Nullstellen rechts
vonz,.

Fur die Nullstellen zwischen 0 ung kdnnen wirdhnlich argumentieren:
f(0) = a, ist positiv; der Graph vorf kommt also von oben nach;,
d.h. f’ ist unmittelbar links vonz, negativ. An der Stellec = 0 ist
f(0) = a,,» Wir haben alsodr positivesa, eine ungerade Anzahl von
Nullstellen im offenen Intervall (Oz,) und fur negatives,, eine gerade.

Somit ist L fal 0
_ m — allsa, <
w(f) = m' > {m falls a, > o}
und
y_ [m—1mod2 fallsa, <0
M =191 mmod 2 fallsa, >0
Die Koeffizientenfolge #a,,,(n — 1)a,,_4,...,qa,) hat diesselben
Vorzeichen wie ,,, . .., a,). Falls a, positiv ist, ist die Anzahl der

Vorzeichenwechsel dort gleich(f), denn zwischem,, unda, gibt es
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dann keinen Vorzeichenwechsel mehr. Bei negativgrgibt es einen,
dann ist alsaw(f;) = v(f) — 1. Vergleichen wir dies mit den obigen

Formeln fir m/, folgt die Behauptung. .

Der Mathematiker und PhilosophERE DESCARTES
wurde 1596 im franigsischen La Haye en Touraine
geboren. 1802 wurde der Ort umbenannt in La Haye
Descartes, seit 1967 heil3t er einfach Descartes. Von
1604 bis 1612 war RNE DESCARTESScHiler am Jesuit-
enkolleg in Anjou, spter studierte er Jura an der Uni-
versiat von Poitiers. Nach seinem Abschluf® im Jahr
1616 ging er an die Mildarschule von Breda, wo er
unter anderem Mathematik und Naturwissenschaften
studierte. Nach zweijhriger Reise durch Europa schlol3
er sich 1619 der Bayrischen Armee an. Weitere Reisen
qguer durch Europa folgten, bis er sich 1628 in Holland nikelér Er schrieb dort ein
physikalisches Werk unter dem Titee Monde, ou Tra#é de la Lumére, das er aber,
nachdem er von @.ILEIS Verurteilung krte, nicht veoffentlichte. Erst 1637 erschien
es als philosophisches Werk unter dem T&cours de la rathode pour bien conduire
sa raison et chercher laérité dans les sciencesit drei Anhangeniiber Optik, Meteore
und Geometrie. Im letztererillirte er algebraischen Methoden ein, unter anderem die
kartesischen Koordinaten.

Nach der Regel von EsCARTEShat beispielsweise das Polynom

xn—l 1 2
=" T+ T+ + ]

f@=" "

keine positive reelle Nullstelle, denn alle seine Koeffizén sind positiv,
so dalf} es keine Vorzeichenwechsel gibt. Die negativentdlida dieses
Polynoms entsprechen den positiven Nullstellen von

f(—z) = (—:l.)n_la:n_1 + (—1)n_2;1;"_2 oo +1.

Hier wechselt die Koeffizientenfolgeastdig zwischen 1 und-1; es
gibt dahem — 1 Vorzeichenwechsel und somib¢hstens, — 1 negative
Nullstellen vonf. Deren Anzahl ist geradéf ungerade und ungerade
fur geraden; insbesondere mul es aldar eraden mindestens eine
negative Nullstelle vorf geben. In der Tat ist dannl eine Nullstelle.

Durch einen Trick vonAcoBl kann man mit der Regel VONnH3CARTES
auch etwadiber die Anzahl der Nullstellen in einem vorgegebenen
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Intervall (a, b) aussagen kann: Die Abbildung

a+bx

l+zx

bildet die positiven reellen Zahlen bijektiv ab naeh §), das Intervall
(—1, 0) auf die Zahlen kleinern und die Zahlen kleiner-1 auf die
Zahlen gbRRerb. Betrachten wir daher zu einem vorgegebenen Polynom
f € R[z] vom Gradn das neue Polynomg(z) = (1 +z)" f(¢(z)),

so entsprechen dessen positive Nullstellen genau dentd&lldis von f

aus @, b). Die Berechnung vom ist freilich etwas nihsam und muf3
fur jedes neue Intervall von neuem durchiget werden.

RN {-1} - R; z—

82: Der Satz von Budan-Fourier

Dieses Problem vermeidet ein in diesem Paragraphen vetijeste-
sultat, das BbAN 1807 und BURIER 1820 unabhngig voneinander
veroffentlichten und das®URIER anscheinend schon ab 1796 in seinen
Vorlesungen an ddtcole Polytechniquiehrte.

JEAN BAPTISTE JOSEPHFOURIER (1768—-1830) begann
zurachst eine Ausbildung zum Priester, beendete diese
jedoch nicht, sondern wurde stattdessen Mathematik-
lehrer. 1793 trat er dem lokalen Revolutionskomittee
bei, 1798 begleitete er Napoleon auf deségypten-
feldzug. Nach dem &ckzug ausAgypten ernannte ihn
dieser zum Riafekten von lsere; dort in Grenoble be-
gann er mit seinen Arbeitaiber Warmeleitung, aus de-
nen die BURIER-Reihen hervorgingen. Nach Napoleons
enddiltiger Vertreibung wurde ®URIER 1817 in die
Akademie der Wissenschaften gavit; 1822 wurde er
Sekreéir der mathematischen Sektion.

FERDINAND FRANCOIS DESIRE BUDAN DE BOISLAURENTWUrde 1761 auf Haiti geboren. Im
Alter von acht Jahren wurde in eine Klosterschule in d@h&von Paris geschickt, wo er
achtJahre lang vor allem klassische Sprachen lernte. Mhattileund Naturwissenschaften
waren kein Teil des Lehrplans; wegen seines grof3en Inesesgsielt er aber zweimal
wochentlich Zusatzstunden bei dem Mathematiker J.ARCBT. Danach studierte er
vor allem Rhetorik und Philosophie; ab 1803 arbeitete efSalsulrat. Im gleichen Jahr
reichte er auch seine Arbeit mit dem hier vorgestellten Rasein, sie wurde aber erst
1807 vebffentlicht und, da BDAN eher als Amateurmathematiker galt, wenig beachtet.
1811 pasentierte er der Akademie der Wissenschaften in Parig &@peveis, der 1822
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nach Begutachtung (und Korrektur kleinereiidken) durch BGRANGE verdffentlicht
wurde. Er starb 1840 in Paris.

BubAN und FOURIER suchten nach Aussagéber die Anzahl der Null-
stellen eines reellen Polynonfisn einem Intervall &, b]. Sie betrachten
dazufireinz € Rdie AnzahlS,(x) der Vorzeichenwechselin der Folge

(f@), f'(@), f'(x), ..., f™(z)), wobein den Grad vory bezeichnet,
und zeigen den

Satz von Budan-Fourier: Falls wederf noch eine seiner Ableitungen
in den Punkteru < b verschwindet, ist die Anzahl reeller Nullstellen
von fin[a, bl mitVielfachheiten geahlt hochstens gleicli ; (a) -5, (b),
und sie ist modulo zwei kongruent zu dieser Differenz.

Beweis:Wir betrachten die Menge aller Zahlen < (a, b), fur die f
oder eine seiner Ableitungen verschwindet, und ordnen esiezabl3e
nach an:

a<r<Tp< <2, <b.

Der Einfacheit halber setzen wit, = a und z,.,; = b, obwohl das
natirlich nach Voraussetzung keine Nullstellen sind.

In jedem der offenen Intervallex(, x,,,) ist S;(x) konstant, denn
solange wedef noch eine seiner Ableitungen verschwindetdert sich
nichts an den Vorzeichen und damit der Anzahl der Vorzeisleehsel.

Wir wahlen fir: = 1,...,r + 1 je eine reelle Zaht; aus dem Inter-
vall (xz,_4, x;). Dann istz, der einzige Wert im Intervalld;, c,,4], an
dem f oder eine seiner Ableitungen veschwinden kann. Insbesende
ist die Anzahl der Nullstellen vorf in [a, b] gleich der Summe der
Nullstellenanzahlen in den Intervalles | ¢, .,], und

Sp(a) = S5(0) = Sp(er) = Splepan) = ) (S5(c) = Spleina)) -
=0
Daher geiigt es, den SatZif die Intervalle §;, c,,4] zu beweisen; wir
konnen also 0.B.d.A. annehmen, dal3 es im Intervalb] genau einen
Punktz gibt, so dal3 sowohf als auch seine Ableitungei@bhstens dort
verschwindenm sei die Nullstellenordnung vorfi in z, d.h.m = 0,
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falls x keine Nullstelle vonf, sondern nur von einer der Ableitungen
Ist, undm > 1 sonst. Mit dieser Bezeichnung ist der Sadgiivalent zu
den beiden Aussagen

m < S¢(a) —Sp(b) und m = Sg(a) — Sy(b) mod 2.
Wir beweisen ihn durch Induktion nach dem Grad yon

Im Falle einer linearen Funktiofi(x) = pz + ¢ kdonnen wir 0.B.d.A.
annehmen, daf# > 0 ist; andernfalls ersetzen wir einfaghrdurch—f.

Die einzige Nullsteller = —q/p liegt genau dann im Intervalk( b),

wenn wennf(a) negativ undf(b) positiv ist. Die Ableitungf’(z) = p

ist uberall positiv, also ist ;(u) = 1 genau dann, wenfiu) negativ ist,
und S, (u) = 0 sonst. Damit ist der Induktionsanfang erledigt.

Nun seif ein Polynom vom Grad mindestens zwei. Wir unterscheiden
drei Ralle:

1. Fall: m > 1. Dann istf(z) = 0 und f’ hat inz einem — 1-fache
Nullstelle. Nach Induktionsannahme ist

Wenn f(a) positiv ist, muRf’(a) negativ sein, da der Graph naghten
zur Nullstelle geht; entsprechend igt(a) positiv filr negativesf(a).
Somit istS,(a) = S/(a) + 1. Am anderen Intervallende ist dagegen
Sf(b) = S4/(b), dgnn istf(b) positiv, SO mur_S Qer Graph vofisteigen,
und ist f(b) negativ, so muf3 er fallen. Damit ist

St(a) = S5¢(0) =m und m = S5,(a) — S;(b) mod 2,
was die Behauptung auctrff beweist.

2. Fall: Weder f noch f’ haben in §,b] eine Nullstelle. Dann hat
sowohl f als auchf’ iiberall im Intervall dasselbe Vorzeichen, also ist
entwederS(a) = Sy/(a) und Sg(b) =S4/ (b) oderSy(a) = Sp/(a) + 1
undS;(b) = Sy/(b) + 1. In beiden Bllen ist

S (@) — Sp(b) = Sp(a) — Sp(b)

nach Induktionsvoraussetzng@er oder gleich null und gerade, wie es
in diesem Fall auch sein muf3.
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3. Fall: f'(x) = 0; die Vielfachheit dieser Nullstelle sei Nach der
TAYLORschen Formel ist in der Umgebung veon

f @) en
(e +1)! '
Da f’ auRer inz nirgends sein Vorzeichen wechseln kandnken wir
daraus die Vorzeichen vofi(a) und f'(b) bestimmen: Br gerades
sind beide gleich dem Vorzeichen V¢Ff+1)(x), fur ungerades haben
£ D(z) und f'(b) dasselbe Vorzeichen und(a) das andere.

Die beiden folgenden Diagramme zeigen das Verhaltenfvomischen
a und b, wobei die dicke blaue Kurve jeweils einem posiviten Wert
von f(e”)(x) entspricht und dieidhnere giine einem negativen.

(e+1)
/ el(‘”)he und  f(z+h) ~ f(z)+

fx+h)~

\ e ungerade \

\ / e gerade
/|

a X b a X b

Uber die Vorzeichen vorf(a) und f(b) wissen wir nur, daR sie gleich
sind, daf in [a, b] keine Nullstelle hat. Unb ;(a) undS,(b) auf Sy, (a)
und Sy, (b) zurtickzufihren, niissen wir daher die verschiedenen Kom-

binationen aus Vorzeichen vdgffa) und f (€+1)(:c) betrachten.

Um die Diskussion kurz undbersichtlich zu machen, benutzen wir die
Vorzeichen- oder Signum-Funktion

+1 fallsz >0
sgnz = { 0 fallsz=0 .
-1 fallsz <0

Wie wir uns geradéiberlegt haben, ist
sgnf(a) = (-1)"sgn/ ") und  sgny’(b) = sgnf () ;
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aulRerdem ist sgfi(a) = sgnf(b).
Im Falle sgnf(a) = sgnf‘“*Y(z) ist daher

sgnf(a) = (—1)°sgnf'(a) und sgnf(b) = sgnf'(b),
alsoS,(b) = Sy (b) und

< _ [ Sp(a) falls e gerade
y(a) = Sti(a)+1  fallse ungerade

Die DifferenzS(a) — S;(b) ist somit ir gerade: gleich der zwischen
S¢i(a) und Sy, (b), fur ungerade ist sie um eins gif3er.

Falls f(a) und £*Y(z) verschiedene Vorzeichen haben, ist

sgnf(a) = (—1)""sgnf'(a) und sgnf(b) = —sgnf’(b).
Hier ist alsoS(b) = S4/(b) + 1 und

e+l

s _ [ Spi(a) falls e ungerade
rla) = Sp(a)+1 fallse gerade

Die DifferenzS(a) — S (b) bleibt also wiederiir gerade: unveiandert,
fUr ungerade aber wird sie nun um eins kleiner.

Nach Induktionsvoraussetzung ist
Fur gerade: ist daher
Spla) = S5¢(0) >e>0 und Sy(a) — S¢(b) =e =0mod 2
und fur ungerade erhalten wir
Si(a) = Sy(0) 2e—-1>0 und Sg(a)—S;(b)=e—1=0mod 2,
wie behauptet.

Damit ist der Satz von BDAN-FOURIER bewiesen.
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§3: Der Satz von Sturm

Die Regel von [BscARTESund auch der Satz vonUBAN-FOURIER
geben nur Obergrenzen und Kongruenzbedingungen moduliof awe
Nullstellenanzahlen; der erste, der eine Fornieldie genaue Anzahl
angeben konnte, war 183%ERLES-FRANCOIS STURM. Im Unterschied
zu DESCARTES BUDAN und FOURIERgeht es beim Satz vorT8rwm aller-
dings um die AnzahlerschiedeneNullstellen; Vielfachheiten spielen
hier keine Rolle.

JACQUES CHARLES-FRANCOIS STURM wurde 1803 in Genf als Sohn eines Mathematik-
lehrers geboren. Ab 1821 studierte er an der dortigen Akadbhathematik. 1823, nach
Ende seines Studiums, wurde er Tutor des Sohns von Mn8FAEL, was ihm geiigend
Zeit fur mathematische Arbeiten liel3. Als die Familie §echs Monate nach Paris zog, traf
er dort im Haus von RAGO unter anderem APLACE, POISSON FOURIER, GAY-LUSSAC
und AVPERE. 1825 kehrte er nach Paris #igk, wo er zwar als Tutoriir ARAGOs Sohn
arbeitete, vor allem aber Vorlesungen besuchte. Zeitwatibeitete er auch als Assi-
stent von BURIER. Nach der Revolution von 1830 wurde es aughdinen Protestanten
moglich, eine Professor in Frankreich zu bekommen; so kan88® ansCollege Rollin
und 1838 an didecole normale sugrieure; 1833 wurde er frarilsischer Staatsioger.

In seinen spten Arbeiten besditige er sich vor allem, zusammen miDUVILLE , mit
Differentialgleichungen. Er starb 1855 in Paris.

Die Modifikation, die SURM am EUKLID ischen Algorithmus vornimmt,
betrifft nur das Vorzeichen der Reste: Die Folge der Divisieste
bei der Berechnung des ggT zweier Polynofend g konnen wir
beschreiben durch die Rekursionsvorschrift

ro=f, rT1=g¢g, r;4»=RestbeiderDivisionvon, durchr,,,,
wobei abgebrochen wird, sobald eipverschwindet. Bri > 2 ist also
T = q;Ti+1 1 o
Definition: Die STURMsche Kette zum Polynorh e R[ X ] wird berech-
net nach der Rekursionsvorschrift

fo=f, fi=f, f.2=—Restbeider Division vorf, durchf,, ,

wobei abgebrochen wird, sobald gfnverschwindet. Bri > 2 ist also
Ji =i fiv1 — Jivor

Da der Grad vory,,, stets echt kleiner ist als der vof, bricht jede
Sturmsche Kette ab. Ihr letztes Polynginist ein ggT vonf und f/,
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denn fir die Teilbarkeitsargumente beinuK.iDischen Algorithmus
spielen Vorzeichen keine Rolle. Insbesondere ist glsconstant, falls
f keine mehrfache Nullstellen hat.

Beschanken wir uns zuachst auf diesen Fall eines Polynoms mit
hochstens einfachen Nullstellen. Seineu8msche Kette fj, . . ., f,)
hat folgende Eigenschaften:

a) fo=1r

b) f, hat keine Nullstellen

c) Ist fur eini mit 0 < ¢ < s der Punktx eine Nullstelle vonf;, so
ist f,_1(z) f;41(x) < O, d.h.f,_;(x) und f,,(x) haben verschiedene
Vorzeichen, dentf,_y(z) = ¢;_1/;(x) — f;_1(z) = —f;_1(x), falls
f;(x) verschwindet.

d) Istx,eine Nullstelle vonf = f,, so sind in einer Umgebung van
die Funktionswerte vorfy(z) f1(z) links von x, negativ und rechts
davon positiv, denn dg keine mehrfache Nullstellen hat, kann
/(o) nicht verschwinden, ung- fo(z) f1(x) = ()= f@)f"(2)
hat beiz, den positiven Werf’ (z,)°.

Wir wollen in Zukunft jede Folgefy, - . ., f,) zu einem Polynonf mit
den Eigenschaftea) bisd) als eine SURMscheFolgezu f bezeichnen.
Fur Polynome ohne mehrfache Nullstellen ist also dierdische Kette
eine SURMsche Folge.

Als nachstes definieren wiiif jede Folge f, . . ., f;) von Polynomen
ihre Variation v(a) in einem Punkiz € R als Anzahl der Vorzeichen-
wechsel in der Folge reeller Zahlgg(a), f1(a), . . ., f.(a).

Fur jede SurmMsche Folge zu einem Polynofngilt:

Satz: Die Anzahl der Nullstellen des Polynonfsmit a < = < b ist

v(a) — v(b).

Beweis:Wir Uberlegen uns zuchst, in der Umgebung welcher Punkte
sich in der Folge(fy(z), f1(z),..., f,(z)) etwas an den Vorzeichen
andern kann.

Sind alle f;(z) # 0O, so bleiben auch in einer Umgebung veralle
Vorzeichen gleich, also ist(x) konstant in der Umgebung van



Kap. 1: Die reellen Nullstellen eines Polynoms 12

Ist f(z) #Z O, aber (mindestens) eifi(x) = 0, so isti > 0 und
nachb) ist i < s. Damit gibt es Funktionerf,_, und f,,;; nachc)
ist f,_q(x)f;+1(x) < 0. Somit habery,_;(z) und f,,,(x) verschiedene
Vorzeichen, sind also insbesondere ungleich null. Die &alzen von
fi—1(x) und f,,4(x) sind daher in einer Umgebung varkonstant und
verschieden; egal welche Werfein dieser Umgebung annimmt, gibt
es also vory, _; nachf,,; genau einen Vorzeichenwechsel, so daf}
auch in der Umgebung dieses Punkts konstant ist.

Bleibt noch der Fall, daff selbstim Punkt verschwindet. Fallg = f,
bei x einen Vorzeichenwechsel von — nach + hat, mfy3vegend)
in einer Umgebung vor: positiv sein; also haberf, und f; vor x
verschiedene Vorzeichen, danach gleiche. Entsprechejitjesenn f
bei  von + nach — wechselt, denn dann mff3in einer Umgebung
vonzx negativ sein, d.h. beim Durchgang durctvird v um eins kleiner.

Ist f sowohl links als auch rechts vanpositiv, so muf3f; wegend)
links negativ und rechts positiv sein; wieder geht also bBiumnchgang
durchz ein Vorzeichenwechsel verloren, genauso im Fall, ddidks
und recht vore negativ ist.

Damit ist gezeigt, dafd die Funktiangenau in den Punkten um eins
kleiner wird, in denenf eine Nullstelle hat; und damit ist der Satz

bewiesen. .

Satz von Sturm: Ist [a, b] ein Intervall, an dessen Endpunkterb das
Polynom f nicht verschwindet, und bezeichngtr) die Variation der
STURMschen Kette zif, so hatf in [a, b] genauv(a) — v(b) Nullstellen.

Beweis:Falls f keine mehrfachen Nullstellen hat, ist digu&msche
Kette eine SURMsche Folge, also folgt die Behauptung aus dem gerade
bewiesenen Satz.

Andernfalls sei §, ..., f,) die STURMSche Kette vory; wegen deren
Konstruktionuiber den EKLIDischen Algorithmus ist dang = f, ein
groRter gemeinsamer Teiler vghund f’, und allef; sind durchg teil-
bar. Somit besteht auch die Folg& (g, . . ., f,/g) hur aus Polynomen,
und in jedem Punkt, in dem keine Nullstelle hat, ist ihre Variation
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gleich der der SUrRMschen Kette. Da die Intervallendernund b nach
Voraussetzung keine Nullstellen sind, hat sie also inghds@ an den
Stellena undb dieselbe Variation wie dieT@RMsche Kette vory.

Die Funktionf /g hat dieselben Nullstellen wig, aber jeweils nur ein-
fach. Falls wir also zeigeridanen, dal3f,/g, - . . , f,/g) eine SURMsche
Folge zuf /g ist, folgt der Satz auch in diesem Fall aus dem gerade be-
wiesenen.

Die Eigenschaftea) undb) einer SURMsche Folge sind trivial.

Fur c) missen wir eine Nullstelle: von f; /g fur eini zwischen null

und s — 1 betrachten. Isf,_, = g,f, — f,+, die Gleichung aus der
Definition der SURMschen Kette zy, so ist naiirlich auchf;, ,/g =

9; - f;/9 — f;+1/9, also habenf, /g und f,,,/g in jeder Nullstelle

von f; /g verschiedene Vorzeichen. (Siérnen nicht null sein, denn
wenn zwei aufeinanderfolgendg/g in einem Punkt verschwinden,
mufdtef,/g = 1 dort wegen der gerade gezeigten Rekursionsbeziehung

ebenfalls verschwinden.)

Bleibt nochd): Wir betrachten eind:-fache Nullstellex, von f und
schreibenf(z) = (z — )" h(z). Dann ist

@) = (@ — 20)"W (@) + k(z — 24)" " h(z) und

9(x) = (@ — 20)" Yq(x) mit q(zo) 7O,

falw) _ () W)
also @ - TR
Somit ist
fol@)  fulx) 2 h(@)l () h(z)°®

@) gy T gy YRE T mo) g

Der Koeffizient von £ — x,) ist somit ein Quadrat, also positiv; damit

folgt d), und der SURMsche Satz ist bewiesen. .

Als erstes Beispiel betrachten wir das Polynom

_ 4 3 2 1
f@)y=x +30"+22" +x+ 3.
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Seine SurRMsche Kette ist

3 2 1.2 5 64 56 219
(f(x), Av” + 92" +4x +1, 132° — 15, — 117 — 11> —m).

Fur eine Zahlz mit hinreichend grol3em Betrag wird das Vorzeichen
des Werts einer Polynomfunktion durch deichsten Term bestimmit;
wir haben alsoiir stark negative Werte vandie Vorzeichenverteilung
(+, —, +,+, —) mit drei Vorzeichenwechselniif grol3e positive: erhal-
ten wir (+ +,+, —, —) mit nur einem Vorzeichenwechsel. Somit gibt es
insgesamt zwei reelle Nullstellen.

Um deren Vorzeichen zu bestimmen, werten wir die@vsche Kette

1 5 56 219 i ;
an der Stelle null aus:5(1, — 35, — 11, —1022) hat einen Vorzeichen-

wechsel, also sind alle Nullstellen negativ. Wenn wi= —1 in die
SturMsche Kette einsetzen, erhalten wir die Folge (2, 2, &, — 22
mit zwei Vorzeichenwechsel; somit gibt es eine Nullstelle mit

—1 < z; < 0und eine Nullstelle, < —1.

Furz = —2 erhalten wir die Folge{3, —3, 2, 2 — 219) mit ebenfalls

» 167 110 102
zwei Vorzeichenwechseln, so da < —2 sein muf3. undifr z = —3
haben wir in !, —38 47, £3° — 29) drei Vorzeichenwechsel, also ist
—3 < 2z, < —2. Damit kennen wir immerhin schon die ganzzahligen

Anteile der beiden Nullstellen.

Als nachstesBeispiel‘ wollen wir untersuchen, wie viele reelle Null-
stellen das quadratische Polyngftr) = az® + bz + ¢ mit « # 0 hat.
Seine Ableitung isff;(x) = 2ax + b, und

1 =
(ax2+bx+c):(2ax+b)=§x=%+4—baRest%.

Also ist f, die KonstanteA /4a mit A = b* — 4ac, und die SURMsche
Kette vonf ist

(am2+bx+c, 2ax + b, %) :

Ista > 0, so haben wirifr groRex die Vorzeichenfolgd+, +, sgn(\)),
fur sehr negative erhalten wir(+, —, sgn@)).

Fir A > 0 haben wir daherifr + — oo die Variationv(z) = 0,
fur r — —oo dagegerv(z) = 2. Somit gibt es zwei Nullstellen.iF
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A = 0 folgt entsprechend, dal3 es nur eine gilit: & < 0 haben wir

die beiden Vorzeichenverteilungen, ( —) und (+ —, —), die beide
Variation eins haben, also gibt égfA < 0 keine reelle Nullstelle. &

a < 0 drehen sich alle Vorzeichen um, an den Variationen undtsomi
am Ergebnisindert sich nichts. Beruhigenderweise stimmen alle diese
Ergebnisséiberein mit dem, was wir auch direkt aus désungsformel

fur quadratische Gleichungen ables@mien.

Interessanter wird es, wenn wir das kubische Polyrigm = x3+px+q,
auf das wir die Ibsungstheorie kubischer Gleichungentmkgetfihrt
hatten, mit Hilfe der $UrRMschen Theorie untersuchen: Hier ist die
Ableitung f,(z) = 3z* + p und

(x3+p:13+q):(3:132+p):%Rest%x+q,

so dal¥f, = —%px — q. Weiter ist

: 27
die SrTURMsche Kette endet also myf = — <p3 + Zq2> /pz.

Fur die Anzahl reeller bsungen ist das asymptotische Verhalten rele-
vant: Daf(z) = 2° + px + ¢ durch den @ihrenden Term:® dominiert
wird, ist hier das Vorzeichen unabhgig vonp und ¢ fur grof3e nega-
tive = stets negativ undif grol3e positiver stets positiv. Entsprechend
haben wir tir f;(z) = 32? + p in beiden Rllen positive Vorzeichen.
Auch bei der linearen Funktiofy(z) = —%x — ¢ ist unablkangig vong

das Vorzeichenir stark negative: stets gleich dem vop, fur positive
dagegen gleich dem vonp. (Der ziemlich triviale Fallp = 0 sei dem
Leseruberlassen.) Das Vorzeichen vj{x) schliel3lich ist das vor A

mit A = p° + 2/¢%, dennp® > 0.

Die Vorzeichenfolge wird dannuf grof3e negative Werte von zu
(—, +,sgnp, — sgnA); fur grol3e positive zu (+H, — sgnp, — sgnA).
Far A > 0 und haben wir also die Folgen-(+,sgnp,—) und
(+,+, — sgnp, —); da +sgnp zwischen einem + und einem steht,
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haben wir im ersten Quadrupel immer zwei Vorzeichenwechsel
Im zweiten immer nur einen; es gibt dahér A < 0 nur eine reelle
Nullstelle (und zwei komplexe).

Im Fall A = 0 habenwir die FolgenH, +, sgnp, 0) und (+ +, — sgnp, 0).

Da q2 > 0 aberA = 0 ist, muld hier entweder = ¢ = 0 sein oder

p < 0.Im letzteren Fall hat{, +, sgnp, 0) zwei Vorzeichenwechsel und
(+,+, — sgnp, 0) keinen; es gibt also zwei reelle Nullstellen (von denen
eine die Vielfachheit zwei hat). Im ersten Fall hat {+— sgnp, 0) nur
einen Vorzeichenwechsel und, # — sgnp, 0) wieder keinen; es gibt
also nur eine reelle Nullstelle. Da wiifp = ¢ = O die Gleichung/3 =0
haben, ist das die dreifache Nullstelle= O.

Fur A < 0 schlief3lich ist notwendigerweige< 0, dennq2 kann nicht
negativ werden. Wir bekommen daher die Folgen«, —, +) mit drei
\Vorzeichenwechseln und (+, +, +) ohne Vorzeichenwechsel; hier gibt
es also drei reelle Nullstellen.

Wenn wir mit der Losungsformel

2 3
P . 3| q qQc p 3| q [ A
=u— — mit = —— 4+ — + — = —— 4+ —
J-u 3u tou \/2 \/: 2 27

vergleichen, sehen wir, warum wir in KapitelsB bei den Beispielen mit
drei verschiedenen reellen Nullstellen Schwierigkeitatidn: Wie wir
gerade gesehen haben , mfidann negativ sein; die Quadratwurzel
in der Losungsformel liefert also einen imagmen Wert. Obwohl es
drei reelle Nullstellen gibt, isssen wir also zu deren Berechnung die
Kubikwurzel einer nichtreellen komplexen Zahl finden.

84: Isolation der reellen Nullstellen

Der Satz von SURM sagt uns iir jedes Intervall ¢, b], wie viele
Nullstellen des Polynomg dort liegen. Wenn wir unsuir die Null-
stellen eines Polynoms interessieren, geht es aber ehengdaine Liste
moglichst kleiner Intervalle zu finden die jeweils genau ewdistelle
von f enthalten. $URM hat auch gezeigt, wie dasiglich ist: Sobald wir
ein Intervall kennen, in dem alle reellen Nullstellen liagkbnnen wir
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durch fortgesetzte Intervallhalbierungen zu einer Lisia intervallen
kommen, die jeweils genau eine Nullstelle enthalten. Dureitere Hal-
bierungen bnnen wir gegebenenfalls auch diarige dieser Intervalle
beliebig kurz machen.

Fir das Ausgangsintervall brauchen wir eine Aligehng tir die Giolke
der reellen Nullstellen eines Polynoms

_ n n—1
f=a,x ta, jx “+---+ax+tag.

An den Nullstellen dieses Polynondsdert sich nichts, wenn wir es
mit einer von Null verschiedenen Konstanten multipliziereine gute
Schranke sollte daher nur von den Quotienigna, abrangen. Um
nicht sandig mit diesen Quotienten hantieren zugsen, beschnken
wir uns in der folgenden Diskussion auf normierte Polynome.

Es gibt eine ganze Reihe von Schrankéndie Nullstellen eines Poly-
noms; am einfachsten undrfuns 0llig ausreichend ist die folgende,
die CaucHY bereits 1829 veiffentlichte:

Lemma: z sei eine reelle Nullstelle des Polynoms
-1
f=:cn+an_1xn +..-+ax+ag,

und.J sei die Menge aller Indizegmit a, < 0; die Elementanzahl voh
seim. Furm = 0 istz < 0, ansonsten ist kleiner als das Maximum
aus eins und den Zahletr{/|ma, | furk € J.

Beweisist.J = (), so kann es nach der Regel vorXARTESKeine posi-
tiven Nullstellen geben, also ist< 0. Andernfalls seb das Maximum
aus eins und den Zahlen—/|ma,| mit k& € J. Fir jedes solché ist

dann|ma,| < S"~*. Damit ist auch fir jedesz > S
" > |may] 2" = —makxk :
Addieren wir diese Gleichungeirfallek € J, folgt, daf
mx > —mZakxk und z" + Zakxk >0.
keJ keJ

Da akxk fur alle & # J groRer oder gleich null ist, ist damit auch

f(z) > 0; einz > S kann also keine Nullstelle sein. .
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Als Beispiel betrachten wir das Polynomfis 2° — 22* — 323+ 2% — 1.
Hier ist.J = {0, 3,4}, alsom = 3. Unter den Zahlen,6/9 = 3 und /3
ist 6 die gblite, also ist jede reelle Nullstelle kleiner oder gleicthse

Um auch eine untere Schranké fdie reellen Nullstellen zu erhalten,
betrachten wir das Polynoif{—z) oder besser, dA(—x) den lbochsten
Term—z° hat, das Polynom- f(—z) = z° + 22* — 32° — 22 + 1. Hier
ist J = {2,3}, alsom = 2, und unter den Zahley6 und+/4 ist/6 die
groRere, deni/4 < /8 = 2, abery/6 > /4 = 2. Damit wissen wir,
daR alle reellen Nullstellen von f die Ungleichung—v6 < z < 6
erfullen.

Baron AUGUSTIN Louls CAUCHY (1789-1857) stellte
als erster durch die exakte Definition von Begriffen wie
Konvergenaind Stetigkeitdie Analysis auf ein sicheres
Fundament. In insgesamt 789 Arbeiten bégtte er
sich u.a. auch mit komplexer Analysis, Variationsrech-
nung, DifferentialgleichungenduriER-Analysis, Per-
mutationsgruppen, der Diagonalisierung von Matrizen
und der theoretischen Mechanik. Alserzeugter Roya-
list hatte er kufig Schwierigkeiten mit den damaligen
Regierungen; er lebte daher mehrere Jahre im Exil in
Turin und sgter in Prag, wo er (mit sehrafigem Er-
folg) den franbsischen Thronfolger unterrichtete.

Sobald wir ein Intervall ¢, b] kennen, in dem alle reellen Nullstellen
eines Polynomg liegen, ist eigentlich klar, wie dastT8rRmsche In-
tervallhalbierungsverfahren funktioniert: Wir suchenesListe N von
Intervallen z;, ;] mitder Eigenschaft, daf3 jedes dieser Intervalle genau
eine Nullstelle vonf enthalt; eventuell Knnen wir auch noch fordern,
daf die lange jedes dieser Intervalle unter einer gewissen Schranke
liegt.

Wir arbeiten mit einer Listd. bestehend aus noch zu untersuchenden
Intervallens §, d] zusammen mit den Anzahlen der Vorzeichenwechsel
in den SURMschen Ketterb () und S;(d). Zu Beginn entalt L nur

das Intervall &, b].in dem alle reellen Nullstellen liegen, zusammen mit
den Vorzeichenwechseln vdfy (a) und S, (b).

So lange die ListeC nicht leer ist, viahlen wir eines der dort befind-
lichen Intervalle §, d] aus und berechnen nachii&m die Anzahl der
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dort befindlichen Nullstellen. Wenn es keine gibt, elimreie wir das
Intervall, falls es nur eine ist (und gegebenenfalls diervdllange unter
der Schrankes liegt), kommt das Intervall in die Ergebnislist®1.
Andernfalls wahlen wir einen Punkt € (c, d), z.B. den Mittelpunkt
= 3(c +d), und berechnen dieTBrRMsche KetteS,(¢); danach wird
[c, d] in der ListeL ersetzt durch die beiden Intervalle f] umd [t, d].

Um diesen Algorithmus auf das obige Beispiel anwendendngn,
mussen wir zuachst die SURMsche Kette vorf berechnen, am besten
nachdem wir uns vergewissert haben, gaffeduzibel ist:

> f = x75 - 2%x74 - 3%x"3 + 2%x"2 - 1:

> fact f);
actor (£) x5——2x4——3x34-2x2——1

> f1 := diff(f, x);
.4 3 2
fl:=5c —8xa” — 92" +4x
> f2 := -rem(f, f1, x);
46 3 12 8
2 = — R — +1 - —
2= 550 — 55" 25"

Da es uns nur um Vorzeichen geht, multiplizieren wir mit détaypt-)
nenner der Koeffizienten:

> f2 := 2bxf; 3 2
£2 = 46° — 1242 + 25— 8

> f3 := -rem(f1, f2, x);
Py 5225 , 125 1925
"~ 529" T 1058" 529
> £f3 := 1058/25*f3;
£3:=418° — 5z — 154
> f4 := -rem(f2, £f3, x);
i _ 82524 769695

3971 87362"
> f5 := -rem(f3, f4, x);

f5::._

513601198
235225
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Wir wissen, daR alle reellen Nullstellen zwischer/6 und 6 liegen;
um ganze Zahlen zu haben. starten wir mit dem Interva8, [6] und
werten die SURMsche an dessen Endpunkten aus. Daiagsan wir in
der Liste[f, f1, £f2, £3, f4, £5] den gerade betrachteten Punkt
fur x einsetzen und die Vorzeichenwechsathten.

Zum Einsetzen &nnen wir nairlich densubs-Befehl von Maple be-
nutzen, allerdings issen wir ihn @ir die sechs Elemente der Liste
sechsmal eintippen. Zum @k kennt Maple ein Kommando, das uns
dies erspart: Der Befehlap(G, [f4,..., f,]) wendetG auf jedes
Element der Liste an, liefert also die List&€x(f,),...,G(f,,)]1. Das
subs-Kommando knnen wir hier allerdings nichtif G' einsetzen,
denn es hat jgawei Argumente. Ddir gibt es den Befehhap2([G,

xz, [fy,...,[f,]1), der die Liste aus den Elementéf{z, f;) konstru-
iert. Mit

> map2(subs, x=-3, [f, f1, f2, £3, f4, f5]);
erhalten wir also die Funktionswerte an der Stelle —3:
[-307,528 —1301, 3623 493557 —1]

Bequemer wird es, wenn wir noch die Signum-Funktidgn darauf
anwenden und das ganze als eine Funktion schreiben:

> Sturm := t -> map(sign,
> map2(subs, x=t, [f, f£1, f2, £3, f4, £5])):

Damit konnen wir nun direkt die Vorzeichenfolge an einer Stelle ¢
berechnen:

> Sturm(-3) ; [-1,1,-1,1,1,—1]
> Sturm(6) ; [1,1,1,1,-1,-1]

Furx = —3 haben wir also vier Vorzeichenwechséik £ = 6 nur einen.
Damit hatf drei reelle Nullstellen.

Wir unterteilen das Intervall an der Stelle = 2 und berechnen die
STURMSche Kette:

> St 2);
wrm(2) [-1,-1,1,1, -1, —1]
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Hier gibt es zwei Vorzeichenwechsel, also haben wir zweistellen
in [—3, 2] und eine in [2 6]. Letzteres Intervall entit also bereits nur
eine einzige Nullstelle und kommt somit, falls wir keine Arigche an
die Intervalangen stellen, in die Ergebnisliste.

Das Intervall -3, 2] mul3 weiter zerlegt werden, z.B. an der Stelle
x =0:

> Sturm(0) ;
[_17 17 17 _17 _17 _1]

Wieder zwei Vorzeichenwechsel, also gibt es keine Nulksial[0, 2],
aber zwei in |3, 0]. Wir zerlegen weiter an der Stelle= —1.:

> Sturm(-1);
[17 17 _17 17 _17 _1]

Das sind drei Vorzeichenwechsel, also haben wir eine Nilidsin
[-3, —1]und eine in |1, O].

Wenn uns die Intervalingen nicht interessieren, sind wir damit fer-
tig; wenn wir allerdings Intervalle derdnge eins wollen, fssen wir
[—3, —1] und [2 6] noch weiter unterteilen:

> Sturm(-2) ;
[_17 17 _17 17 _17 _1]

Vier Vorzeichenwechsel, die Nullstelle liegt also rng, —1].

> Sturm(4) ;
[17 17 17 17 _17 _1]

Ein Vorzeichenwechsel; die Nullstelle liegt in,[2].

> Sturm(3);
[17 17 17 17 _17 _1]

Dieselbe Folge, also liegt die Nullstelle in, [3].

Wir haben also drei reelle Nullstellen, und sie liegen in tearvallen
[—2, —1], [-1, O] und [2 3]. Durch eine Zeichnungdnnen wir uns
vergewissern, daf die Nullstellen wirklich so liegen:

> plot(f, x=-3..2, color=blue, thickness=5);
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104

-2 T~ 1 2 3
i : i ‘ i

—101

—154

—20-

Wie gut (und schnell) man die Nullstellen im konkreten Fatllieren
kann, langt naiirlich ab von deren Abstand. Erfahrungsgdsiiunktion-
lert der Algorithmus recht gut; er ist auch in vielen Compalgebrasys-
temen standardafig vorhanden. In Maple bestimardalroot (£) fur
ein Polynom mitganzzahligerKoeffizienten diese Intervalle; gibt man
noch ein zweites Argumeritan, so werden Intervalle eineahge von
hochstend berechnet.

Da der Algorithmus in der Praxis gut funktionierfyknte man es dabei
bewenden lassen und an eine Bemerkung vB8SENHAUS denken,
der in einem Kolloquiumsvortrag an der UniveéiKarlsruhe einmal
sagte:,In der experimentellen Mathematik haben wir es nicbtigy
die Stze zu beweisen, die wiiif wahr halten.“ Tachlich aber ist von
ZASSENHAUSSO gut wie keine unbewiesene Behaupttbgrliefert, und
auch fir unser Problem gibt es bewiesene Resultate: WM AHLER
1964 zeigte, ist der Betrag des Abstands zwischen zwei vexdenen
Nullstellen eines Polynomg € C[x] vom Gradn mit DiskriminanteD
(siehe Kapitel 3) mindestens gleich

V3D

n(n+2)/2 \f|§b—1 '

Der Beweis verwendet abgesehen von dblichen Techniken, die wir
schon mehrfach beim Beweis von Schranken kennengelerahhabr
allem die Ungleichung von kbAMARD ; da er relativ lang ist, sei hier
darauf verzichtet. Interessenten finden ihn gut lesbar in(alech frei
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im Netz zugnglichen) Originalarbeit

K. MAHLER: An inequality for the discriminant of a polynomidflichi-
gan Math. J11(1964), 257—-262

oder in§7.2.4 des Buchs

ALKIVAIDIS G. AKRITAS: Elements of Computer Algebra with Applica-
tions,Wiley, 1989

KURT MAHLER wurde 1903 in Krefeld als Sohn eines
Buchdruckers geboren. Da er seititier Kindheit an
Knochen-Tuberkulose litt, ging er nur 1 1/2 Jahre zur
Vorschule und 2 1/2 Jahre zur Volksschule. Um Fein-
mechaniker zu werden besuchte er ab 1917 zwei Jahre
lang elementare technische Schulen in Krefeld. Dabei
entdeckte er sein Interesse an Mathematik und kaufte
sich entsprechendeiBher, die er parallel zur Schule
studierte. Der Direktor seiner Schule schickte einige
seiner Arbeiten an®tLiX KLEIN, der sie seinem dama-
ligen Assistenten BRL LUDWIG SIEGEL zur Begutach-
tung gab. Dieser befand, daR mamiMER ein Mathe-
matikstudium erraglichen sollte. Mit Hilfe mehrerer
Lehrer seiner Schule konnte er das Abitur bestehen und
studlerte dann ab 1923 belESEL in Frankfurt, ab 1925 bei HBERT, COURANT, EM-

MY NOETHER BORN, HEISENBERGUNd anderen in Gttingen, wo er auch eine Zeitlang
als unbezahlter Assistent vonONBERT WIENER arbeitete. 1927 wurde er in Frankfurt
promoviert mit einer Arbeitiber die Nullstellen def'-Funktion. 1933 erhielt er eine
Stelle an der Universit Konigsberg, konnte diese jedoch als Jude wegen der Machter-
greifung der Nationalsozialisten nicht antreten. Auf Badung von MORDELL ging er
stattdessen nach Manchester, wo er abgesehen von zwan Jal@eoningen trotz einer
dreimonatigen Internierung als feindlicher A@stler bis 1962 blieb. Seine letzten sechs
Berufsjahre verbrachte er in Canberra, Australien, wo ehawach seiner Emeritierung
noch regelralRig publizierte. Er starb dort im Februar 1988; seine detzathematische
Arbeit erschien 1989. Praktisch alle seiner vielen Arbreliefassen sich mit der Zahlen-
theorie; besonders hidimt sind seine Beifilge zur Theorie der transzendeten Zahlen.




Kapitel 2
Polynomringe

81: Euklidische Ringe

Wie wir im nachsten Abschnitt sehen werden, beruht dexlibische
Algorithmus wesentlich auf der Division mit Rest. Eivi.IDischer
Ring soll daher definiertwerden als eine algebraische &irik der Ad-
dition, Subtraktion, Multiplikation und Division mit Resiurchgeiihrt
werden knnen und depgewohnten* Regeln géigen. Konkret heil3t
das folgendes:

Definition: a) Ein Ring ist eine Meng& zusammen mit zwei Rechen-

operationen+“ und ,-“ von R x R nachR, so dal} gilt:

1.) R bildet beiziglich,+* eine abelsche Gruppe, d.lurfdie Addition
gilt das Kommutativgesetf + g = g + f sowie das Assoziativgesetz
(f+g+h=f+(g+h)farallef, g h € R, es gibt ein Element
O€ R,sodaR 0+ = f+0=ffurallef € R,und zu jedeny € R
gibt es ein Element f € R, so dal}f + (—f) = Oist.

2.) Die Verknipfung,“: R x R — R erfullt das Assoziativgesetz
f(gh) = (fg)h,und es gibt ein Element4 R,sodall ¥ = f1=f.

3.) »,* und, " erfullen die Distributivgesetz¢(g + h) = fg + fh und

(f +9)h = fh+gh.

b) Ein Ring heilRkommutativfalls zusatzlich noch das Kommutativge-
setzfg = gf der Multiplikation gilt.

c) Ein Ring hei3tnullteilerfrei wenn gilt: Falls ein Produkfg = O ver-
schwindet, muld mindestens einer der beiden Faktgrergleich Null
sein. Ein nullteilerfreier kommutativer Ring heildtegritatsbereich.
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Natiirlich ist jeder Korper ein Ring; fir einen Korper werden schliel3lich
genau dieselben Eigenschaften gefordert un@tzlish auch noch die
Kommutativiéit der Multiplikation sowie die Existenz multiplikativer
Inverser. Ein Krper ist somit insbesondere auch ein Intégsibereich.

Das bekannteste Beispiel eines Rings, der keampr ist, sind die
ganzen Zahlen; auch sie bilden einen Intégsibereich.

Auch die Menge

k[z] = {Z aixi

n ¢ No, a,; - k}
i=0
aller Polynome mit Koeffizienten aus einendiperk ist ein Integritits-
bereich; ersetzt man derbiperk durch einen beliebigen kommutativen
Ring R, ist R[x] immerhin noch ein Ring. Maiiberlegt sich leicht, daf3

R[z] genau dann ein Integatsbereich ist, wenn audh einer ist.

Als Beispiel eines nichtkommutativen Ring&rinen wir die Menge
aller n x n-Matrizen Uber einem Krper betrachten; dieser Ring hat
auch Nullteiler, denn beispielsweise ist

1 0 O 0\ _/0 O
O 0 o 1/ \0 0/
obwohl keiner der beiden Faktoren die Nullmatrix ist.

Was uns nun noch fehlt, ist eine Division mit Redir Zahlena, b, ¢, r
ausN, ist die Aussage
a.b=qRestr

aquivalent zu den beiden Bedingungen
a=bg+r und 0<r<b.

Die erste dieser Bedingungerrken wir in einem beliebigen Ring
hinschreiben, eine Kleinerrelation haben wir dort allegdi nicht. An-
dererseits brauchen wir aber etwas nach Art der zweitenngedn:
Falls der Divisionsrest nicht in irgendeiner Weise kleiaksrder Divisor
sein muf3, Bnnten wir einfachmmersagen: : b = 0 Resta, was nicht
sonderlich viel fitzt.
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Wir fordern deshalb die Existenz einer Funktien? ~. {0} — N, die
im Falle eines von Null verschiedenen Divisionsregtsfen Rest einen
kleineren Wert annimmt al€if den Divisor:

Definition: Ein EuKLIDischer Ring ist ein Integfdtsbereichk zusam-
men mit einer Abbildung: R \. {0} — N,, so dal gilt: Istf = gh, so
istv(f) > max(v(g), v(h)), und zu je zwei Elementefi g € R gibt es
Elementey, r € R mit

f=qq+r und r=0oderv(r) < v(g).

Wir schreiben auclf : g = ¢ Restr und bezeichnen als Divisionsrest
bei der Division vonf durchg.

Standardbeispiel sind auch hier wieder die ganzen Zahlenyinals »
einfach die Betragsfunktion nehmeirinen. Quotient und Divisions-
rest sind durch die Forderungr) < v(y) allerdings nicht eindeutig
festgelegt, beispielsweise ist im Sinne dieser Definition

11:3=3Rest2 und 11:3=4Restl.

Die Definition des BEKLIDischen Rings verlangt nur, dalResdestens
eine Darstellung gibt; Eindeutigkeit ist nicht gefordert.

Das fir uns im Augenblick wichtigste Beispiel ist der Polynongyit] x]
uber einem Krperk; hier zeigt die bekannte Polynomdivision mit Rest,
daf? die Bedingungen éiift sind beziglich der Abbildung

| Klx] N {0} — Ny
v f— Gradf

Hier ist es allerdings wichtig, dak ein Korper ist: Bei der Polynom-
division mit Rest niissen wir schliel3lich dielihrenden Koeffizienten
durcheinander dividieren, und dagre etwa im Polynomring[z] nicht
moglich.

Dies beweist freilich nicht, daR[z] keinEUKLID ischer Ring viare, denn
in der Definition war ja nur gefordert, dal? &8 frgendeineFunktionv

irgendeinDivisionsverfahren gibt; dessen Nichtexistenz ist sehnsr
Zu zeigen —es sei denn, eine der im folgenden hergeleitegem&chaf-
ten eines BKLIDischen Rings ist nicht eiiflt. Bei Z[z] ist dies, wie wir
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bald sehen werden, bei der linearen Kombinierbarkeit désmgder Tat
der Fall, so dafZ[x] kein EUKLIDischer Ring sein kann.

Ein weiteres bekanntes Beispiel einaskEiDischen Rings ist der Ring
der Gaussschen Zahlen, d.h. die Menge aller komplexer Zahlen mit
ganzzahligem Real- und Imadgrieil; hier konnen wirv(x+iy) = :1:'2+y2
setzen. Da dieser Ring hier keine Rolle spielen wird, sezengn Beweis
verzichtet.

82: Der groflite gemeinsame Teiler

Bevor wir uns mit der Berechnung desb@ten gemeinsamen Teilers
zweier Elemente einesUgLIDischen Rings besélftigen, nussen wir
zurachst definieren, was das sein soll. Da es bei der Divisiochdeinen
Nullteiler keinen eindeutigen Quotienten geben kann, l@sdken wir
uns auf Integriitsbereiche.

Definition: R sei ein Integriatsbereich.

a) Ein Elementh € R heil3t Teiler vonf € R, in Zeichenh|f, wenn es
eing € R gibt, so dal¥f = qh ist.

b) h € R heil3tgrofRter gemeinsamer Teildkurz ggT) der beiden
Elementef und g ausR, wennh Teiler von f und vong ist und wenn
fur jeden anderen gemeinsamen Teil@on f undg gilt: 7|h.

c) Zwei Elementef, g € R heil3enassoziiertwenn f Teiler vong und
g Teiler vonf ist.

d) Ein Elementu € R heil3tEinheit,falls es einv € R gibt mit uv = 1.
Die Menge aller Einheiten voR bezeichnen wir mifz ™.

In einem Korper ist nairlich jedes von null verschiedene Element Teiler
eines jeden anderen Elements und damit auch eine Einhé&itdage-
gen sindt1 die beiden einzigen Einheiten, und zwei ganze Zahlen sind
genau dann assoziiert, wenn sie sidtlstens im Vorzeichen unter-
scheiden.

Man beachte, dafd wir beim @Bten gemeinsamen Teiler dj&roRe”
Uber Teilbarkeit definieren; von daher ist aul3er 2 au€hein giol3ter
gemeinsamer Teiler von 8 und 10. Insbesonder@ist’ grol3te gemein-
same Teiler also im allgemeinen nicht eindeutig bestimmas uns bei
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seiner Berechnung in Polynomringen noch einiges an Praiesohaf-
fen wird.

In einem Polynomringiber einem Integritsbereich ist der Grad des
Produkts zweier Polynome gleich der Summe der Grade deofeakt
da das konstante Polynom eins Grad null hat, muf3 daher jedeiEi
Grad null haben; die Einheiten vdtjx] sind also genau die Einheiten
von R. Speziell fir Polynomringeaiber Korpern sind dies genau die von
null verschiedenen Konstanten.

Damit wissen wir auch, wann zwei Polynome assoziiert sind:

Lemma: Zwei von null verschiedene Elemenfeg eines Integrits-
bereichs sind genau dann assoziiert, wenn es eine Eunlgdit, so dal3

f =ugist.

Beweis:Eine Einheitu € R hat nach Definition ein Inverses * € R,
und ausf = ug folgt ¢ = «~*f. Somit ist f Teiler vong und g Teiler
von f; die beiden Elemente sind also assoziiert.

Sind umgekehrf, g € R~ {0} assoziiert, so gibt es Elementev € R
derart, dally = uf und f = wvg ist. Damit istg = uf = uwvg und
f =wvg = vuf, also (1— uv)g = 0 und (1— vu)f = 0. Da wir in
einem Integriatsbereich sind und, g nicht verschwinden, muf3 somit

uwv = vu =1 sein, d.huz undv sind Einheiten. .

Damit sind also zwei Polynomi@er einem Krper genau dann assozi-
lert, wenn sie sich nur um eine von null verschiedene mikagive
Konstante unterscheiden. Nur bis auf eine solche Konskimieen wir
auch den gil3ten gemeinsamen Teiler zweier Polynome bestimmen,
denn allgemein gilt:

Lemma: Der giol3te gemeinsame Teiler zweier Polynome ist bis bis auf
Assoziiertheit eindeutig. Sind also und & zwei giol3te gemeinsame
Teiler der beiden Element¢ und g, so sindh und h assoziiert; ist
umgekehrth ein gro3ter gemeinsamer Teiler vofiund g und isth
assoziiert zuh, so ist auchh ein grol3ter gemeinsamer Teiler voh
undg.
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Beweis Sindh undh groRRte gemeinsame Teiler, so sind sie insbesondere
gemeinsame Teiler und damit Teiler eines jededl3¢gg gemeinsamen
Teilers. Somit nissem: und i einander teilen, sind also assoziiert. Ist
h ein giol3ter gemeinsamer Teiler uhdassoziiert zuh, so teilth jedes
Vielfache vonh, ist also auch ein gemeinsamer Teiler, undhdaden
gemeinsamen Teiler teilt, gilt dasselbe augh/f. Somit ist auchh ein

grofdter gemeinsamer Teiler.
|

§3: Berechnung des grof3ten gemeinsamen Teilers

Hier kommen wir endlich zum &LID ischen Algorithmus.

Bei EUKLID, in Proposition 2 des siebten Buchs seimentewird er
so beschrieben (nach ddbersetzung von (EMENS THAER in Oswalds
Klassiker der exakten Wissenschaften, Band 235):

Zu zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander sind
ihr grol3tes gemeinsames Malf3 zu finden.

Die zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander
sind, seien ABI'’A. Man soll das gil3te gemeinsame Mal}
von AB, T'A finden.

A B

r A

WennTA hier AB mif3t — sich selbst mif3t es auch — dann
ist T’A gemeinsames Mafd vdm\, AB. Und es ist klar, dal3
es auch das gfdte ist, denn keine Zahl @eerl’A kannTA
messen.

WennT'A aber AB nicht mif3t, und man nimmt bei ABA
abwechselnd immer das kleinere vonogeren weg, dann
muf3 (schlief3lich) eine Zalilbrig bleiben, die die vorange-
hende mil3t. Die Einheit kannamlich nichttbrig bleiben;
sonst nil3ten ABT'A gegeneinander prim sein, gegen die
Voraussetzung. Also mul3 eine Zaltdrig bleiben, die die vo-
rangehende miRLA lasse, indem es BE mif3t, EA, kleiner
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als sich selbstibrig; und EA lasse, indem e8Z mif3t, ZI,
kleiner als sich selbstbrig; undl'Z messe AE.

A E B

r Zz A

H

Dal'Z AE mil3tund AEAZ, mul3'Z auchAZ messen; es mil3t
aber auch sich selbst, muf also auch das GRzmessen.

I'’A mif3t aber BE; also mif3f'Z auch BE; es mif3t aber auch
EA, muld also auch das Ganze BA messen. Und es mif3t auch
I'A; I'Z mi3t also AB und’A; also istl'Z gemeinsames Mal3
von AB, T'A. Ich behaupte, dal3 es auch das(ije ist. Ware
namlichI'Z nicht das gbf3te gemeinsame Mald von AB),

so niifl3te irgendeine Zahl gRerI'Z die Zahlen AB und’A
messen. Dies geschehe; die Zahl sei H. Da H dakmalie
undI’A BE mif3t, naf3e H auch BE; es soll aber auch das Ganze
BA messen, fdte also auch den Rest AE messen. AE mif3t
aberAZ; also muf3te H auchAZ messen; es soll aber auch
das Ganzé\I' messen, riafldte also auch den Rdsf messen,

als giblRere Zahl die kleinere; dies ist ubglich. Also kann
keine Zahl gboRRerl'Z die Zahlen AB und’A messen]'Z ist
also das gifdste gemeinsame Mal? von AR); dies hatte man
beweisen sollen.

Es ist nicht ganz sicher, obUELID wirklich gelebt hat;

das nebenstehende Bild aus dem 18. Jahrhundert ist mit
Sicherheit reine PhantasieuiE.ID ist vor allem bekan-

nt als Autor defElementein denen er u.a. die Geomet-
rie seiner Zeit systematisch darstellte und (in gewisser
Weise) auf wenige Definitionen sowie die bemten
funf Postulate zuirckfuhrte. Diese Elemente entstanden
um 300 v. Chr. und waren zwar nicht der erste, aber doch
der erfolgreichste Versuch einer solchen Zusammenfas-
sung. BKLID arbeitete wohl am Museion in Alexan-
drien; au3er den Elementen schrieb er noch ein Buch
uber Optik und weitere, teilweise verschollenigcBer.
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Was hier als erstdasberrascht, ist die Besdmkung auf nicht zueinan-
der teilerfremde Zahlen. Der Grund dafiegt darin, dal3 die klassische
griechische Philosophie und Mathematik die Eins nicht ablde-
trachtete: Zahlen begannen erst bei der Zwei, und auch Nang@ten
mindestens zwei Elemente haben. Auch bei den Aristotais&yllo-
gismen mul3te sich ein &dikat auf mindestens zweielementige Klassen
beziehen: Die oft als klassischer Syllogismus zitiertel@&heise

Alle Menschen sind sterblich
SOKRATES st ein Mensch
Also ist SOKRATES sterblich

ware von ARISTOTELEShicht anerkannt worden, denn es gab schliel3lich
nur einen ®KRATES. Erst bei seinen Nachfolgern, den Peripatetikern,
setzte sich langsam auch die Eins als Zahl durch; ihr ZedtggssEKLID
macht noch brav eine Fallunterscheidung: In Propositiamfittelbar
vor der hier abgedruckten Proposition Zhft er praktisch dieselbe
Konstruktion durchifr teilerfremde Zahlen.

Als zweites &llt auf, dal3 BKLID seine Konstruktion rein geomet-
risch durchiihrt; wenn er von einer Strecke eine andere Streckagibtr
solange es geht, ist das adich in unserer heutigen arithmetischen
Sprache gerade die Konstruktion des Divisionsrests bddigsion der
beiden StreckeAhgen durcheinander.

Die wesentliche Operation beimuELIDischen Algorithmus ist somit
die Division mit Rest, und die haben wir (nach Definition) edgm
EukLIDischen Ring. Tagachlich funktioniert der so modifizierteUg-
LIDische Algorithmus in jedem @LIDischen Ring und berechnet dort
den gbl3ten gemeinsamen Teiler.

In heutiger Sprache ausgédkt beruht der BkLIDische Algorithmus

auf folgenden beiden Tatsachen:

1. Wenn wir zwei Element¢, g eines BEKLIDischen Rings mit Rest
durcheinander dividieren, so igt: g = ¢ Restr aquivalent zu jeder
der beiden Gleichungen

f=qg+r und r=f—qgq.
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Diese zeigen, dal} jeder gemeinsame Teiler yyamd g auch ein

gemeinsamer Teiler vop und r ist und umgekehrt. Die beiden
Paare (, g) und (g, ) haben also dieselben gemeinsamen Teiler und
damit auch denselbend@psten gemeinsamen Teiler:

99T(f,9) = 99T, 7).

2. ggT(f,0) = f, denn jedes Element eines Integtgbereichs teilt die
Null.

Aus diesen beiden Beobachtungen folgt nun leicht

Satz:Ineinem BUKLIDischen Ring gibtes zu je zwei Elementéy € R

stets einen @f3ten gemeinsamen Teiler. Dieser kann nach folgendem

Algorithmus berechnet werden:

Schritt O: Setzery = fundr, =g

Schritti, 2 > 1: Fallsr, = O ist, endet der Algorithmus mit dem Ergebnis
99T(f,g) = r,_q;, andernfalls wirdr,_; mit Rest durchr, dividiert,
wobeir,,, der Divisionsrest sei.

Der Algorithmus endet nach endlich vielen Schritten unéelieden
grol3ten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Wir Uiberlegen uns als erstes, dal¥#en Schritt tir; > 1 stets
a9T(f,9) = 99T(,_4,7;) ist. Hiri = 1 gilt dies nach der Konstruktion
Im nullten Schritt. Falls es imi-ten Schritt tir ein: > 1 gilt und
der Algorithmus nicht mit demi-ten Schritt abbricht, wird dort,,
als Rest bei der Division von,_; durchr, berechnet; wie wir oben
gesehen haben, ist somit ggl(,.,) = 99T(",_4,7;), und das ist nach
Induktionsvoraussetzung gleich dem ggT voandg.

Falls der Algorithmus imi-ten Schritt abbricht, istdort = 0. Aul3erdem
ist dort wie in jedem anderen Schritt auch g¢l{) = gg9T(,_41,7,).
Somit istr,_, der ggT vonf undg.

Schlief3lich mul3 noch gezeigt werden, daf3 der Algorithmak radlich
vielen Schritten abbricht. Dazu dient die FunktienNach Definition
eines BKLID ischen Rings ist imi-ten Schritt entweder(r,) < v(r;_4)
oderr; = 0. Dav nur natirliche Zahlen und die Null als Werte an-
nimmt und es keine unendliche absteigende Folge solchdeZ giibt,
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muf3 nach endlich vielen Schrittefy = 0 sein, womit der Algorithmus
abbricht.

Als erstes Beispiel wollen wir denUkLiD ischen Algorithmus anwenden
auf zwei ganze Zahlen: Um den ggT von 200 und 148 zu Berechnen,
missen wir als erstes 200 durch 148 dividieren:

200: 148 =1 Rest 52
Als nachstes wird 148 durch 52 dividiert:
148 : 52 = 2 Rest 44
Weiter geht es mit der Division von 52 durch 44:
52:44 =1Rest8
Im nachsten Schritt dividieren wir
44 :8 =5Rest4
und kommen schlief3lich mit
8:4=2Rest0

zu einer Division,die aufgeht. Somit haben 200 und 148 déifdtgn
gemeinsamen Teiler vier.

Als zweites Beispiel wollen wir den gRten gemeinsamen Teiler der
beiden Polynome

f=x8+x6—3x4—3x3+8x2+2x—5

und
g:3x6+5x4—4x2—9:1:+21

ausQ[z] berechnen. Da Polynomdivision aufwendiger ist als digebi
Rechnungen, wollen wir die Rechenarbeit von Maple erledlgssen.
Wir brauchen dazu im wesentlichen nur den Befelh(f, g, x),

der den Rest bei der Division vgfidurchg berechnet, wobef und g

als Polynome in: aufgefal3t werden. Falls uns auch der Quotient inter-
essiert, Bnnen wir den durchuo (£, g, x) berechnen lassen. Alter-
nativ konnen wir aber auch dem Befetdm noch ein viertes Argument
geben: Die Eingabeen(f, g, x, ’q’) fuhrt auf dasselbe Ergebnis
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wie rem(f, g, x), weist aber zu#zlich noch der Variableg den
Wert des Quotienten zu. Dasnul3 dabei in Hochkommata stehen, weil
auf der linken Seite einer Zuweisung eine Variable stehef.rialls
der Quotient etwa das Polynomﬁ + x + 1 ware und die Variablg aus
einer vorigen Rechnung den Wert 3 hatte, wirderem(f, g, x, q)
versuchen, die Zuweisung— 3 := 2%+ +1 auszufihren, was niitrlich
Unsinn ist und auf eine Fehlermeldurighft. Die Hochkommata ing’
sorgen ddir, daf’ unabfingig von einem etwaigen vorigen Wert wpim
jedem Fall nur der Variablenname&erwendet wird, so dal’ die sinnvolle
Anweisungq = o+l ausgdihrt wird.

>f :=x"8 + x76 - 3xx74 - 3*%x"3 + 8*%x"2 + 2%x - b;
f::x8+x6—3x4—3x3+8332+2$—5
3*x"6 + b*x74 - 4xx72 - 9%xx + 21;
g::3x6+5x4—4x2—9x+21

>g:

54 1, 1
r2: _§§ +§x 3
x 2
3 9
> r3 := rem(g, r2, x);
r3::——%%;x2——9x4-%§;
> r4 := rem(r2, r3, x);
T4::233159U—-102500
6591 2197
> r5 := rem(r3, r4, x);
oE 1288744821
"~ 543589225
> r6 := rem(r4, r5, x);
r6 =0
Der ggT vonf und g ist somitrg = 2524821 Da der ggT nur bis auf

eine multiplikative Konstante bestimmt isyknen wir freilich genauso
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gut sagen, der ggT vofi und g sei eins. In der Tat liefert uns Maple
auch diese Antwort, wenn wir direkt nach dem ggT yound g fragen:

> ged(f, g);
1

Die Frage ist nun: Nssen wir wirklich mit so riesigen Bchen wierg
rechnen, um auf diese einfache Antwort zu kommen?

Da der gbf3te gemeinsame Teiler ohnehin nur bis auf eine multiplika-
tive Konstante bestimmt ist, bé&side ein einfacher Ausweg darin, vor
jeder Polynomdivision den Dividenden mit einer geeignéfenstan-
ten zu multiplizieren um so sicherzustellen, daf3 beim Dareh keine
Nenner auftreten. Bei der Division eines Polynoms vom Gratlirch

ein Polynom vom Graan < n wird bis zun — m + 1 mal durch den
fuhrenden Koeffizienten des Divisors dividiert; wir missen als den
Dividenden vorher mit”~™** multiplizieren. Im obigen Beispielirt

das auf folgende Rechnung:

> r2 := rem(3°3*f, g, x);
12 = —15:" + 322 — 9

> r3 := rem((-15)"3%g, r2, x);
r3 := 15795 + 3037% — 59535
> r4 := rem(15795°3*r2, r3, x);

rd ;= 1254542875143 750- 1654608338437500

> r5 := rem(1254542875143750"2*r3, r4d, x);
r5 :=12593338795500743100931141992187500

Verglichen mitder Gol3e der Ausgangsdaten und des Ergebnisses entste-
hen auch hier wieder riesige Zahlen. Das ist leider kein@falt: Auch

wenn es sich hier um ein (vondNALD E. KNUTH fr sein BuchThe

Art of Computer Programmind\bschnitt 4.6.1) konstruiertes besonders
extremes Beispiel handelt, zeigt die Erfahrung, dafld wireasdEUK-
LIDischen Algorithmusiir Polynomeiber den rationalen Zahlen oft mit
einer Explosion der Koeffizienten zu tun haben, die in keileise der
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Komplexitat des Ergebnisses entspricht. Die Computeralgebra hat ver
schiedene Wege entwickelt um mit diesem Problem fertig zidere

da uns der BkLIDische Algorithmus eher wegen seiner Konsequenzen
fur abstrakt-mathematische Probleme interessiert, setenessenten
hierfur auf Vorlesungen undi&heriiber Computeralgebra verwiesen.

84: Der erweiterte Euklidische Algorithmus

Zur Bestimmung des ggT zweier Elemente einegliD ischen Ringsk
berechnen wir eine Reihe von Elementenwobeir, undr; die Aus-
gangsdaten sind und alle weitergndurch Division mit Rest ermittelt
werden:

r,_q.7; =q; Restr,,4
Damit istr,,; = r,_; — ¢;r,; als Linearkombination seiner beiden Vor-
gangerr; undr,_; mit Koeffizienten ausk darstellbar, die wiederum
R-Linearkombinationerhrer Vorganger sindusw.Wenn wir alle diese
Darstellungen ineinander einsetzen, erhaltenyvachliefilich als Lin-
earkombination der Ausgangselemente. Dies gilt insbesenidr das
letzte nichtverschwindende, den ggT. Der ggT zweier Elemenfeg

eines BKLID ischen Rings ist somit darstellbar &sLinearkombination
von f undg.

Algorithmisch sieht dies folgendermalien aus:

Schritt 0: Setzerg=f,r, =g, 09=6;=1unda; = 5, =0.Miti =1
ist dann
r,_1=a; a+0,_1b und r,=a,a+3b.

Diese Relationen werden in jedem der folgenden Schrittaltent

Schritt ¢, « > 1. Fallsr; = 0 ist, endet der Algorithmus mit
99T(f,9) =ri1 =a;_1f + 519

Andernfalls dividiere mam,_; mit Rest durch-; mit dem Ergebnis

Tio1 = QT T
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Dann ist
Tivr = =7 ¥ 1,1 = —q;(o, [+ 5;9) + (o, _of +5;_19)
= (0,1 — qo)) f+ (B — 489

man setze also

Qg =0y —qoy, und B =081 —q,5; .

Da die Schritte hier einfach Erweiterungen der entspreddeischritte
des klassischendkLID ischen Algorithmus sind, ist klar, daf3 auch dieser
Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbricht und E&igebnis
den ggT liefert. Da die beiden Relationen aus Schritt O iralleiteren
Schritten erhalten bleiben, ist auch klar, dal3 dieser ggTEade als
Linearkombination dargestellt ist.

Obwohl es keinerlei Anhaltspunkt daf gibt, dal3 diese Erweiterung
EUKLID bekannt gewesen seirbknte, bezeichnet man sie als dan
weitertenEUKLID ischen Algorithmus, Vor allem in der fradgischen
Literatur wird die Darstellung des ggT als Linearkombioatauch als
Identitat von BEzouT bezeichnet, da dieser sie 1766 in einem Lehrbuch
beschrieb und als erster auch auf Polynome anwandiZdhlen ist die
Erweiterung jedoch bereits 1624 zu finden in der zweiten Aefldes
BuchsProblemes plaisants etatectables qui se fonts par les nombres
von BACHET DE MEzIRIAC. (Eine vereinfachte Ausgabe dieses Buchs
von 1874 wurde 1993 bei Blanchard neu aufgelegt; sie ist anthe
verfugbar unteenum.cnam.fr/DET/8PY45.html.)

CLAUDE GASPAR BACHET SIEUR DE MEZIRIAC (1581-
1638) verbrachte den @i8ten Teil seines Lebens in sei-
nem Geburtsort Bourg-en-Bresse. Er studierte zwar bei
den Jesuitenin Lyon und Milano und trat 1601 in den Or-
den ein, trat aber bereits 1602 wegen Krankheit wieder
aus und kehrte nach Bourg figk. Sein Buch erschien
erstmals 1612, Am bekanntesten itdBIET fir seine
lateinischeJbersetzung dekrithmetikavon DIOPHAN-

TOS. In einem Exemplar davon schriele®RMAT seine
Vermutung an den Rand. Auch Gedichte voscBET
sind erhalten. 1635 wurde er Mitglied der frésischen
Akademie der Wissenschaften.
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ETIENNE BEzouT (1730-1783) wurde in Nemours in
der lle-de-France geboren, wo seine Vorfahren Ma-
gistrate waren. Er ging stattdessen an die Akademie
der Wissenschaften; seine Hauptbégtung war die
Zusammenstellung von LeHibhern fir die Militaraus-
bildung. Im 1766 erschienenen dritten Band (von vier)
seinesCours de Matématiquesa I'usage des Gardes
du Pavillon et de la Marinést die Identitit von BEzouT
dargestellt. Seine iBher waren so erfolgreich, dal3
sie ins Englischeibersetzt und z.B. in Harvard als
Lehrbicher benutzt wurden. Heute ist er vor allem
bekannt durch seinen Beweis, dal} sich zwei Kurven der
Graden und m in hochstenshm Punkten schneiden
kdnnen.

Als Beispiel wollen wir den ggT von 200 und 148 als Linearkanation
darstellen. Der Rechengang istindith genau derselbe wie &8, nur
dafld wir jetzt noch in jedem Schritt den Divisionsrest alszgahlige
Linearkombination von 200 und 148 darstellen.

Im nullten Schritt haben wir 200 und 148 als die trivialendéankombi-
nationen

200=1-200+0-148 und 148=0200+1-148.

Im ersten Schritt dividieren wir, da 148 nicht verschwin@&0 mit Rest
durch 148:

200=1-148+52—=52=1-200—1-148

Da auch 527 0 ist, dividieren wir im zweiten Schritt 148 durch 52 mit
Ergebnis 148 = 252 + 44, d.h.

44 =148—2-(1-200—1-148)=3-148—2-200
Auch 44= 0, wir dividieren also weiter: 52 =144 + 8 und
8=52—-44=(1-200—1-148)— (3-148— 2-200)
=3-200—4-148.
Im nachsten Schritt erhalten wir 44 =8 + 4 und
4=44—-5-8=(3-148—2-200)—5-(3-200—4-148)
=23-148—-17-200.
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Bei der Division von acht durch vier schliel3lich erhalterr Wivisi-
onsrest Null; damit ist vier der ggT von 148 und 200 und kann in
der angegebenen Weise linear kombiniert werden. Diesetdlaryg

ist freilich nicht eindeutig: Beispielsweiséknen wir beliebige Viel-
fache der trivialen Darstellung 200148 — 148- 200 = O der Null
addieren. Ta#chlich kbnnen wir diese auch noch durch den ggjifaen

zu 50- 148— 36- 200 = 0; wir haben alsaif jede ganze Zaht eine
Darstellung 1 = (23 + 56) - 148— (17 + 36%) - 200.

Wir konnen den erweitertendgLID ischen Algorithmus ndirlich auch

auf die beiden Polynomgundg aus dem vorigen Paragraphen anwen-
den, allerdings ist das Ergebnis alles andere alsrsch = af + (g,
wobei«a ein Polynom vom Gradiinf und eines vom Grad sieben ist.
Der Hauptnenner der Koeffizienten ist in beidedl&n 130 354. Dies
mul3 in vielen Rllen so sein, denn mitden Ergebissen dieses Paragraphen
kdnnen wir beweisen

Lemma: Der RingZ[x] aller Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten
ist nicht EUKLID isch.

Beweis: Wir wissen zwar noch nicht, dal3 zwei beliebige Elemente
von Z[z] auch inZ[x] einen gblten gemeinsamen Teiler haben, es
ist aber klar, dal3 der gRte gemeinsame Teiler der beiden Polyname
und 2 existiert und eins ist: Die einzigen Teiler von 2 siatl und+2,

und +2 sind keine Teiler vonc. Ware Z[z] ein EUKLIDiIscher Ring,
gabe es also Polynome, 5 € Z[x], so dal3ax + 23 = 1 ware. Der
konstante Koeffizient vonx + 273 ist aber das Doppelte des konstanten
Koeffizienten vongs, also eine gerade Zahl. Somit kann es keine solche

Darstellung geben. .

(In Q[x] gibt es selbstverandlich so eine Darstellung: 1 =@ + % - 2.
Allerdings ist dort 2 ohnehin ein Teiler van)

85: Faktorielle Ringe

Der RingZ[z] interessiert uns im Rahmen dieser Vorlesung zwar nichg
besonders; maiiberlegt sich aber leicl{s. Ubungsblatt)dal? auch der
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Polynomring in mehr als einer VariabléerR nich BEUKLIDisch sein
kann. In diesem Paragraphen wollen wir tneerlegen, dal3 trotzdem
sowohl dort als auch I[x] grof3te gemeinsame Teiler existieren. Dazu
erinnern wir uns an die vielleicht noch aus der Schule beleaiethode,
den gosten gemeinsamen Teiler zweieriimlicher Zahlenliber deren
Primzerlegung zu berechnen und verallgemeinern dieseat&ns

Definition: a) Ein Elementf eines Integrétsbereichs? heil3tirreduz-
ibel, falls gilt: f ist keine Einheit, und isf = gh das Produkt zweier
Elemente aus$, so mul}yy oderh eine Einheit sein.

b) Ein Integrititsbereich heil3tfaktoriell oder ZPE-Ring, wenn gilt:
Jedes Elemenf € R lafdt sich bis auf Reihenfolge und Assozi-
iertheit eindeutig schreiben als Prodykt « [ ]I, p;* mit einer Einheit

2

u € R”, irreduziblen Elementep, € R und natirlichen Zahlere,.
(ZPE stent fir Zerlegung inPrimfaktorenEindeutig.)

Lemma: In einem faktoriellen RingR gibt es zu je zwei Elementen
f,g € R einen gbRten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Sind f = u[[;-;p;* undg = UH;”:lqjj mit u,v € R* und
p;»q; irreduzibel die Zerlegungen voii und g in Primfaktoren, so
konnen wir, indem wir dtigenfalls Exponenten null eiahren, 0.B.d.A.
annehmen, daf® = m ist undp, = ¢, fur alle ;. Dann ist offenbar

Hn pmm(eiadi) ein ggT vonf und g, dennh = H::lp('“ Ist genau dann

=175 )
Teiler von f, wenna,; < e, fur allei, und Teiler vory, wenna, < d,.
|

Wie wir bald sehen werden, bedeutet dies keineswegs, daRfpddo-
rielle Ring EUKLIDisch ware. Umgekehtrt gilt allerdings

Satz: Jeder BKLIDische Ring ist faktoriell.

Beweis:Wir missen zeigen, dal? jedes Elemgnt 0 ausR bis auf Rei-
henfolge und Assoziiertheit eindeutig als Produkt ausretneheit und
geeigneten Potenzen irreduzibler Elemente geschriebetewdann.
Wir beginnen damit, dal’ sichiiberhaupt so darstelleafit.
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Dazu benutzen wir die Funktiom R ~. {0} — N, des BJKLIDischen
RingsR und beweiseninduktiv,daB@f N € Nyalle f Z O mitv(f) < N
in der geviinschten Weise darstellbar sind.

Istv(f) = 0, soistf eine Einheit: Bei der Division 1 f = g Restr ist
namlich entweder = 0 oder aber(r) < v(f) = 0. Letzteres ist nicht
moglich, also istyf = 1 und f eine Einheit. Diese kann als sich selbst
mal dem leeren Produktvon Potenzen irreduzibler Elemesgetgieben
werden.

Fur N > 1 unterscheiden wir zweidHe: Ist f irreduzibel, so istf = f
eine Darstellung der gaimschten Form, und wir sind fertig.

Andernfalls B3t sichf = gh als Produkt zweier Elemente schreiben,
die beide keine Einheiten sind. Nach Definition eines<HDischen
Rings sind danm(g), v(h) < v(f). Wir wollen unstiberlegen, dal3 sie
tatsachlich sogar echt kleiner sind.

Dazu dividieren wirg mit Rest durchf; das Ergebnis sei Restr, d.h.

g =qf+rmitr = 0odew(r) < v(f). Warer = 0, wareg ein Vielfaches
von f, es @be also eint € R mit g = uf = u(gh) = (uh)g. Damit ware
uh = 1, alsoh eine Einheit, im Widerspruch zur Annahme. Somit ist
v(r) < v(f). AulRerdem isy ein Teiler vonr = g — qf = g(1 — gh),
also mul geltem(g) < v(r) < v(f).

Genauso folgt die strikte Ungleichumngh) < v(f).

Nach Induktionsvoraussetzung lassen sich dghand /. als Produkte
von Einheiten und Potenzen irreduzibler Elemente schneilred damit
laldt sich auclf = gh so darstellen.

Als nachstes rassen wir unsiberlegen, dafl? diese Darstellung bis auf
Reihenfolge und Einheiten eindeutig ist. Das wesentlicliésiittel
hierzu ist die folgende Zwischenbehauptung:

Falls ein irreduzibles Elementein Produktf g teilt, teilt es mindestens
einen der beiden Faktoren.

ZumBeweidetrachten wir den ggT vofAundp. Dieser istinsbesondere
ein Teiler vonp, also bis auf Assoziiertheit entwedeoder 1. Im ersten
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Fall istp Teiler von f, und wir sind fertig; andernfallsdonen wir

1=ap+p3f
als Linearkombination vom und f schreiben. Multiplikation mitg
macht daraug = apf + 3fg, und hier sind beide Summanden auf der
rechten Seite durchteilbar: Beiapf ist das klar, und bei f g folgt es
daraus, dal3 nach Voraussetzyren Teiler vonf g ist. Also istp Teiler
von g, und die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

Induktiv folgt sofort:

n
Falls ein irreduzibles Elemeni € R ein Produkt]] f; teilt, teilt es
mindestens einen der Faktoren. =1

Um den Beweis des Satzes zu beenden, zeigen wir induktivfidgald
jedesN € N, alle Elemente miv(f) < N eine bis auf Reihenfolge
und EinheitereindeutigePrimfaktorzerlegung haben.

Fur N = 0 haben wir oben gesehen, dAlgine Einheit sein muf3, und
hier ist die Zerlegung = f eindeutig.

Fur N > 1 betrachten wir ein Element

f=ullp =v]]d"
i=1 =1

mit zwei Zerlegungen, wobei wir annehmetrien, dald alle;, fj >1
sind. Dann istp, trivialerweise Teiler des ersten Produkts, also auch
des zweiten. Wegen der Zwischenbehauptungjieittaher mindestens
eines der Elementg, d.h.p; = wg; ist bis auf eine Einheiw gleichg;.
Da p; keine Einheit ist, ist/(f/p;) < v(f); nach Induktionsannahme
hat alsof/p; = z/(wq;) eine bis auf Reihenfolge und Einheiten ein-
deutige Zerlegung in irreduzible Elemente. Damit hat auctiese
Eigenschatft.

§6: Der Satz von Gauf}

Der Satz aus dem vorigen Paragraphen zeigt uns, daf’ wir BindPo
ausZ[x] zumindest inQ[x] zerlegen kbnnen. Wir wollen ein entspre-
chendes Argument auchlirf Polynomringe in mehreren \@nderlichen
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anwenden, und betrachten dazu rationale Funktionen, die Baly-
nome in allen bis auf einer dieser @ederlichen als Nenner haben
darfen. Die Konstruktion solcher Ringe vauft analog zur Konstruk-
tion der rationalen Zahlen aus den ganzen:

Wir betrachteniir einen Integréitsbereichz auf der Menge aller Paare
(f,g) mit f,g € Rundg 7 0 dieAquivalenzrelation

(f,9) ~ (r,s) <= fs=gr;
die Aquivalenzklasse vonf( g) bezeichnen wir als deBruch [

g
Verknipfungen zwischen diesen iBthen werden nach ddiblichen
Regeln der Bruchrechnung definiert:

+
g S gs g s g8
Dies ist wohldefiniert, denn sindf(g) ~ (f, ) und (-, s) ~ (7, 5), SO
ist . ~ ~
~ “ 4 e ~ ~
NI LA RN L )
g S gs g s g8

Wegenfj = fg undrs = f's ist
(f3+77) - gs = f3gs +Figs = fgss +Tsgj
=ggss +r59g = (95 +1Yy)gs
und (f7)(gs) = fgi's = girs = (gr)(§5), d.h. auch die Ergebnisse sind
aquivalent.

Man rechnet leicht nach (wie b@8j), daR dieséquivalenzklassen einen
Ring bilden mit‘—l) als Null und% als Eins; er ist sogar eindper, denn
far f,g # 0 istZ ein multiplikatives Inverses Z’él, da(fg, fg) ~ (1,1).

Identifizieren wir schliel3lich ein Elemerft e R mit dem Bruch{, SO
kdnnen wirR in den Korper K einbetten.

Definition: Der so konstruierte &rperK heil3t Quotienten&rper vonR,
in ZeichenK = QuotR.

Das Standardbeispiel ist i@lich Q = QuotZ, aber auch der Quotien-
tenkorperk(x) = Quotk[x] eines Polynomringsiber einem Krperk
e



Kap. 2: Polynomringe 44

ist wichtig: k£(z) heildt rationaler Funktioneiikper in einer Vednder-
lichenliberk. Seine Elemente sind rationale Funktionen:jml.h. Quo-
tienten von Polynomen im, wobei der Nenner natlich nicht das Null-
polynom sein darf.

Fur Polynome, die statiber einem Krper nuriiber einem faktoriellen
Ring definiert sind, werden sich die beiden folgenden Begafs sehr
wesentlich erweisen:

Definition: a) Der Inhalt eines Polynomg = a,z" +--- + a5 € R[]
ist der gof3te gemeinsame Teilé(f) seiner Koeffizientem,.
b) f heil3tprimitiv, wenn diea, zueinander teilerfremd sind.

Indem wir die éimtlichen Koeffizienten eines Polynoms durch deren
gemeinsamen ggT dividieren sehen wir, daf3 sich jedes PolgoieR| x]

als Produkt seines Inhalts mit einem primitiven Polynonreitien Al3t.
Diese Zerlegung bleibt bei der Multiplikation zweier Podyne erhalten:

Lemma: R sei ein faktorieller Ring. &r zwei Polynome

_ n n—1
f=a,x +a, x ~+---tax+ag

und
-1

g=b, 2" +b 1" T+ +bx+b

ausR[z]ist I(fg) = I(f) - I(g). Insbesondere ist das Produkt zweier
primitiver Polynome wieder primitiv.

Beweis:Wir schreibenf = I(f) - f* undg = I(g) - g* mit primitiven
Polynomenf™ und ¢*; dann istfg = I(f) - I(g) - (f*¢"). Falls f*¢"
wieder ein primitives Polynom ist, folgt, dal§fg) = I(f) - I(g) sein
mulf3.

Es genigt daher, zu zeigen, dal? das Produkt zweier primitiverriRohe
wieder primitiv ist. Sei

n+m—1

_ n+m +
f.g - Cn+mx &

dannistc, = > a;b;.

7]

n+m—1

4,7 mit i+j=r
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Angenommen, diese Koeffizientephaben einen gemeinsamen Teiler,
der keine Einheit ist. Wegen der Faktoriativon R gibt es dann auch
ein irreduzibles Element, das alle Koeffizienten,. teilt.

Insbesondere ist ein Teiler voncy = agby; dap irreduzibel ist, mul3
mindestens einer der beiden Faktorgnb, durchp teilbar sein. Da es
im Lemma nicht auf die Reihenfolge vgiund g ankommt, Kknnen wir
0.B.d.A. annehmen, daf} Vielfaches voryp ist.

Da f ein primitives Polynom ist, kann nicht jeder Koeffizientdurchp
teilbar sein;v sei der kleinste Index, so daf} kein Vielfaches vorp
ist. Genauso gibt es auch einen kleinsten Index O, fur denb, nicht

durchp teilbar ist. In
Cprv = Z a;b;

1,7 mit i+j=p+v
istdann der Summang, b, nicht durctp teilbar, denniir jeden anderen
Summanden,b, istentwedei < v oderj < u, sodald mindestens einer
der Faktoren und damit auch das Produkt dyre¢dilbar ist. Insgesamt
ist daherc,,,, nicht durchp teilbar, im Widerspruch zur Annahme.

Somit muldf g ein primitives Polynom sein. .
Satz von Gaul3: R sei ein faktorieller Ring und< = QuotR. Falls
sich ein Polynomf € R[z] in K[x] als Produkt zweier Polynome
g,h € K[z] schreiben &3t, gibt es eil € K, so dal3g = Ag und
h=X"*hin R[z] liegen undf =G - h.

Beweis:Durch Multiplikation mit einem gemeinsamen Vielfache alle
Koeffizienten lbnnen wir aus einem Polynom mit Koeffizienten dts
eines mit Koeffizienten auB machen. Dieses wiederum ist gleich sei-
nem Inhalt mal einem primitiven Polynom. Sonaf3t sich jedes Poly-
nom ausK [x] schreiben als Produkt eines Elements vomit einem
primitiven Polynom augz[x]. Fur g undh seien dies die Zerlegungen

g=cg und h=dh".
Dann istf = (ed)g”h”, und nach dem Lemma igt »" ein primitives

Polynom. Daher liegtd = I(f) in R, und wir kdnnen beispielsweise
g=1I(f)g" undh = h™ setzen.
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Korollar: Ein primitives Polynomf € R[x] ist genau dann irreduzibel

in R[x], wenn es inK[z] irreduzibel ist. .

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) leistete wesent-
liche Beittage zur Zahlentheorie, zur nichteuklidischen
Geometrie, zur Differentialgeometrie und Kartographie,
zur Fehlerrechnung und Statistik, zur Astronomie und
Geophysikusw.Als Direktor der Gttinger Sternwarte
baute er zusammen mit dem Physiker Weber den er-
sten Telegraphen. Er leitete die erste Vermessung und
Kartierung des Knigreichs Hannover, was sowohl seine
Methode der kleinsten Quadrate als auch sEime-
orema egregiummotivierte, und zeitweise auch den
Witwenfond der Universiét Gottingen. Seine hierbei
gewonnene Erfahrung nutzte érferfolgreiche Speku-
lationen mit Aktien.

Aus dem Satz von @ussfolgt induktiv sofort, dal3 seine Aussage auch
fur Produkte von mehr als zwei Polynomen gilt, und daraug folg

Satz: Der Polynomringiber einem faktoriellen Ring ist faktoriell.

Beweis:Wir missen zeigen, dal3 sich jedéss R[z] bis auf Reihen-
folge und Einheiten eindeutig als Produkt von Potenzerdirzéler
Elemente ausk[x] und einer Einheit schreibera®t. Dazu schreiben
wir f = I(f) - f* mit einem primitiven Polynony™ ¢ R[z] und zer-
legen zu@dchst den Inhalt(f) in R. Da R nach Voraussetzung faktoriell
Ist, ist diese Zerlegung eindeutig bis auf Reihenfolge unté&iten inR,
und wie wir aus§2 wissen, sind die Einheiten vaR[x] gleich denen
von R.

Als nachstes zerlegen wir das primitive Polyngiiiber dem Quotien-
tenkorper K von R; dies ist noglich, daK[z] als BukLIDischer Ring
faktoriellist. Jedes der irreduziblen Polynomedie in dieser Zerlegung
vorkommen, &Rt sich schreiben alg = \,p, mit einem)\; ¢ K™ und
einem primitiven Polynonp, € R[x]. Wir kdnnen daher annehmen,
dafR3 in der Zerlegung vofi nur primitive Polynome au®[x] auftreten
sowie eine Einheit auk’. Diese muf3, dg™ Koeffizienten aud? hat und
ein Produkt primitiver Polynome primitiv ist, if® liegen; da auchf”
primitiv ist, muf3 sie dort sogar eine Einheit sein.
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Kombinieren wir diese Primzerlegung vgii mit der Primzerlegung
des Inhalts, haben wir eine Primzerlegung vogefunden; sie ist (bis
auf Reihenfolge und Einheiten) eindeutig, da entsprectenid die

Zerlegung des Inhalts, die Zerlegung vphsowie die Zerlegung eines

Polynoms in Inhalt und primitiven Anteil gilt.
|

Da wir einen Polynomrind?[x,, . . ., z, ] in n Veranderlichen als Poly-
nomringR[zq, ..., x,_4][x,] In einer Veanderlicheriiber dem Poly-
nomring R[z,...,z,_4] in n — 1 Veranderlichen auffasserdknen,

folgt induktiv sofort:

Satz: Der PolynomringR[ x4, . .., x,,] in n Veranderlicheriiber einem
faktoriellen RingR ist selbst faktoriell. Insbesondere siAfk, . .., x,,]
sowiek[xq,...,x,] fur jeden Korperk faktoriell.

Damit wissen wir also, daf3 auch Polynome in mehrereanéerlichen
uberZ odertiber einem Krper in Produkte irreduzibler Polynome zer-
legt werden Bnnen; insbesondere existieren daher auch in dieser Ringen
grol3te gemeinsame Teiler.

Der Beweis des obigen Satzes ist allerdings nicht konswuktd zu-
mindest fir einen beliebige faktorielle Ringehaben auch keine Chance,
die Zerlegung eines Polynoms algorithmisch zu finden, dasefipst

In k& nicht wirklich rechnen knnen. Die Computeralgebra kennt Fak-
torisierungsalgorithmeruf k£ = Z, Q und auchir endliche Korper; wie
wir in dieser Vorlesung sehen werdeidken wir zwar nicht iR, aber
doch in einigen wichtigen Teitkrpern explizit rechnen, woraus folgt,
dalf? sic die entsprechenden Algorithmen zumindest im Rrignzch auf
Polynomeliber solchen Teilarpern verallgemeiner lassen.



