
Kapitel 1
Die reellen Nullstellen eines Polynoms

Kehren wir zur̈uck zum Grundthema dieser Vorlesung, der Lösung al-
gebraischer Gleichungen. Der letzte Paragraph zeigte uns,wie man re-
duzible Polynome in einer Veränderlichen in irreduzible zerlegen kann;
die damit verbundene Reduktion der Grade kann dazu führen, daß die
Nullstellen danach durch explizite Formeln berechnet werden k̈onnen.
Es gibt aberüber Z, Q sowie über jedem endlich erzeugten Körper
irreduzible Polynome beliebig hohen Grades, und da kann keine Fakto-
risierung weiterhelfen. Wir brauchen daher zusätzliche Methoden, um
auch etwas̈uber die Nullstellen solcher Polynome aussagen zu können.

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns nur mit reellen Nullstellen.
Erstens sind das für viele Anwendungen ohnehin die einzig interes-
santen, und zweitens läßt sich die Lokalisierung komplexer Nullstellen
zurückführen auf die von reellen.

§1: Die Regel von Descartes

Die älteste Aussagëuber reelle Nullstellen eines beliebigen Polynoms
geht im wesentlichen zurück auf RENÉ DESCARTES; da sie gelegentlich
auch als Regel von CARDANO-DESCARTES bezeichnet wird, kannte
der rund hundert Jahre vor DESCARTESlebende GIROLAMO CARDANO

wahrscheinlich auch schon zumindest einige Spezialfälle.

Wie bei allen im folgenden besprochenen Sätzen wird die Nullstellenan-
zahl in Verbindung gebracht mit der Anzahl der Vorzeichenwechsel in
einer Folge (a0, . . . , an) reeller Zahlen. Um diese zu definieren, strei-
chen wir alle Nullen aus der Folge und zählen dann, wie oft eine der
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verbleibenden Zahlen ein anderes Vorzeichen hat als ihr Nachfolger. Die
Folge (1, 0, 0, 1, 0,−1, 0,−2, 0, 0, 3) hat alsozweiVorzeichenwechsel:
von 1 auf−1 und von−2 auf 3.

Bei der Regel von DESCARTESbetrachten wir f̈ur ein reelles Polynom
f = anxn + · · · + a1x + a0 die Anzahlv(f ) der Vorzeichenwechsel in
der Folge (a0, . . . , an) seiner Koeffizienten.

Regel von Descartes:a) Die Anzahlm der mit Vielfachheiten gez̈ahl-
ten positiven Nullstellen eines nicht identisch verschwindenden reellen
Polynomsf = anxn + · · · + a0 ist höchstens gleichv(f ).
b) m ≡ v(f ) mod 2.

Beweis:Wir können zun̈achst o.B.d.A. annehmen, daß der konstante
Terma0 nicht verschwindet, denn andernfalls können wir das Polynom
durch einex-Potenz dividieren, ohne daß sich an den positiven Null-
stellen und anv(f ) etwas̈andert. Auch Multiplikation mit−1 läßt beides
unver̈andert; wir k̈onnen uns daher auf den Falla0 > 0 beschr̈anken.

Wir f ühren den Beweis durch vollständige Induktion nach dem Gradn
vonf . Für n = 0 gibt es weder Nullstellen noch Vorzeichenwechsel, so
daß die Behauptung trivialerweise erfüllt ist.

Für n > 0 vergleichen wirf mit seiner Ableitung

f
′ = nanx

n−1 + · · · + a2x + a1 .

Um sicherzustellen, daß auch hier der konstante Term nicht ver-
schwindet, nehmen wir den kleinsten Indexq ≥ 1 mit aq 6= 0 und

setzenf1 = f ′/xq−1. Dann hatf1 dieselben positiven Nullstellen wief ′

und auch dieselbe Anzahl von Vorzeichenwechsel. Nach Induktionsan-
nahme wissen wir, daß die Anzahlm′ der positiver Nullstellen vonf1
(und damitf ′) höchstens gleichv(f1) = v(f ′) ist undm′ ≡ v(f ′) modd.

Die positiven Nullstellen vonf seien 0< x1 < · · · < xr, wobeixi die
Vielfachheitei habe. Die Anzahlm der positiver Nullstellen vonf ist
also, mit Vielfachheiten gerechnet, die Summe derei.

Eineei-fache Nullstelle vonf ist eine (ei − 1)-fache Nullstelle vonf ′,
außerdem liegt zwischen je zwei Nullstellen vonf mindestens eine Null-
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stelle der Ableitungf ′ und damit auch vonf1. Somit hatf1 mindestens

r − 1 +
r∑

i=1

(ei − 1) =
r∑

i=1

ei − 1 = m − 1

positive Nullstellen im abgeschlossenen Intervall [x1, xr].

Wir können noch mehr sagen: Unmittelbar rechts von einer Nullstelle xi

geht der Graph vonf entweder nach oben und kommt dann auch von
oben auf die n̈achste Nullstellexi+1 zu, oder aber er geht nach unten
und von dort aus zuxi+1. In jedem Fall hat aberf ′ unmittelbar rechts
von xi ein anderes Vorzeichen als unmittelbar links vonxi+1. Daher
muß die Anzahl der Nullstellen vonf ′ im offenen Intervall (x1, xi+1)
mit Vielfachheiten gez̈ahlt ungerade sein. Die Anzahl der Nullstellen
von f ′ im abgeschlossenen Intervall [x1, xr] ist daher modulo zwei
kongruent zur gerade berechneten Mindestanzahlm − 1.

Bleiben noch die Nullstellen vonf ′ rechts vonxr und links vonx1. Falls
f ′ unmittelbar rechts vonxr positiv ist, gehtf für x → ∞ gegen +∞;
daher ist auchf ′ für x → ∞ positiv./Somit

Somit hatf ′, wennüberhaupt, eine gerade Anzahl von Nullstellen rechts
vonxr.

Für die Nullstellen zwischen 0 undx1 können wir̈ahnlich argumentieren:
f (0) = a0 ist positiv; der Graph vonf kommt also von oben nachx1,
d.h. f ′ ist unmittelbar links vonx1 negativ. An der Stellex = 0 ist
f ′(0) = aq, wir haben also f̈ur positivesaq eine ungerade Anzahl von
Nullstellen im offenen Intervall (0, x1) und für negativesaq eine gerade.
Somit ist

iv(f1) ≥ m
′ ≥

{
m − 1 fallsaq < 0
m falls aq > 0

}

und

m
′ ≡

{
m − 1 mod 2 fallsaq < 0
m mod 2 fallsaq > 0 .

Die Koeffizientenfolge (nan, (n − 1)an−1, . . . , qaq) hat diesselben
Vorzeichen wie (an, . . . , aq). Falls aq positiv ist, ist die Anzahl der
Vorzeichenwechsel dort gleichv(f ), denn zwischenaq unda0 gibt es
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dann keinen Vorzeichenwechsel mehr. Bei negativemaq gibt es einen,
dann ist alsov(f1) = v(f ) − 1. Vergleichen wir dies mit den obigen
Formeln f̈ur m′, folgt die Behauptung.

Der Mathematiker und Philosoph RENÉ DESCARTES

wurde 1596 im franz̈osischen La Haye en Touraine
geboren. 1802 wurde der Ort umbenannt in La Haye
Descartes, seit 1967 heißt er einfach Descartes. Von
1604 bis 1612 war RENÉ DESCARTESScḧuler am Jesuit-
enkolleg in Anjou, sp̈ater studierte er Jura an der Uni-
versiẗat von Poitiers. Nach seinem Abschluß im Jahr
1616 ging er an die Miliẗarschule von Breda, wo er
unter anderem Mathematik und Naturwissenschaften
studierte. Nach zweijähriger Reise durch Europa schloß
er sich 1619 der Bayrischen Armee an. Weitere Reisen

quer durch Europa folgten, bis er sich 1628 in Holland niederließ. Er schrieb dort ein
physikalisches Werk unter dem TitelLe Monde, ou Trait́e de la Lumìere, das er aber,
nachdem er von GALILEI s Verurteilung ḧorte, nicht ver̈offentlichte. Erst 1637 erschien
es als philosophisches Werk unter dem TitelDiscours de la ḿethode pour bien conduire
sa raison et chercher la vérité dans les sciencesmit drei Anḧangenüber Optik, Meteore
und Geometrie. Im letzteren führte er algebraischen Methoden ein, unter anderem die
kartesischen Koordinaten.

Nach der Regel von DESCARTEShat beispielsweise das Polynom

f (x) =
xn − 1
x − 1

= x
n−1 + x

n−2 + · · · + x + 1

keine positive reelle Nullstelle, denn alle seine Koeffizienten sind positiv,
so daß es keine Vorzeichenwechsel gibt. Die negativen Nullstellen dieses
Polynoms entsprechen den positiven Nullstellen von

f (−x) = (−1)n−1
x

n−1 + (−1)n−2
x

n−2 + · · · − x + 1 .

Hier wechselt die Koeffizientenfolge ständig zwischen 1 und−1; es
gibt dahern−1 Vorzeichenwechsel und somit höchstensn−1 negative
Nullstellen vonf . Deren Anzahl ist gerade für ungeraden und ungerade
für geraden; insbesondere muß es also für geraden mindestens eine
negative Nullstelle vonf geben. In der Tat ist dann−1 eine Nullstelle.

Durch einen Trick von JACOBI kann man mit der Regel von DESCARTES

auch etwas̈uber die Anzahl der Nullstellen in einem vorgegebenen
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Intervall (a, b) aussagen kann: Die Abbildung

ϕ: R r {−1} → R ; x 7→ a + bx

1 +x

bildet die positiven reellen Zahlen bijektiv ab nach (a, b), das Intervall
(−1, 0) auf die Zahlen kleinera und die Zahlen kleiner−1 auf die
Zahlen gr̈oßerb. Betrachten wir daher zu einem vorgegebenen Polynom
f ∈ R[x] vom Gradn das neue Polynomg(x) = (1 + x)nf

(
ϕ(x)

)
,

so entsprechen dessen positive Nullstellen genau den Nullstellen vonf
aus (a, b). Die Berechnung vong ist freilich etwas m̈uhsam und muß
für jedes neue Intervall von neuem durchgeführt werden.

§2: Der Satz von Budan-Fourier

Dieses Problem vermeidet ein in diesem Paragraphen vorgestellte Re-
sultat, das BUDAN 1807 und FOURIER 1820 unabḧangig voneinander
veröffentlichten und das FOURIERanscheinend schon ab 1796 in seinen
Vorlesungen an derEcole Polytechniquelehrte.

JEAN BAPTISTE JOSEPHFOURIER (1768–1830) begann
zun̈achst eine Ausbildung zum Priester, beendete diese
jedoch nicht, sondern wurde stattdessen Mathematik-
lehrer. 1793 trat er dem lokalen Revolutionskomittee
bei, 1798 begleitete er Napoleon auf dessenÄgypten-
feldzug. Nach dem R̈uckzug aus̈Agypten ernannte ihn
dieser zum Pr̈afekten von Is̀ere; dort in Grenoble be-
gann er mit seinen Arbeiten̈uber Ẅarmeleitung, aus de-
nen die FOURIER-Reihen hervorgingen. Nach Napoleons
endg̈ultiger Vertreibung wurde FOURIER 1817 in die
Akademie der Wissenschaften gewählt; 1822 wurde er
Sekreẗar der mathematischen Sektion.

FERDINAND FRANÇOISDÉSIRÉ BUDAN DE BOISLAURENTwurde 1761 auf Haiti geboren. Im
Alter von acht Jahren wurde in eine Klosterschule in der Nähe von Paris geschickt, wo er
acht Jahre lang vor allem klassische Sprachen lernte. Mathematik und Naturwissenschaften
waren kein Teil des Lehrplans; wegen seines großen Interesses erhielt er aber zweimal
wöchentlich Zusatzstunden bei dem Mathematiker J.-C. FARCOT. Danach studierte er
vor allem Rhetorik und Philosophie; ab 1803 arbeitete er alsSchulrat. Im gleichen Jahr
reichte er auch seine Arbeit mit dem hier vorgestellten Resultat ein, sie wurde aber erst
1807 ver̈offentlicht und, da BUDAN eher als Amateurmathematiker galt, wenig beachtet.
1811 pr̈asentierte er der Akademie der Wissenschaften in Paris einen Beweis, der 1822
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nach Begutachtung (und Korrektur kleinerer Lücken) durch LAGRANGE veröffentlicht
wurde. Er starb 1840 in Paris.

BUDAN und FOURIERsuchten nach Aussagenüber die Anzahl der Null-
stellen eines reellen Polynomsf in einem Intervall [a, b]. Sie betrachten
dazu f̈ur einx ∈ R die AnzahlSf (x) der Vorzeichenwechsel in der Folge(
f (x), f ′(x), f ′′(x), . . . , f (n)(x)

)
, wobein den Grad vonf bezeichnet,

und zeigen den

Satz von Budan-Fourier: Falls wederf noch eine seiner Ableitungen
in den Punktena < b verschwindet, ist die Anzahl reeller Nullstellen
vonf in [a, b] mit Vielfachheiten gez̈ahlt höchstens gleichSf (a)−Sf (b),
und sie ist modulo zwei kongruent zu dieser Differenz.

Beweis:Wir betrachten die Menge aller Zahlenxi ∈ (a, b), für die f
oder eine seiner Ableitungen verschwindet, und ordnen sie der Gr̈oße
nach an:

a < x1 < x2 < · · · < xr < b .

Der Einfacheit halber setzen wirx0 = a und xr+1 = b, obwohl das
naẗurlich nach Voraussetzung keine Nullstellen sind.

In jedem der offenen Intervalle (xi, xi+1) ist Sf (x) konstant, denn
solange wederf noch eine seiner Ableitungen verschwindet,ändert sich
nichts an den Vorzeichen und damit der Anzahl der Vorzeichenwechsel.

Wir wählen f̈ur i = 1, . . . , r + 1 je eine reelle Zahlci aus dem Inter-
vall (xi−1, xi). Dann istxi der einzige Wert im Intervall [ci, ci+1], an
demf oder eine seiner Ableitungen veschwinden kann. Insbesondere
ist die Anzahl der Nullstellen vonf in [a, b] gleich der Summe der
Nullstellenanzahlen in den Intervallen [ci, ci+1], und

Sf (a) − Sf (b) = Sf (c1) − Sf (cr+1) =
r∑

i=0

(
Sf (ci) − Sf (ci+1)

)
.

Daher gen̈ugt es, den Satz für die Intervalle [ci, ci+1] zu beweisen; wir
können also o.B.d.A. annehmen, daß es im Intervall [a, b] genau einen
Punktx gibt, so daß sowohlf als auch seine Ableitungen höchstens dort
verschwinden.m sei die Nullstellenordnung vonf in x, d.h.m = 0,
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falls x keine Nullstelle vonf , sondern nur von einer der Ableitungen
ist, undm ≥ 1 sonst. Mit dieser Bezeichnung ist der Satzäquivalent zu
den beiden Aussagen

m ≤ Sf (a) − Sf (b) und m ≡ Sf (a) − Sf (b) mod 2 .

Wir beweisen ihn durch Induktion nach dem Grad vonf .

Im Falle einer linearen Funktionf (x) = px + q können wir o.B.d.A.
annehmen, daßp > 0 ist; andernfalls ersetzen wir einfachf durch−f .
Die einzige Nullstellex = −q/p liegt genau dann im Intervall (a, b),
wenn wennf (a) negativ undf (b) positiv ist. Die Ableitungf ′(x) = p
ist überall positiv, also istSf (u) = 1 genau dann, wennf (u) negativ ist,
undSf (u) = 0 sonst. Damit ist der Induktionsanfang erledigt.

Nun seif ein Polynom vom Grad mindestens zwei. Wir unterscheiden
drei F̈alle:

1. Fall: m ≥ 1. Dann istf (x) = 0 undf ′ hat in x einem − 1-fache
Nullstelle. Nach Induktionsannahme ist

Sf ′(a) − Sf ′ (b) ≥ m − 1 und m − 1 ≡ Sf ′ (a) − Sf ′ (b) mod 2 .

Wennf (a) positiv ist, mußf ′(a) negativ sein, da der Graph nachunten
zur Nullstelle geht; entsprechend istf ′(a) positiv für negativesf (a).
Somit ist Sf (a) = Sf ′ (a) + 1. Am anderen Intervallende ist dagegen
Sf (b) = Sf ′ (b), denn istf (b) positiv, so muß der Graph vonf steigen,
und istf (b) negativ, so muß er fallen. Damit ist

Sf (a) − Sf (b) ≥ m und m ≡ Sf (a) − Sf (b) mod 2 ,

was die Behauptung auch für f beweist.

2. Fall: Weder f noch f ′ haben in [a, b] eine Nullstelle. Dann hat
sowohlf als auchf ′ überall im Intervall dasselbe Vorzeichen, also ist
entwederSf (a) = Sf ′(a) undSf (b) = Sf ′ (b) oderSf (a) = Sf ′ (a) + 1
undSf (b) = Sf ′ (b) + 1. In beiden F̈allen ist

Sf (a) − Sf (b) = Sf ′ (a) − Sf ′ (b)

nach Induktionsvoraussetzng größer oder gleich null und gerade, wie es
in diesem Fall auch sein muß.
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3. Fall: f ′(x) = 0; die Vielfachheit dieser Nullstelle seie. Nach der
TAYLORschen Formel ist in der Umgebung vonx

f
′(x + h) ≈ f (e+1)(x)

e!
h

e und f (x + h) ≈ f (x) +
f (e+1)(x)
(e + 1)!

h
e+1 .

Da f ′ außer inx nirgends sein Vorzeichen wechseln kann, können wir
daraus die Vorzeichen vonf ′(a) und f ′(b) bestimmen: F̈ur geradese
sind beide gleich dem Vorzeichen vonf (e+1)(x), für ungeradese haben
f (e+1)(x) undf ′(b) dasselbe Vorzeichen undf ′(a) das andere.

Die beiden folgenden Diagramme zeigen das Verhalten vonf zwischen
a und b, wobei die dicke blaue Kurve jeweils einem posiviten Wert
vonf (e+1)(x) entspricht und die d̈unnere gr̈une einem negativen.

bxa

e ungerade

bxa

e gerade

Über die Vorzeichen vonf (a) undf (b) wissen wir nur, daß sie gleich
sind, daf in [a, b] keine Nullstelle hat. UmSf (a) undSf (b) aufSf ′ (a)
undSf ′ (b) zurückzuf̈uhren, m̈ussen wir daher die verschiedenen Kom-

binationen aus Vorzeichen vonf (a) undf (e+1)(x) betrachten.

Um die Diskussion kurz und̈ubersichtlich zu machen, benutzen wir die
Vorzeichen- oder Signum-Funktion

sgnx =

{ +1 fallsx > 0
0 fallsx = 0

−1 fallsx < 0
.

Wie wir uns geradëuberlegt haben, ist

sgnf
′(a) = (−1)e sgnf

(e+1)(x) und sgnf ′(b) = sgnf (e+1)(x) ;
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außerdem ist sgnf (a) = sgnf (b).

Im Falle sgnf (a) = sgnf (e+1)(x) ist daher

sgnf (a) = (−1)e sgnf
′(a) und sgnf (b) = sgnf ′(b) ,

alsoSf (b) = Sf ′(b) und

Sf (a) =

{
Sf ′ (a) falls e gerade
Sf ′ (a) + 1 fallse ungerade.

Die DifferenzSf (a) − Sf (b) ist somit f̈ur geradee gleich der zwischen
Sf ′ (a) undSf ′(b), für ungeradee ist sie um eins gr̈oßer.

Fallsf (a) undf (e+1)(x) verschiedene Vorzeichen haben, ist

sgnf (a) = (−1)e+1 sgnf
′(a) und sgnf (b) = − sgnf

′(b) .

Hier ist alsoSf (b) = Sf ′(b) + 1 und

Sf (a) =

{
Sf ′ (a) falls e ungerade
Sf ′ (a) + 1 fallse gerade .

Die DifferenzSf (a)−Sf (b) bleibt also wieder f̈ur geradee unver̈andert,
für ungerade aber wird sie nun um eins kleiner.

Nach Induktionsvoraussetzung ist

Sf ′ (a) − Sf ′(b) ≥ e und Sf ′(a) − Sf ′ (b) ≡ e mod 2 .

Für geradee ist daher

Sf (a) − Sf (b) ≥ e ≥ 0 und Sf (a) − Sf (b) ≡ e ≡ 0 mod 2

und für ungeradee erhalten wir

Sf (a) − Sf (b) ≥ e− 1 ≥ 0 und Sf (a) − Sf (b) ≡ e− 1 ≡ 0 mod 2 ,

wie behauptet.

Damit ist der Satz von BUDAN-FOURIERbewiesen.
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§3: Der Satz von Sturm

Die Regel von DESCARTES und auch der Satz von BUDAN-FOURIER

geben nur Obergrenzen und Kongruenzbedingungen modulo zwei f ür
Nullstellenanzahlen; der erste, der eine Formel für die genaue Anzahl
angeben konnte, war 1835 CHARLES-FRANÇOISSTURM. Im Unterschied
zu DESCARTES, BUDAN und FOURIERgeht es beim Satz von STURM aller-
dings um die AnzahlverschiedenerNullstellen; Vielfachheiten spielen
hier keine Rolle.

JACQUES CHARLES-FRANÇOIS STURM wurde 1803 in Genf als Sohn eines Mathematik-
lehrers geboren. Ab 1821 studierte er an der dortigen Akademie Mathematik. 1823, nach
Ende seines Studiums, wurde er Tutor des Sohns von MmeDE STAËL, was ihm gen̈ugend
Zeit für mathematische Arbeiten ließ. Als die Familie für sechs Monate nach Paris zog, traf
er dort im Haus von ARAGO unter anderem LAPLACE, POISSON, FOURIER, GAY-LUSSAC

und AMPÈRE. 1825 kehrte er nach Paris zurück, wo er zwar als Tutor für ARAGOs Sohn
arbeitete, vor allem aber Vorlesungen besuchte. Zeitweisearbeitete er auch als Assi-
stent von FOURIER. Nach der Revolution von 1830 wurde es auch für einen Protestanten
möglich, eine Professor in Frankreich zu bekommen; so kam er 1830 ansCollège Rollin
und 1838 an dieEcole normale suṕerieure; 1833 wurde er franz̈osischer Staatsbürger.
In seinen sp̈aten Arbeiten beschäftige er sich vor allem, zusammen mit LIOUVILLE , mit
Differentialgleichungen. Er starb 1855 in Paris.

Die Modifikation, die STURM am EUKLID ischen Algorithmus vornimmt,
betrifft nur das Vorzeichen der Reste: Die Folge der Divisionsreste
bei der Berechnung des ggT zweier Polynomef und g können wir
beschreiben durch die Rekursionsvorschrift

r0 = f, r1 = g, ri+2 = Rest bei der Division vonri durchri+1 ,

wobei abgebrochen wird, sobald einrj verschwindet. F̈ur i ≥ 2 ist also
ri = qiri+1 + ri+2.

Definition: Die STURMsche Kette zum Polynomf ∈ R[X] wird berech-
net nach der Rekursionsvorschrift

f0 = f, f1 = f
′
, fi+2 = −Rest bei der Division vonfi durchfi+1 ,

wobei abgebrochen wird, sobald einfj verschwindet. F̈ur i ≥ 2 ist also
fi = qifi+1 − fi+2.

Da der Grad vonfi+1 stets echt kleiner ist als der vonfi, bricht jede
Sturmsche Kette ab. Ihr letztes Polynomfs ist ein ggT vonf und f ′,
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denn f̈ur die Teilbarkeitsargumente beim EUKLID ischen Algorithmus
spielen Vorzeichen keine Rolle. Insbesondere ist alsofs konstant, falls
f keine mehrfache Nullstellen hat.

Beschr̈anken wir uns zun̈achst auf diesen Fall eines Polynoms mit
höchstens einfachen Nullstellen. Seine STURMsche Kette (f0, . . . , fs)
hat folgende Eigenschaften:
a) f0 = f

b) fs hat keine Nullstellen
c) Ist für ein i mit 0 < i < s der Punktx eine Nullstelle vonfi, so

ist fi−1(x)fi+1(x) < 0, d.h.fi−1(x) undfi+1(x) haben verschiedene
Vorzeichen, dennfi−1(x) = qi−1fi(x) − fi−1(x) = −fi−1(x), falls
fi(x) verschwindet.

d) Ist x0 eine Nullstelle vonf = f0, so sind in einer Umgebung vonx0
die Funktionswerte vonf0(x)f1(x) links vonx0 negativ und rechts
davon positiv, denn daf keine mehrfache Nullstellen hat, kann
f ′(x0) nicht verschwinden, undddxf0(x)f1(x) = f ′(x)2− f (x)f ′′(x)

hat beix0 den positiven Wertf ′(x0)2.

Wir wollen in Zukunft jede Folge (f0, . . . , fs) zu einem Polynomf mit
den Eigenschaftena) bisd) als eine STURMscheFolgezuf bezeichnen.
Für Polynome ohne mehrfache Nullstellen ist also die STURMsche Kette
eine STURMsche Folge.

Als nächstes definieren wir für jede Folge (f0, . . . , fs) von Polynomen
ihre Variation v(a) in einem Punkta ∈ R als Anzahl der Vorzeichen-
wechsel in der Folge reeller Zahlenf0(a), f1(a), . . . , fs(a).

Für jede STURMsche Folge zu einem Polynomf gilt:

Satz: Die Anzahl der Nullstellen des Polynomsf mit a < x ≤ b ist
v(a) − v(b).

Beweis:Wir überlegen uns zunächst, in der Umgebung welcher Punkte
sich in der Folge

(
f0(x), f1(x), . . . , fs(x)

)
etwas an den Vorzeichen

ändern kann.

Sind allefi(x) 6= 0, so bleiben auch in einer Umgebung vonx alle
Vorzeichen gleich, also istv(x) konstant in der Umgebung vonx.
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Ist f (x) 6= 0, aber (mindestens) einfi(x) = 0, so ist i > 0 und
nachb) ist i < s. Damit gibt es Funktionenfi−1 und fi+1; nachc)
ist fi−1(x)fi+1(x) < 0. Somit habenfi−1(x) undfi+1(x) verschiedene
Vorzeichen, sind also insbesondere ungleich null. Die Vorzeichen von
fi−1(x) undfi+1(x) sind daher in einer Umgebung vonx konstant und
verschieden; egal welche Wertef in dieser Umgebung annimmt, gibt
es also vonfi−1 nachfi+1 genau einen Vorzeichenwechsel, so daßv(x)
auch in der Umgebung dieses Punkts konstant ist.

Bleibt noch der Fall, daßf selbst im Punktx verschwindet. Fallsf = f0
bei x einen Vorzeichenwechsel von – nach + hat, mußf1 wegend)
in einer Umgebung vonx positiv sein; also habenf0 und f1 vor x
verschiedene Vorzeichen, danach gleiche. Entsprechendesgilt, wennf
bei x von + nach – wechselt, denn dann mußf1 in einer Umgebung
vonx negativ sein, d.h. beim Durchgang durchx wird v um eins kleiner.

Ist f sowohl links als auch rechts vonx positiv, so mußf1 wegend)
links negativ und rechts positiv sein; wieder geht also beimDurchgang
durchx ein Vorzeichenwechsel verloren, genauso im Fall, daßf links
und recht vonx negativ ist.

Damit ist gezeigt, daß die Funktionv genau in den Punkten um eins
kleiner wird, in denenf eine Nullstelle hat; und damit ist der Satz
bewiesen.

Satz von Sturm: Ist [a, b] ein Intervall, an dessen Endpunktena, b das
Polynomf nicht verschwindet, und bezeichnetv(x) die Variation der
STURMschen Kette zuf , so hatf in [a, b] genauv(a)− v(b) Nullstellen.

Beweis:Falls f keine mehrfachen Nullstellen hat, ist die STURMsche
Kette eine STURMsche Folge, also folgt die Behauptung aus dem gerade
bewiesenen Satz.

Andernfalls sei (f0, . . . , fs) die STURMsche Kette vonf ; wegen deren
Konstruktionüber den EUKLID ischen Algorithmus ist danng = fs ein
größter gemeinsamer Teiler vonf undf ′, und allefi sind durchg teil-
bar. Somit besteht auch die Folge (f0/g, . . . , fs/g) nur aus Polynomen,
und in jedem Punkt, in demg keine Nullstelle hat, ist ihre Variation



 Reell-algebraische Geometrie FSS2012

gleich der der STURMschen Kette. Da die Intervallendena und b nach
Voraussetzung keine Nullstellen sind, hat sie also insbesondere an den
Stellena undb dieselbe Variation wie die STURMsche Kette vonf .

Die Funktionf/g hat dieselben Nullstellen wief , aber jeweils nur ein-
fach. Falls wir also zeigen können, daß (f0/g, . . . , fs/g) eine STURMsche
Folge zuf/g ist, folgt der Satz auch in diesem Fall aus dem gerade be-
wiesenen.

Die Eigenschaftena) undb) einer STURMsche Folge sind trivial.

Für c) müssen wir eine Nullstellex von fi/g für ein i zwischen null
und s − 1 betrachten. Istfi−1 = gifi − fi+1 die Gleichung aus der
Definition der STURMschen Kette zuf , so ist naẗurlich auchfi−1/g =
gi · fi/g − fi+1/g, also habenfi−1/g und fi+1/g in jeder Nullstelle
von fi/g verschiedene Vorzeichen. (Sie können nicht null sein, denn
wenn zwei aufeinanderfolgendefi/g in einem Punkt verschwinden,
müßtefs/g = 1 dort wegen der gerade gezeigten Rekursionsbeziehung
ebenfalls verschwinden.)

Bleibt nochd): Wir betrachten einek-fache Nullstellex0 von f und
schreibenf (x) = (x − x0)kh(x). Dann ist

f
′(x) = (x − x0)kh

′(x) + k(x − x0)k−1
h(x) und

g(x) = (x − x0)k−1
q(x) mit q(x0) 6= 0 ,

also
f1(x)
g(x)

= (x − x0)
h′(x)
q(x)

+ k
h(x)
q(x)

.

Somit ist

f0(x)
g(x)

· f1(x)
g(x)

= (x − x0)2h(x)h′(x)
q(x)2 + k(x − x0)

h(x)2

q(x)2 .

Der Koeffizient von (x − x0) ist somit ein Quadrat, also positiv; damit
folgt d), und der STURMsche Satz ist bewiesen.

Als erstes Beispiel betrachten wir das Polynom

f (x) = x
4 + 3x3 + 2x2 + x + 1

2 .
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Seine STURMsche Kette ist
(
f (x), 4x3 + 9x2 + 4x + 1, 11

16x
2 − 5

16, − 64
11x − 56

11, − 219
1024

)
.

Für eine Zahlx mit hinreichend großem Betrag wird das Vorzeichen
des Werts einer Polynomfunktion durch den höchsten Term bestimmt;
wir haben also f̈ur stark negative Werte vonx die Vorzeichenverteilung
(+,−, +, +,−) mit drei Vorzeichenwechseln; für große positivex erhal-
ten wir (+, +, +,−,−) mit nur einem Vorzeichenwechsel. Somit gibt es
insgesamt zwei reelle Nullstellen.

Um deren Vorzeichen zu bestimmen, werten wir die STURMsche Kette
an der Stelle null aus: (1

2, 1,− 5
16,− 56

11,− 219
1024) hat einen Vorzeichen-

wechsel, also sind alle Nullstellen negativ. Wenn wirx = −1 in die
STURMsche Kette einsetzen, erhalten wir die Folge (− 1

2, 2, 3
8, 8

11,− 219
1024)

mit zwei Vorzeichenwechsel; somit gibt es eine Nullstellez1 mit
−1 < z1 ≤ 0 und eine Nullstellez2 ≤ −1.

Für x = −2 erhalten wir die Folge (− 3
2,−3, 39

16,
72
11,− 219

1024) mit ebenfalls
zwei Vorzeichenwechseln, so daßz2 ≤ −2 sein muß. und f̈ur x = −3
haben wir in (31

2 ,−38, 47
8 , 136

11 ,− 219
1024) drei Vorzeichenwechsel, also ist

−3 < z2 ≤ −2. Damit kennen wir immerhin schon die ganzzahligen
Anteile der beiden Nullstellen.

Als nächstes
”
Beispiel“ wollen wir untersuchen, wie viele reelle Null-

stellen das quadratische Polynomf (x) = ax2 + bx + c mit a 6= 0 hat.
Seine Ableitung istf1(x) = 2ax + b, und

(ax
2 + bx + c) : (2ax + b) =

1
2
x =

x

2
+

b

4a
Rest

b2 − 4ac

4a
.

Also istf2 die Konstante∆/4a mit ∆ = b2 − 4ac, und die STURMsche
Kette vonf ist (

ax
2 + bx + c, 2ax + b,

∆

4a

)
.

Ist a > 0, so haben wir f̈ur großex die Vorzeichenfolge
(
+, +, sgn(∆)

)
,

für sehr negativex erhalten wir
(
+,−, sgn(∆)

)
.

Für ∆ > 0 haben wir daher für x → ∞ die Variation v(x) = 0,
für x → −∞ dagegenv(x) = 2. Somit gibt es zwei Nullstellen. Für
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∆ = 0 folgt entsprechend, daß es nur eine gibt. Für ∆ < 0 haben wir
die beiden Vorzeichenverteilungen (+, +,−) und (+,−,−), die beide
Variation eins haben, also gibt es für ∆ < 0 keine reelle Nullstelle. F̈ur
a < 0 drehen sich alle Vorzeichen um, an den Variationen und somit
am Ergebnis̈andert sich nichts. Beruhigenderweise stimmen alle diese
Ergebnissëuberein mit dem, was wir auch direkt aus der Lösungsformel
für quadratische Gleichungen ablesen können.

Interessanter wird es, wenn wir das kubische Polynomf (x) = x3+px+q,
auf das wir die L̈osungstheorie kubischer Gleichungen zurückgef̈uhrt
hatten, mit Hilfe der STURMschen Theorie untersuchen: Hier ist die
Ableitungf1(x) = 3x2 + p und

(x3 + px + q) : (3x
2 + p) =

x

3
Rest

3p

2
x + q ,

so daßf2 = −3p

2
x − q. Weiter ist

(3x
2 + p) :

(
−3p

2
x − q

)
= −9x

2p
+

27q
4p2 Rest

(
p

3 +
27
4

q
2
)/

p
2 ,

die STURMsche Kette endet also mitf3 = −
(

p
3 +

27
4

q
2
) /

p
2.

Für die Anzahl reeller L̈osungen ist das asymptotische Verhalten rele-
vant: Daf (x) = x3 + px + q durch den f̈uhrenden Termx3 dominiert
wird, ist hier das Vorzeichen unabhängig vonp und q für große nega-
tive x stets negativ und für große positivex stets positiv. Entsprechend
haben wir f̈ur f1(x) = 3x2 + p in beiden F̈allen positive Vorzeichen.
Auch bei der linearen Funktionf2(x) = − 3

2px− q ist unabḧangig vonq
das Vorzeichen f̈ur stark negativex stets gleich dem vonp, für positive
dagegen gleich dem von−p. (Der ziemlich triviale Fallp = 0 sei dem
Leserüberlassen.) Das Vorzeichen vonf3(x) schließlich ist das von−∆

mit ∆ = p3 + 27
4 q2, dennp2 ≥ 0.

Die Vorzeichenfolge wird dann für große negative Werte vonx zu
(−, +, sgnp,− sgn∆); für große positive zu (+, +,− sgnp,− sgn∆).
Für ∆ > 0 und haben wir also die Folgen (−, +, sgnp,−) und
(+, +,− sgnp,−); da ± sgnp zwischen einem + und einem− steht,
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haben wir im ersten Quadrupel immer zwei Vorzeichenwechselund
im zweiten immer nur einen; es gibt daher für ∆ < 0 nur eine reelle
Nullstelle (und zwei komplexe).

Im Fall∆ = 0 haben wir die Folgen (−, +, sgnp, 0) und (+, +,− sgnp, 0).
Da q2 ≥ 0 aber∆ = 0 ist, muß hier entwederp = q = 0 sein oder
p < 0. Im letzteren Fall hat (−, +, sgnp, 0) zwei Vorzeichenwechsel und
(+, +,− sgnp, 0) keinen; es gibt also zwei reelle Nullstellen (von denen
eine die Vielfachheit zwei hat). Im ersten Fall hat (+, +,− sgnp, 0) nur
einen Vorzeichenwechsel und (+, +,− sgnp, 0) wieder keinen; es gibt
also nur eine reelle Nullstelle. Da wir fürp = q = 0 die Gleichungy3 = 0
haben, ist das die dreifache Nullstelley = 0.

Für ∆ < 0 schließlich ist notwendigerweisep < 0, dennq2 kann nicht
negativ werden. Wir bekommen daher die Folgen (−, +,−, +) mit drei
Vorzeichenwechseln und (+, +, +, +) ohne Vorzeichenwechsel; hier gibt
es also drei reelle Nullstellen.

Wenn wir mit der L̈osungsformel

y = u − p

3u
mit u =

3

√

−q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
=

3

√

−q

2
+

√
∆

27

vergleichen, sehen wir, warum wir in Kapitel 1,§3 bei den Beispielen mit
drei verschiedenen reellen Nullstellen Schwierigkeiten hatten: Wie wir
gerade gesehen haben , muß∆ dann negativ sein; die Quadratwurzel
in der Lösungsformel liefert also einen imaginären Wert. Obwohl es
drei reelle Nullstellen gibt, m̈ussen wir also zu deren Berechnung die
Kubikwurzel einer nichtreellen komplexen Zahl finden.

§4: Isolation der reellen Nullstellen

Der Satz von STURM sagt uns f̈ur jedes Intervall [a, b], wie viele
Nullstellen des Polynomsf dort liegen. Wenn wir uns für die Null-
stellen eines Polynoms interessieren, geht es aber eher darum, eine Liste
möglichst kleiner Intervalle zu finden die jeweils genau eineNullstelle
vonf enthalten. STURM hat auch gezeigt, wie das möglich ist: Sobald wir
ein Intervall kennen, in dem alle reellen Nullstellen liegen, können wir
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durch fortgesetzte Intervallhalbierungen zu einer Liste von Intervallen
kommen, die jeweils genau eine Nullstelle enthalten. Durchweitere Hal-
bierungen k̈onnen wir gegebenenfalls auch die Länge dieser Intervalle
beliebig kurz machen.

Für das Ausgangsintervall brauchen wir eine Abschätzung f̈ur die Gr̈oße
der reellen Nullstellen eines Polynoms

f = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 .

An den Nullstellen dieses Polynomsändert sich nichts, wenn wir es
mit einer von Null verschiedenen Konstanten multiplizieren; eine gute
Schranke sollte daher nur von den Quotientenai/an abḧangen. Um
nicht sẗandig mit diesen Quotienten hantieren zu müssen, beschränken
wir uns in der folgenden Diskussion auf normierte Polynome.

Es gibt eine ganze Reihe von Schranken für die Nullstellen eines Poly-
noms; am einfachsten und für uns v̈ollig ausreichend ist die folgende,
die CAUCHY bereits 1829 ver̈offentlichte:

Lemma: z sei eine reelle Nullstelle des Polynoms

f = x
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 ,

undJ sei die Menge aller Indizesi mit ai < 0; die Elementanzahl vonJ
seim. Für m = 0 ist z ≤ 0, ansonsten istz kleiner als das Maximum
aus eins und den Zahlenn−k

√
|mak| für k ∈ J .

Beweis:IstJ = ∅, so kann es nach der Regel von DESCARTESkeine posi-
tiven Nullstellen geben, also istz ≤ 0. Andernfalls seiS das Maximum
aus eins und den Zahlenn−k

√
|mak| mit k ∈ J . Für jedes solchek ist

dann|mak| ≤ Sn−k. Damit ist auch f̈ur jedesx > S

x
n

> |mak|x
k = −makx

k .

Addieren wir diese Gleichungen für allek ∈ J , folgt, daß

mx
n

> −m
∑

k∈J

akx
k und x

n +
∑

k∈J

akx
k

> 0 .

Da akxk für alle k 6= J größer oder gleich null ist, ist damit auch
f (x) > 0; einx > S kann also keine Nullstelle sein.
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Als Beispiel betrachten wir das Polynomsf = x5−2x4−3x3 +2x2−1.
Hier istJ = {0, 3, 4}, alsom = 3. Unter den Zahlen 6,

√
9 = 3 und 5

√
3

ist 6 die gr̈oßte, also ist jede reelle Nullstelle kleiner oder gleich sechs.

Um auch eine untere Schranke für die reellen Nullstellen zu erhalten,
betrachten wir das Polynomf (−x) oder besser, daf (−x) den ḧochsten
Term−x5 hat, das Polynom−f (−x) = x5 + 2x4 − 3x3 − 2x2 + 1. Hier
ist J = {2, 3}, alsom = 2, und unter den Zahlen

√
6 und 3

√
4 ist

√
6 die

größere, denn3
√

4 < 3
√

8 = 2, aber
√

6 >
√

4 = 2. Damit wissen wir,
daß alle reellen Nullstellenz von f die Ungleichung−

√
6 ≤ z ≤ 6

erfüllen.
Baron AUGUSTIN LOUIS CAUCHY (1789–1857) stellte
als erster durch die exakte Definition von Begriffen wie
KonvergenzundStetigkeitdie Analysis auf ein sicheres
Fundament. In insgesamt 789 Arbeiten beschäftigte er
sich u.a. auch mit komplexer Analysis, Variationsrech-
nung, Differentialgleichungen, FOURIER-Analysis, Per-
mutationsgruppen, der Diagonalisierung von Matrizen
und der theoretischen Mechanik. Alsüberzeugter Roya-
list hatte er ḧaufig Schwierigkeiten mit den damaligen
Regierungen; er lebte daher mehrere Jahre im Exil in
Turin und sp̈ater in Prag, wo er (mit sehr m̈aßigem Er-
folg) den franz̈osischen Thronfolger unterrichtete.

Sobald wir ein Intervall [a, b] kennen, in dem alle reellen Nullstellen
eines Polynomsf liegen, ist eigentlich klar, wie das STURMsche In-
tervallhalbierungsverfahren funktioniert: Wir suchen eine ListeN von
Intervallen [ai, bi] mit der Eigenschaft, daß jedes dieser Intervalle genau
eine Nullstelle vonf entḧalt; eventuell k̈onnen wir auch noch fordern,
daß die L̈ange jedes dieser Intervalle unter einer gewissen Schrankes
liegt.

Wir arbeiten mit einer ListeL bestehend aus noch zu untersuchenden
Intervallens [c, d] zusammen mit den Anzahlen der Vorzeichenwechsel
in den STURMschen KettenSf (c) undSf (d). Zu Beginn entḧalt L nur
das Intervall [a, b].in dem alle reellen Nullstellen liegen, zusammen mit
den Vorzeichenwechseln vonSf (a) undSf (b).

So lange die ListeL nicht leer ist, ẅahlen wir eines der dort befind-
lichen Intervalle [c, d] aus und berechnen nach STURM die Anzahl der
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dort befindlichen Nullstellen. Wenn es keine gibt, eliminieren wir das
Intervall, falls es nur eine ist (und gegebenenfalls die Intervall̈ange unter
der Schrankes liegt), kommt das Intervall in die ErgebnislisteM.
Andernfalls ẅahlen wir einen Punktt ∈ (c, d), z.B. den Mittelpunkt
t = 1

2(c + d), und berechnen die STURMsche KetteSf (t); danach wird
[c, d] in der ListeL ersetzt durch die beiden Intervalle [c, t] umd [t, d].

Um diesen Algorithmus auf das obige Beispiel anwenden zu können,
müssen wir zun̈achst die STURMsche Kette vonf berechnen, am besten
nachdem wir uns vergewissert haben, daßf irreduzibel ist:

> f := x^5 - 2*x^4 - 3*x^3 + 2*x^2 - 1:

> factor(f);
x

5 − 2x
4 − 3x

3 + 2x2 − 1

> f1 := diff(f, x);

f1 := 5x4 − 8 ∗ x
3 − 9x

2 + 4x

> f2 := -rem(f, f1, x);

f2 :=
46
25

x
3 − 12

25
x

2 + 1− 8
25

x

Da es uns nur um Vorzeichen geht, multiplizieren wir mit dem (Haupt-)
nenner der Koeffizienten:

> f2 := 25*f;
f2 := 46x3 − 12x2 + 25− 8x

> f3 := -rem(f1, f2, x);

f3 :=
5225
529

x
2 − 125

1058
x − 1925

529
> f3 := 1058/25*f3;

f3 := 418x2 − 5x − 154

> f4 := -rem(f2, f3, x);

f4 := −82524
3971

− 769695
87362

x

> f5 := -rem(f3, f4, x);

f5 := −513601198
235225
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Wir wissen, daß alle reellen Nullstellen zwischen−
√

6 und 6 liegen;
um ganze Zahlen zu haben. starten wir mit dem Intervall [−3, 6] und
werten die STURMsche an dessen Endpunkten aus. Dazu müssen wir in
der Liste[f, f1, f2, f3, f4, f5] den gerade betrachteten Punkt
für x einsetzen und die Vorzeichenwechsel zählen.

Zum Einsetzen k̈onnen wir naẗurlich densubs-Befehl von Maple be-
nutzen, allerdings m̈ussen wir ihn f̈ur die sechs Elemente der Liste
sechsmal eintippen. Zum Glück kennt Maple ein Kommando, das uns
dies erspart: Der Befehlmap(G, [f1, . . . , fn]) wendetG auf jedes
Element der Liste an, liefert also die Liste[G(f1), . . . , G(fn)]. Das
subs-Kommando k̈onnen wir hier allerdings nicht für G einsetzen,
denn es hat jazweiArgumente. Daf̈ur gibt es den Befehlmap2([G,

x, [f1, . . . , fn]), der die Liste aus den ElementenG(x, fi) konstru-
iert. Mit

> map2(subs, x=-3, [f, f1, f2, f3, f4, f5]);

erhalten wir also die Funktionswerte an der Stellex = −3:

[−307, 528,−1301, 3623, 493557,−1]

Bequemer wird es, wenn wir noch die Signum-Funktionsign darauf
anwenden und das ganze als eine Funktion schreiben:

> Sturm := t -> map(sign,

> map2(subs, x=t, [f, f1, f2, f3, f4, f5])):

Damit können wir nun direkt die Vorzeichenfolge an einer Stellex = t
berechnen:

> Sturm(-3); [−1, 1,−1, 1, 1,−1]

> Sturm(6); [1, 1, 1, 1,−1,−1]

Für x = −3 haben wir also vier Vorzeichenwechsel, für x = 6 nur einen.
Damit hatf drei reelle Nullstellen.

Wir unterteilen das Intervall an der Stellex = 2 und berechnen die
STURMsche Kette:

> Sturm(2);
[−1,−1, 1, 1,−1,−1]
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Hier gibt es zwei Vorzeichenwechsel, also haben wir zwei Nullstellen
in [−3, 2] und eine in [2, 6]. Letzteres Intervall entḧalt also bereits nur
eine einzige Nullstelle und kommt somit, falls wir keine Ansprüche an
die Intervall̈angen stellen, in die Ergebnisliste.

Das Intervall [−3, 2] muß weiter zerlegt werden, z.B. an der Stelle
x = 0:

> Sturm(0);
[−1, 1, 1,−1,−1,−1]

Wieder zwei Vorzeichenwechsel, also gibt es keine Nullstelle in [0, 2],
aber zwei in [−3, 0]. Wir zerlegen weiter an der Stellex = −1:

> Sturm(-1);
[1, 1,−1, 1,−1,−1]

Das sind drei Vorzeichenwechsel, also haben wir eine Nullstelle in
[−3, −1] und eine in [−1, 0].

Wenn uns die Intervallängen nicht interessieren, sind wir damit fer-
tig; wenn wir allerdings Intervalle der L̈ange eins wollen, m̈ussen wir
[−3, −1] und [2, 6] noch weiter unterteilen:

> Sturm(-2);
[−1, 1,−1, 1,−1,−1]

Vier Vorzeichenwechsel, die Nullstelle liegt also in [−2, −1].

> Sturm(4);
[1, 1, 1, 1,−1,−1]

Ein Vorzeichenwechsel; die Nullstelle liegt in [2, 4].

> Sturm(3);
[1, 1, 1, 1,−1,−1]

Dieselbe Folge, also liegt die Nullstelle in [2, 3].

Wir haben also drei reelle Nullstellen, und sie liegen in denIntervallen
[−2, −1], [−1, 0] und [2, 3]. Durch eine Zeichnung k̈onnen wir uns
vergewissern, daß die Nullstellen wirklich so liegen:

> plot(f, x=-3..2, color=blue, thickness=5);
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Wie gut (und schnell) man die Nullstellen im konkreten Fall isolieren
kann, ḧangt naẗurlich ab von deren Abstand. Erfahrungsgemäß funktion-
iert der Algorithmus recht gut; er ist auch in vielen Computeralgebrasys-
temen standardm̈aßig vorhanden. In Maple bestimmtrealroot(f) für
ein Polynom mitganzzahligenKoeffizienten diese Intervalle; gibt man
noch ein zweites Argumentℓ an, so werden Intervalle einer Länge von
höchstensℓ berechnet.

Da der Algorithmus in der Praxis gut funktioniert, könnte man es dabei
bewenden lassen und an eine Bemerkung von ZASSENHAUS denken,
der in einem Kolloquiumsvortrag an der Universität Karlsruhe einmal
sagte:

”
In der experimentellen Mathematik haben wir es nicht nötig,

die S̈atze zu beweisen, die wir für wahr halten.“ Tats̈achlich aber ist von
ZASSENHAUSso gut wie keine unbewiesene Behauptungüberliefert, und
auch f̈ur unser Problem gibt es bewiesene Resultate: Wie KURT MAHLER

1964 zeigte, ist der Betrag des Abstands zwischen zwei verschiedenen
Nullstellen eines Polynomsf ∈ C[x] vom Gradn mit DiskriminanteD
(siehe Kapitel 3) mindestens gleich

√
3D

n(n+2)/2 |f |n−1
1

.

Der Beweis verwendet abgesehen von denüblichen Techniken, die wir
schon mehrfach beim Beweis von Schranken kennengelernt haben, vor
allem die Ungleichung von HADAMARD ; da er relativ lang ist, sei hier
darauf verzichtet. Interessenten finden ihn gut lesbar in der (auch frei
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im Netz zug̈anglichen) Originalarbeit

K. MAHLER: An inequality for the discriminant of a polynomial,Michi-
gan Math. J.11 (1964), 257–262

oder in§7.2.4 des Buchs

ALKIVAIDIS G. AKRITAS: Elements of Computer Algebra with Applica-
tions,Wiley,1989

KURT MAHLER wurde 1903 in Krefeld als Sohn eines
Buchdruckers geboren. Da er seit früher Kindheit an
Knochen-Tuberkulose litt, ging er nur 1 1/2 Jahre zur
Vorschule und 2 1/2 Jahre zur Volksschule. Um Fein-
mechaniker zu werden besuchte er ab 1917 zwei Jahre
lang elementare technische Schulen in Krefeld. Dabei
entdeckte er sein Interesse an Mathematik und kaufte
sich entsprechende Bücher, die er parallel zur Schule
studierte. Der Direktor seiner Schule schickte einige
seiner Arbeiten an FELIX KLEIN, der sie seinem dama-
ligen Assistenten CARL LUDWIG SIEGEL zur Begutach-
tung gab. Dieser befand, daß man MAHLER ein Mathe-
matikstudium erm̈oglichen sollte. Mit Hilfe mehrerer
Lehrer seiner Schule konnte er das Abitur bestehen und

studierte dann ab 1923 bei SIEGEL in Frankfurt, ab 1925 bei HILBERT, COURANT, EM-
MY NOETHER, BORN, HEISENBERGund anderen in G̈ottingen, wo er auch eine Zeitlang
als unbezahlter Assistent von NORBERT WIENER arbeitete. 1927 wurde er in Frankfurt
promoviert mit einer Arbeiẗuber die Nullstellen derΓ-Funktion. 1933 erhielt er eine
Stelle an der Universität Königsberg, konnte diese jedoch als Jude wegen der Machter-
greifung der Nationalsozialisten nicht antreten. Auf Einladung von MORDELL ging er
stattdessen nach Manchester, wo er abgesehen von zwei Jahren in Groningen trotz einer
dreimonatigen Internierung als feindlicher Ausländer bis 1962 blieb. Seine letzten sechs
Berufsjahre verbrachte er in Canberra, Australien, wo er auch nach seiner Emeritierung
noch regelm̈aßig publizierte. Er starb dort im Februar 1988; seine letzte mathematische
Arbeit erschien 1989. Praktisch alle seiner vielen Arbeiten befassen sich mit der Zahlen-
theorie; besonders berühmt sind seine Beiträge zur Theorie der transzendeten Zahlen.



Kapitel 2
Polynomringe

§1: Euklidische Ringe

Wie wir im nächsten Abschnitt sehen werden, beruht der EUKLID ische
Algorithmus wesentlich auf der Division mit Rest. Ein EUKLID ischer
Ring soll daher definiert werden als eine algebraische Struktur, in der Ad-
dition, Subtraktion, Multiplikation und Division mit Restdurchgef̈uhrt
werden k̈onnen und den

”
gewohnten“ Regeln genügen. Konkret heißt

das folgendes:

Definition: a) Ein Ring ist eine MengeR zusammen mit zwei Rechen-
operationen

”
+“ und

”
·“ von R × R nachR, so daß gilt:

1.) R bildet bez̈uglich
”
+“ eine abelsche Gruppe, d.h. für die Addition

gilt das Kommutativgesetzf +g = g +f sowie das Assoziativgesetz
(f + g) + h = f + (g + h) für alle f, g, h ∈ R, es gibt ein Element
0 ∈ R, so daß 0 +f = f + 0 = f für allef ∈ R, und zu jedemf ∈ R
gibt es ein Element−f ∈ R, so daßf + (−f ) = 0 ist.

2.) Die Verkn̈upfung
”
·“: R × R → R erfüllt das Assoziativgesetz

f (gh) = (fg)h, und es gibt ein Element 1∈ R, so daß 1f = f1 = f .
3.)

”
+“ und

”
·“ erfüllen die Distributivgesetzef (g + h) = fg + fh und

(f + g)h = fh + gh.

b) Ein Ring heißtkommutativ,falls zus̈atzlich noch das Kommutativge-
setzfg = gf der Multiplikation gilt.
c) Ein Ring heißtnullteilerfrei wenn gilt: Falls ein Produktfg = 0 ver-
schwindet, muß mindestens einer der beiden Faktorenf, g gleich Null
sein. Ein nullteilerfreier kommutativer Ring heißtIntegritätsbereich.
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Natürlich ist jeder K̈orper ein Ring; f̈ur einen K̈orper werden schließlich
genau dieselben Eigenschaften gefordert und zusätzlich auch noch die
Kommutativiẗat der Multiplikation sowie die Existenz multiplikativer
Inverser. Ein K̈orper ist somit insbesondere auch ein Integritätsbereich.

Das bekannteste Beispiel eines Rings, der kein Körper ist, sind die
ganzen Zahlen; auch sie bilden einen Integritätsbereich.

Auch die Menge

k[x] =

{
n∑

i=0

aix
i

∣∣∣∣ n ∈ N0, ai ∈ k

}

aller Polynome mit Koeffizienten aus einem Körperk ist ein Integriẗats-
bereich; ersetzt man den Körperk durch einen beliebigen kommutativen
RingR, istR[x] immerhin noch ein Ring. Man̈uberlegt sich leicht, daß
R[x] genau dann ein Integritätsbereich ist, wenn auchR einer ist.

Als Beispiel eines nichtkommutativen Rings können wir die Menge
aller n × n-Matrizen über einem K̈orper betrachten; dieser Ring hat
auch Nullteiler, denn beispielsweise ist

(
1 0
0 0

) (
0 0
0 1

)
=

(
0 0
0 0

)
,

obwohl keiner der beiden Faktoren die Nullmatrix ist.

Was uns nun noch fehlt, ist eine Division mit Rest. Für Zahlena, b, q, r
ausN0 ist die Aussage

a : b = q Restr

äquivalent zu den beiden Bedingungen

a = bq + r und 0≤ r < b .

Die erste dieser Bedingungen können wir in einem beliebigen Ring
hinschreiben, eine Kleinerrelation haben wir dort allerdings nicht. An-
dererseits brauchen wir aber etwas nach Art der zweiten Bedingung:
Falls der Divisionsrest nicht in irgendeiner Weise kleinerals der Divisor
sein muß, k̈onnten wir einfachimmersagena : b = 0 Resta, was nicht
sonderlich viel n̈utzt.
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Wir fordern deshalb die Existenz einer Funktionν: R r {0} → N0, die
im Falle eines von Null verschiedenen Divisionsrests für den Rest einen
kleineren Wert annimmt als für den Divisor:

Definition: Ein EUKLID ischer Ring ist ein IntegritätsbereichR zusam-
men mit einer Abbildungν: R r {0} → N0, so daß gilt: Istf = gh, so
ist ν(f ) ≥ max

(
ν(g), ν(h)

)
, und zu je zwei Elementenf, g ∈ R gibt es

Elementeq, r ∈ R mit

f = qq + r und r = 0 oderν(r) < ν(g) .

Wir schreiben auchf : g = q Restr und bezeichnenr als Divisionsrest
bei der Division vonf durchg.

Standardbeispiel sind auch hier wieder die ganzen Zahlen, wo wir alsν
einfach die Betragsfunktion nehmen können. Quotient und Divisions-
rest sind durch die Forderungν(r) < ν(y) allerdings nicht eindeutig
festgelegt, beispielsweise ist im Sinne dieser Definition

11 : 3 = 3 Rest 2 und 11 : 3 = 4 Rest− 1 .

Die Definition des EUKLID ischen Rings verlangt nur, daß esmindestens
eine Darstellung gibt; Eindeutigkeit ist nicht gefordert.

Das f̈ur uns im Augenblick wichtigste Beispiel ist der Polynomringk[x]
über einem K̈orperk; hier zeigt die bekannte Polynomdivision mit Rest,
daß die Bedingungen erfüllt sind bez̈uglich der Abbildung

ν:

{
k[x] r {0} → N0

f 7→ Gradf
.

Hier ist es allerdings wichtig, daßk ein Körper ist: Bei der Polynom-
division mit Rest m̈ussen wir schließlich die führenden Koeffizienten
durcheinander dividieren, und das wäre etwa im PolynomringZ[x] nicht
möglich.

Dies beweist freilich nicht, daßZ[x] keinEUKLID ischer Ring ẅare, denn
in der Definition war ja nur gefordert, daß es für irgendeineFunktionν
irgendeinDivisionsverfahren gibt; dessen Nichtexistenz ist sehr schwer
zu zeigen – es sei denn, eine der im folgenden hergeleiteten Eigenschaf-
ten eines EUKLID ischen Rings ist nicht erfüllt. Bei Z[x] ist dies, wie wir
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bald sehen werden, bei der linearen Kombinierbarkeit des ggT in der Tat
der Fall, so daßZ[x] kein EUKLID ischer Ring sein kann.

Ein weiteres bekanntes Beispiel eines EUKLID ischen Rings ist der Ring
der GAUSSschen Zahlen, d.h. die Menge aller komplexer Zahlen mit
ganzzahligem Real- und Imaginärteil; hier k̈onnen wirν(x+iy) = x2+y2

setzen. Da dieser Ring hier keine Rolle spielen wird, sei aufeinen Beweis
verzichtet.

§2: Der größte gemeinsame Teiler

Bevor wir uns mit der Berechnung des größten gemeinsamen Teilers
zweier Elemente eines EUKLID ischen Rings beschäftigen, m̈ussen wir
zun̈achst definieren, was das sein soll. Da es bei der Division durch einen
Nullteiler keinen eindeutigen Quotienten geben kann, beschränken wir
uns auf Integriẗatsbereiche.

Definition: R sei ein Integriẗatsbereich.
a) Ein Elementh ∈ R heißt Teiler vonf ∈ R, in Zeichenh|f , wenn es
ein q ∈ R gibt, so daßf = qh ist.
b) h ∈ R heißt größter gemeinsamer Teiler(kurz ggT) der beiden
Elementef undg ausR, wennh Teiler vonf und vong ist und wenn
für jeden anderen gemeinsamen Teilerr vonf undg gilt: r|h.
c) Zwei Elementef, g ∈ R heißenassoziiert,wennf Teiler vong und
g Teiler vonf ist.
d) Ein Elementu ∈ R heißtEinheit,falls es einv ∈ R gibt mit uv = 1.
Die Menge aller Einheiten vonR bezeichnen wir mitR×.

In einem K̈orper ist naẗurlich jedes von null verschiedene Element Teiler
eines jeden anderen Elements und damit auch eine Einheit; inZ dage-
gen sind±1 die beiden einzigen Einheiten, und zwei ganze Zahlen sind
genau dann assoziiert, wenn sie sich höchstens im Vorzeichen unter-
scheiden.

Man beachte, daß wir beim größten gemeinsamen Teiler die
”
Größe“

über Teilbarkeit definieren; von daher ist außer 2 auch−2 ein gr̈oßter
gemeinsamer Teiler von 8 und 10. Insbesondere ist

”
der“ größte gemein-

same Teiler also im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt, was uns bei
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seiner Berechnung in Polynomringen noch einiges an Problemen schaf-
fen wird.

In einem Polynomring̈uber einem Integriẗatsbereich ist der Grad des
Produkts zweier Polynome gleich der Summe der Grade der Faktoren;
da das konstante Polynom eins Grad null hat, muß daher jede Einheit
Grad null haben; die Einheiten vonR[x] sind also genau die Einheiten
vonR. Speziell f̈ur Polynomringëuber Körpern sind dies genau die von
null verschiedenen Konstanten.

Damit wissen wir auch, wann zwei Polynome assoziiert sind:

Lemma: Zwei von null verschiedene Elementef, g eines Integriẗats-
bereichs sind genau dann assoziiert, wenn es eine Einheitu gibt, so daß
f = ug ist.

Beweis:Eine Einheitu ∈ R hat nach Definition ein Inversesu−1 ∈ R,
und ausf = ug folgt g = u−1f . Somit istf Teiler vong undg Teiler
vonf ; die beiden Elemente sind also assoziiert.

Sind umgekehrtf, g ∈ Rr{0} assoziiert, so gibt es Elementeu, v ∈ R
derart, daßg = uf und f = vg ist. Damit ist g = uf = uvg und
f = vg = vuf , also (1− uv)g = 0 und (1− vu)f = 0. Da wir in
einem Integriẗatsbereich sind undf, g nicht verschwinden, muß somit
uv = vu = 1 sein, d.h.u undv sind Einheiten.

Damit sind also zwei Polynomëuber einem K̈orper genau dann assozi-
iert, wenn sie sich nur um eine von null verschiedene multiplikative
Konstante unterscheiden. Nur bis auf eine solche Konstantekönnen wir
auch den gr̈oßten gemeinsamen Teiler zweier Polynome bestimmen,
denn allgemein gilt:

Lemma: Der gr̈oßte gemeinsame Teiler zweier Polynome ist bis bis auf
Assoziiertheit eindeutig. Sind alsoh und h̃ zwei gr̈oßte gemeinsame
Teiler der beiden Elementef und g, so sindh und h̃ assoziiert; ist
umgekehrth ein gr̈oßter gemeinsamer Teiler vonf und g und ist h̃
assoziiert zuh, so ist auchh̃ ein gr̈oßter gemeinsamer Teiler vonf
undg.
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Beweis:Sindh undh̃ größte gemeinsame Teiler, so sind sie insbesondere
gemeinsame Teiler und damit Teiler eines jeden größte gemeinsamen
Teilers. Somit m̈ussenh und h̃ einander teilen, sind also assoziiert. Ist
h ein gr̈oßter gemeinsamer Teiler undh̃ assoziiert zuh, so teilth̃ jedes
Vielfache vonh, ist also auch ein gemeinsamer Teiler, und dah jeden
gemeinsamen Teiler teilt, gilt dasselbe auch für h̃. Somit ist auch̃h ein
größter gemeinsamer Teiler.

§3: Berechnung des größten gemeinsamen Teilers

Hier kommen wir endlich zum EUKLID ischen Algorithmus.

Bei EUKLID , in Proposition 2 des siebten Buchs seinerElemente,wird er
so beschrieben (nach derÜbersetzung von CLEMENS THAER in Oswalds
Klassiker der exakten Wissenschaften, Band 235):

Zu zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander sind,
ihr größtes gemeinsames Maß zu finden.

Die zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander
sind, seien AB,Γ∆. Man soll das gr̈oßte gemeinsame Maß
von AB,Γ∆ finden.

A B

Γ ∆

Wenn Γ∆ hier AB mißt – sich selbst mißt es auch – dann
ist Γ∆ gemeinsames Maß vonΓ∆, AB. Und es ist klar, daß
es auch das größte ist, denn keine Zahl größerΓ∆ kannΓ∆

messen.

WennΓ∆ aber AB nicht mißt, und man nimmt bei AB,Γ∆
abwechselnd immer das kleinere vom größeren weg, dann
muß (schließlich) eine Zahl̈ubrig bleiben, die die vorange-
hende mißt. Die Einheit kann nämlich nicht übrig bleiben;
sonst m̈ußten AB,Γ∆ gegeneinander prim sein, gegen die
Voraussetzung. Also muß eine Zahlübrig bleiben, die die vo-
rangehende mißt.Γ∆ lasse, indem es BE mißt, EA, kleiner
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als sich selbsẗubrig; und EA lasse, indem es∆Z mißt, ZΓ,
kleiner als sich selbsẗubrig; undΓZ messe AE.

A E B

Γ Z ∆

H

DaΓZ AE mißt und AE∆Z, mußΓZ auch∆Z messen; es mißt
aber auch sich selbst, muß also auch das GanzeΓ∆ messen.
Γ∆ mißt aber BE; also mißtΓZ auch BE; es mißt aber auch
EA, muß also auch das Ganze BA messen. Und es mißt auch
Γ∆; ΓZ mißt also AB undΓ∆; also istΓZ gemeinsames Maß
von AB, Γ∆. Ich behaupte, daß es auch das größte ist. Ẅare
nämlichΓZ nicht das gr̈oßte gemeinsame Maß von AB,Γ∆,
so m̈ußte irgendeine Zahl größerΓZ die Zahlen AB undΓ∆
messen. Dies geschehe; die Zahl sei H. Da H dannΓ∆ mäße
undΓ∆ BE mißt, m̈aße H auch BE; es soll aber auch das Ganze
BA messen, m̈ußte also auch den Rest AE messen. AE mißt
aber∆Z; also m̈ußte H auch∆Z messen; es soll aber auch
das Ganze∆Γ messen, m̈ußte also auch den RestΓZ messen,
als gr̈oßere Zahl die kleinere; dies ist unmöglich. Also kann
keine Zahl gr̈oßerΓZ die Zahlen AB undΓ∆ messen;ΓZ ist
also das gr̈oßte gemeinsame Maß von AB,Γ∆; dies hatte man
beweisen sollen.

Es ist nicht ganz sicher, ob EUKLID wirklich gelebt hat;
das nebenstehende Bild aus dem 18. Jahrhundert ist mit
Sicherheit reine Phantasie. EUKLID ist vor allem bekan-
nt als Autor derElemente,in denen er u.a. die Geomet-
rie seiner Zeit systematisch darstellte und (in gewisser
Weise) auf wenige Definitionen sowie die berühmten
fünf Postulate zur̈uckführte. Diese Elemente entstanden
um 300 v. Chr. und waren zwar nicht der erste, aber doch
der erfolgreichste Versuch einer solchen Zusammenfas-
sung. EUKLID arbeitete wohl am Museion in Alexan-
drien; außer den Elementen schrieb er noch ein Buch
über Optik und weitere, teilweise verschollene Bücher.
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Was hier als erstes̈uberrascht, ist die Beschränkung auf nicht zueinan-
der teilerfremde Zahlen. Der Grund dafür liegt darin, daß die klassische
griechische Philosophie und Mathematik die Eins nicht als Zahl be-
trachtete: Zahlen begannen erst bei der Zwei, und auch Mengen mußten
mindestens zwei Elemente haben. Auch bei den Aristotelischen Syllo-
gismen mußte sich ein Prädikat auf mindestens zweielementige Klassen
beziehen: Die oft als klassischer Syllogismus zitierte Schlußweise

Alle Menschen sind sterblich
SOKRATES ist ein Mensch
Also ist SOKRATESsterblich

wäre von ARISTOTELESnicht anerkannt worden, denn es gab schließlich
nur einen SOKRATES. Erst bei seinen Nachfolgern, den Peripatetikern,
setzte sich langsam auch die Eins als Zahl durch; ihr Zeitgenosse EUKLID

macht noch brav eine Fallunterscheidung: In Proposition 1,unmittelbar
vor der hier abgedruckten Proposition 2, führt er praktisch dieselbe
Konstruktion durch f̈ur teilerfremde Zahlen.

Als zweites f̈allt auf, daß EUKLID seine Konstruktion rein geomet-
risch durchf̈uhrt; wenn er von einer Strecke eine andere Strecke abträgt
solange es geht, ist das natürlich in unserer heutigen arithmetischen
Sprache gerade die Konstruktion des Divisionsrests bei derDivision der
beiden Streckenlängen durcheinander.

Die wesentliche Operation beim EUKLID ischen Algorithmus ist somit
die Division mit Rest, und die haben wir (nach Definition) in jedem
EUKLID ischen Ring. Tats̈achlich funktioniert der so modifizierte EUK-
LID ische Algorithmus in jedem EUKLID ischen Ring und berechnet dort
den gr̈oßten gemeinsamen Teiler.

In heutiger Sprache ausgedrückt beruht der EUKLID ische Algorithmus
auf folgenden beiden Tatsachen:
1. Wenn wir zwei Elementef, g eines EUKLID ischen Rings mit Rest

durcheinander dividieren, so istf : g = q Restr äquivalent zu jeder
der beiden Gleichungen

f = qg + r und r = f − qg .
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Diese zeigen, daß jeder gemeinsame Teiler vonf und g auch ein
gemeinsamer Teiler vong und r ist und umgekehrt. Die beiden
Paare (f, g) und (g, r) haben also dieselben gemeinsamen Teiler und
damit auch denselben größten gemeinsamen Teiler:

ggT(f, g) = ggT(g, r) .

2. ggT(f, 0) = f , denn jedes Element eines Integritätsbereichs teilt die
Null.

Aus diesen beiden Beobachtungen folgt nun leicht

Satz:In einem EUKLID ischen Ring gibt es zu je zwei Elementenf, g ∈ R
stets einen gr̈oßten gemeinsamen Teiler. Dieser kann nach folgendem
Algorithmus berechnet werden:
Schritt 0: Setzer0 = f undr1 = g
Schritti, i ≥ 1: Fallsri = 0 ist, endet der Algorithmus mit dem Ergebnis
ggT(f, g) = ri−1; andernfalls wirdri−1 mit Rest durchri dividiert,
wobeiri+1 der Divisionsrest sei.
Der Algorithmus endet nach endlich vielen Schritten und liefert den
größten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Wir überlegen uns als erstes, daß imi-ten Schritt f̈ur i ≥ 1 stets
ggT(f, g) = ggT(ri−1, ri) ist. Für i = 1 gilt dies nach der Konstruktion
im nullten Schritt. Falls es imi-ten Schritt f̈ur ein i ≥ 1 gilt und
der Algorithmus nicht mit demi-ten Schritt abbricht, wird dortri+1
als Rest bei der Division vonri−1 durch ri berechnet; wie wir oben
gesehen haben, ist somit ggT(ri, ri+1) = ggT(ri−1, ri), und das ist nach
Induktionsvoraussetzung gleich dem ggT vonf undg.

Falls der Algorithmus imi-ten Schritt abbricht, ist dortri = 0. Außerdem
ist dort wie in jedem anderen Schritt auch ggT(f, g) = ggT(ri−1, ri).
Somit istri−1 der ggT vonf undg.

Schließlich muß noch gezeigt werden, daß der Algorithmus nach endlich
vielen Schritten abbricht. Dazu dient die Funktionν: Nach Definition
eines EUKLID ischen Rings ist imi-ten Schritt entwederν(ri) < ν(ri−1)
oder ri = 0. Da ν nur naẗurliche Zahlen und die Null als Werte an-
nimmt und es keine unendliche absteigende Folge solcher Zahlen gibt,
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muß nach endlich vielen Schrittenri = 0 sein, womit der Algorithmus
abbricht.

Als erstes Beispiel wollen wir den EUKLID ischen Algorithmus anwenden
auf zwei ganze Zahlen: Um den ggT von 200 und 148 zu Berechnen,
müssen wir als erstes 200 durch 148 dividieren:

200 : 148 = 1 Rest 52

Als nächstes wird 148 durch 52 dividiert:

148 : 52 = 2 Rest 44

Weiter geht es mit der Division von 52 durch 44:

52 : 44 = 1 Rest 8

Im nächsten Schritt dividieren wir

44 : 8 = 5 Rest 4

und kommen schließlich mit

8 : 4 = 2 Rest 0

zu einer Division,die aufgeht. Somit haben 200 und 148 den größten
gemeinsamen Teiler vier.

Als zweites Beispiel wollen wir den größten gemeinsamen Teiler der
beiden Polynome

f = x
8 + x

6 − 3x
4 − 3x

3 + 8x2 + 2x − 5

und
g = 3x6 + 5x4 − 4x

2 − 9x + 21

ausQ[x] berechnen. Da Polynomdivision aufwendiger ist als die obigen
Rechnungen, wollen wir die Rechenarbeit von Maple erledigen lassen.
Wir brauchen dazu im wesentlichen nur den Befehlrem(f, g, x),
der den Rest bei der Division vonf durchg berechnet, wobeif undg
als Polynome inx aufgefaßt werden. Falls uns auch der Quotient inter-
essiert, k̈onnen wir den durchquo(f, g, x) berechnen lassen. Alter-
nativ können wir aber auch dem Befehlrem noch ein viertes Argument
geben: Die Eingaberem(f, g, x, ’q’) führt auf dasselbe Ergebnis
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wie rem(f, g, x), weist aber zus̈atzlich noch der Variablenq den
Wert des Quotienten zu. Dasq muß dabei in Hochkommata stehen, weil
auf der linken Seite einer Zuweisung eine Variable stehen muß. Falls
der Quotient etwa das Polynomx2 + x + 1 wäre und die Variableq aus
einer vorigen Rechnung den Wertx−3 hätte, ẅurderem(f, g, x, q)

versuchen, die Zuweisungx−3 := x2 +x+1 auszuf̈uhren, was natürlich
Unsinn ist und auf eine Fehlermeldung führt. Die Hochkommata in’q’
sorgen daf̈ur, daß unabḧangig von einem etwaigen vorigen Wert vonq in
jedem Fall nur der Variablennameq verwendet wird, so daß die sinnvolle
Anweisungq := x2 + x + 1 ausgef̈uhrt wird.

> f := x^8 + x^6 - 3*x^4 - 3*x^3 + 8*x^2 + 2*x - 5;

f := x
8 + x

6 − 3x
4 − 3x

3 + 8x2 + 2x − 5

> g := 3*x^6 + 5*x^4 - 4*x^2 - 9*x + 21;

g := 3x6 + 5x4 − 4x
2 − 9x + 21

> r2 := rem(f, g, x, ’q’); q;

r2 := −5
9
x

4 +
1
9
x

2 − 1
3

x2

3
− 2

9
> r3 := rem(g, r2, x);

r3 := −117
25

x
2 − 9x +

441
25

> r4 := rem(r2, r3, x);

r4 =
233150
6591

x − 102500
2197

> r5 := rem(r3, r4, x);

r5 :=
1288744821
543589225

> r6 := rem(r4, r5, x);

r6 := 0

Der ggT vonf undg ist somitr5 = 1288744821
543589225. Da der ggT nur bis auf

eine multiplikative Konstante bestimmt ist, können wir freilich genauso
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gut sagen, der ggT vonf und g sei eins. In der Tat liefert uns Maple
auch diese Antwort, wenn wir direkt nach dem ggT vonf undg fragen:

> gcd(f, g);

1

Die Frage ist nun: M̈ussen wir wirklich mit so riesigen Brüchen wier5
rechnen, um auf diese einfache Antwort zu kommen?

Da der gr̈oßte gemeinsame Teiler ohnehin nur bis auf eine multiplika-
tive Konstante bestimmt ist, bestünde ein einfacher Ausweg darin, vor
jeder Polynomdivision den Dividenden mit einer geeignetenKonstan-
ten zu multiplizieren um so sicherzustellen, daß beim Dividieren keine
Nenner auftreten. Bei der Division eines Polynoms vom Gradn durch
ein Polynom vom Gradm ≤ n wird bis zun − m + 1 mal durch den
führenden Koeffizientena des Divisors dividiert; wir m̈ussen als den
Dividenden vorher mitan−m+1 multiplizieren. Im obigen Beispiel führt
das auf folgende Rechnung:

> r2 := rem(3^3*f, g, x);

r2 := −15x4 + 3x2 − 9

> r3 := rem((-15)^3*g, r2, x);

r3 := 15795x2 + 30375x− 59535

> r4 := rem(15795^3*r2, r3, x);

r4 := 1254542875143750x− 1654608338437500

> r5 := rem(1254542875143750^2*r3, r4, x);

r5 := 12593338795500743100931141992187500

Verglichen mit der Gr̈oße der Ausgangsdaten und des Ergebnisses entste-
hen auch hier wieder riesige Zahlen. Das ist leider kein Einzelfall: Auch
wenn es sich hier um ein (von DONALD E. KNUTH für sein BuchThe
Art of Computer Programming,Abschnitt 4.6.1) konstruiertes besonders
extremes Beispiel handelt, zeigt die Erfahrung, daß wir es beim EUK-
LID ischen Algorithmus f̈ur Polynomëuber den rationalen Zahlen oft mit
einer Explosion der Koeffizienten zu tun haben, die in keinerWeise der
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Komplexiẗat des Ergebnisses entspricht. Die Computeralgebra hat ver-
schiedene Wege entwickelt um mit diesem Problem fertig zu werden;
da uns der EUKLID ische Algorithmus eher wegen seiner Konsequenzen
für abstrakt-mathematische Probleme interessiert, seien Interessenten
hierfür auf Vorlesungen und B̈ucherüber Computeralgebra verwiesen.

§4: Der erweiterte Euklidische Algorithmus

Zur Bestimmung des ggT zweier Elemente eines EUKLID ischen RingsR
berechnen wir eine Reihe von Elementenri, wobeir0 undr1 die Aus-
gangsdaten sind und alle weiterenri durch Division mit Rest ermittelt
werden:

ri−1 : ri = qi Restri+1

Damit istri+1 = ri−1 − qiri als Linearkombination seiner beiden Vor-
gängerri und ri−1 mit Koeffizienten ausR darstellbar, die wiederum
R-Linearkombinationenihrer Vorgänger sind,usw.Wenn wir alle diese
Darstellungen ineinander einsetzen, erhalten wirri schließlich als Lin-
earkombination der Ausgangselemente. Dies gilt insbesondere f̈ur das
letzte nichtverschwindenderi, den ggT. Der ggT zweier Elementef, g
eines EUKLID ischen Rings ist somit darstellbar alsR-Linearkombination
vonf undg.

Algorithmisch sieht dies folgendermaßen aus:

Schritt 0: Setzer0 = f , r1 = g, α0 = β1 = 1 undα1 = β0 = 0. Mit i = 1
ist dann

ri−1 = αi−1a + βi−1b und ri = αia + βib .

Diese Relationen werden in jedem der folgenden Schritte erhalten:

Schritt i, i ≥ 1: Fallsri = 0 ist, endet der Algorithmus mit

ggT(f, g) = ri−1 = αi−1f + βi−1g .

Andernfalls dividiere manri−1 mit Rest durchri mit dem Ergebnis

ri−1 = qiri + ri+1 .
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Dann ist

ri+1 = −qiri + ri−1 = −qi(αif + βig) + (αi−1f + βi−1g)

= (αi−1 − qiαi)f + (βi−1 − qiβi)g ;

man setze also

αi+1 = αi−1 − qiαi und βi+1 = βi−1 − qiβi .

Da die Schritte hier einfach Erweiterungen der entsprechenden Schritte
des klassischen EUKLID ischen Algorithmus sind, ist klar, daß auch dieser
Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbricht und alsErgebnis
den ggT liefert. Da die beiden Relationen aus Schritt 0 in allen weiteren
Schritten erhalten bleiben, ist auch klar, daß dieser ggT amEnde als
Linearkombination dargestellt ist.

Obwohl es keinerlei Anhaltspunkt dafür gibt, daß diese Erweiterung
EUKLID bekannt gewesen sein könnte, bezeichnet man sie als dener-
weitertenEUKLID ischen Algorithmus, Vor allem in der französischen
Literatur wird die Darstellung des ggT als Linearkombination auch als
Identiẗat von B́EZOUT bezeichnet, da dieser sie 1766 in einem Lehrbuch
beschrieb und als erster auch auf Polynome anwandte. Für Zahlen ist die
Erweiterung jedoch bereits 1624 zu finden in der zweiten Auflage des
BuchsProblèmes plaisants et délectables qui se fonts par les nombres
von BACHET DE MÉZIRIAC. (Eine vereinfachte Ausgabe dieses Buchs
von 1874 wurde 1993 bei Blanchard neu aufgelegt; sie ist auchonline
verfügbar untercnum.cnam.fr/DET/8PY45.html.)

CLAUDE GASPAR BACHET SIEUR DE MÉZIRIAC (1581-
1638) verbrachte den größten Teil seines Lebens in sei-
nem Geburtsort Bourg-en-Bresse. Er studierte zwar bei
den Jesuiten in Lyon und Milano und trat 1601 in den Or-
den ein, trat aber bereits 1602 wegen Krankheit wieder
aus und kehrte nach Bourg zurück. Sein Buch erschien
erstmals 1612, Am bekanntesten ist BACHET für seine
lateinischeÜbersetzung derArithmetikavon DIOPHAN-
TOS. In einem Exemplar davon schrieb FERMAT seine
Vermutung an den Rand. Auch Gedichte von BACHET

sind erhalten. 1635 wurde er Mitglied der französischen
Akademie der Wissenschaften.
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ETIENNE BÉZOUT (1730-1783) wurde in Nemours in
der Ile-de-France geboren, wo seine Vorfahren Ma-
gistrate waren. Er ging stattdessen an die Akademie
der Wissenschaften; seine Hauptbeschäftigung war die
Zusammenstellung von Lehrbüchern f̈ur die Militäraus-
bildung. Im 1766 erschienenen dritten Band (von vier)
seinesCours de Math́ematiques̀a l’usage des Gardes
du Pavillon et de la Marineist die Identiẗat von B́EZOUT

dargestellt. Seine B̈ucher waren so erfolgreich, daß
sie ins Englischëubersetzt und z.B. in Harvard als
Lehrb̈ucher benutzt wurden. Heute ist er vor allem
bekannt durch seinen Beweis, daß sich zwei Kurven der
Graden und m in höchstensnm Punkten schneiden
können.

Als Beispiel wollen wir den ggT von 200 und 148 als Linearkombination
darstellen. Der Rechengang ist natürlich genau derselbe wie in§3, nur
daß wir jetzt noch in jedem Schritt den Divisionsrest als ganzzahlige
Linearkombination von 200 und 148 darstellen.

Im nullten Schritt haben wir 200 und 148 als die trivialen Linearkombi-
nationen

200 = 1· 200 + 0· 148 und 148 = 0· 200 + 1· 148 .

Im ersten Schritt dividieren wir, da 148 nicht verschwindet, 200 mit Rest
durch 148:

200 = 1· 148 + 52=⇒ 52 = 1· 200− 1 · 148

Da auch 526= 0 ist, dividieren wir im zweiten Schritt 148 durch 52 mit
Ergebnis 148 = 2· 52 + 44, d.h.

44 = 148− 2 · (1 · 200− 1 · 148) = 3· 148− 2 · 200

Auch 44 6= 0, wir dividieren also weiter: 52 = 1· 44 + 8 und

8 = 52− 44 = (1· 200− 1 · 148)− (3 · 148− 2 · 200)

= 3 · 200− 4 · 148 .

Im nächsten Schritt erhalten wir 44 = 5· 8 + 4 und

4 = 44− 5 · 8 = (3 · 148− 2 · 200)− 5 · (3 · 200− 4 · 148)

= 23 · 148− 17 · 200 .
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Bei der Division von acht durch vier schließlich erhalten wir Divisi-
onsrest Null; damit ist vier der ggT von 148 und 200 und kann in
der angegebenen Weise linear kombiniert werden. Diese Darstellung
ist freilich nicht eindeutig: Beispielsweise können wir beliebige Viel-
fache der trivialen Darstellung 200· 148− 148 · 200 = 0 der Null
addieren. Tats̈achlich k̈onnen wir diese auch noch durch den ggT kürzen
zu 50· 148− 36 · 200 = 0; wir haben also für jede ganze Zahlk eine
Darstellung 1 = (23 + 50k) · 148− (17 + 36k) · 200.

Wir können den erweiterten EUKLID ischen Algorithmus natürlich auch
auf die beiden Polynomef undg aus dem vorigen Paragraphen anwen-
den, allerdings ist das Ergebnis alles andere als schön: 1 = αf + βg,
wobeiα ein Polynom vom Grad fünf undβ eines vom Grad sieben ist.
Der Hauptnenner der Koeffizienten ist in beiden Fällen 130 354. Dies
muß in vielen F̈allen so sein, denn mit den Ergebissen dieses Paragraphen
können wir beweisen

Lemma: Der RingZ[x] aller Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten
ist nicht EUKLID isch.

Beweis:Wir wissen zwar noch nicht, daß zwei beliebige Elemente
von Z[x] auch in Z[x] einen gr̈oßten gemeinsamen Teiler haben, es
ist aber klar, daß der größte gemeinsame Teiler der beiden Polynomex
und 2 existiert und eins ist: Die einzigen Teiler von 2 sind±1 und±2,
und ±2 sind keine Teiler vonx. Wäre Z[x] ein EUKLID ischer Ring,
gäbe es also Polynomeα, β ∈ Z[x], so daßαx + 2β = 1 wäre. Der
konstante Koeffizient vonαx + 2β ist aber das Doppelte des konstanten
Koeffizienten vonβ, also eine gerade Zahl. Somit kann es keine solche
Darstellung geben.

(In Q[x] gibt es selbstverständlich so eine Darstellung: 1 = 0· x + 1
2 · 2.

Allerdings ist dort 2 ohnehin ein Teiler vonx.)

§5: Faktorielle Ringe

Der RingZ[x] interessiert uns im Rahmen dieser Vorlesung zwar nichg
besonders; man̈uberlegt sich aber leicht(s. Übungsblatt)daß auch der
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Polynomring in mehr als einer VariablenüberR nich EUKLID isch sein
kann. In diesem Paragraphen wollen wir unsüberlegen, daß trotzdem
sowohl dort als auch inZ[x] größte gemeinsame Teiler existieren. Dazu
erinnern wir uns an die vielleicht noch aus der Schule bekannte Methode,
den gr̈osten gemeinsamen Teiler zweier natürlicher Zahlenüber deren
Primzerlegung zu berechnen und verallgemeinern diesen Ansatz:

Definition: a) Ein Elementf eines IntegriẗatsbereichsR heißtirreduz-
ibel, falls gilt: f ist keine Einheit, und istf = gh das Produkt zweier
Elemente ausR, so mußg oderh eine Einheit sein.
b) Ein IntegriẗatsbereichR heißt faktoriell oderZPE-Ring, wenn gilt:
Jedes Elementf ∈ R läßt sich bis auf Reihenfolge und Assozi-
iertheit eindeutig schreiben als Produktf = u

∏n
i=1 pei

i mit einer Einheit
u ∈ R×, irreduziblen Elementenpi ∈ R und naẗurlichen Zahlenei.
(ZPEsteht f̈ur Zerlegung inPrimfaktorenEindeutig.)

Lemma: In einem faktoriellen RingR gibt es zu je zwei Elementen
f, g ∈ R einen gr̈oßten gemeinsamen Teiler.

Beweis:Sind f = u
∏n

i=1 pei

i und g = v
∏m

j=1 q
dj

j mit u, v ∈ R× und
pi, qj irreduzibel die Zerlegungen vonf und g in Primfaktoren, so
können wir, indem wir n̈otigenfalls Exponenten null einführen, o.B.d.A.
annehmen, daßn = m ist und pi = qi für alle i. Dann ist offenbar∏n

i=1 pmin(ei,di)
i ein ggT vonf undg, dennh =

∏r
i=1 pai

i ist genau dann
Teiler vonf , wennai ≤ ei für allei, und Teiler vong, wennai ≤ di.

Wie wir bald sehen werden, bedeutet dies keineswegs, daß jeder fakto-
rielle Ring EUKLID isch ẅare. Umgekehrt gilt allerdings

Satz: Jeder EUKLID ische Ring ist faktoriell.

Beweis:Wir müssen zeigen, daß jedes Elementf 6= 0 ausR bis auf Rei-
henfolge und Assoziiertheit eindeutig als Produkt aus einer Einheit und
geeigneten Potenzen irreduzibler Elemente geschrieben werden kann.
Wir beginnen damit, daß sichf überhaupt so darstellen läßt.



 Reell-algebraische Geometrie FSS2012

Dazu benutzen wir die Funktionν: R r {0} → N0 des EUKLID ischen
RingsR und beweisen induktiv, daß fürN ∈ N0 allef 6= 0 mitν(f ) ≤ N
in der geẅunschten Weise darstellbar sind.

Ist ν(f ) = 0, so istf eine Einheit: Bei der Division 1 :f = g Restr ist
nämlich entwederr = 0 oder aberν(r) < ν(f ) = 0. Letzteres ist nicht
möglich, also istgf = 1 undf eine Einheit. Diese kann als sich selbst
mal dem leeren Produkt von Potenzen irreduzibler Elemente geschrieben
werden.

Für N > 1 unterscheiden wir zwei F̈alle: Istf irreduzibel, so istf = f
eine Darstellung der geẅunschten Form, und wir sind fertig.

Andernfalls l̈aßt sichf = gh als Produkt zweier Elemente schreiben,
die beide keine Einheiten sind. Nach Definition eines EUKLID ischen
Rings sind dannν(g), ν(h) ≤ ν(f ). Wir wollen unsüberlegen, daß sie
tats̈achlich sogar echt kleiner sind.

Dazu dividieren wirg mit Rest durchf ; das Ergebnis seiq Restr, d.h.
g = qf +r mit r = 0 oderν(r) < ν(f ). Wärer = 0, wäreg ein Vielfaches
vonf , es g̈abe also einu ∈ R mit g = uf = u(gh) = (uh)g. Damit wäre
uh = 1, alsoh eine Einheit, im Widerspruch zur Annahme. Somit ist
ν(r) < ν(f ). Außerdem istg ein Teiler vonr = g − qf = g(1 − qh),
also muß geltenν(g) ≤ ν(r) < ν(f ).

Genauso folgt die strikte Ungleichungν(h) < ν(f ).

Nach Induktionsvoraussetzung lassen sich daherg undh als Produkte
von Einheiten und Potenzen irreduzibler Elemente schreiben, und damit
läßt sich auchf = gh so darstellen.

Als nächstes m̈ussen wir uns̈uberlegen, daß diese Darstellung bis auf
Reihenfolge und Einheiten eindeutig ist. Das wesentliche Hilfsmittel
hierzu ist die folgende Zwischenbehauptung:

Falls ein irreduzibles Elementp ein Produktfg teilt, teilt es mindestens
einen der beiden Faktoren.

ZumBeweisbetrachten wir den ggT vonf undp. Dieser ist insbesondere
ein Teiler vonp, also bis auf Assoziiertheit entwederp oder 1. Im ersten



Kap. 2: Polynomringe 

Fall istp Teiler vonf , und wir sind fertig; andernfalls k̈onnen wir

1 = αp + βf

als Linearkombination vonp und f schreiben. Multiplikation mitg
macht darausg = αpf + βfg, und hier sind beide Summanden auf der
rechten Seite durchp teilbar: Beiαpf ist das klar, und beiβfg folgt es
daraus, daß nach Voraussetzungp ein Teiler vonfg ist. Also istp Teiler
vong, und die Zwischenbehauptung ist bewiesen.

Induktiv folgt sofort:

Falls ein irreduzibles Elementp ∈ R ein Produkt
n∏

i=1
fi teilt, teilt es

mindestens einen der Faktoren.

Um den Beweis des Satzes zu beenden, zeigen wir induktiv, daßfür
jedesN ∈ N0 alle Elemente mitν(f ) ≤ N eine bis auf Reihenfolge
und EinheiteneindeutigePrimfaktorzerlegung haben.

Für N = 0 haben wir oben gesehen, daßf eine Einheit sein muß, und
hier ist die Zerlegungf = f eindeutig.

Für N ≥ 1 betrachten wir ein Element

f = u
n∏

i=1

p
ei

i = v
m∏

j=1

q
dj

j

mit zwei Zerlegungen, wobei wir annehmen können, daß alleei, fj ≥ 1
sind. Dann istp1 trivialerweise Teiler des ersten Produkts, also auch
des zweiten. Wegen der Zwischenbehauptung teiltp1 daher mindestens
eines der Elementeqj , d.h.p1 = wqj ist bis auf eine Einheitw gleichqj .
Da pi keine Einheit ist, istν(f/pi) < ν(f ); nach Induktionsannahme
hat alsof/pi = x/(wqj) eine bis auf Reihenfolge und Einheiten ein-
deutige Zerlegung in irreduzible Elemente. Damit hat auchx diese
Eigenschaft.

§6: Der Satz von Gauß

Der Satz aus dem vorigen Paragraphen zeigt uns, daß wir ein Polynom
ausZ[x] zumindest inQ[x] zerlegen k̈onnen. Wir wollen ein entspre-
chendes Argument auch für Polynomringe in mehreren Veränderlichen
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anwenden, und betrachten dazu rationale Funktionen, die auch Poly-
nome in allen bis auf einer dieser Veränderlichen als Nenner haben
dürfen. Die Konstruktion solcher Ringe verläuft analog zur Konstruk-
tion der rationalen Zahlen aus den ganzen:

Wir betrachten f̈ur einen IntegriẗatsbereichR auf der Menge aller Paare
(f, g) mit f, g ∈ R undg 6= 0 dieÄquivalenzrelation

(f, g) ∼ (r, s) ⇐⇒ fs = gr ;

die Äquivalenzklasse von (f, g) bezeichnen wir als denBruch
f

g
.

Verknüpfungen zwischen diesen Brüchen werden nach den̈ublichen
Regeln der Bruchrechnung definiert:

f

g
+

r

s
=

fs + rg

gs
und

f

g
· r

s
=

fr

gs
.

Dies ist wohldefiniert, denn sind (f, g) ∼ (f̃ , g̃) und (r, s) ∼ (r̃, s̃), so
ist

f̃

g̃
+

r̃

s̃
=

f̃ s̃ + r̃g̃

g̃s̃
und

f̃

g̃
· r̃

s̃
=

f̃ r̃

g̃s̃
.

Wegenf g̃ = f̃g undrs̃ = r̃s ist

(f̃ s̃ + r̃g̃) · gs = f̃ s̃gs + r̃g̃gs = f̃gss̃ + r̃sgg̃

= gg̃ss̃ + rs̃gg̃ = (gs + ry)g̃s̃

und (f̃ r̃)(gs) = f̃ gr̃s = gg̃rs̃ = (gr)(g̃s̃), d.h. auch die Ergebnisse sind
äquivalent.

Man rechnet leicht nach (wie beiQ), daß diesëAquivalenzklassen einen
Ring bilden mit0

1 als Null und1
1 als Eins; er ist sogar ein K̈orper, denn

für f, g 6= 0 ist g
s ein multiplikatives Inverses zufg , da (fg, fg) ∼ (1, 1).

Identifizieren wir schließlich ein Elementf ∈ R mit dem Bruchf
1 , so

können wirR in den KörperK einbetten.

Definition: Der so konstruierte K̈orperK heißt Quotientenk̈orper vonR,
in ZeichenK = QuotR.

Das Standardbeispiel ist natürlich Q = QuotZ, aber auch der Quotien-
tenk̈orperk(x) =

def
Quotk[x] eines Polynomrings̈uber einem K̈orperk
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ist wichtig: k(x) heißt rationaler Funktionenkörper in einer Ver̈ander-
lichenüberk. Seine Elemente sind rationale Funktionen inx, d.h. Quo-
tienten von Polynomen inx, wobei der Nenner natürlich nicht das Null-
polynom sein darf.

Für Polynome, die statẗuber einem K̈orper nurüber einem faktoriellen
Ring definiert sind, werden sich die beiden folgenden Begriffe als sehr
wesentlich erweisen:

Definition: a) Der Inhalt eines Polynomsf = anxn + · · · + a0 ∈ R[x]
ist der gr̈oßte gemeinsame TeilerI(f ) seiner Koeffizientenai.
b) f heißtprimitiv, wenn dieai zueinander teilerfremd sind.

Indem wir die s̈amtlichen Koeffizienten eines Polynoms durch deren
gemeinsamen ggT dividieren sehen wir, daß sich jedes Polynom ausR[x]
als Produkt seines Inhalts mit einem primitiven Polynom schreiben l̈aßt.
Diese Zerlegung bleibt bei der Multiplikation zweier Polynome erhalten:

Lemma: R sei ein faktorieller Ring. F̈ur zwei Polynome

f = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0

und
g = bmx

m + bm−1x
m−1 + · · · + b1x + b0

ausR[x] ist I(fg) = I(f ) · I(g). Insbesondere ist das Produkt zweier
primitiver Polynome wieder primitiv.

Beweis:Wir schreibenf = I(f ) · f∗ undg = I(g) · g∗ mit primitiven
Polynomenf∗ und g∗; dann istfg = I(f ) · I(g) · (f∗g∗). Falls f∗g∗

wieder ein primitives Polynom ist, folgt, daßI(fg) = I(f ) · I(g) sein
muß.

Es gen̈ugt daher, zu zeigen, daß das Produkt zweier primitiver Polynome
wieder primitiv ist. Sei

fg = cn+mx
n+m + cn+m−1x

n+m−1 + · · · + c1x + c0 ;

dann istcr =
∑

i,j mit i+j=r

aibj .
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Angenommen, diese Koeffizientencr haben einen gemeinsamen Teiler,
der keine Einheit ist. Wegen der Faktorialität vonR gibt es dann auch
ein irreduzibles Elementp, das alle Koeffizientencr teilt.

Insbesondere istp ein Teiler vonc0 = a0b0; da p irreduzibel ist, muß
mindestens einer der beiden Faktorena0, b0 durchp teilbar sein. Da es
im Lemma nicht auf die Reihenfolge vonf undg ankommt, k̈onnen wir
o.B.d.A. annehmen, daßa0 Vielfaches vonp ist.

Daf ein primitives Polynom ist, kann nicht jeder Koeffizientai durchp
teilbar sein;ν sei der kleinste Index, so daßaν kein Vielfaches vonp
ist. Genauso gibt es auch einen kleinsten Indexµ ≥ 0, für denbµ nicht
durchp teilbar ist. In

cµ+ν =
∑

i,j mit i+j=µ+ν

aibj

ist dann der Summandaνbµ nicht durchp teilbar, denn f̈ur jeden anderen
Summandenaibj ist entwederi < ν oderj < µ, so daß mindestens einer
der Faktoren und damit auch das Produkt durchp teilbar ist. Insgesamt
ist dahercµ+ν nicht durchp teilbar, im Widerspruch zur Annahme.

Somit mußfg ein primitives Polynom sein.

Satz von Gauß: R sei ein faktorieller Ring undK = QuotR. Falls
sich ein Polynomf ∈ R[x] in K[x] als Produkt zweier Polynome
g, h ∈ K[x] schreiben l̈aßt, gibt es einλ ∈ K, so daß̃g = λg und
h̃ = λ−1h in R[x] liegen undf = g̃ · h̃.

Beweis:Durch Multiplikation mit einem gemeinsamen Vielfache aller
Koeffizienten k̈onnen wir aus einem Polynom mit Koeffizienten ausK
eines mit Koeffizienten ausR machen. Dieses wiederum ist gleich sei-
nem Inhalt mal einem primitiven Polynom. Somit läßt sich jedes Poly-
nom ausK[x] schreiben als Produkt eines Elements vonK mit einem
primitiven Polynom ausR[x]. Für g undh seien dies die Zerlegungen

g = cg
∗ und h = dh

∗ .

Dann istf = (cd)g∗h∗, und nach dem Lemma istg∗h∗ ein primitives
Polynom. Daher liegtcd = I(f ) in R, und wir können beispielsweise
g̃ = I(f )g∗ undh̃ = h∗ setzen.



Kap. 2: Polynomringe 

Korollar: Ein primitives Polynomf ∈ R[x] ist genau dann irreduzibel
in R[x], wenn es inK[x] irreduzibel ist.

CARL FRIEDRICH GAUSS (1777–1855) leistete wesent-
liche Beitr̈age zur Zahlentheorie, zur nichteuklidischen
Geometrie, zur Differentialgeometrie und Kartographie,
zur Fehlerrechnung und Statistik, zur Astronomie und
Geophysikusw.Als Direktor der G̈ottinger Sternwarte
baute er zusammen mit dem Physiker Weber den er-
sten Telegraphen. Er leitete die erste Vermessung und
Kartierung des K̈onigreichs Hannover, was sowohl seine
Methode der kleinsten Quadrate als auch seinThe-
orema egregiummotivierte, und zeitweise auch den
Witwenfond der Universiẗat Göttingen. Seine hierbei
gewonnene Erfahrung nutzte er für erfolgreiche Speku-
lationen mit Aktien.

Aus dem Satz von GAUSS folgt induktiv sofort, daß seine Aussage auch
für Produkte von mehr als zwei Polynomen gilt, und daraus folgt

Satz: Der Polynomring̈uber einem faktoriellen RingR ist faktoriell.

Beweis:Wir müssen zeigen, daß sich jedesf ∈ R[x] bis auf Reihen-
folge und Einheiten eindeutig als Produkt von Potenzen irreduzibler
Elemente ausR[x] und einer Einheit schreiben läßt. Dazu schreiben
wir f = I(f ) · f∗ mit einem primitiven Polynomf∗ ∈ R[x] und zer-
legen zun̈achst den InhaltI(f ) in R. DaR nach Voraussetzung faktoriell
ist, ist diese Zerlegung eindeutig bis auf Reihenfolge und Einheiten inR,
und wie wir aus§2 wissen, sind die Einheiten vonR[x] gleich denen
vonR.

Als nächstes zerlegen wir das primitive Polynomf∗ über dem Quotien-
tenk̈orperK von R; dies ist m̈oglich, daK[x] als EUKLID ischer Ring
faktoriell ist. Jedes der irreduziblen Polynomeqi, die in dieser Zerlegung
vorkommen, l̈aßt sich schreiben alsqi = λipi mit einemλi ∈ K× und
einem primitiven Polynompi ∈ R[x]. Wir können daher annehmen,
daß in der Zerlegung vonf nur primitive Polynome ausR[x] auftreten
sowie eine Einheit ausK. Diese muß, daf∗ Koeffizienten ausR hat und
ein Produkt primitiver Polynome primitiv ist, inR liegen; da auchf∗

primitiv ist, muß sie dort sogar eine Einheit sein.
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Kombinieren wir diese Primzerlegung vonf∗ mit der Primzerlegung
des Inhalts, haben wir eine Primzerlegung vonf gefunden; sie ist (bis
auf Reihenfolge und Einheiten) eindeutig, da entsprechendes f̈ur die
Zerlegung des Inhalts, die Zerlegung vonf∗ sowie die Zerlegung eines
Polynoms in Inhalt und primitiven Anteil gilt.

Da wir einen PolynomringR[x1, . . . , xn] in n Veränderlichen als Poly-
nomringR[x1, . . . , xn−1][xn] in einer Ver̈anderlichen̈uber dem Poly-
nomringR[x1, . . . , xn−1] in n − 1 Ver̈anderlichen auffassen können,
folgt induktiv sofort:

Satz: Der PolynomringR[x1, . . . , xn] in n Veränderlichen̈uber einem
faktoriellen RingR ist selbst faktoriell. Insbesondere sindZ[x1, . . . , xn]
sowiek[x1, . . . , xn] f ür jeden K̈orperk faktoriell.

Damit wissen wir also, daß auch Polynome in mehreren Veränderlichen
überZ oderüber einem K̈orper in Produkte irreduzibler Polynome zer-
legt werden k̈onnen; insbesondere existieren daher auch in dieser Ringen
größte gemeinsame Teiler.

Der Beweis des obigen Satzes ist allerdings nicht konstruktiv, und zu-
mindest f̈ur einen beliebige faktorielle Ringek haben auch keine Chance,
die Zerlegung eines Polynoms algorithmisch zu finden, da wirselbst
in k nicht wirklich rechnen k̈onnen. Die Computeralgebra kennt Fak-
torisierungsalgorithmen für k = Z, Q und auch f̈ur endliche K̈orper; wie
wir in dieser Vorlesung sehen werden, können wir zwar nicht inR, aber
doch in einigen wichtigen Teilk̈orpern explizit rechnen, woraus folgt,
daß sic die entsprechenden Algorithmen zumindest im Prinzip auch auf
Polynomeüber solchen Teilk̈orpern verallgemeiner lassen.


