Kapitel 3
Visualisierung von Vektorfeldern

Stromungen, Geschwindigkeitsfelder urhnliches haben in jedem
Punkt nicht nur einen Betrag, sondern auch noch eine Rightdathe-
matisch werden sie beschrieben duv&ktorfelder:

Definition: Ein Vektorfeldauf einer Teilmengé® C R" ist eine Abbil-
dungV: D — R™, die jedem Punkt € D einen VektorV/ (z) zuordnet.
Ist diese Abbildung stetig oder differenzierbar, so redanvan einem
stetigenbzw.differenzierbaren Vektorfeld.

81: Visualisierung durch Symbole

Fur Vektorfelder auf Teilmengen voR? und eventuell auch nock?®
bietet sich an, die Vektoreb?(x) einfach als solche darzustellen, im
Punktz € D also den Vektot/(z) einzuzeichnen. Nétlich miissen
wir uns dabei auf eine diskrete Menge voiWerten besclamken, denn
wenn sich zwei verschiedene eingezeichnete Vektdrer) und V (y)
uberschneiden, erschwert dies die visuelle Interpretréeat deutlich.
Die folgende Zeichnung zeigt ein so visualisiertes Feld,aaktrische
Feld zweier Punktladungen.

Wie man sieht, iihren die grof3en &ngenunterschiede zwischen den
dargestellten Vektoren dazu, dal3 bei ddirzkren Vektoren kaum
die Richtung erkennbar ist, alirend die dngeren dair sorgen, dal3
nur wenige Pfeile eingezeichnet werdeinken. Durch geeignete
Skalierungsfaktorendnnte man das eine Problem auf Kosten des an-
deren etwas entsarfen, nicht aber beide gleichzeitig.
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Das elektrische Feld zweier entgegengesetzt gleicher Punktladungen

Eine Moglichkeit, beide Probleme simultan anzugehen, bestetiéiin
Verwendung faichiger Symbole, wobei diednge des Vektord’ (z)
nicht mehr durch die¢angesondern durch di€lachedes verwendeten
Symbols dargestellt wird. Wie dieashste Abbildung zeigt, kann unser
Auge durchaus auch dieseaEheninformation unmittelbar verarbeiten,
so dalf3 hier kein visueller Informationsverlust eintritt.

Im Dreidimensionalen@&nnen wir sogar noch einen Schritt weiter gehen
und dreidimensionale Symbole wie Kegel verwenden, d&mamen
proportional zuV (z) ist. Dadurch &Rt sich ein noch etwas @erer
Langenbereich gut darstellen; am grudtdschen Problenandert sich
aber nicht.

Falls die Langeninformation im Vergleich zur Richtung nur zweitrangi
Ist, kbnnen wir auch ganz auf ihre Darstellung verzichten und inkPui
einen Vektor fester &nge in Richtung vori7(x) einzeichnen. Wie
die entsprechende Abbildung zeigt, bleibt zumindest dim ¥&Id in-
duzierte Dynamik weiterhin gut erkennbar.

Schlie3lich kbnnen wir auch einer solche Zeichnung noch durch zumin-
dest grobe Bngeninformationen eémzen, indem wir die &ngen auf
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Dasselbe Feld in einem kleineren Bereich mit ,flachigen Vektoren
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Das Richtungfeld zum obigen Feld

eine Farbskala abbilden und die Pfeile konstantarde entsprechend

einfarben.
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§2: Dichte Visualisierung

Alle im vorigen Paragraphen betrachtete Darstellungenematien
Nachteil, da3 wir nur wenige Symbole einzeichnémien. Bei ei-
nem Vektorfeld, bei denV(x) nur langsam mitc variiert, kann das
Auge problemlos zwischen den dargestellten Symbolenpotieren;

bei schneller Variation nimmt es nur noch ein Chaos voralhgfer-

scheinenden Symbolen wabhr.

Bei der dichten Darstellung wirdif jeden darstellbaren Punkt des Defi-
nitionsbereichs Information eingezeichnet; meist, inane geeignete
skalare Gol3e mit den Methoden des vorigen Kapitels visualisiert wird

a) Visualisierung der Komponenten

Die einfachsten skalaren &fben, die hiedr in Frage kommen, sind die
Komponenten des Vekto%(x); wir brauchen alsdir jede Komponente
eine eigene Zeichnung. Zusammen ergeben diese Graphikgnrei
Rahmen der geahlten Aufbsung) vollshndiges Bild, allerdings ist
es visuell nicht ganz einfach, in zwei oder drei Graphikenseédben
Basispunktr zu identifizieren und die dargestellten Informatiorider
die Komponenten zu einem Vektor zusammenzusetzen.

Alternativ konnen wir auch spezielle, abgeleitet&Gen des Vektorfelds
darstellen, die jeweildiber einen speziellen Aspekt des Vektorfelds
Auskunft geben.

b) Die Divergenz eines Vektorfelds

Bei Stomungen, Wanderungsbewegungen ahdlichem nichte man
beispielsweise wissen, von welchen Punkten die Vektorersiier Linie
wegfuhren, und zu welchen sie hirtfren; wir suchen also nach Quellen
und Senken des VektorfeldsuiFdifferenzierbare Vektorfelder stellt uns
die Vektoranalysis ddf ein einfaches Instrument zur Vagung.

Die Ableitung eines differenzierbaren Vektorfeldsmit Komponenten
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Vi, ..., V., ist bekanntlich gegeben durch dicdBi-Matrix

oa oVi
o0xq Tt oxp,
Jp =1 Co
oV, oV,
0xq Tt oxy,

Diese Matrix fangt stark ab vom geihlten Koordinatensystem. Wenn
wir eine GiB3e finden wollen, die zumindest unter linearen Koordinaten
wechseln invariant ist,dnnen wir zum Beispiel di€purdieser Matrix
betrachten:

Definition: a) Die Spureinern x n-Matrix A = (a,;) ist die Summe

SpurA =ay tay+---+a

nn

der Diagonalelemente voA.
b) Die Spur der dcoBli-Matrix J;; () eines Vektorfelds hei@ivergenz

oderQuellendichteon V:

div V(z) = SpurJg(z) .

Man uberlegt sich leicht, dal3 sich die Spur einer Matrix bei eirigasiswechsel nicht
andert: Aus der definierenden Format flie Determinante folgt leicht, dal3 Spdirder
Koeffizient von\™~1 in det(4 + AE) ist, und diese Determinante bleibt tidich invariant
bei Basiswechsel. Insbesondere ist die Spur im Falle eiagodalisierbaren Matrix stets
gleich der Summe der Eigenwerte.

Um ein anschauliches Ve#stdnis von der Divergenz zu bekommen,
betrachten wir den (sehr speziellen) Fall, daR d@&i-Matrix von V'
eine Diagonalmatrix ist:

A O ... 0
0 A ... O
Jp@=1 . . . :
O O ... A

Dann ist fir jeden Einheitsvektaft,
V(e +he,) = V(@) +h- Jy ()€ +o(h) = V(z) + kA€ + o(h),
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und fir einen beliebigen Vektdt = hi€;+---+h,€, ist
Alhl
V(z+h)=V(z)+Jg(@)h+o(|h|) = V() + : +o(|h|) .
A b,
Falls alle A\, positiv sind, hat hier jede Komponente des Vektors

‘7(33) + JV(x)ﬁ dasselbe Vorzeichen wie die entsprechende Kompo-

nente vonh; entfernt man sich also vom Punkt so zeigt auch die
Veranderung des Vektorfelds weg vom Punkt: und umgekehrt; die
Situation ist also ungéhr so wie auf der linken Seite deachsten Ab-
bildung. Man bezeichnet in einem solchen Fall als ein@uelle des

VektorfeldsV .
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Quellen und Senken

Falls alle), negativ sind, gehen dignderungen jeweils in Gegenrich-
tung, es sieht also ung#ir so aus wie im rechten Teil der Abbildung;
hier spricht man von eine3enke.

Im allgemeinen werden allerdings weadate A\, positiv nochalle A,
negativ sein; die Divergenz als Summe desagt uns dann, ob sich der
Punkt eher wie eine Quelle oder eher wie eine Senkealterh

Nun wird es ndirlich nur selten vorkommen, dafl? diecdBi-Matrix
eine Diagonalmatrix ist; ofténnen wir das aber durch Basiswechsel er-
reichen, @mlich immer dann, wenn diedoBI-Matrix diagonalisierbar
ist, derR™ also eine Basis aus Eigenvektoren vif(x) hat.
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Auch wenndies nicht der Fall ist, liefert die Divergenz eirtiaps Mal3 fir
die Quellen- und Senkeneigenschaft: Nach einem Satz woisgkann
sie ramlich auch folgendermal3en charakterisiert werden: Wiabbten
eine Kugel mit kleinem Radius um den Punkt: und bestimmen den
Flul3 des Vektorfelds durch deren Obéxhe; dieser ist definiert als
das Integral des Skalarprodukts aus Normalenvektor undo¥eles
Vektorfeldstber die Kugeloberfiche. Dividieren wir diesen Fluf3 durch
das Volumen der Kugel, erhalten wir nachussim Limes furr — 0
die Divergenz im Punkt.

Wir wollen uns nur noctliiberlegen, wie man die Divergenz eines Vek-
torfelds tat&chlich ausrechnet. Die Divergenz ist nach Definition djleic
der Spur derAcoBi-Matrix, also ist

ovi Vi ova
O0xq Ox2 e Oz,
oV OV oVa
di ‘—/* - g 7 - s 01 Oxx "'°  Ozn
ivV = SpurJ;(z) = Spur

oV, AV, OV
o0xq O0xo t oxp,

ovy, JV, oV,

=21 + Z72 +.o..4+
0x, Oxy ox,,

Genauso wie wir den Gradienten einer skalarwertigen Fankfi
auch alsV f schreiben mit dem von AMILTON eingefihrten, Nabla®-

Operator
o
O0xq

V= ; :
9
oxp,
schreiben wir die Divergenz eines Vektorfeldsauch alsvV, was wir
formal auch als voiv/ undV (x) interpretieren:

o\ [V
V‘? = g—xz VZ = % + % + + %
dr, Ox, ox,
B
9z, / \Vn

Diese Interpretation darf allerdings niciii ernst genommen werden,
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denn obwohl das Skalarprodukt kommutativ ist, ist beispieise die
GleichungVV = V'V weder korrekt noch auch nur amernd sinnvoll.

c) Die Rotation eines Vektorfelds

Erinnern wir uns zuachst an symmetrische und antisymmetrische Ma-
trizen: Eine Matrix heildsymmetrischyenn sie gleich ihrer transpo-
nierten ist, wenn alse,; = a;, ist fur alle Indexpaarei(y); sie heifdt
antisymmetrischwenn A7 = —A ist, d.h.a;; = —ay;. Jede reelle
Matrix A kann als Summe einer symmetrischen Matsixund einer
antisymmetrischen Matri¥X’ geschrieben werden, denn mit

1 1 )
S:E(A+AT) und T:E(A—AT) ist S+T=A.

Nach dem Spektralsatz ist jede symmetrische reelle Matagamhali-
sierbar; daher gibt uns die Divergenz eines Vektorfeldstree! Infor-
mationtiber den symmetrischen Anteil dexcbsi-Matrix.

Uber den antisymmetrischen Anteil kann sie uns nichts sagemnn
aus a;; = —ay,; folgt insbesondere, dald alle Diagonalengt a;;
verschwinden riassen, d.h. der antisymmetrische Anteil liefert keine
Beitrage zur Spur einer Matrix.

Wir wollen unstberlegen, wie der antisymmetrische Anteil im Fall
kleiner Dimensionen aussieht.

Fur n = 1 ist jeden x n-,Matrix* symmetrisch, es gibt als keinen
antisymmetrischen Anteil.

Fur n = 2 hat jede antisymmetrische Matukdie Form

(2 5)

fur den antisymmetrischen Anteil dexcbsl-Matrix ist
o=t (0h _0f
2\ 0y Oz )
Damit ist der antisymmetrische Anteil durch diese eine Zedstimmt.
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Fir n > 3 gibt es keine einfachere Darstellung des antisymmetisch
Anteils als die schiefsymmetrische Matrix selbst, bleilsbanoch der
fur viele Anwendungen besonders wichtige Fa# 3.

Eine antisymmetrische 8 3-Matrix A hat die Form

0 Q 15}
AZ(@ 0 7) ,
-8 - 0

hangt also nur von drei Parametern ab. Da drei auch die Dimensi
desR® ist, kdnnen wir diese als Komponenten eines Vektors inter-
pretieren und hoffen, dal3 sich das Produkt viomit einem Vektor als
ein Produkt zweier Vektoren auffasséfdt. Fir so ein Produkt kommt
natirlich nur das Vektorprodukt in Frage.

Das Produkt einer schiefsymmetrischen Matfixe R3*3 mit einem
Vektor Z € R® ist

0 o IV x ay + Bz
Aa’:’=<—cu 0 7)-<y>=<—ax+’yz> :
-8 - 0 z —Bx —y

wahrend ein Vektorproduki x  sich zu

a x bz — cy
0-0-E3
c z ay — bx
berechnet, d.h.
a x 0 —c b x
(2)<()-(5 2 ) )
c z —b a 0 z
0 a [ x — x
(5o o) (-0
-6 —v O z —« z

Somit entspricht im Dreidimensionalen die Multiplikationit einer
schiefsymmetrischen Matrix genau dem Vektorprodukt (daighrigen
auch nur im Dreidimensionalen definierbar ist).

und damit
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Der Vektora laldt sich @ir das Produkt mit dem schiefsymmetrischen

Anteil der AcoBli-Matrix leicht ausrechnen: DieadoBI-Matrix
ovi  9vi  avi
ox oy 0z
_ oV, oV, oV,
Jp(@)=| 3% B o7
Vs  9Vs 9V
ox oy 0z

eines dreidimensionalen Vektorfeltishat antisymmetrischen Anteil

0 Vi _ oV v _ 0w
1 1 Oy Ox 0z Ox
_ -1l [own ou v, _ ova
A_Q(A_A )_é oz 0y 0 0z 0y '
oV _ oVi 0Vs _ 0V, 0

oxr Oz dy 0z
und wie wir uns gerad@éberlegt haben, istif jeden Vektor

Vs _ OVs

1 Oy 0z

AV=ax7 mit g==| 24 _ 9%
2 0z ox

OV _ OV

ox oy

Da der Faktor% in konkreten Rechnungen nur hinderlickng, betrach-
ten wir den Vektor Z und definieren:

Definition: V: D — RS sei ein Vektorfeld auf der offenen Teilmenge
D C R3. Dann bezeichnen wir das Vektorfeld

Vs _ 0V,
oy 0z
rotV:D —R% z— | 24 _ 0V
0z ox
OV _ 9V
ox dy

als Rotation vori’.

Fur ein VektorfeldV € CY(D,R®), dessenAtoBI-Matrix symmetri-
schen AnteilS hat, ist also

V(e +7) = V(&) + ST+ J(r0t?) x Fi+ (| ]

Der NameRotationwird im folgenden (etwas umfangreichen) Beispiel vansllich: Wir
gehen aus vom Vektor
a=2rotV(x).

Nach Definition des Vektorprodukts stefitx h senkrecht sowohl auf als auch auf..
Bedenkt man noch, daf3 Vektor@uivalenzklassen von Pfeilen sind, die man sich nicht
unbedingt so vorstellen muf3, dai sie alle im selben Punkhbeq, bietet sich folgende
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Interpretation an: Wenn wir den Vektdr um die vona aufgespannte Achse drehen,
zeigt @ x k in Richtung der Tangente der Bahn des Endpunkts korfDamit dies
stimmt, muR die Achse so orientiert werden, daf? ¢ mathematisch positiven, d.h.
Gegenuhrzeigersinn, umdreht. Von der Ebene der Uhr aus gesehen zeigt damach
oben,k zu dem sich drehenden Punkt, uiick  in Richtung des Gegenuhrzeigersinns,
wie man sich z.B. mit der Dreifingerregel leicht veranscluutl)

Der antisymmetrische Anteil dendoBi-Matrix sollte also etwas mit einer Drehbewe-
gung zu tun habe, genauer gesagt mit deren Geschwindigideits, denn dieser zeigt in
Richtung der Tangente der Bahnkurve.

Um dies genauer zu untersuchen, betrachten wiacast eine einfache Drehung eines
Vektors um diez-Achse mit Drehwinkelp. Diese ist aufgrund der Definition von Sinus
und Kosinus ausdickbar durch die lineare Abbildung

T +— T COSp — y Sinp
y — xSiNyp + Yy CoSy .
Zz

Als nachstes wollen wir einen Punkt € R3 um eine beliebige Achse drehen; der
Drehwinkel sei weiterhip. Dazu seid der Einheitsvektor in Richtung der Achse; er sei so
orientiert, dal? der Drehsinn (bei positivem Winkglgleich dem Gegenuhrzeigersinn ist.
Dann gelten in den auf senkrecht stehenden Ebenen im wesentlichen dieselbe Fiprme
falls wir nur die Koordinateneinheitsvektoren derund dery-Achse ersetzen durch zwei
aufeinander und auf senkrecht stehende gleichlange Vektoren. Als ein solck&toy
bietet sich der Verbindungsvektarvon der Achse zum Punkt an, d.h. jener Vektor,
der den Abstand zwischenund der Achse beschreibt. Ein sowohl a&Udls auch aufi
senkrecht stehender Vektor it @ x 7; daa die Lange eins hat, istgenauso lang wig.

In der von7 und s aufgespannten Ebene bildet die Drehung um den Wigksdmit den
Vektor a7 + 35 ab auf
(acosp — Bsing) ¥+ (asing + 3cosy) s .

Nun zerlegen wir den Ortsvekt@reines Punktes in einen Vektorz,, auf der Achse und
den radialen, d.h. senkrecht auf der Achse stehenden,|&ntei

Zq ist die Projektion vor auf die Drehachse; da wif als Einheitsvektor vorausgesetzt
haben, ist dies nach den allgemeinen Regeln der Vektoruacheinfach

Zo = (@ -Z)a,
denn die lange des Vektors wird bei der Projektion mit dem Kosinus dask@s zur
Achse multipliziert, und die Richtung des auf die Achse ziejten Vektors ist ndirlich

gleich der Richtung der Achse. Damitf3t sich auch die radiale Komponente problemlos
berechnen: Da beide Komponenten zusammen den VElgayeben rissen, ist

F=F—Z,=%— (@ -1)a.
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Nun istZ, parallel zua, und das Vektorprodukt zweier paralleler Vektoren verdodet.
Deshalb knnen wir auch schreiben

F=a@XT=axX (f—(f-a)a) —@xT.
Da die Axialkomponente eines Vektors bei Drehungen erhditeibt, wird speziell der
Vektor Z = &, + 7 also abgebildet auf

Zq T COSp F+SiNp §
= (& - &) d + cosp (x—(:z.a)a) +siNp @ X
=(1—cosp)(Z-a)a+cosp £+sSinp d X T.

Um den Geschwindigkeitsvektor einer Drehung auszureghmiéssen wir diese z@thst
zu einem dynamischen Prozel3 machen, d.h. anstelle eindéumgemit konstantem
Drehwinkel ¢ betrachten wir eine Drehung mit WinkelgeschwindigkeitWir gehen
wieder aus von einem festen Punkiind betrachten dessen Position zum Zeitpunéth.
wir betrachten die Funktion
2 JR — RS
f'{t — (1 — coswt)(Z - @) @ + coswt T + Sinwt @ X T .
Der Geschwindigkeitsvektor im Punktist die Ableitung dieser Funktion im Nullpunkt,
also der Vektor
df o o L L.
E(O) = (w sinwt (2 - d)a — w Sinwt & + w Coswt a X m)|t:0 —wd X T.
Mit anderen Worten: Bei der Drehung mit Winkelgeschwin@igk um die vona aufge-
spannte Achse ist der Geschwindigkeitsvektor im Punieichwa x Z.

Der Vektorwa laf3t sich auffassen als eine vektorielle Winkelgeschwieltgdie in der
Physik in der Tat genau so definiert wird), urid €inen beliebigen Vektas € R3 ist das
Vektorfeld

VfRs—elR% Tr— W XT
das Feld der Geschwindigkeitsvektoren zu einer Rotationveitorieller Winkelge-
schwindigkeits.
Es sei noch darauf hingewiesen, daRVfan der englischsprachigen
Literatur meist als cuf geschrieben wird nach dem englischen Wort
curl = Locke.

Wie Gradient und Divergenzdknen wir auch die Rotation formal mit
Hilfe des Operators/ ausdiicken: kir ein dreidimensionales Vektor-

feld V ist

9 V. Vs _ 0V
gx 1 Oy 0z
Y% = = = ovi _ OVs = Y%
VxV gy x|V, 2 rotV .
ovea __dVvi
0z v% Ox Oy
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Da die Rotation eines Vektorfelds wieder ein Vektorfeld mstg es so
scheinen, alsémnten wir damitiir unser Visualisierungsproblem nichts
gewinnen. Imiir uns wichtigsten Fall eines zweidimensionalen Vektor-
felds, das wir durch Hinzuigen einer Nullkomponente dreidimensional
machen, sind aber die ersten beiden Komponenten der Rosttts
null; nur die dritte Komponente

ov, oV,

oy Oz
kann einen von null verschiedenen Wert haben. Durch Visiealing
dieser Golle haben wir somit alle in rét steckende Information
dargestellt.

d) Farbkodierung der Richtung

In Kapitel 1 haben wir Farben auch im HSV-System betracluet;
FarbtonH war dabei zyklisch definiert und konnte so auch durch einen
Winkel ausgedickt werden. Bei konstanter Interéditerhielten wir so
die HSV-Farbscheibe. Damitknten wir im Prinzip lange und Rich-
tung von Vektoren auR? kodieren, allerdings #@re die visuelle Auf-
|osung der inge dabei so schlecht, dal3 sie sich kaum lohnt. Meist wird
daher auch die&tigung einfach auf den Maximalwert eins gesetzt und
nur die Richtung durch die Farbe zum Winkel zwisch_é(rx) und der
x-Achse dargestellt. Wie wir im vorigen Paragraphen gesdiadren,
reicht es gelegentlich, nur die Richtungsinformation zsualisieren;
wenn nicht, Ibnnen wir die lange durch einen Graphen visualisieren
und diesen entsprechend der Richtungeréebén.

§3: Feldlinien

Bei manchen Vektorfeldern, beispielsweise bei Kraftfeldeteressiert
nicht in erster Linie, welche Kraft in einem gegebenen Pumikkt,
sondern es geht vor allem darum, wie sich ein Teilchen inedreBeld
bewegt. In solchen &len bietet sich daher an, das Vektorfeld durch
solche Teilchenbahnen odegldlinienzu visualisieren. Da durch jeden
Punkt des Definitionsbereichs eine Feldlinie gehissen wir uns hier
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wieder darauf beschnken, nur eine endliche Auswahl zu zeichnen: die
Feldliniendarstellung ist also nicht dicht.

Wenn wir davon ausgehen, dald das Vektorféld D — R” jeweils
in Richtung des Tangentenvektors der Feldlinie zeigt, enchir also
Kurvenstickey: (a, b)) — R™ mit y(t) = V (y(t)) fur allet € (a, b).



