Kapitel 2
Visualisierung skalarer Daten

Eines der bekanntesten Beispiele einer mathematischeal\d®rung
sind die aus der Schulmathematik vertrauten Funktiondgrap/enn
wir sie digital erzeugen wollen, issen wir freilich beachten, dal3 un-
sere Ausgabegate pixelorientiert sind, also nur eine endliche Menge
von gitterbrmig angeordneten Punkten darstellémien, deren Posi-
tionen fest vorgegeben sindiFeden dieser Punkteéknen wir einen
Grau- oder Farbwert festlegen, und darin muf3 alle Inforomatiie wir
darstellen wollen, kodiert sein. Da die Computergraphikzugsweise
mit Polygonen arbeitet, sollten wir aus Effizienzgden die zu erstel-
lende Zeichnung figlichst aus Polygonen zusammensetzen, und da
wir die gleiche Graphik auf verschiedenen Ausgabatger betrachten
wollen, sollten wir uns idealerweise nicht um die genaueBixuktur
kiimmern niissen.

81: Funktionen einer Veranderlichen

Wollen wir eine Funktionf:[a, b] — R durch ihren Graphen
Iy = {(2,9) € [a,] xR |y = f(2)}

darstellen, haben wir als erstes das Problem, dafl3 zwar Deseri-
tionsbereich ¢, b] beschankt ist, nicht aber notwendigerweise auch
dessen Bild inR. Die Flache, die unsifr die Darstellung vor®, zur
Verfigung steht, ist aber ein Rechteck oder, wenn wir Teile déuon
andere Zwecke bétigen, eine Teilmenge davon. Wiriesen also den
Wertebereich einschnken auf ein besclnktes Intervall ¢, d]. Dazu
haben wir im wesentlichen zwei dglichkeiten:
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1. Clipping: Wir wahlen geeignete Zahlen d und schneiden den
Graphen unterhalb und oberhalll einfach ab. Das empfiehlt sich
insbesondere dann, wenn die Funktion im Intervally] Polstellen
hat, wie beispielsweise die Tangensfunktion bei den halipen
Vielfachen vonr.

2. Verwendung nichtlinearer SkaleAn Stelle der Funktiory stellen
wir ihre Schachtelung mit einer anderen Funktion dar, atssyels-
weise die Funktion log. Diese Strategie empfiehlt sich insbeson-
dere dann, wenn wir es mit Funktionen zu tun haben, bei desen e
vor allem auf dieGrolRenordnungler Werte ankommt.

Natirlich konnen die beiden Aiggze auch miteinander kombiniert wer-

den, und @ir Funktionen, die auf gariz oder grof3en Teilmengen davon
definiert sind, &3t sich beides auch auf die unablgige Variable an-
wenden.

Die Schachtelung mit anderen Funktionafit sich auch dazu verwen-
den, gewisse Klassen von Funktionen durch Geraden dalteastéer-
wendet man auf der-Achse eine lineare Skala und auf gefAchse eine
logarithmische, werden etwa alle Graphen von FunktionenFdem

f(z) = ae® zu Geraden; bei logarithmischen Skalen auf beiden Achsen
gilt dies fur Funktionen der Formy = ax’. Geb&uchlich sind auch
Skalen, die beispielsweise die Summenverteilung der Niegrtailung

zu einer Geraden machen.

Sobald wir es mit einer auf ein Rechteck begeikten Kurve zu tun
haben, besteht digbliche Strategie darin, sie an Hand einer endlichen
Wertetabelle durch einen Streckenzug ar@hern. Die Anzahl und Lage
der Stitzstellen kangt dabei ab von den Genauigkeitgsanforderungen
und der Glattheit der darzustellenden Funktion.

Am Ende mul3 die Kurve nitlich als eine Menge von Pixeln dargestellt
werden. Darum émmert sichiblicherweise das Graphiksystem; daher
wollen wir uns nur kurz mit der entsprechenden Methode kidtgen.
Meist wird ein Algorithmus verwendet, dencGk BRESENHAM 1962 fir
Geraden und Kreise aufgestellt hat; in ersterer F@fdt ér sich sofort
auf Streckenizge anwenden.

BRESENHAMs Idee ist folgende: Ausgehend von einem festen Pixel, et-
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wa der bestraglichen Approximation des Punkfs, f(a)), betrachtet
man die acht Nachbarpixel (zwei vertikale, zwei horizomtahd vier
diagonale) und entscheidet siclrr fdasjenige, das in der Fortschre-
itungsrichtung am achsten an der Kurve liegt. Da die Steigung der
Kurve bekannt ist, riassen dabei nicht alle acht, sondern nur zwei der
Nachbarpixel wirklich untersucht werden. Au3erdem komeartAlgo-
rithmus aus mit ganzzahliger Arithmetik, arbeitet also gbiwn Soft-
ware als auch auf Graphikkarten sehr effizient. Einzelhditalet man

in den meisten Lehilchern der Computergraphik sowie imdich in
BRESENHAMs Originalarbeit

J.E. BRESENHAM: Algorithm for computer control of a digital plotter,
IBM Systems Journdl (1965), 25-30

Jack ELTON BRESENHAM wurde 1937 in Clovis, New Mexico. Er studierte Aamst
Elektrotechnik an der University of New Mexico; nach seinBathelor-Abschlufld 1959
wechselte er an die Stanford University, wo er 1964 pronttié&chon vorher arbeitete

auch bei IBMs, wo er bis 1987 blieb; dann wurde er Profesaoidriformatik an der
Winthrop University in South Carolina.

82: Graphen von Funktionen zweier Veranderlicher

a) Dreidimensionale Visualisierung

Grundstzlich kbnnen wir natrlich fur jede Funktionf: K — R™ mit
K C R™ den Graphen

Ly = {@@y) € K xR™ [y = f(x)}

betrachten; da dieser R"*™ liegt, ist er allerdings nurifrn + m < 3
wirklich anschaulich, und auch daissen wir, eventuell mit den il
diskutierten Techniken, daf sorgen, daf¥ eine beschinkte Menge
Ist.

Da er im dreidimensionalen Raum liegtissen wir uns zur Visual-
isierung auf eine Projektion in die Ebene besaiiken, wobei es vor
allem bei komplizierten Funktionen stark von der @élten Perspektive
abhangen kann, was man sieht. Zumindestam Bildschirm kann eran d
Betrachter auch die Bylichkeit geben, den Graphen aus mehreren selb-
st gewahlten Perspektiven zu betrachten und so einen bessemnmuéhin
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zu bekommen. & einfache reellwertige Funktionen zweier &eder-
licher dirfte der Graph die einfachste Methode der Veranschaulghu
sein.

Beim hier abgebildeten Graphen der Funktionen

(z,y) — /4 —a? —y?

etwa sieht man recht gut, dai3 Teil einer Kugeloberfiche ist.

Graph der Funktion f(x,y) = /4 — 22 — y?

Um T'; durch Polygone anzuern, niissen wir wieder von einer
endlichen Menge von 8tzpunkten £,y) € K ausgehen, dem soge-
nanntenNetzoder Gitter. Am einfachsten sind regeli®ige Rechteck-
gitter: Wir legen zwei Schrittweiten, b > 0 fest und betrachten IR?
die Punkte der Formnfa, mb) mit n,m € Z. Der Definitionsbere-
ich K von f wird angerahert durch die Rechtecke mit Eck@eu, mb),
((n+1)a, mb), ((n+1)a, (m+1)b) und (na, (m+1)b). Dessen Eckpunkte
konnen wir hochheben atif,, indem wir jeweils als dritte Koordina-
te den Funktionswert an der entsprechenden Stelle higeuat Leider
liegen aber die vier entstehenden Punkte im Allgemeinemt imceiner
Ebene, wir bekommen also kein ebenes Polyeder, wie wir exiGom-
putergraphik brauchen. Deshalligsen wir bei mindestens einem der
vier Punkte die BBhe veandern, um ein ebenes Viereck zu bekommen.

Dieses Problem haben wir nicht, wenn wir ein reg&Biges Dreiecksgit-
ter verwenden, denn drei Punkte liegen stets in einer Eli#nsolches
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Gitter aus rechtwinkligen Dreieckerdknen wir aus einem Rechteck-
gitter konstruieren, indem wir jedes Rechteck durch eineesdoeiden
Diagonalen in zwei Dreiecke zerlegen. Ein Gitter aus glssediigen
Dreiecken mit Seitedngea ist beispielsweise das hexagonale Gitter
mit den Eckpunkten

ko (a,0)+£(—%,4V3) = (ka — 3la, $v/30)
furk, ¢ € Z.

Flexibler, aber auch unéshdlicher, sind irregére Gitter. Sie &nnen
dort, wo die Funktion wenig variiert, grof3e Dreiecke odeclirecke
vorsehen und in Regionen mit grol3er Variahilikleinere.

Bislang sind wir immer davon ausgegangen, daf’ die Funktidarch
einen mathematischen Ausdruck gegeben ist und einigemmafiiee”
mathematische Eigenschaft hat. Bei empirischen Dateme$tuhktion
aber oft nur in endlich vielen vorgegebenen Punkten gegelvenn
wir etwa die Temperaturen in Deutschland zu einem festetpdekt
darstellen wollen, kennen wir deren Wert nur an endlichenéVlel3sta-
tionen. Hier suchen wir nach einem (endlichen) Dreiecksrikzts genau
diese Punkte als Ecken hat.

Ein popubrer Algorithmusiir eine solche Zerteilung ist dieEDAUNAY -
Triangulierung, benannt nach dem russischen Mathematikgsuc
Huronaesuu Ilemone (1890-1980).

Als erstes wird zu jedem der betrachteten PurRteinschliel3lich der
Ecken des Polygons dielementarzellekonstruiert. Diese heil3t auch
Wirkungsbereichy orRONOFBereichoder WGNER-SEITZ-Zelle;gemeint
ist jeweils die Menge aller Punkte, deren AbstandFzkleiner ist als
der zu jedem andereH;.

Als nachstes verbindet man zwei Puniteund P; genau dann durch
eine Strecke, wenn ihre Elementarzellen benachbart se@ndAb-
schlisse also eine Kante gemeinsam haben (die dann auf der Mit-
telsenkrechten der Verbindungsstrecke liegt.). Diesegédas Polygon

in kleinere Polygone, wobei nun allé als Ecken auftreten.

Wenn die Punkte im Innern keine sehr spezielle Lage habertdene
die entstehenden Polygone Dreiecke sein; andernfalls maf} falls
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DELAUNAY -Triangulierung eines Rechtecks mit zwei inneren Punkten

man wirklich eine [ELAUNAY -Triangulierung mochte, Polygone mit
mehr als drei Ecken weiter zerlegen, indem man Verbindureyssen

zwischen nicht benachbarten Kanten einzieht; in der Abibiddware

das beispielsweise die gestrichelte Strecke.

b) Zweidimensionale Visualisierung des Graphen

Bei der Darstellung eines dreidimensionalen Graphen ag¢ineiBild-
schirm oder einem 8tk Papier gibt es stets das Problem, dal3 je nach
Projektion Teile des Graphen durch andere Teile verdeokit €urch

die Verwendung mehrerer Projektionéidt sich dieses Problem zwar
abmildern, aber nichtallig beseitigen.

Eine rein zweidimensionale Darstellung erhalten wir, mdeir die
Funktionswerte nicht durch ein@umliche Koordinate darstellen, son-
dern durch eine Farbskala (oder gegebenenfalls durch Sgnoloier
Texturen). Die Aufbsung einer solchen Darstellung ist zwar geringer
als die einer aumlichen Darstellung, daf ist bei jedem Punkt sofort
klar, wo sich der dortige Funktionswert beweqgt.

Auch hier empfiehlt sich wieder, von einem geeigneten Gateszuge-
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hen und die Farbwertaif dessen Ecken zu berechnen; die Shader-
Einheiten auf der Graphikkartéknen diese Werte dann ins Innere der
Rechtecke oder Dreiecke hinein interpolieren:

Ein Punkt im Inneren eines Rechtecks mit EckeénB, C, D lalit sich
eindeutig darstellen in der Form

P=A+)MAB+uAC mit A\ puel0,1];

sindf,, /g, fo, fp die Farbwerte oder -vektoren in den vier Ecken, so
geben wir dem PunkP die Farbe zu

A-=NA-wfatA1=pw)fp+ A= Nufo+Iufp,

vollig analog zur Formel dr das RIONG shading.Im Innern eines
Dreiecks mit Ecke, B, C stellen wir die Dreieckspunkte in baryzen-
trischen Koordinaten dar alB = AA + uB — vC mit A, u,v > 0 und
A+ p+v =1, und die Farbe in diesem Punkt wird dubchy +ufg+v fo
bestimmt.

83: Niveaulinien

Eine alternative Mglichkeit zur Veranschaulichung von Funktionen
zweier VeaAnderlicher ist von topographischen Karten her bekannt: Do
wird die Hoheulber dem Meeresspiegel, eine Funktion der beiden Ebe-
nenkoordinaten, dargestellt durétdohenlinien.Entsprechend dnnen

wir furr eine beliebige Funktiofi: D — R mit D C R? und jeden Wert

¢ € R die Niveaulinie

NP = {@y) € R | f(,p) =}

definieren; sie muf3 natlich keine,Linie” sein, sondern kann auch nur
aus einigen Punkten bestehen, leer sein oder — im Fallel@nstanten
Funktion — fir einen Wert: aus dem gesamten Definitionsberelgliler
Funktion bestehen.

Im Falle des obigen Beispiels etwa iSt(f) furc > 2 und firc < /2
die leere Menge;lr ¢ = 2 besteht sie nur aus dem Nullpunkt, urid f
¢ = /2 aus den vier Punkten (&1) und &1,0). Rir v2 < ¢ < 2



41 Geometrische Vorbereitungen

erhalten wir die in Abbildung 260 ¢ = 1,5 bisc = 2 in Schritten von
0,05 dargestellten Kreislinien

VA—a22—y2=c oder a2?+y’>=4—¢2,

eingeschankt natirlich auf das Einheitsquadrat als dem Definitions-
bereich vonf.

—

Niveaulinien der Funktion f(z,vy) = /4 — :1:2 — y2

\

\

Fur Funktionen von mehr als zwei \rderlichen ist die Visual-
isierung naturgeid? schwieriger; wir &nnen Graphen und Niveaulin-
len, -flachenusw.zwar problemlos definieren, aber nicht mehr zeichnen
— es sei denn, es handelt sich um sehr einfache Niviezheh iniR>. Bei
Funktionen in einem mehrdimensionalen Raum kommt hinz@,dla
Niveaufichen dann nicht mehr nur von einem, sondern von mehreren
Parametern al@mgen.

Die Konstruktion einer Niveaulinie oder afthe istaquivalent zur Kon-
struktion des Graphen einer implizit gegebenen Funktitnicherweise
werden dazu sogenanmntearching squarebeziehungsweismarching
cubesverwendet.

Beginnen wir mit dem zweidimensionalen Fall; zu zeichnendse
Kurve

{(x,y) € [z1, 25] X [y1, ¥ol ‘ flz,y) = C}

Dazu unterteilen wir das Rechteck[ x,] X [y4, y»] durch achsenpar-
allele Geraden in eine geeignete Anzahl von Teilrechteokerberech-
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nen f(x, y) fur alle Eckpunkte dieser Rechtecke. Fal(s, y) > cist,
markieren wir die Ecke durch einen dicken Punkt, sonst nicht

Wenn in einem Rechteck keine oder alle Ecken markiert sietieg
wir davon aus, dald die Funktion auf dem gesamten Rechteaiekle
oder gblRer alsc ist und die zu zeichnende Kurve das Rechteck nicht
schneidet.

Wenn genau eine Ecke markiert isirinen wir davon ausgehen, dal3
die Kurve diese Ecke vom Rest des Rechtecks abschneidetaharn
sie an, indem wir die Mittelpunkte der beiden Kanten, dié sic dieser
Ecke treffen, durch eine Strecke verbinden. Genauso vetahir im
Falle von drei markierten Ecken mit der nichtmarkierten.

Sind zwei benachbarte Ecken markiert, geht die Kurve zveisaleren
Kante und der gegéerliegenden durchs Rechteck; wiahern sie
an durch die zur Kante parallelen Strecke durch den Mittétpules
Rechtecks.

Sind schlie3lich zwei gegéiberliegende Ecken markiert, so ist die Situ-
ation nicht eindeutig: Wir @nnen entweder die beiden markierten Ecken
so abtrennen wie im Fall nur einer markierten Ecke, oderaiedryeiden
nichtmarkierten. Diese Entscheidung mulf3 willkch getroffen werden
(oder durch eine Verfeinerung des Gittéiserflissig gemacht werden).

Eine weitere WillKir besteht darin, wie wir mit Eckpunkten verfahren,
in denenf(x,y) = s ist. Diese bnnen wir entweder markieren oder
nicht; das Ergebnis kann sich dadurch auch qualitatiéveern.

Die nachsten beiden Zeichnungen zeigen die Konstruktion der-Lem
niskate

{(z,y) €[5, 5] x [-2, 2] | (a* +¢*)* — 20@* — °) = O}

mit marching squaresyobei in der ersten Zeichnung nur Punkte mit
f(x,y) > 0 markiert wurden, in der zweiten dagegen auch noch alle mit
f(z,y) = 0. (Tats@chlich war das hier nur der Nullpunkt.) Beim ersten
Ansatz erhalten wir eine zusammemugende Kurve, beim zweiten nicht.
Das dritte Bild zeigt die korrekte Kurve.
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Fir die Konstruktion implizit gegebenerddhen arbeitet man entspre-
chend mitmarching cubeg].h. der Ausgangsquader wird in Teilquader
zerlegt, an deren Ecken werden die Funktionswerte bergchne je
nach Anzahl und Lage der markierten Ecke werden geeigneiedter
Vierecke konstruiert:. .

Statt mit Rechtecken und Quaderrite man auch mit Dreiecken und
Tetraedern arbeiten; diegtte den Vorteil, dal3 hier stets eindeutig klar
ist, welche Strecke oder welches Dreieck einzuzeichnefirstelheiten
seien dem Leser aldbungiiberlassen.



