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WoLrcANG K. SEILER B6, B4.08
Tel. 2515

19. Februar 2026

1. Ubungsblatt Mathematik und Information

Aufgabe 1:

Eine Nachrichtenquelle benutzt das Alphabet A = {a,b,c,d, e, f}; sie produziert in 50%
aller Fille den Buchstaben a, in 25% aller Fille den Buchstaben b, und die restlichen vier
Buchstaben mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Berechnen Sie ihre Entropie!

Finden sie bindre Kodierungen fiir a, b, c, d, e, f derart, dafl die Anzahl der Bits pro Buch-
stabe fiir lingere Nachrichten minimal wird! Der Code soll so konstruiert sein, dafl keine
Zwischenrdume zwischen den Bitfolgen fiir die einzelnen Zeichen notwendig sind.

Was dndert sich in a) und b), wenn die sechs Buchstaben allesamt gleiche Wahrschein-
lichkeit haben?

Aufgabe 2

Wenn eine Nachrichtenquelle einen seltenen Buchstaben sendet, iiberrascht uns das mehr,
als wenn sie einen hdufigen sendet. Wir wollen dies quant1ﬁz1eren durch eine Funkt10n

U: (0,11 — R, die den Uberraschungseffekt U(p) eines Buchstaben beschreibt, der mit

Wahrscheinlichkeit p auftritt. Natiirlich soll U(p) > U(q) sein, falls p < q ist; aufer-
dem sollen die gesendeten Buchstaben unabhédngig von ihren Vorgingern sein, so daf3 die
Wahrscheinlichkeit eines Paars das Produkt der Wahrscheinlichkeiten der Komponenten

ist und sich die Uberraschungseffekte addieren: U(pq) = U(p) + U(q). Zeigen Sie:
Zu jeder solchen Funktion U gibt es ein a > 1. so daf U(p) = —log, p ist.
Fiir a = 2 ist die Entropie der Quelle gleich dem Erwartungswert der Funktion u.

Aufgabe 3:

X und Y seien Zufallsvariablen mit Werten in {0, 1}; ihre gemeinsame Wahrscheinlichkeits-
verteilung sei gegeben durch p(0,0) = %,p(0,1) =p(1,1) = I und p(1,0) = 0.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen px und py der beiden Zufallsvariablen!
Berechnen Sie H(X), H(Y), H(X,Y), H(X]Y), H(Y|X) und I(X;Y)!

Was sind die KULLBACK- LEIBLER—DIStanzen d(px|lpy) und d(py|lpx) ?

Aufgabe 4:

Ein fairer Wiirfel wird geworfen; die Zufallsvariable X mit Werten in {1, 2,3,4,5,6} gibt
an, welche Zahl oben liegt, Y sagt, welche unten liegt, und Z, welche nach vorne zeigt.
Bestimmen Sie die wechselseitigen Informationen I(X;Y), I(X,Z) und I(Z;Y) !

Was sind die bedingten wechselseitigen Informationen I(X;Y|Z) und I(X; Z|Y) ?
Hinweis: Die Summe gegeniiberliegenden Seiten eines Wiirfels st stets sieben.

Aufgabe 5:

X = X1,Xa,... sei eine stationire MaRKoOv-Kette mit Alphabet A = {a,b} und Uber-
i _ P T1—p

gangsmatrix A = <] _q q )

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Entropien der einzelnen Zufalls-

variablen X !

Bestimmen Sie die Entropierate dieses Prozesses!

Wie mufl man p und q wéahlen, damit diese Rate moglichst grof bzw. moglichst klein
wird?

Abgabe bis zum Mittwoch, dem 25. Februar 2026, um 15.30 Uhr



