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1. Übungsblatt Mathematik und Information

Aufgabe 1: (8 Punkte)a) Eine Nahrihtenquelle benutzt das Alphabet A = {a, b, c, d, e, f}; sie produziert in 50%aller F�alle den Buhstaben a, in 25% aller F�alle den Buhstaben b, und die restlihen vierBuhstaben mit gleiher Wahrsheinlihkeit. Berehnen Sie ihre Entropie!b) Finden sie bin�are Kodierungen f�ur a, b, c, d, e derart, da� die Anzahl der Bits pro Buh-stabe f�ur l�angere Nahrihten minimal wird! Der Code soll so konstruiert sein, da� keineZwishenr�aume zwishen den Bitfolgen f�ur die einzelnen Zeihen notwendig sind.) Was �andert sih in A und B, wenn die sehs Buhstaben allesamt gleihe Wahrsheinlih-keit haben?
Aufgabe 2: (6 Punkte)Wenn eine Nahrihtenquelle einen seltenen Buhstaben sendet, �uberrasht uns das mehr,als wenn sie einen h�au�gen sendet. Wir wollen dies quanti�zieren durh eine Funktion�U: [0, 1] → R, die den �Uberrashungse�ekt �U(p) eines Buhstaben beshreibt, der mitWahrsheinlihkeit p auftritt. Nat�urlih soll �U(p) > �U(q) sein, falls p < q ist; au�er-dem sollen die gesendeten Buhstaben unabh�angig von ihren Vorg�angern sein, so da� dieWahrsheinlihkeit eines Paars das Produkt der Wahrsheinlihkeiten der Komponentenist und sih die �Uberrashungse�ekte addieren: �U(pq) = �U(p) + �U(q). Zeigen Sie:a) Jede Funktion �U, die diesen Bedingungen gen�ugt, ist ein Logarithmus zu einer Basis a > 1.b) Im Falle a = 2 ist die Entropie der Quelle gleih dem Erwartungswert der Funktion �U.
Aufgabe 3: (6 Punkte)a) Eine Nahrihtenquelle hat ein Alphabet aus n Buhstaben; ihre Wahrsheinlihkeitensind p1 < p2 < · · · < pn. Zeigen Sie, da� die Entropie dieser Quelle zunimmt, falls manirgendwelhe m ≤ n dieser Wahrsheinlihkeiten durh ihr arithmetishes Mittel ersetzt!b) Eine andere Nahrihtenquelle produziert ebenfalls n Buhstaben, und es ist bekannt, da�jeder davon mindestens mit Wahrsheinlihkeit 1

2n
vorkommt. Finden Sie eine untere undeine obere Grenze f�ur die Entropie dieser Quelle, und bestimmen Sie alle F�alle, in deneneine der beiden Grenzen angenommen werden!) Wie sieht es aus, wenn die Quelle n Buhstaben produziert, deren Wahrsheinlihkeitenjeweils h�ohstens 2

n
sind?
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