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3. Übungsblatt Mathematik und Information

Aufgabe 1: (6 Punkte)
X1, X2, . . . sei eine Markov-Kette von Zufallsvariablen mit Werten in der Menge {1, 2, 3}.Die Variable X1 nehme die drei Werte an mit den Wahrsheinlihkeiten p1 = 1

2
und

p2 = p3 = 1

4
; die �Ubergangsmatrix sei A =
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a) Berehnen Sie die Wahrsheinlihkeiten der von (X1, X2) produzieren Wertepaare!b) Mit welher Wahrsheinlihkeit produziert (X1, . . . , X5) eine Folge von f�unf Einsen?) Bestimmen Sie die Wahrsheinlihkeitsverteilung von X2 !d) Ist diese Markov-Kette ein station�arer stohastisher Prozess?
Aufgabe 2: (5 Punkte)
X und Y seien Zufallsvariablen mit Werten in {0, 1}; ihre gemeinsame Wahrsheinlihkeits-verteilung sei gegeben durh p(0, 0) = 1

2
, p(0, 1) = p(1, 1) = 1

4
und p(1, 0) = 0.a) Bestimmen Sie die Wahrsheinlihkeitsverteilungen pX und pY der beiden Zufallsvariablen!b) Berehnen Sie H(X), H(Y), H(X, Y), H(X|Y), H(Y|X) und I(X;Y) !) Was sind die Kullbak-Leibler-Distanzen d(pX‖pY) und d(pY‖pX) ?

Aufgabe 3: (4 Punkte)a) Ein fairer W�urfel wird geworfen; die Zufallsvariable X mit Werten in {1, 2, 3, 4, 5, 6} gibtan, welhe Zahl oben liegt, Y sagt, welhe unten liegt, und Z, welhe nah vorne zeigt.Bestimmen Sie die wehselseitigen Informationen I(X;Y), I(X,Z) und I(Z;Y) !b) Was sind die bedingten wehselseitigen Informationen I(X;Y|Z) und I(X;Z|Y) ?Hinweis: Die Zahlen auf gegen�uberliegenden Seiten eines W�urfels erg�anzen sih stetszu sieben.
Aufgabe 4: (5 Punkte)a) X sei eine Zufallsvariable mit Werten im Alphabet A und f:A → B und sei eine Abbildung.Zeigen Sie, da� die Entropie der Zufallsvariable f(X) h�ohstens gleih H(X) sein kann!(Hinweis: Berehnen Sie die gemeinsame Entropie H

(

X, f(X)
) mit Hilfe der Ketten-regel auf zwei Arten!)b) Geben Sie ein Beispiel an, bei dem H

(

f(X)
)

< H(X) ist!) Zeigen Sie: Ist Y eine Zufallsvariable mit Werten in einem Alphabet B und ist H(Y|X) = 0,so gibt es eine Abbildung f:A → B, so da� Y = f(X) ist. Sie k�onnen dabei annehmen, da�sowohl X als auh Y jeden Wert aus ihrem Alphabet mit einer positiven Wahrsheinlihkeitproduzieren.
Abgabe bis zum Donnerstag, dem 27. September 2012, um 15.30 Uhr


