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Dieses Skriptum entstand parallel zur Vorlesung und salitenoglichst
geringer Verbgerung erscheinen. Es ist daher in seiner Qataitf
keinen Fall miteinem Lehrbuch zu vergleichen; insbesamsied Fehler
bei dieser Entstehensweise nicht nuagtich, sonderrsicher. Dabei
handelt es sich wohl leider nicht immer nur um harmlose Bpf#r,
sondern auch um Fehler bei den mathematischen Aussagerelidana
Teile aus anderen SkripteaarfHoOrerkreise der verschiedensten Niveaus
ubernommen sind, ist die &entation auch teilweise ziemlich inho-
mogen.

Das Skriptum sollte daher mit Sorgfalt und einem gewissel3-Mi
trauen gegen seinen Inhalt gelesen werden. Falls Sie Fahéem,
teilen Sie mir dies bitte pedslich oder per e-mail (seiler@math.uni-
mannheim.de) mit. Auch wenn Sie Teile des Skriptums unaediich
finden, bin ich @r entsprechende Hinweise dankbar.

Falls geriigend viele Hinweise eingehen, werde ich von Zeit zu Zeit
Listen mit Berichtigungen und Verbesserungen zusammigrstdn
der online Version werden riatich alle bekannten Fehler korrigiert.

Biographische Angaben von Mathematikern beruheif3tgnteils auf
den entsprechenden Artikeln imMacTutor History of Mathemat-
ics archive(www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/), von wo
auch die meisten abgedruckten Bilder stammen. Bei nocmdkre
Mathematikern bezog ich mich, soweibglich, auf deren eigenen In-
ternetauftritt.
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Kapitel O
Was ist Information?

Wir leben bekanntlich im Informationszeitalter, dgrRohstoff Infor-
mation® ist ein wesentlicher Wirtschaftsfaktor, und audhr finser
Zusammenlebenist Information so wichtig, dal3 seit einiggmzehnten
viele im Gefolge des amerikanischen Mathematikeb® BERTWIENER
(1894-1964) und des amerikanischen SoziologendDL $1919-2011)
von einer Informationsgesellschaft reden. Was aber istinétion? Und
wie kann man sie messen?

Erstaunlicherweise gibt es auf keine dieser beiden Frageradgemein
akzeptierte Antwort.

81: Ein Beispiel

Es ist Wahlkampfzeit, und viele Politiker béimen sich, unsere Stimmen
zu bekommen. Deshalidit auch Amadeus Wohlgeraten von der Partei
fur Gesundheit und Wohistand (PGW) zu einer Informatioreavatal-
tung, wo er sich und seine Ziele vorstelledchte. Welche Information
erhalten die Teilnehmer dieser Veranstaltung?

Aus der Sicht von Amadeus Wohlgeraten sollen sie lernennhdafer
und seine Partei sich wirklictuf ihre Interessen einsetzen und daf3 nur
sie im Falle eines Wahlsiegs Gesundheit und Wohlsténdlfe Birger
bringen werden; die Gegenparteien haben nur Krankheit untuAzu
bieten. Das betrachtet er als die wesentliche Informatiaeiner Rede.

Seine Anlanger, die alles das schdamigst wissen, warten auf die griffi-
gen Slogans, die die PGWifsolche Zwecke entwerfen liel3, um an den
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richtigen Stellen ihre Begeisterung zu zeigen; als einanf@rmation
nehmen sie mit nach Hause, dal} sie die Stimmung im Saal deneini

Der Redakteur der Lokalzeitung muf3te im Laufe seines Lebelngn

viel zu viele Wahlversammlungen besuchen; er kann sichtbéme\or-

aus ziemlich genau denken, worum es in der Rede gehen wirathr-
essiert nur, ob Amadeus Wohlgeraten auf dem Weg zum Podalpest,

ob eslustige Versprecher gibt oder, idealerweise, einls&dacht; diese
Information gefigen, um seinem bereits eine Woche zuvor geschriebe-
nen Bericht die endgtige Form zu geben.

Das Modehaus, das zu den Sponsoren der Pantgbésundheit und
Wohlbefinden ahlt, ist vertreten durch deruf die Kundenzeitschrift
zustindigen Mitarbeiter. Was éiber die gesunden undigstigen Stof-
fqualitaten der angebotenen Waren schreiben wird, idfirhelh un-
abhangig vom Verlauf der Versammlung; ebiehte aber zumindest noch
erwahnen, welchen Anzug mit optimal passender Krawatte Ansadeu
Wohlgerateniiir diesen Abend aus dem grol3en Angebot des Modehau-
ses ausgeahlt hat.

Der Vorsitzende desrtlichen Vereins der Kaulguappenfreunde kann
sich nicht erkéiren, wie sich jemand mit Politik besafigen kann, ob-
wohl es noch so viele offene Fragaher Kaulguappen gibt. Trotzdem
mul} er alle Wahlveranstaltungen besuchen, denn wer auckrimie
Wahl gewinnt, wird seine Kaulgquappenpolitikdglicherweise danach
ausrichten, ob er sich von den Kaulquappenfreunden uatetdiihlt
oder nicht. Den Vortrag faldt er kurz gJabliches Politikergeschaiz*
zusammen; doch in deédohsten Ausgabe d&swulquappenfreundsann
er in deninformationen aus dem Vorstarstiolz vermelden, dal3 er mit
dem PGW-Kandidaten Amadeus Wohlgeraidrer die wichtige Rolle
der Kaulquappenzuchiif Gesundheit und Wohlstand der Békerung
gesprochen habe.

Die Partei tir Sorgenfreies Wohlbefinden, einer der Hauptkonkurrenten
der Partei fir Gesundheit und Wohlstand,aechte Wohlgeratens Rede
natirlich genau analysieren; da jegliche Art von Ton- und Val#oah-
men verboten sind, schicken sie einen Stenographen, dBedie \Wort

fur Wort mitschreibt. Da dieser zum Mitdenken keine Zeit Isttfir
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ihn der Informationsgehalt der Veranstaltung einfach aiy& der zu
notierenden Worte.

Der Organisator einer Wahlwetteadthte wissen, wie sich die Wahlchan-
cen von Amadeus Wohlgeraten durch die Veranstaltungnaearn, so
dal} er die Wettquoten gegebenenfalls neu festlegen kaannfdrma-
tion, die er mitnimmt, ist eine neue Sitlaung fir die Wahrscheinlich-
keit eines Siegs der PartéirfGesundheit und Wohlbefinden, basiert auf
die bekannten Umfrageergebnisse und seine Eatzahg von Stim-
mungswandeln im Saal.

Der Mathematiker, der sich mit Information beaéigt, darf sich nicht
darauf besclamken, dieses Geschehen einfach in einen mehr oder
weniger ritzlichen Formalismus zwingen; erachte quantitativ be-
schreiben, was hier geschehen ist; zumindasién Wettanbieter sollte

es sogar raglich sein, die gewonnene Information direkt in Euro und
Cent umzurechnen.

Angesichts der Vielzahl von Interessen der Beteiligterdves dabei
sicherlich nicht reichen, die an diesem Abend vermittatt@rimation
durch eine einzige Zahl zu beschreiben; bei jedem einzatnigssen
wir sowohl sein Vorwissen als auch seinen Umgang mit dem @giesa
beriicksichtigen. Was bei ihm ankommt, wurdégficherweise bereits
einigen Verarbeitungsschritten entworfen, z.B. weil anlddes larm-
pegels nur einen Teil der Redéren kann, und auch er verarbeitet die
ankommende Information weiter (War von Kaulguappen dieeRgd
bevor ein Teil des Ergebnisses in sein @ehutnis wandert. Schon
jetzt konnen wir einen wesentlichen Aspekt dieser Informatioreave
beitung festhalten: Wie auch immer wir Information quaatiit fassen
werden muf3 offensichtlich gelten, dal3 sie durch diese Weramg
hochstens abnehmen kann. Das heil3t allerdings nicht undtedad? sie
dadurch weniger itzlich werdenmuf3: Eine ungeordnete Sammlung
von mehreren Millionen Dateatzen ist oft deutlich wenigerimzlich
als ein Satz von daraus abgeleiteten statistischen Kéfegr Die In-
formation datiber ist zwar ndirlich in den Daterngtzen enthalten, sie
zu extrahieren kann aber aufwendig sein. Auch mit solchagdfir muf3
sich ein Mathematiker besaftigen.
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Am einfachsten zu fassen ist wohl noch die Information aghtSies
Stenographen: In erstei@derung Bnnten wir einfach ahlen, wie viele
Zeichen er zu Papier gebracht hat. Aber selbst das ist niatkt w
lich wohldefiniert, denn Stenographen arbeiten schli@Raach mit
Kirzeln, die verwendet werderdknen, aber nicht @issen, und wenn
sich Amadeus Wohlgeraten zu oft wiederholt haben solltendrder
Stenograph vielleicht auch noch ad hoc netiez€l fur einige besonders
haufige Phrasen. Die Frage, wie weit der dabei optimieren ,kiaimnnt
uns zur SIANNONschen Informationstheorie und, in letzter Konsequenz,
zur algorithmischen Informationstheorie.

Um das Vorwissen des Lokalredakteurs ins Spiel zu bringénné&n
wir die Information, die er bereits vor der Veranstaltungtdaverglei-
chen mit seinem Informationsstand danach; die Differehzliss neu
gewonnene Information. Diesitirt uns auf den Begriff der bedingten
Information.

Im Falle des Buchmachersirssen wir zwei Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen miteinander vergleichen: Die Siegwahrschekieiten der
einzelnen Kandidaten so, wie er sie vor der Veranstaltungcéatzte,
und die entsprechenden Zahlen, nach denerueftig seine Piamien
berechnet. Die gewonnene Information aus seiner Sichbmitine
Art Distanz zwischen zwei Wahrscheinlichkeitsverteilangdie wir
spater als KULLBACK-LEIBLER-Distanz formalisieren werden; der fi-
nanzielle Wert der Informatiorél3t sichtiber die Erwartungswerteif
seinen Gewinn bemlich der beiden Verteilungen quantifizieren.

Die Analysten in der Zentrale der Partér{Sorgenfreies Wohlbefind-
en werten nicht nur den (nach der Veranstaltung in ihren Gaenp
ubertragenen) Bericht des Stenographen aus, sondereizaklweite-

re Berichte vorahnlichen Veranstaltungen. Sidissen einerseits diese
Berichte nach Gemeinsamkeiten gruppieren, um so eufieerblick
uber die gegnerische Strategie zu bekommen; anderersgstsem sie
aber auch Ausreil3er finden, die sich vielleicht als WahlkKamunition
eignen lbnnten. Da sie auch die entsprechenden Daten anderes{politi
cher Gegner auswertenussen, haben sie viel zu tun und wollen ihre
Arbeit moglichst automatisieren. Die mathematischen Verfahrén, d
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sie dabei anwenderbknen, werden uns im zweiten Teil der Vorlesung
besclaftigen.

§2: Information aus sprachlicher Sicht

Die Etymologie des Wortegtnformation tragt leider nur wenig zum
Verstandnis dieses Begriffs bei: Das lateinischirmatio enthalt den
Wortstammforma, Form oder Gestalt, und informatio wurde im Sinne
von Bildung oder Unterricht gebraucht. Bei der Aufnahme dé&sts

in die deutsche Sprache im 15. bis 16. Jahrhundert versabblde
Bedeutung ziNachrichtoderUnterrichtung(tiber einen Sachverhalt),
und diesen Sinn hat das Wort heute auch in anderen modernsch8p.

Information hat also etwas mit détbermittlung von Nachrichten zu
tun; eine mathematische Theorie der Information mul sitiedens-
besondere auch mit der Struktur von Nachrichten béfsigen. Datir
interessiert sich selbstveastdlich nicht nur die Mathematik; schon in
der Logik von ARISTOTELES(384—322) finden siclberlegungen, die
in diese Richtung gehen, und auch die Grammatiker befagdeschon
seit weitiiber Tausend Jahren mit entsprechenden Fragen.

Einen wesentlichen Schritt in Richtung auf eine matherohésBe-
schreibung von Sprache leistete 1879 der Philos&wiRICH LUDWIG
GOTTLOB FREGE (1848-1925) mit seineBegriffsschrift,in der er die
mathematische Logik in ihrer heutigen Form hagtete. Sein Versuch,
die gesamte Mathematik auf Logik zu reduzieren, scheirsvée, fihrte
aber zur Entwicklung alternativer Aatze sowohl zur Grundlegung der
Mathematik als auch zur allgemeinen Untersuchung forn#ysteme
und schlie3lich auch natlicher Sprachen.

Vor allem durch die Arbeiten des amerikanischen Philoso@y\RLES
WILLIAM MORRIS(1901-1979) entstand ab Ende der Dreil3igerjahre die
Semiotikals allgemeine Lehre von den Zeichen und ihrer Verwendung.
Er unterscheidet drei Aspekte:

1. Die Syntaxin der es um die Zeichen selbst und die Regéinilfire
Aneinanderreihung gent.
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2. Die Semantik,die sich mit der Bedeutung von Zeichenfolgen
besclaftigt.

3. Die Pragmatikjn der es um dere@ebrauchgeht: Dazu ahlen bei-
spielsweise unterschiedliche Bedeutungsebenen (Kopfpti&ibe),
aber auch unterschiedliche Ziele, die mit einem Wort odér Saeicht
werden sollen: Der AusruFeuer! etwa kann zwar bedeuten, dal3 es
brennt, kann aber beim Miar auch der Befehl zum Schiefl3en sein und
bei einem Raucher die Bitte, ihm die Zigarette arimaen.

Die klassische Informationstheorie besahkt sich auf rein syntaktische
Aspekte; bei der Suche nach Information stehen dagegemsisotee
Aspekte im Vordergrund. Pragmatik spielt bei der matheschgn Be-
handlung von Information bislang keine Rolle.

Sobald wir von praktischen Anwendungen der Informationered
kommt allerdings ein neuer, bislang noch nicht @&mter Gesichts-
punkt ins Spiel: Information kann einen teilweise sogardgttlichen
wirtschaftlichen Wert darstellen. Information&her den Zustand eines
Landes oder einen Unternehmens beeinflussen beispietssiieiBreise
von Aktien, und je nachdem wieifh oder spt jemand darauf reagiert,
kann er viel Geld gewinnen oder verlieren.

Der Wert solcher Informationen kann allerdings nicht objekezif-
fert werden: Die Nachricht, dal3 in eineiidafrikanischen Goldmine
eine neue stark erzhrende Ader entdeckt wurde, ist wertlag fe-
manden, der kein Geldif Aktienkaufe hat oder grundszlich nur in
Europa investiert;ifr einen sidafrikanischen Investor dagegen kann die
Information einen be#chtlichen Wert haben.

Auch fur ihn kann eine entsprechende Meldung allerdir@bgwertlos
sein, etwa weil er sie schon seit Tagen kennt @mdybt darauf reagiert
hat. Wenn wir vom Wert einer Information sprechen wollemrkas sich
daher immer nur um den Weiiiif eine bestimmte Person mit bestimm-
ten Interessen handeln; insbesondere ist deren Vorwisseviahtiger,
wenn auch bei weitem nicht der einzige Aspekt. Wir werdenedah
eine ganze Reihe weiterer Mal3e bagen, um auch solche Situationen
mathematisch zu beschreiben.



Kapitel 1
Shannons Informationstheorie

Die bekannteste quantitative Definition von Informatiohigautiick auf

CLAUDE SHANNON; Blicher mit Titeln widnformationstheoridefassen
sich meist ausschlie3lich damit. Die inhaltliche Intetati®n von Infor-

mation spielt hier keinerlei Rolle, es geht nur um ihre sietigbermit-

tlung. Sicherheit bezieht sich dabei sowohl auf den Schaitt)bertra-

gungsfehlern (durch fehlererkennende und -korrigiere@ddes) als
auch auf die Geheimhaltung (Kryptographie).

CLAUDE ELWOOD SHANNON (1916-2001) wurde in
Petoskey im US-Bundesstaat Michigan geboren; 1936
verliel3 er die University of Michigan mit sowohl ei-
nem Bachelor der Mathematik als auch einem Bache-
lor der Elektrotechnik, um am M.1.T. weiterzustudieren.
Seine 1938 geschriebene Diplomarl#egymbolic ana-
lysis of relay and switching circuitsildet die Grundlage
der digitalen Informationsverarbeitung auf der Grund-
lage der hier entwickelten Schaltlogik; seine Disserta-
tion 1940 befaldte sich mit Anwendungen der Algebra
auf die MENDELschen Gesetze. Danach arbeitete er bis
1956 bei den Bell Labs, wo erairend des zweiten
Weltkriegs insbesonderigber die Sicherheit kryptographischer Systeme forsclrémeS
Mathematical theory of cryptographyurde aus Geheimhaltungsgden erst 1949 zur
Veroffentlichung freigegeben. Seine wohl bekannteste Arisgeitlie 1948 erschienene
Mathematical theory of communicaticin,der er die fehlerfreiébertragung von Nach-
richteniiber einen gesétten Kanal untersuchte. Von 1956 bis zu seiner Emeritgpl978
lehrte er am M.1.T., das er dadurch ziihfenden Universitt auf dem Gebiet der Informa-
tionstheorie und Kommunikationstechnik machte. Zu seirednireichen Arbeitenahlt
auch eineliber die mathematische Theorie der Jongliermuster, antiared Jongleure
eine Reihe neuer Muster gefunden haben; auch konstrurarieleere Jonglierroboter.
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§1: Die Entropie einer Quelle

Gerade weil der SANNONsche Informationsbegriff der in den Wis-
senschaften am weitesten verbreitete igisgsen wir uns als allererstes
klar werden, was er nicht ist: Es geht nicht darum, den In&dromsge-
halt einer einzelnen Nachricht zu messen.

Im 1949 erschienenen Bucfhe mathematical theory of communica-
tion, das $IANNONS gleichnamige Arbeit von 1948 zusammen mit einer
ausftihrlichen Einleitung von WRREN WEAVER enthalt, schreibt letzte-
rer zu Beginn vorg§2.2:

The wordinformation,in this theory, is used in a special sense that mus not be
confused with its ordinary usage. In particulafprmationmust not be confused
with meaning.

In fact, two messages, one of which is heavily loaded withmirepand the other
of which is pure nonsense, can be exactly equivalent, freptlsent viewpoint,
as regards information. It is this, undoubtedly, that Slbmmeans when he says
that ""the semantic aspects are necessarily irrelevahttemgineering aspects.™
But this does not mean that the engineering aspects aresaeitggrelevant to
the semantic aspects.

To be sure, this word information in communication theotgtes not so much
to what youdo say, as in what yoaould say.

SHANNON betrachtet Nachrichten also stets vor dem Hintergrund eine
Auswahl; was er messen will, sind die Waldglichkeiten des Senders
und die Ungewil3heit des Endnigerssor Ubermittlung der Nachricht.

Ein solcher Ansatz kann nur funktionieren, wenn sowdhblen Sender
als auch den Emphger klar ist, welche Nachrichten gruatidich
Ubertragen werdekonnten.Zu diesem Zweck gehtFB\NNON aus von
einem fester\IphabetA. Darunter versteht er irgendeine endliche Men-
ge, deren Elemente zwar als Buchstaben bezeichnet wergeabelr
auch elektrische Signale, ASCII-Zeichen, Ereignisse uakks andere
sein kbonnen.

Der Sender wird modelliert durch eine Nachriclgealle,die eine Folge
von Buchstaben des Alphabetsproduziert. In den seltensterélfen
werden dabei alle Buchstaben mit der gleicheaufigkeit vorkom-
men; in $IANNONS Ansatz ist daher jedem Buchstabene A eine
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Haufigkeitp, zugeordnet. Nairlich mussen allep, > 0 sein und ihre
Summe gleich eins; bei einem Alphabet aufuchstaben liegt das
Tupel der Wahrscheinlichkeiten also in der Menge

= {(pl,...,pn) \pi > 0 furalle:; und zn:pi :1}.

=1

Mathematisch gesehen ist eine Nachrichtenquelle alsaleskeete Zu-
fallsvariable, die Werte aud annimmt.

Ausgangspunktifr die Quantifizierung von Information ist derittle-
ren Informationsgehalt eines Buchstabens. Da dieser Infoomsge-
halt sicherlich nicht von den Namen der Buchstaberaaggh kbnnen
wir H einfach als eine Funktion der Buchstabenwahrscheinlitdrike;
betrachten; wir suchen alsdarfjede naifrliche Zahln eine Funktion
H:A, — R., so daBH(pq,....p,) der mittlere Informationsge-
halt eines Buchstabens aus einerelementigen Alphabet ist. wobei
P1,-- -, P, die Haufigkeiten der einzelnen Buchstaben sind.

Eine solche Funktion sollte nactH&INON verrninftigerweise die fol-

genden Bedingungen éitfen:

1. H ist stetig, denn niitlich sollen kleineAnderungen an dep, nicht
zu sprunghafteAnderungen am Informationsgehaliiren.

2. Die FunktionL(n) = H(+,...,+) ist monoton wachsend, d.h.
wenn wir eine Quelle haben, die die Buchstaben ihres Alpisab#
gleicher Wahrscheinlichkeit au$fit, steigt der Informationsgehalt
pro Buchstabe mit der Buchstabenanzahl. Beispielswetsriiein
Melfuhler mehr Information, wenn er einedfdere Aufbsung hat.

Etwas technischer und schwerer zu verstehen #gtNSONS dritte

Forderung: Vor jedeblbertragung eines Buchstabens steht der Sender

vor einer Wahl. Wenn er diese Wahl in mehrere Teilentschgjdua zer-
legt, soll sich dadurch nichts an der Gesamtinformadiatern. Konkret:

Ist C' eine Teilmenge des Alphabets so kann der Sender in einem er-

sten Schritt entweder ein Element vdn, C' auswahlen oder sich déf

entscheiden, ein Element alizu senden. Im letzteren Fall mul3 er dann
in einem zweiten Schritt konkretisieren, welches der Ele@mausC

er senden will. Wenn wir der Einfachheit halber annehmeRf, 4l C
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die erstenn dern Elemente vord enthalt und die Summe der Wahr-

scheinlichkeiten iir die Elemente au€’ gleich p* ist, soll dann also

gelten

3. H(py,.--»p,) = Hpy,---,0p,0") + p*H(%,...,Z—Z), falls
p* = > .p; > 0ist. (Der Faktorp® vor dem zweiten Sum-
manden kommt daher, dal’ nur mit Wahrscheinlichkeiiberhaupt
eine zweite Entscheidung getroffen wird, und die Nenneren d
Argumenten sind notwendig, da der Buchstabemit : > m die
Wahrscheinlichkeip, /p* hat, falls bereits feststeht, dal3 ein Buch-
stabe aug’ gesendet wird.)

Vielleicht hilft der folgende Spezialfall, diese Bedinguatwas besser
zu verstehen:

Lemma: A ={a,,...,a,,}undB ={b,...,b,} seien zwei endliche
Alphabete, wobei,; mit Wahrscheinlichkeip, undb; mit Wahrschein-
lichkeit ¢; auftrete. Gibt man dem Element;(b,) € A x B die Wahr-

scheinlichkeitp,q;, so ist

bei zwei unabhngigen Zufallsvariablen addieren sich also die mittleren
Informationsgehalte.

Beweis:Wir wenden Forderung 3 an auf die Teilmer@e {a,,} x B
von A x B. Hieristp® = > " p,,q; = p,,, also folgt

H(..,pgy,--)=H( 05, P) F P H (a1 - -5 4,) -

Auf den ersten Summanden link8rnen wir das gleiche Argument an-
wenden und die Paare nait, _; abspalteusw.;wir erhalten schlieflich

H(.\pityee ) = Hpoy o) + S 0, H(ay, -, a,)
N’ i=1
i=1,..., m

hen = H(pg, . pn) ¥ Hgy, -5 q,,) -
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Satz: Zu jeder Familie von Funktione: A, — R, die obige drei
Bedingungen eiillt, gibt es eine reelle Zahl > 1 so dal

H(p17‘ .. 7pn) = _sz Iogapi
=1

ist, wobeip, logp, fur p, = 0 als Null interpretiert werden soll. Ins-
besondere istl bis auf einen positiven Faktor eindeutig bestimmt.

Beweis:In einemersten Schritbeschanken wir uns auf den Fall, dai3
alle p, gleich sind, betrachten alsarfjedesn € N nur den einen Wert
Lin)y=H(%, ... 1)

A, bis A,, seienm voneinander unatémgige Quellen, die jeweils
verschiedene Buchstaben mit gleicher Wahrscheinliclikeitliefern;
der Informationsgehalt jeder dieser Quellen ist algp). Das Produkt
Apx---x A, enthaltr™ tupel, die allesamt mit derselben Wahrschein-
lichkeit 1/7™ auftreten; die Gesamtinformation ist also

1 1
H<—m,,—m> :L(T’m).
T T

Aus dem gerade bewiesenen Lemma folgt induktiv, dal3 dieSufieme
der Informationsgehalte der Quellet) ist, d.h.L(r"™) = mL(r).

Nun betrachten wir natliche Zahlenr, s, m,n mit r™ < s < p™*;
dann ist (unabaingig von der Basis des Logarithmus)

lo +1
mlogr <nlogs < (m+1)logr oder @g gsgm :
n ~ logr n

Wegen der in Forderung zwei postulierten Monotonie xagilt die Un-

gleichungL(r™) < L(s™) < L(r™*1); wie wir gerade gesehen haben,
konnen wir diese auch schreiben als

mL(r) < nL(s) < (m+1)L(r).
Division durchn L(r) macht daraus

m _ L(s) m+1
=< < ,
n_ Llr) - n
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L(s)/L(r) und logs/ logr liegen daher beide im Intervdli, 1], so
daid

‘L(s) log s SE
n

L(r) logr

sein mul3. Dan beliebig grol3 ge@hlt werden kann, gilt diesif alle
n € N, d.h.

L(s) logs
L(r) logr

oder L(s) = % -log s

Somit ist L(s) proportional zu einem Logarithmus, wobei die Propor-
tionalitatskonstanté.(r) / logr wegen der Monotonie sowohl vanals
auch des Logarithmus positiv sein muf3. Mithin gibt es eimtieeZahl

a > 1 mit L(n) = log, n fur allen € N.

Im speziellen Fall von Quellen, die alle Buchstaben mitagler Wahr-
scheinlichkeit ausgeben, ist der Satz damit bewiesen.

Im zweiten Schritizerlangen wir von den Wahrscheinlichkeitennur
noch, dald es sich dabei um positive rationale Zahlen hantfeltbe-
trachten also ein Alphabet = {a,,...,a,} ausn Buchstaben, deren
i-ter die Wahrscheinlichkej;, = g, /g habe mitg, € N. Da die Summe
aller p, gleich eins ist, muf3 dabér g, = g sein.

Weiter betrachten wir ein Alphabét ausg Buchstaber,, ..., b, die
allesamt die gleiche Wahrscheinlichkejtglhaben. Diese Buchstaben
verteilen wir aufn disjunkte Teilmenge3; C B derart, dal¥B, ausg;
Buchstaben besteht. Durelkfache Anwendung der dritten Forderung
erhalten wir die Gleichung

H(g,...,g)=H(p1,---7pn)+zpz < g; ;;>

Die Funktionen mit lauter gleichen Argumentetinkien wir durch Lo-
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garithmen ausdrcken und erhalten dann

1 1 - 1 1
H(p,...,pn):H(—,...,—>— piH(—,...,—>
' 9 g ; 9

= |Oga g — sz |Oga g; = qu, (Ioga g — Ioga gz)
i=1 =1

- - sz Ioga = sz Iogapi ’
i=1 9 i=1
wie behauptet.
Als dritten Schrittbetrachten wir den allgemeinen Fall. Wir gehen al-

so aus von einer Familie von Funktionéfit A, — R, die alle drei
Forderungen @ANNONS erfillt. Wie wir bereits wissen, ist dann

H(p17 cee 7pn) - _sz logpz )
=1

falls wir fur allep, positive rationale Zahlen einsetzen. Auf der rechten
Seite steht eine Funktion, diéirf alle positiven reellen Werte dex;
stetig ist; die Funktion links mufl3 naclH&NONs erster Forderung
stetig aufA,, sein. Da zwei stetige Funktionen, digrfalle rationalen
Werte aus einer offenen Mengdereinstimmen, dort gleich sind, gilt
obige Gleichung im Innern voA_, also fir alle positiven reellen Werte
derp,.

Bleibt noch der Fall, dal3 eines oder mehrere geverschwinden. In
diesem Fall ist die rechte Seite nicht definiert, denn dieatigmus-
funktion hat an der Stelle Null einen Pol. Im Satz war veramjadal wir
fur p, = 0 den Ternp, logp, als Null interpretieren; wenn wir zeigen
kdnnen, dal’ dadurch die Funktion stetig ayf fortgesetzt wird, folgt
Gleichheit auch in diesem Fall.

Offenbar geiigt es, einen einzelnen Summanden zu betrachten; nach
der Regel vomE L'HOPITAL ist fir den naiffirlichen Logarithmus
: . lo : 1
lim plogp = lim 09p _ lim /p2
PN\0 0 1/p  pNo—1/p

=lim(-p)=0,
p\o( j2)
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und da jeder andere Logarithmus proportional zuriirighen ist, haben
wir diesen Grenzwert aucliif Logarithmen zu einer beliebigen Basis.
Damit ist der Satz vollgindig bewiesen. .
Damit sind wir allerdings noch nicht ganz fertig: Zwar wisseir
nun, dal3 jede Funktion, dieH&NNONs drei Bedingungen gét,
die angegebene Form haben muf3, wir wissen aber noch nicles ob
uberhaupt solche Funktionen gibt. Daziiseen wir noch nachpfen,
daR3 die Funktionen

H(py,...,p,)=— > _p;log, p;
alle drei Bedingungen difien. =1

Die Stetigkeit ist klar, daH nur durch Grundrechenarten und Loga-
rithmen definiert ist. Auch mit der zweiten Bedingung gibtkesne
Probleme, denn

1 1 1 11
L(—):H(—,...,—):— —log— =lo
ist eine monoton wachsende Funktion. Die dritte Bedinguwhdjes3lich
ist erfullt, denn tirm < n undp” = pm+1 +...+p, ist

H(p17"'7pn)_ szlogapz

m
=-> p,log,p; — p*log, p* b Iogap ~ Z p;log, p;
=1 i=m+1

n

= H(p]_?‘ .. 7pm7p*)+ Z pz(logap* - |Ogapz)

i=m+1
=H log, 2
- (pla"'apmap)_zpzoga p*
i=m+1
:H(plv"-7pm7p*)+p*H(p;L*+17---72;—Z> .

Damit haben wir fir die Definition des Informationsgehalts nur noch
die Freiheit, die Basis des Logarithmus festzulegen; die traditionelle
Wahl ista = 2.
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Definition: Die Entropie einer Quelld mit einemm-buchstabigen Al-

phabet und Wahrscheinlichkeitfiir das Auftreten desten Buchstaben

ist m

H(A)=~) pilogyp; .
=1

Der NameEntropie ist ein Kunstwort, das der deutsche PhysikemBLF CLAUSIUS
(1822-1888) in seiner Arbeit

R. Qausius: Uber verschiedeneilf die Anwendung bequeme Formen der
Hauptgleichungen der Wmetheorie, Annalen der Physik und Chemig5
(1865), 353-400

einfuhrte. Auf Seite 390 schreibt er:

Sucht maniir S einen bezeichnenden Namen, akte man . . von der Gb3eS
sagen, sie sey da&ferwandlungsinhaltles Korpers. Da ich es abeiiff besser
halte, die Namen derartigeifdie Wissenschaft wichtiger G8en aus den alten
Sprachen zu entnehmen, damit sie uéwelert in allen neuen Sprachen ange-
wandt werden &nnen, so schlage ich vor, die@e.S nach dem griechischen
Worten tporm, die Verwandlung, die Entropie deskpers zu nennen. Das
Wort Entropiehabe ich absichtlich dem Wdgnergiemoglichstahnlich gebildet,
denn die beiden @fen, welche durch diese Worte benannt werden sollen, sind
ihren physikalischen Bedeutungen nach einander so nakeandt, dal3 eine
gewisse Gleichartigkeit in der Benennung mir zweékig zu seyn scheint.

Die Grol3eS, von der er hier spricht, hilft unter anderem bei der Brishg, warum Vilrme
nie von einem Klteren zu einem @&rmeren Krper flieRen kann; wiellbwiG BOLTZMANN
(1844-1906) sater gezeigt hat, kann sie auch mikroskopisch definiert @rediirch eine
Formel, die eng mit der hier zu definierendetmr8NONschen Entropie verwandt ist.

Als erstes Beispiel betrachten wir eine Zufallsvariakledie alle Werte
aus dem Alphabett mit gleicher Wahrscheinlichkeit annimmt. Fals
ausn Buchstaben besteht, ist alg(m) = 1/n fur allea € A und damit

1, 1 1
H(X):—Zp(a):—zﬁlogzﬁ = —log, = = log, n.
acA acA

Speziell im Fall einer Zweierpotenz = 2" ist das gleichr und ent-
spricht der Tatsache, dal? mdn@bjekte durchr Binarziffern eindeutig
bezeichnen kann.

Im Falle eines Alphabetd = {a,b,c,d, e} aus finf Buchstaben und
einer ZufallsvariablerY”, die diese mit Wahrscheinlichkeitenia) = %
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undp(b) = p(c) = p(d) = p(e) = g annimmt, ist

1 1 1 1 1 4
= _ _ - — E— - =4 —. =
H(Y) 2Iog22 4 8Iog8 >t3 3=2,
aber nairlich gibt es keine Mglichkeit, funf Buchstaben mit nur zwei

Binarziffern zu bezeichnen. Mit der Kodierung
a=0, =100 ¢=101, d=110 und e=111

kommen wir aber immerhimm Durchschnitimit zwei Binarziffern aus,
denninder Hilfte aller Ralle haben wir,, woflir eine Ziffer ausreicht, und

in der anderen Hlfte der Rlle brauchen wir drei Buchstaben, im Mittel
also zwei. kir eine ZufallsvariableZ, die jedes Element vaaA mit Wahr-
scheinlichkeit% annimmt, ist dagegef/ (Z) = log, 5 ~ 2,321928095,
und hier gibt es offensichtlickeineKodierung, bei der wir im Durch-
schnitt H(Z) Binarziffern brauchen, denn das arithmetische Mittel aus
funf natirlichen Zahlen muf3 ein Vielfaches vc§1sein. Die rachst-
grolBere Zahl mit dieser Eigenschafake 24, und das &nnen wir
tatsachlich erreichen, zum Beispiel mit der Kodierung

a=00, b=01, ¢=10, d=110 und e=111.

SHANNONS Entropiebegriff steht also offensichtlich im Zusammaertha
mit der mittleren Anzahl von Biarziffern, mit der wir die Buchstaben
aus dem Alphabet kodiererdknen; wie genau dieser Zusammenhang
aussieht, werden wir in #rze untersuchen.

82: Konvexitat

SHANNONS drei Forderungen reichen zwar aus, um die Entropie (bis auf
eine positive Konstante) eindeutig zu charakterisierenBekgriff ware
aber nicht sonderlichirizlich, wenn wir nicht noch eine ganze Reihe
weiterer Aussagen herleiterdnten. So erwarten wir beispielsweise,
dald eine Quelle, die einen bestimmten ihrer Buchstabeningt eehr
hohen Wahrscheinlichkeit produziert, einen kleineretlargn Informa-
tionsgehalt hat als eine, bei der alle Buchstaben mit @gedleicher
Wahrscheinlichkeit vorkommen. Mit Aussagen dieser Artaegr wir

es auch noch in anderen Zusammémipen zu tun haben; deshalb lohnt
es sich, das Problem etwas allgemeiner anzugehen.



17 Mathematik und Information HWs 2012

Definition: a) Eine TeilmengeA C R™ heil3tkonvexwenn zu je zwei
PunktenP, Q € A und jede reelle Zahh aus dem abgeschlossenen
Intervall [0, 1] auch der Punkt (+ \)P + AQ in A liegt, wennA also
mit je zwei Punkten auch deren Verbindungsstreckednth

b) Eine Funktion f: A — R auf einer konvexen Teilmeng&é C R"
hei3tkonvexwenn fir je zwei PunkteP, ) € A und jedes\ € [0, 1]

gilt:
F(A=NP+AQ) <1 —-Nf(P)+Af(Q),

wenn also der Graph vofitiber jeder Verbindungsstrecke zweier Punkte
P,Q € A unterhalb der Verbindungsstrecke der Pur{tef(P)) und
(Q, f(Q)) liegt. Sie heiBstrikt konvexwenn dabei das Gleichheitsze-
ichen nur fir A = 0 undX = 1 gilt.

c) f heildt (strikt)konkavwenn— f (strikt) konvex ist.

(w2, f(x2))

(1, f(x1))

(z1,f(z1)) (2. f (22

Z1 x2

konvex r2 1 konkav

Standardbeispiel einer konvexen Mengé&ihist fur uns die Menge
A, = {(pl,...,pn) | p; >0 furalleiund y p, = 1} .
=1
SindP =(py,...,p,) und@ = (qq, - . ., q,) Zwei Punkte auq\,, so ist
L-=NP+2Q=((1—Np1+ gy, (L= Np, +Aq,,) -

Da allep, undg; nichtnegativ sind, giltéir A € [0, 1] dasselbedr die
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Zahlen (1— \)p, + A\g;, und

D (@=Mp+Ag) =@ =N p+A) ¢ =1A-N+A=1,
=1 =1 =1
sodafld auch (= \)P + AQ in A, liegt.

Gerade bei der Definition einer konvexen Funktion erschesneétwas
seltsam, dal3 wir bei der Definition den Graphen dber Strecken
betrachten. Die Definition bescémnkt sich auf diesen Fall, well es sich
um eine Eigenschaft handelt, die sich in vieleél&n leicht nachpifen
laRt; tat&chlich gilt aber eine viel allgemeinere Aussage. Um si@ &ic
den Fall der strikten Konvexat zu formulieren, brauchen wir zaohst
eine weitere Definition:

Definition: a) Eine Teilmenged C R" heil3tr-dimensionaler affiner
Unterraum vonR", wenn es einen Punkl, € R" gibt, so daf} die
Verbindungsvektoren]? fur die smtlichen Punkte” € A einenr-
dimensionalen Untervektorraum vy bilden.

b)m PunkteP,, ..., P, € R" sindin allgemeiner Lageyenn es keinen
(m — 2)-dimensionalen affinen UnterraumC R"™ gibt, der alle diese
Punkte enthlt.

Zwei Punkte sind also genau dann in allgemeiner Lage, wenwest
schieden sind; von dreien erwarten wir atgich, dafd sie nicht auf einer
Geraden liegen, und von vieren, dal3 es keine Ebene gibt|ididrai
entralt.

Lemma: a) Eine TeilmengeA C R" ist genau dann konvex, wenirf
jedesm € Ngilt: Sind P;,..., P, € Aundist@\,...,\,,) € A,,, SO

liegt auchA\ Py +---+ X R, Iin A,

b) Eine Funktionf: A — R auf einer konvexen Teilmengk C R™ ist

genau dann konvex, wenitrfje m PunkteP,, ..., P, € A und jedes
Tupel \,...,A,,) € A, gilt:

JOLP +- o+ A PL) S A f(P)+---+ A, f(P).

c) Eine Funktionf: A — R auf einer konvexen Teilmeng® C R" ist
genau dann strikt konvex, wenilrfje m PunkteP,,..., P € A in
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allgemeiner Lage und jedes Tupgk(..., \,,) € A, gilt:
JOWP +--+ X P) S AN f(P)+---+ A, f(P))

mit Gleichheit genau dann, wenn ek) = 1 ist und dietbrigen A,
verschwinden.

Beweis:Die Definition der Konvexiit ist jeweils gerade der Fath = 2
des Lemmas, die der strikten Konveititlie Rallem = 1 undm = 2; zu
zeigen ist also nur die Gegenrichtung. Der FalE 1 ist dabei in allen
drei Rallen trivial; wirklich zu zeigen sind also nur digale m > 3.
Wir beweisen diese jeweils durch vobstdige Induktion mit dem Fall
m = 2 als Induktionsanfang.

a) Wir habenm PunktePy,..., P € A und ein Tupel §;,...,\,,,)
ausA,,. Fur A, = 1 verschwinden allabrigen);, und die Behauptung
ist trivial; wir kdnnen uns also besé@mken auf den Falk,, 7 1. Dann
konnen wir durch - A\ dividieren und dasi, — 1)-tupel

AL Ay
D ¥ = e, A

betrachten. Nach Induktionsannahme liegt der Punkt

P*=XP+--+ XA 4P,

daher in A, und nach Definition der Konvest gilt dasselbe Ur
L=, )P + X, P, =>"" \P,.

b) f seikonvexpPy, ..., P seienwieder Punkte adsund (A, ..., \,,)
ein Tupel aus\,, und P* sei der oben definierte Punkt. Nach Induk-
tionsannahme ist danf(P*) < A1 f(P)+---+ A, _1f(P,_1), und
nach Definition der Konvext von f ist aul3erdem

f((l_Am)P*-i-)\um) :f(>\1P1+"'+>\um)
c) Wir mussen nur noch zeigen, dai fPunkte in allgemeiner Lage

Gleichheit nur gilt, wenn allg,; mit einer Ausnahme verschwinden und
die Ausnahme damit gleich eins ist.
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Falls \,, = 1 ist, gibt es nichts mehr zu zeigen; witrknen uns also auf
den Fall),, < 1 beschanken. Dann&nnen wir wie oben den Punkt
definieren.

Fur PunkteP, ..., P in allgemeiner Lage sind auch die beiden Punkte
P*undP,, in allgemeiner Lage, denn zwei Punkte sind genau dann in
allgemeiner Lage, wenn sie verschieden sind, uadew™ = P_, SO
ware P eine Linearkombination vo#; bis P, _,, lage also im von
diesen Punkten aufgespannten { 2)-dimensionalen affinen Unter-
raum. Somit ist

FOGP + -+ X, P = f(A—A,)P*+ A, P,)

= A= A)(P) A, f(P)
genau dann, wenk,, = 0 oder),, = 1ist. Den Fall\ , = 1 haben wir
bereits ausgeschlossen; also\st= 0. Dann aber folgt die Behauptung
sofort aus der Induktionsannahme. .
Die Aussage untdy) wird auch al2Jngleichung vodENSENbezeichnet;
er bewies sie in einem Vortrag vom 17. Januar 1905 vor darsghen
Mathematikergesellschaft, wobei er allerdings nur vosatae, dal die
Funktion f auf einem reellen Intervall definiert ist und dort die Unglei
chungf(z) + f(y) > 2f(%2) erfullt, was auf den ersten Blick etwas
schwacher aussieht als die hier betrachtete Definition der Katéte
nach dem Resultat vorENSENaberaquivalent dazu ist.

Der danische Mathematiker Johan Ludwig William
Valdemar Jensen (1859-1925) studierte ab 1876 an
der Kgbenhavns Tekniske Skole unter anderem Mathe-
matik, Physik und Chemie. Sein Interesse konzentri-
erte sich immer mehr auf die Mathematik; zwischen
1879 und 1925 véffentlichte er rund vierzig wis-
senschaftliche Arbeiten. Er war allerdings nie an ei-
ner Universiét tatig und war auch von der Ausbildung
her im wesentlichen Autodidakt. Sein gesamtes Beruf-
sleben arbeitete er als Telephoningenieur bei dersd
chen Telephongesellschaft. Aul3er der heute nach ihm
benannten Ungleichung bewies er unter anderem auch
Satze im Umkreis der RMANN-Vermutung.

Wenn wir die); als Wahrscheinlichkeiten interpretiereidrien wirb)
undc) auch als Aussagdiber Erwartungswerte interpretieren:
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Lemma: Fir eine diskrete Zufallsvariabl& und eine{konvexg}

konkav
Funktionf auf dem Wertebereich vak gilt: E( f(X)) { 2} f(E(X)).

: 1.4) konvexe : - i -
Im Falle einer St”kt{konkaveg Funktion gilt Gleichheit genau dann,

wennX einen seiner Werte mit Wahrscheinlichkeit eins annimmt._

Fiur mindestens zweimal stetig differenzierbare Funktidaén sich die
Konvexitat leicht anhand der zweiten Ableiturigperpiifen. Im Fall
einer Variablen haben wir einfach das

Lemma: a) Eine mindestens zweimal stetig differenzierbare Funktion
f:I — R auf einem Intervall C R ist genau dann konvex, wenn ihre
zweite Ableitung aufl keine negativen Werte annimmt; sie ist genau
dann konkav, wenit” auf I keine positiven Werte annimmt.

b) Falls f” im Innern vonI nur positive Werte annimmt, isf strikt
konvex aufrl; falls f” dort nur negative Werte annimmt, igt strikt
konkav.

Beweis: a)Wir zeigen zuidchst, dal3 im Falle der Konveattdie zweite
Ableitung in ganz ¢, b) grofRer oder gleich null sein muf3: Andernfalls
gabe es ein;y € (a, b) mit f"(z,) < 0. Wir betrachten die Funktion
g(z) = f(x) — f(zo)(x — zo). Als Summe vonf und einer linearen

Funktion istg zweimal differenzierbar mit

9'(xo) = f'(xg) = f'(x) =0 und g"(xg) = f"(x) < 0.

Die Funktion ¢’(x) ist also in einem hinreichend kleinen Intervall
(o — h, xg+ h) streng monoton fallend; sie ist daher positvt < x
und negativiirz > z,. Somitistg streng monoton wachsenarfr < x,
und streng monoton fallendif x > x; die Funktiong hat also beir,
ein lokales Maximum. &r eine < h ist daherg(zy £ €) < g(x,) und
damit ist auch

F(r0) = glao) > 500 — )+ 0(ro +2) = 3 (r — )+ 5 (o +2).

Dies widerspricht aber der Konveatsbedingungifr z, ,, = xy + ¢ und
A = 1. Somit muBf”(x) in ganz @, b) groBer oder gleich null sein.
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Umgekehrt seif”’(x) > 0 fur allex € (a, b); wir miissen zeigen, daR
f dann konvex ist. Seien alsq < x, zwei beliebige Punkte aus (b)
undz = (1 — Az + Az, mit A € (0, 1). Nach dem Mittelwertsatz gibt
es Punkt&; € (z1, ) und&, € (x, x,), So dald

/ _ fl@) = f(zq) _ f(x) — fxy)
F&)= r—xy Map—ay)
f(zp) — f(x) - f(x3) — f(2)

Lo — & (1= N)(zy — )

ist. Daf” nirgends negativ wird, ist’ monoton wachsend und damitins-
besonderg’(¢;) < f'(£,). Diese Ungleichungdnnen wir auch schrei-

ben als
J@) = [y _ ) — f(@)

Mzp—21) = (L= N(zp — )
und daz, < x, ist, folgt daraus

f@) = fla) _ flap) — f@)

A - 1— A '
Fur A € (0, 1) andert sich nichts an dieser Ungleichung, wenn wir mit
A(1 — )\) multiplizieren; dies iihrt auf
(1 =Nf(z) = (A= Nf(x) < Af(x) — Af(x)

und damit die gewnschte Ungleichung

fx) < QA= Nf(z) + Af(za),

die die Konvexiait von f ausdiickt. Damit ist die Behauptundgif kon-
vexe Funktionen bewiesen.

und

f/(fz) =

Fur konkave Funktionen folgt sie einfach daraus, daf fur eine

konkave Funktiory’ konvex ist. .

Korollar: Die Funktion f(x) = —xlogx ist Uber dem Intervall [01]
konkav.

Beweis: f'(z) = —x - % —logz = —1 — logz hat als Ableitung die

Funktion f”(z) = —1/z, die im Intervallinnerrilberall negativ ist.
|
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Damit gilt insbesondereif zwei beliebige Zahlep,, p, € [0, 1], daf}

P11t Do prtpy 1 1
— log, 5 > é(_pl log, p;) + é(—Pz log, p,)
oder
ppLtp pptp
—2. L2 log, “t "2 > —p, log, py — p, 100, ;.

2 2
Ersetzt man also im Ausdruck

H(pb s 7pn) = _Zpi |092pi

=1
irgendwelche zweverschieden&Vahrscheinlichkeitep, undp; durch

iIhren gemeinsamen Mittelwec}t(pi +p,), so wird die Entropie gif3er.
Damit folgt fast sofort

Satz: Furm Zahlenp,,...,p,, € [0,1] mit > p, = 1 gilt stets
=1

0 < H(pb cee 7pm) - sz Iogapi < IOgm ;
=1
dabei steht rechts genau dann ein Gleichheitszeichen, akamn,
gleich 1/m sind und links steht genau dann eines, wenn ajlenit
einer Ausnahme verschwinden.

Beweis:Da H eine stetige Funktion auf der kompakten Menyye,
ist, nimmt sie sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum an. Wie
wir gerade gesehen haben, kann es im Maximum keine zwei echt v
schiedenem, geben, also rissen alley, = % sein und das Maximum
ist

Hx,...,)=m (—21log, =) = —log, = =log, m .
Umgekehrt ist-p, log, p, > O flr allep, € [0, 1] mit Gleichheit genau
dann, wenrp, = 0 oderp, = 1 ist. Eine Summe Null entsteht somit
genau dann, wenn aljg € {0, 1} sind, d.h. wenn genau ej) = 1 ist

und der Rest verschwindet. i
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§3: Ein Beispiel

Um ein Gefihl fir den $SIANNONschen Informationsbegriff zu bekom-
men, wollen wir ein bekanntes (1984 von#RED RENYI (1921-1970)
beschriebenes) Ratespiel informationstheoretisch digea: Gegeben
sind zwolf gleich aussehende Kugeln, von denen mindestens elf das-
selbe Gewicht haben, sowie eine Balkenwaage. Man findeduitdtens
dreimaligem Wiegen heraus, ob es eine Kugel mit abweichande
Gewicht gibt, welche dies ist und ob sie leichter oder schwais

der Rest ist.

Auf diese Frage gibt es 25dygliche Antworten, die wir auf Grund un-
seres Informationsstands als gleich wahrscheinlich tetiea niissen;
die korrekte Antwort hat somit einen Informationsgehattiag, 25 Bit.
Beim Wiegen erhalten wir eines von drebglichen Ergebnissen (lin-
ke Seite schwerer, rechte Seite schwerer, beide Seitethgehwer);
falls es uns gelingt, die zu vergleichenden Kugeln so auahien, daf3
alle drei Ergebnisse gleich wahrscheinlich sind, bekommerine In-
formation von log 3 Bit pro Wiegen. Bei dreimaligem Wiegenanen
das 3-log,3 = log,3® = log, 27 Bit, was mehr ist als log5 Bit.
\Von daher spricht also nichts gegen digsbarkeit der Aufgabe, aller-
dings haben wir auch nicht viel Spielraum undssen daher bei jedem
Wiegen unbedingt darauf achten, dal3 die dreghchen Resultate mit
zumindest ungéthr gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten.

Damit verbietet sich insbesondere der naheliegende Anzatiachst
zwei Sechsergruppen von Kugeln miteinander zu vergleicBandie
Waage nur im Fall, daf3 alle Kugeln das gleiche Gewicht halven.
Gleichgewicht ist, tritt hier einer der dreiake nur mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 125 auf, die beiden anderen jeweils mijt5, so
dafl’ wir nur eine Information von

1 1 12 6
100 = — ZZlog, = ~ 1.174
25 0% 55 7 55 9% 55~ 4

Bit bekommen, was zu weit unter [98 ~ 1,585 liegt.

Stattdessen sollten wir mit Vierergruppen arbeiten: Wmeueren die
Kugeln von 1 bis 12 und vergleichen die Kugeln 1 bis 4 mit 5 his 8
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In neun der 25 &lle erhalten wir das Ergebnggeich schwemamlich
genau dann, wenn die zu leichte oder zu schwere Kugel untendait
Nummer 9 bis 12 zu finden ist oder aber alle Kugeln gleich sclsnel.
Die rechte Seite mit den Kugeln 1 bis 4 ist genau dann schywgezm
entweder eine dieser vier Kugeln schwerer ist als die and&ter wenn
eine der Kugeln 5 bis 9 leichter ist als die anderen, alsovirijs acht
Fallen. In den verbleibenden achélfen ist linke Seite schwerer; wir
haben also drei Ergebnisse mit Wahrscheinlichkei#bnd zweimal
8/25; unsere Information ist

9 9 16 8
—2—5 |092 2—5 — 2—5 |092 2—5 ~ 1,583 y
was nur sehr knapp unter der maximabgtichen Information von
log, 3 Bit liegt, die wir hier nafrlich nicht erreichen &nnen, da 25
nicht durch drei teilbar ist.

Wenn beide Seiten gleich schwer waren, wissen wir nichtaaf, die
gesuchte Kugel, so sie existiert, eine Nummer zwischen nadizwolf

hat, sondern wir wissen auch, daf} die Kugeln eins bis ackdaatit
das, ubliche" Gewicht haben. Wir haben somReferenzkugeln®, mit
denen wir entscheidendkinen, ob eine gegebene Kugel leichter oder
schwerer ist als der Rest.

Insgesamt haben wir neundgliche Ralle (alle Kugeln gleich schwer,
eine der Kugeln neun bis 24f leichter bzw.schwerer); wir sollten so
wiegen, dal} jedes der dreoglichen Ergebnisse in drei der neualle
eintritt.

Dazu kbonnen wir beispielsweise die blite Kugel auszeichnen und als
eine Gruppe von dreidflen den nehmen, dal3 entweder alle Kugeln
gleich schwer sind oder aber die alfte das falsche Gewicht hat.
In diesen drei Bllen haben also die Kugeln neun bis elf das richtige
Gewicht.

Dies kbnnen wir entscheiden, in dem wir sie mit drei Referenzkugel
vergleichen, etwa den Kugeln eins bis drei; in den drei lobteten
Fallen sind beide Seiten der Waage gleich schwer.

Falls die Kugeln eins bis drei schwerer sind als neun bisstl&ine der
letzteren leichter als der Rest, vimies drei Rlle gibt; in den verbleiben-
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den drei Rllen, wenn eine der Kugeln neun bis elf schwerer ist als der
Rest, sind auch die drei Kugeln zusammen schwerer als esndréi.
Hier erhalten wir also die maximal@gliche Information von log3 Bit.

Falls die Waage im Gleichgewicht war, ist klar, wie wir weitdegen:
Wir vergleichen Kugel zwlf mit irgendeiner anderen Kugel und er-
fahren, ob sie schwerer, leichter oder gleich schwer wieadigeren
Kugeln ist; in diesem Fall liefert uns also auch das dritteyéen eine
Information von log 3 Bit.

In den beiden anderemafien wissen wir entweder, dald eine der drei
Kugeln neun bis elf leichter ist als der Rest oder dal} sie sofw

Ist; wir missen nur noch herausfinden, um welche der drei Kugeln es
sich handelt. Dazu dnnen wir beispielsweise die Kugeln neun und
zehn miteinander vergleichen: Sind sie gleich schwer, scelfialas
abweichende Gewicht, andernfalls ist es im ersten Fallalohiere, im
zweiten die schwerere der beiden Kugeln. Hier erhalten iso beim
Wiegen wieder die maximal @gliche Information von log3 Bit.

Damit sind alle Rlle abgehandelt, bei denen die Waage beim ersten
Einsatz ausbalanciert war; bleiben noch die, dal? eine déeh&eiten
schwerer war.

Angenommen, die Kugeln von eins bis vier sind schwerer as/dn
funf bis acht. Dann ist entweder eine der Kugeln eins bis wiechwer
ist oder eine der Kugelnuhf bis acht zu leicht. Da wir in diesem
Fall acht gleich wahrscheinliche dglichkeiten haben und acht nicht
durch drei teilbar ist, &nnen wir beim Wiegen keine Information von
log, 3 Bit bekommen; am meisten Information erhalten wir, weneizw
der mbglichen Ergebnisse in jeweils drealfen auftreten und das dritte
in zweien. Ein solches Experiment, falls wir es realisi@nnen, liefert
eine Information von

3 3 1 1 3 1
—2- 3 log, s 1 log, ) = —Z(|0923 — log, 8) + 1 log, 4
3 9 2 11 3
= —— + -+ -=— — — ~
4I0923 2Y27 72 4Iogz3 1,561

Bit, was etwas kleiner ist als lg@ ~ 1,585.
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Im Gegensatz zur obigen Situation gibt es hierjéde Kugel nur noch
zwei Moglichkeiten: Wenn ihr Gewicht von dem der restlichen Kagel
abweicht, ist es im Falle der Kugeln eins bis vier notwendiggse zu
schwer, bei den vier anderen notwendigerweise zu leicht.Kdfanen
deshalb keine Gruppe aus zwaeillen konstruieren, indem wir n@ine
Kugel betrachten; wir brauchen mindestens zwei.

Versuchen wir also, die beideralfe Kugel eins zu schweaund Kugel

zwei zu schweru einer Fallgruppe zusammenzufassen. Die restlichen
sechs Rlle missen wir zu zwei Dreiergruppen zusammenfassen; aus
Symmetriegiinden sollte jede von diesen einen der beidahefKugel

drei zu schweundKugel vier zu schweenthalten sowie zweidtle mit

zu leichten Kugeln.

Damitist klar, wie wir weiter vorgeherdanen: Wir legen beispielsweise
die Kugeln drei, @inf, sechs in die linke und vier, sieben, acht in die
rechte Waagschale. Die linke Waagschale geht nach untem drei
schwerer odelifnf oder sechs leichter ist, die rechte, wenn vier schwerer
oder sieben oder acht leichter ist. In den verbleibendglek, dal? eins
oder zwei schwerer ist, halten sich beide Seiten die Waaugg wir
mussen wir nur noch eins und zwei vergleichen; die schwerere d
beiden Kugeln ist die abweichende, und sie ist schwerereaidfést.
Der Informationsgehalts dieses Vergleichs ist somit noiBat.

In den anderendlen vergleichen wir jeweils die beiderbglicherweise
zu leichten Kugeln. Ist eine davon tathlich leichter als die andere, ist
sie die Losung; andernfalls haben beide dasselbe Gewicht und diapot
tiell schwerere Kugel ist wirklich schwerer als der ResetHiekommen
wir also wieder log 3 Bit Information.

Bleibt noch der Fall, dal? die Kugeln von eins bis Migchter sind als
die von funf bis acht; hier &nnen wir naitrlich vorgehen wie eben, nur
daf} die Begriffdeichterundschwerervertauscht werden aissen.

Beim ersten Wiegen erhalten wir somit eine Information von
16 8 9 9 -16 9
T log, 5558 log, 5 = f(log2 8—log, 25)— 2—5(Iog2 9—log, 25)

48 18
= log, 25— 5 2—5I0923



Kap. 1: Shannons Informationstheorie 28

Bit. In den 9/25 aller Rlle, in denen die Waage im Gleichgewicht
ist, konnten wir beim zweiten und dritten Wiegen jeweils diaxi-
mal mdgliche Information von log3 Bit realisieren, insgesamt also
2log, 3 Bit. In denubrigen FRllen erhalten wir beim zweiten Wiegen
nur eine Information vorf'tT1 - ;3’1 log, 3 Bit und beim dritten erhalten wir
in einem Viertel der Blle nur ein Bit, ansonsten Ig@ Bit. Im Mittel
bekommen wir somit genau die k@mgte Information von

48 18
<I09225—2—5—2—5I o 3)

16 (11 3 13
210 = Zlog, 3+ +
"5 210%3" 25(4 79%3% 7 40923>
48 16 12
=log, 25— 25 52 71 = log, 25 Bit .

Bei n Kugeln, von denen genau eine entweder schwerer oder Ieichte
als dietibrigen ist, haben wir offensichtlich keine Chance, da®lra
mit r-maligem Wiegen zudsen, wenn log(2n + 1) > r log, 3 ist oder,
aquivalent, 2 + 1 > 3"; schlie3lich kbnnen wir beim Wiegen nie eine
grofl3ere Information als lgd Bit erhalten, und zumindest in einigen
Fallen erhalten wir zwangglfig weniger Information. Man kann sich
fragen, ob wir im Falle log(2n + 1) < rlog, 3 immer eine Strategie
finden lkdonnen, bei der wir mit maligem Wiegen auskommen. In diesem
Fall sollte es also insbesonderégtich sein, mit dreimaligem Wiegen
nicht nur das Problem mit zulf Kugeln zu bsen, sondern sogar das mit
dreizehn.

Hier gibt es 27 Mbglichkeiten; um beim ersten Wiegen die maxi-
mal mogliche Information zu bekommen, sollten wir ein Experitnen
durchtihren, bei dem jede der drei Alternativen genau neun Malitint
Beim ersten Wiegen gibt es aber im wesentlichen nur einesnfrzter,
den wir beeinflussendanen: Wir vahlen irgendeine Zahh < 6 und
legen in beide Waagschalen jeweils Kugeln. In je 2n Fallen geht
dann die linke oder rechte Waagschale nach unten; in deteisehden
27 — 4m Fallen sind sie ausbalanciert. Da sich neun nicht in der Form
9 = 2m schreibenalt, kKbnnen wir somit schon beim ersten Wiegen
nicht die erforderliche Information von 19§ Bit erreichen.
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84: Die Entropierate stochastischer Prozesse

a) Stochastische Prozesse

Im vorigen Paragraphen waren wir ausgegangen von einee kolg
abhangiger Zufallsvariablen. Wenn wir eine Quelle modelirenellen,

die beispielsweise deutsche Texte produziert, ist dagdich eine un-
realistische Annahme: E ist de@ilifigste Buchstabe des Alphabets, aber
hinter einem E kommt fast nie ein weiteres E, und auch hinteme C
kommt nur selten ein E; viel wahrscheinlicher sind hier dirsonsten
eher nicht so &ufigen) Buchstaben H und K.

Um zu realistischeren Modellen zu kommeniigseen wir daher auch
Abhangigkeiten zwischen den Wahrscheinlichkeitsvertedumder ein-

zelnen Zufallsvariablen zulassen und damit auch allgeeneistocha-

stische Prozesse zulassen.

Unter einem stochastischen Prozess wollen wir dabei dirdee Folge
X, X5, ... von Zufallsvariablen verstehen; wir besghken uns also
weiterhin auf diskrete Zeit, und wir setzen auch weiterlonaus, daf}
alle X, Werte aus einem festen endlichen AlphaAetnnehmen.

Bei Prozessen, die riatiche Sprachen beschreiben, sollte die Wahr-
scheinlichkeit, mit der ein gegebenes Wort vorkommt, nigavon
abrangen, ob wir den Anfang oder das Ende des Textes betrachten;
solche Prozesse bezeichnen wirstkiorar:

Definition: Ein stochastischer Prozesk(), . heif3tstatiorar, wenn

furallen € N, alle (x4,...,x,) € A" und allem € N gilt: Die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisseés,, .1 = 21, X,,42 = o, - -+, X,p4n = X,
ist gleich der des Ereignissé§ =z, X, = x,,..., X, = x,,.

Stochastische Prozesse, die real@ri@imene beschreiben, haben oft
sehr komplizierte Wahrscheinlichkeitsverteilungenjpesondere wird
der Wert vonX,, oftmals von vielen, wenn nicht gar allen Werten der
Vorganger abhngen. Als einfache Idealisierung, die immerhin noch et-
was realistischer ist als eine Folge unabbiger Zufallsvariablen, sind
MARKOV-Ketten ein beliebtes Modell. Hierbei handelt es sich um sto
chastische Prozesse ohne @dutnis, d.h. die Wahrscheinlichkeit, mit
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der die ZufallsvariableX,, einen Wert produziert, dngt nur ab vom
Wert des unmittelbaren VoémgersX,, ;. Formal:

Definition: a) Ein stochastischer Prozess, X,, ... hei3t MARKOV-
Prozess oder WRkov-Kette, wenn iir allen € N gilt

p(Xn+1 = Tn+1 ‘ Xl =gy - 7Xn = xn) = p(Xn+l = Tn+1 | Xn = xn) :

b) Eine MARKOV-Kette heil3tzeitinvariant,wenn die bedingte Wahr-
scheinlichkeitp(X,,; = v | X,, = x) nicht von n abhangt. Ist
A ={ay,...,a,}, so setzen wip;; = p(X,.; = a; | X, = a))
und bezeichnen diew x m-Matrix mit Eintragenp, ; als dieUbergangs-
matrix des Prozesses.

c) Eine Markov-Kette heildtirreduzibel, wenn es ir je zwei Buch-
stabena,b € A und jede nairliche Zahln ein r € N gibt, so dal3

p(X,. =b| X, =a) > 0ist.

Bei einer irreduziblen MRkov-Kette gibt es also keinen Buchstaben,
dessen Auftreten daslkftige Auftreten irgendeines anderen Buch-
staben verhindert.

Der russische MathematikemN&REI ANDREEVIC MAR-
KOV (Auapeii Aunpeesuu Mapros, 1856-1922)
studierte in Sankt Petersburg, wo eatgr auch Profes-
sor wurde. Er besditigte sich zuachst hauptschlich
mit Zahlentheorie und Analysis; erstapr folgen die
wahrscheinlichkeitstheoretischen Arbeitedly flie er
heute vor allem bekannt ist. Der Narmveapkos wird

in lateinischen Buchstaben verschieden transkribiert;
MARKovs frandsische Arbeiten erschienen mit der
Schreibweise MRKOFF; nach den klassischen deut-
schen Transkriptionsregelnifdte man MRKOw schrei-
ben. Die Schreibweise MrRKOV entspricht den eng-
lischen Regeln und scheint sich mittlerweile in der Mathekr@emlich durchgesetzt zu
haben.

Wir werden im folgenden, soweit nicht explizit etwas andegesagt
Ist, stets annehmen, daf} unsergaRWov-Ketten zeitinvariant sind. In
diesem Fall Bnnen wir die Wahrscheinlichkeitsverteilungen aller Zu-
fallsvariablen aus der voir; und derUbergangsmatrix berechnen: Ist
allgemeinp!™ die Wahrscheinlichkeit, mitde¥,, dem Werk; annimmt,
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SO ist
p(Xn =a; Xn+1 =a. .... 7Xn+7“ = a’ir)

10’ 11

=p(X,, = a;) Hp(Xn+£ = a;, | Xpre—1 = ag_).
=1

Furr = 1 wird das zu

P(X,, = a5, Xpy = a;) = p(X,, = a))p(X i1 = 0, | X, = a;) =p{py;
was wir auch einfacher mit Matrizen und Vektoren formulrekénnen:
Ist p™ = (", ..., p™)T der Spaltenvektor der Wahrscheinlichkeits-

verteilung zuX, , so istp™* = ATp und damitp(™ = (AT)"_lp(l).

Somit bestimmen™® und dieUbergangsmatrix! die Wahrscheinlich-
keitsverteilungen alletX,, und erlauben damit auch die Berechnung
der Wahrscheinlichkeiten aller Teiltupel, die von denrmkov-Kette
produziert werden.

MARKoV-Ketten sind noch kein realistisches Modélt £ine nalfrliche
Sprache: Im Deutschen folgen beispielsweise auf ein C gsizaise
die Buchstaben H und K; falls vor dem C aber ein S steht, siekf\éhhr-
scheinlichkeit @ir ein K dramatisch. Trotzdem liefern Adkov-Ketten
ein deutlich besseres Modelirfdie deutsche Sprache als unabgige
Zufallsvariablen.

Wenn es uns darum geht, das Ergebnis eines stochastisahmssfes
zu kodieren, interessieiiif lange Folgen vor allem dimittlere Entropie
oderEntropierate

7= lim H(X4,...,X,)

def n—oo n

—sofern dieser Grenzwert existiert. Es ist nicht schwesiele zu find-
en, in denen er nicht existiert; bei den Prozessen, die uasessieren,
werden wir aber keine Probleme haben.

b) Wechselseitige Information

Bevor wir die mittlere Entropie einer MRkov-Kette berechnendnnen,
brauchen wir noch einige Vorbereitungdmer die Entropie voneinander
abhangiger Zufallsvariablen.
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Wir betrachten daher zwei Zufallsvariablén Y mit Werten in nicht
notwendigerweiséibereinstimmenden Alphabeteh B. Die gemein-
same Entropie der beiden ist einfach die Entropie der Ayatlablen
X x 'Y mit Werten inA x B, also

HX,Y)=-) > p(X=aY =b)log,p(X =a,Y =b).
a€AbEB

Die Abhangigkeit zwischenX undY wird beschrieben durch die bed-
ingten Wahrscheinlichkeiten; entsprechend dazu defimiere

Definition: Die bedingte Entropigweier ZufallsvariablerX, Y ist

HY|X)==) > p(X =a,Y =b)logp(Y =b|X =a);
acAbeB

furn Zufallsvariablen ist entsprechend
H(X,|X, 41,...,X)) =

— E p(Xy=aq,...,X,, =a,)00,p(X, =a,|X,,_1=a,_1,--.,X1 = ay) .

a€EAIX--XAp

Um Platz zu sparen werden wikikftig meist kurzp(a,, .. .,a,) und
p(a,la, 1,-...,aq) schreiben.

Fur die bedingte Entropie gilt die folgende
Kettenregel: H(X,Y) = H(X)+ H(Y|X) und allgemein

H(Xb'- . 7Xn) = ZH(XzIXz—L .. 7X1) .
=1

Beweis:Der Ubersichtlichkeit halber sei zéehst der Fath = 2 behan-
delt; hier ist
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H(X,Y)=-)_ > p(X=a,Y =b)log,p(X =a,Y =b)

a€AbeEB

=33 (X =a,Y =b)log, (p(X = a)p(Y" = b|X = a))

acAbeEB

- Z (Z pX =a,Y = b)) log, p(X = a)

acA \beB

=3 ) p(X =a,Y =b)log, p(Y =b|X = a)

acAbeB
=Y p(X =a)log,p(X = a) + HY|X)
acA

Der allgemeine Fall geht genaudd( X, ..., X,,) ist nach Definition
gleich

—Z playq,...,a,)100,p(aq,...,a,)

» Un
a€AIX--- XA

n

- _Z p(al7 s 7an) IogZ Hp(a’i‘ai—b s ,(11)
=1

acA1X--- XAy

= _Z Zp(ab s 7an) IOgZP(an‘ai—b I (11)

a€Ai1X---XA, =1

- - Z Zp(ab cee 7an) IOgZP(an‘ai—b I (11)

=1 a€A1X--- XA,

_Z Zp(a].? : 7a’n) Iogzp(a’n‘ai_l,. .o ,(11)

=1 a€A1X--
= ZH(XHX@'—L s X1),

denn Z play,...,a,) =plaq,...,a;).

(@g+1,-.., ap)EA1X XA,
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Die bedingte Entropie ist nicht das einzige Mal @lie Information,
die eine Zufallsvariabléiber eine andere gibt; um noch ein anderes
zu definieren, betrachten wir zachst den Fall zweier Zufallsvariablen
X, Y mit Werten im gleichen Alphabet. Diese unterscheiden sich nur
in den WahrscheinlichkeitsverteilungeX: nehme den Weréd an mit
Wahrscheinlichkeip(a), Y mit Wahrscheinlichkei(a).

Definition: Die KULLBACK -LEIBLER-Distanz zwischenX undY oder

p undgq ist

D(X[Y)=Dllq) = > _ p(a)log,

DR RICHARD A LEIBLER

p(a)

acA @ |

SOLOMON KULLBACK (1907-1994) studierte Mathema-
tik am City College of New York und arbeitete zachst

als Lehrer. Schon 1930 wechselte er zum Signals Intelli-
gence Service in Washington, D.C., wo er baLMAM
FRIEDMAN Kryptologie lernte. Daneben promovierte er
1934 an der George Washington University mit einer
Arbeit aus dem Gebiet der Statistik. Ahrend des zwei-
ten Weltkriegs besditigte er sich mit dem Knacken
deutscher und japanischer Codes; naciinrdung der
National Security Agencyn Jahr 1952 leitete er dort
die Forschung und Entwicklung. Nach seiner Pension-
ierung 1962 arbeitete er als ProfesdorS$tatistik an der
George Washington University.

RICHARD ARTHUR LEIBLER (1914-2003) studierte Ma-
thematik an der Northwestern University; nachdem er
dort seinen Master erhalten hatte, promovierte er an der
University of lllinois mit einer Arbeitliber nichtlineare
Differentialgleichungen. Nach einer kurzeratigkeit

als Lehrer wechselte er zur Navy, die ihn im zweiten
Weltkrieg im Pazifik einsetzte. 1953 kam er Nation-

al Security Agencywo er zurachst in der Forschungs-
und Entwicklungsabteilung arbeitete; 1957 wurde er
Leiter der Mathematischen Forschungsabteilung. 1958
wechselte er zur Kommunikationsabteilung des In-
stituts fur Verteidigungsuntersuchungen in Princeton,
deren Direktor er 1962 wurde. Von 1977 bis zu seiner
Pensionierung 1980 arbeitete er wieder bei der NSA.
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Man beachte, dal3 dieUWCLBACK-LEIBLER-Distanz trotz des Namens
Distanzkeine Metrik ist: Im allgemeinen igb(p||q) # D(q||p). Andere
Namen @ir D(p||q) sind relative Entropieoder KULLBACK -LEIBLER-
Divergenz.

D(p||q) ist allerdings, wie es sichif eine Distanz gairt, nie negativ,
denn wegen der Konkavt des Logarithmus ist

> lalog, 1) = -3 oo o

acA

~ log, (Zp(a)‘“ )) = —log, 3" g(a) = —log, 1= 0.

acA

Um aus der KILLBACK -LEIBLER-Distanz ein Mal3iir die Abhangigkeit
zweier beliebiger Zufallsvariableki mit Werten inA undY mit Werten

In B zu machen, betrachten wir zwei Wahrscheinlichkeitsvieirigien
auf A x B, namlich einmal die gemeinsame Verteilung v&nhundY’,
zum anderen die Verteilung, die wiatten, wennX undY unablangig
waren, wenn also das Ereigni& (= a,Y = b) die Wahrscheinlichkeit
p(X =a)p(Y =) hatte. Die Distanz zwischen diesen beiden Verteilun-
gen gibt uns ein Maliif die Abrangigkeit der beiden Zufallsvariablen:

Definition: Die wechselseitige Informatiomweier Zufallsvariablen
X,Y ist

[(X5Y) def Z Z pX =a,¥ =b)log, p]g ::ac);z;::bl)?) '

a€AbeEB

Als spezieller Fall einer KLLBACK-LEIBLER-Distanz ist sie nairlich
immer gio3er oder gleich Null.

Dap(X =a,Y =b) =p(Y =b)p(X =a|Y =10)ist, kdnnen wir sie auch
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schreiben als

VY = _ _ log, p(Y = b)p(X =alY =)
I(X;Y) ;l;p()( @Y =) T =)

S Y p(X =a,y =% ZalY 2D

acAbeB p(X - a
=3 S p(X =a,Y =b)log,p(X =alY =b)
acAbeEB
- (Z pX =aY = b)) 10g,(X = a)
acA \beB
=3 3 p(X =a,Y =b)log,p(X = alY =b)
acAbeB
— > p(X = a)logy(X = a)
acA

= H(X) — HX|Y).

Somitist/(X;Y) = H(X) — H(X|Y) gerade die Differenz zwischen
der Entropie vonX und der bedingten Entropie vaK bei Kenntnis
vonY, was den Begrifivechselseitige Informatidmesser erldrt als die
Formel aus der Definition. Die Nichtnegat&itvon/(X; Y') beschreibt
die Tatsache, dal’ die Entropie einer Zufallsvariable ddrdatzinfor-
mation tochstens kleiner werden kann.

Auch die durch das Woxtechselseitigmplizierte Symmetrie wird nun
klar, denn da wir in obiger Rechnung die Rollen v&nhund Y ver-
tauschen &nnen, gilt auch die Formel

I(X:;Y)=H(®Y) - H(Y|X)
= H(X) - (H(X,Y) — H(Y))
=H(X)+HY) - H(X.,Y),
aus der insbesondere folgt, d&(¥; Y) = I(Y; X) ist.

Wenn wir bedingte Wahrscheinlichkeiten betrachten wolhgiiissen wir
auch hier wieder die Begriffe leicht abwandeln:
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Definition: a) p(x, y) undg(z, y) seien zwei Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen auf der Mengd x B. Die bedingteK ULLBACK -LEIBLER-Distanz
zwischenp undgq ist

D(p(yl2)llqylz)) =Y p(x) Y _ py|z)log, pylz)

z€A yeB ( ‘ )

b) Fur drei ZufallsvariablenX, Y, Z ist die bedingte wechselseitige In-
formation vonX undY bei Kenntnis vory

I(X:;Y|2) = H(X|Z) - HX|Y, Z).

Fur beide Gol3en gelterahnliche Kettenregeln wiglif die Entropie:

Lemma: a) D (p(z, y)llq(z,y)) = D(p(x)llg(z)) + D(p(y|z)|lq(y|x))
b) Fur n + 1 ZufallsvariablenX,, ..., X, undY ist

I(Xy, .., X, Y) =) I(X;Y (X, X ).
=1
Zum Beweismissen wir in beiden®len einfach nachrechnen:
p(z,y)
a) D (p(z, (=, v)) = Y _ D p(z,y)log, )

r€EAyeB

_ oq, @)
=2 2 o

=> "> pla,y) log, 55 p( ) +> > pley)log, pgllg

rcAyeB r€EAyEB

= Y il log, 29 )+ZZ pla)log, 2

x€A r€A yeEB

= D(p(z)||lq(z)) + D (p(y|z)| q(y|x))
D) I(Xy,.... X, Y)=H(X,,...,X,) - HX,,...,X,[V)

= ZH(Xi‘Xb o Xi) - ZH(Xilea X ,Y)
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= ZI(XZJ V[Xg, .0 X;29)
i=1

c) Berechnung der mittleren Entropie

In Abschnitta) hatten wir die mittlere Entropie
. H(Xy,....X
H = fim &0 Xn)

def n—oo n
eines stochastischen Prozesdes (X,,), oy definiert; nach den Vor-
bereitungen aus Abschnlt) konnen wir jetzt untersuchen, unter wel-
chen Bedingungen sie existiert, und wie sie auch andersiesewer-
den kann.

Dazu betrachten wir die Information, die uns di¢e ZufallsvariableX,,
neuliefert, wenn wir ihre VorgngerX,, ..., X, _, bereits kennen, und
lassen auch hier gegen Unendlich gehen; falls der Grenzwert existiert,
schreiben wir

H'(X) = lim H(X,| Xy, X, o).

ef n—oo

Satz: Fur einen statioaren stochastischen Proze¥s= (X,,),,cn €X-
istieren die Grenzwert& (X) und H'(X) und sind gleich.

Der Beweishesteht aus drei Schritten:
1. Schritt: H'(X) existiert

Da die Entropie durch Zusatzinformatiorddhstens kleiner werden
kann, ist

H(X, 1| X, X5, ..., X)) < HX,, 1| X5, .-, X)) -
Wegen der Stationa#t des Prozesse®knen wir auf der rechten Seite

alle Indizes um eins erniedrigen, ohne dal} sich der Wert eldinigten
Entropieandert; daher ist auch

H(X, | X1, Xor oo, X,) < H(X, | Xq, Xoy o, X, )

fur allen € N. Somit ist die Folge deH (X,,| X4, ..., X,,_;) monoton
fallend, und da auch bedingte Entropien nie negativ siricsiesnach
unten besclamkt. Beides zusammen impliziert die Konvergenz.
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2. Schritt: Konvergiert eine Folgeaf,), .y von reellen Zahlen gegen
einen Grenzwert;, so konvergiert auch die Folge der arithmetischen
Mittel y,, = 2(z, +- - - + z,,) gegena (CESARO-Mittel).

Dazu nmissen wir zeigen, daf3 es zu jedens O ein N € N gibt derart,
dal3|a — y,,| < eistfurallen > N.

Da die Folge det:,, gegena konvergiert, gibt es jedenfalls e € N,
sodafja — z,,| < 3eistfurallen > M. Fir solchen ist dann

|a’_yn|:
=1 =1
M-1 n
1 1
:ﬁ |CL—CCZ‘+EZ|CL—CUZ‘
=1 =M
M-—-1 M-1
1 (n—M+1)e 1
< — — + - < — — + —
S

Die SummeS uber die ersted/ — 1 Abweichungen &ngt nicht vom
ab; wir kbnnen daher leicht eif/’ € N finden, so da®/n < /2 ist
fur allen > M’. Ist n mindestens gleich dem Maximui von M
und M’, so mu3 dahela — y,,| < ¢ sein, wie verlangt.

3. Schritt: Der GrenzwertH (X) existiert und ist gleich’(X)

Nach der Kettenregelf die Entropie ist

H(Xy,...,X,)=) HX|Xy,...,X, );
=1

dividieren wir beide Seiten dureh, sind wir genau in der Situation des
zweiten Schritts, wobei links die Glieder jener Folge stelas deren
GrenzwertH (X) definiert ist, und rechts das arithmetische Mittel der
erstenn Terme der Folge, deren Grenzwert nach dem ersten Schritt
existiert und mitH'’(X) bezeichnet wurde.

Damit ist der Satz vollgindig bewiesen.
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ERNESTO CESARO (1859-1906) wurde in Neapel ge-
boren und wuchs auf in der nahe gelegenen Kleinstadt
Torre Annunziata, wo sei Vater einen landwirtschaftli-
chen Betrieb mit Hofladenthrte. Nach seiner Schul-
ausbildung in Neapel studierte er ab 1873 iadé Ma-
thematik. Nach dem Tod seines Vaters kehrte er 1879
nach Torre Annunziata ziick um den Betrieb weiter-
zufuhren. Dank eines Stipendiums konnte er ab 1882
sein Studium in Lége fortfihren; teilweise studierte
er auch in Paris und ab 1884 schliel3lich an der Uni-
versitat Rom. Obwohl er bereits zahlreiche Arbeiten

: veroffentlicht hatte, wurde er dort erst 1887 promoviert
und bekam dann gleich einen Lehrstuhl an der Univ@rsibn Palermo. 1891 folgte
er einem Ruf an die Universit Neapel, wo er bis zu seinem Tod lehrte. Der Grol3teil
seiner Arbeiten befal3t sich mit Differentialgeometriejesstete aber auch Bedtge zur
Zahlentheorie, unter anderem etwa zur Primzahlverteilung

Speziell fir (zeitinvariante) MRkov-Ketten RRt sich H'(X) leicht
berechnen: Wegen derAakov-Eigenschatft ist

H(X,|X,....,X, ) =HX,|X,,_1),

und wegen der Zeitinvarianz ist dag fallen gleich H(X,|X;). Somit
ist hier die Entropierate einfach die bedingte Entropieeejaden Zu-
fallsvariablen bei Kenntnis ihres Vaiggers.

85: Anwendungen in der Kryptologie

Wahrend des zweiten Weltkriegs beatftigten sich die Bell Telephone
Laboratories mit Systemen zur Geheimhaltung von NacheithAuch
SHANNON, der ab 1941 dort arbeitete, forschte auf diesem Gebiet und
entwickelte parallel dazu die Informationstheorie. Bsideffentlichte

er erst nach dem Krieg ifBell Systems Technical Journdlie Informa-
tionstheorie 1948, die Kryptologie 1949.

Verschlisselungsverfahren wurden schon in der Antike benutzt; in
groRem Umfang wurden sie &@r vom Militar, von Diplomaten und
von Spionen verwendet. Heute sind die Sicherung der Komkation
uberdas Internet sowie der Bankenbereich die wichtigstemehdungs-
gebiete.
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a) Kryptosysteme und ihre Kryptanalyse

Bei jedem Versclilsselungsverfahren, das irdfgferem Umfang genutzt
wird, muf3 man davon ausgehen, dal3 es nicht lange geheim et
halb formulierte AGUSTE KECKHOFFSIn seiner 1883 imJournal des
sciences militaireyeroffentlichten zweiteiligen Arbeit.a cryptogra-
phie militairedie heute nach ihm benannte Maxime, wonach die Sicher-
heit der Verschisselung nicht von der Geheimhaltung d&sfahrens
abhangen darf, sondern nur von der eineéufiy zu wechselnden)
Schlissels.

Wir gehen der Einfachheit halber davon aus, dal? der zu Véisss#inde
Text das gleiche Alphabet benutzt wie der Klartext; das war zwar in
der Geschichtedufig nicht der Fall, ist aber bei der Art von Anwendun-
gen, mit denen wir es heute zu tun haben, meist sogar unwirchei
Die Elemente vorA miussen dabei keine einzelnen Buchstaben sein;
oft handelt es sich auch um Buchstabéhkke oder, bei vielen heutigen
Systemen, Bicke von beispielsweise 128 BitilFjeden Sclilssels
aus einer (hinreichend gro3en) Scddelmenge haben wir eine Ver-
schiisselungsvorschriff,: A — A, von der wir annehmen, daf3 es sich
um eine bijektive Abbildung handelt. Die Meng&,: A — Als € S}
aller dieser Abbildungen ist unser Kryptosystem.

Da (nicht nur) wir nach KRCKHOFFSsdavon ausgehen issen, dal
dieses System bekannt wirdiirdlen wir seine Sicherheit nur danach
beurteilen, wie schwierig esif einen Gegner ist, die jeweils verwen-
dete Abbildung7, zu identifizieren. Dabei @fen wir freilich nicht
einfach untersuchen, wie schwierig @sdinsware, diese Abbildung zu
identifizieren: Ein ernstzunehmender Gegner wigdifig iber Metho-
den verfigen, die nicht in der offenen Literatur dokumentiert sunaok
ihm wird auch, gerade wenn es sich um eine Regierungsstaligdit,

oft Hardware zur Veiigung stehen, die auf dem Markt entweder nicht
oder nur zu sehr hohen Preisendtlich ist.

SHANNON untersucht daher nicht, wieviel Information ein konkreter
Gegner aus einem Kryptogramm ziehen kann, sondern er uokdys
wieviel Information darin enthalten ist — unaligig davon, ob sie ein
Gegner mit realistischem Aufwand nutzen kann.
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Man kann das auch so formulieren, dal3 wir den Gegner deutlich
uberschtzen, indem wir annehmen, dal3 ihm unbegrenzte Resourncen zu
Verfigung stehen; er kann algmlenendlichen Algorithmus aushren,
unablangig von physikalischen und sonstigen Eingckungen. Ins-
besonderednnte er beispielsweise eine Substitutionschiffre, dieAla
phabet einer beliebigen Permutation unterwirft, einfaatutch b6sen,

daR er alle 26 4 - 10?® Moglichkeiten ausprobiert. Sofern dabei in
genau einem Fall sinnvoller Klartext entsteht (was bei sish#n Tex-

ten mit ziemlicher Sicherheit der Fall ist), hat er diésung gefunden.
(Die besten heute vargbaren Supercomputerduchten dazu deutlich
mehr als die Zeit, die unser Universum bislang existiert;efahrener
Kryptanalytiker freilich bauchte, mit anderen Methoden, nur wenige
Minuten, um diese Chiffre zu knacken.) Es ist klar, dal3 vareei
realen Gegner keine gi8ere Gefahr ausgehen kann, als von diesem ide-
alisierten Gegner; ein Kryptosystem ist also sicher, wesgegen einen
solchen Gegner sicher ist.

In der Kryptologie bezeichnet man diesen idealisiertenr@eg@ls den
BAYEsschen Gegner; sein Name ist abgeleitet von dem englischen Th
ologen THOMAS BAYES, der als erster das Entscheidungsprinzip for-
mulierte, wonach unter mehrererbglichen Hypothesen diejenige als
wahr anzusehen sei, die vor dem Hintergrund seines vornand#&/is-
sens die gildste Wahrscheinlichkeit hat. Auf die Kryptanalyse angeitan
bedeutet dies, dal3 man sich unter allebgiithen Schiisseln @ir den
entscheidet, der angesichts der Information, die der fetékt sowie
das Vorwissetiiber die Quelle bieten die gi8te Wahrscheinlichkeit hat.

THOMAS BAYES (1702-1761) wurde in London geboren
alsaltestes von sieben Kindern eines der ersten nonkon-
formistischen Pastoren Englands. Da die englischen
Universiéten Oxford und Cambridge keine Nonkon-
formisten akzeptieren, muf3te er zum Studium 1719 nach
Schottland an die Universit Edinburgh, wo er sich
fur Logik und Theologie immatrikulierte. Nach seinen
spaterenAuRerungen muf? er sich auch bereits damals
oder kurz danach mit Mathematik begaftigt haben.
Wie sein Vater wurde er Geistlicher; seine mathemati-
schen Arbeiten, z.Biber die Grundlagen der Analysis,
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erschienen zu seinen Lebzeiten nur anonym. Trotzdem wurti@é4® fellow der Royal
Society, die 1764 auch posthum seirtessay towards solving a problem in the doctrine
of chancewerbffentlichte.

Wenn wir einen Klartextija, ...ay € AY mit dem Schiissels € S
verschiisseln zu einem Kryptogramaye, . . . ¢y € AY mite; = T,(a;),
kann ein B\yeEsscher Gegner daher alle Sabkéels € .S durchprobieren;
wie schon sein Name vermuteafdt, wird es sich dannif den Schiissel
entscheiden,ifr den der resultierende Klartext gafiden BYEsschen
Formeln die kbchste Wahrscheinlichkeit hat. Diese Wahrscheinlichkeit
berechnet er auf Grund seines Vorwissémer die Struktur der zu
erwarteten Nachrichten, also beispielsweise anhand désts&chen
Besonderheiten der Klartextsprache.

Da wir keine BryEsschen Gegner sindpkinen wir seine Arbeitsweise
nur an sehr einfachen Beispielen nachvollziehen uiddsan auch mit
sehr einfachen Modellenif die Sprache arbeiten. Wir betrachten nur
deutschen Klartext und dazu die beiden bereits bekanraéiststchen
Modelle: Zum einen modellieren wir die Sprache als eine €&alg-
abhangiger Zufallsvariablen, die uns jeweils einen Buchstdiedern,
zum anderen durch eineAkov-Kette erster Ordnung.

Die prozentualen Hufigkeiten der einzelnen Buchstaben in deut-
schen Klartext, ermittelt anhand der 260238 BuchstabenJaas
PauLs RomanDr. Katzenbergers Badereissind in der folgenden
Tabelle dem weiter unten stehenden Balkendiagramm zu firfden
die Paarfufigkeiten habe ich mich auf ein Diagramm be&cikt, des-
senz- und y-Achse mit den Positionen der Buchstaben im Alphabet
beschriftet sind.

A B C D E F G H I
5,/5 2,03 3,27 481 1849 158 2,79 525 7,35

J K L M N O P Q R
0,19 129 369 265 10,27 2,75 057 0,01 6,95

S T U Vv W X Y Z
681 546 435 0O0,/6 162 0,02 0,05 1,23
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I|II i I‘I.l
BCDEFGHI JKLMNOPQRSTUVW

Buchstabenhdaufigkeiten in deutschem Text

XY z

10000
8000 |
6000 |
4000 - oy
2000 1 == T
] o= . oS S

Haufigkeiten von Buchstabenpaaren in deutschem Text

Der Bavessche Gegner, der mit einem unserer beiden Modelle arbei-
tet, berechnet die Wahrscheinlichkeit eines Watis, ... a, somit
via Buchstaberdwfigkeiten al®(aq)p(a,) - - - p(a,) und via MARKOV-

Ketten alsp(aq)p(as|ay) - - - play|ay_1)-
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b) Ein einfaches Beispiel

Um ihm bei der Arbeit zusehen zwknen, niissen wir ein Kryptosys-
tem mit wenigen Sclilsseln betrachten; wir nehmen die sogenannte
CAESAR-Chiffre. CAESAR verschlisselte seine geheimen Nachrichten,
indem er die Buchstaben des Alphabets zyklisch um drei iBosit
nach rechts verschob, also

A—-D, B—FE ... W—-2Z X—A Y —>B, Z-—-C.

Heute bezeichnet man jede zyklische Verschiebung des B&ibals
CAESAR-Chiffre; mit unserem heutigen Alphabet haben wir daher 26
solche Chiffren, von denen allerdings eine die identischbillung ist.

Angenommen, ein Bresscher Gegner emahgt das mit einer dieser
Transformationen versdiselte Kryptogramm

QJULIILPPRUJHQJUDXHQ .

Dann wird er darauf die Inverse von jeder der 266AR-Verschiebun-
gen anwenden und die Wahrscheinlichkeit der einzelnerckkitsselun-
gen nach einer der beiden obigen Formeln berechnen. Um Aeine
beitsweise besser zu erkennen, wollen wir diese Wahrdattéditen
nicht nur fir die Entschiisselung der gesamten Nachricht berechnen,
sondern auch bestimmen, welcher Klartext anhand der ensBurch-
staben am wahrscheinlichsten ist. Die erste Enisddlung in jeder
Zeile benutzt nur Buchstabeahfigkeiten, die zweite arbeitet mit dem
MARKoV-Modell, und nach jeder Entsdidselung steht jeweils deren
relative Wahrscheinlichkeitlf dieses konkrete Kryptogramm.

E 18,498 E 18,498

RE 25,379 ER 54,251

NAT 25,832 ERK 40,153

NATE 71,640 NATE 77,103
ANGRI 50,664 ANGRI 58,662
NATEV S 58,718 ANGRIF 95,260
NATEV SS 78,445 ANGRI FF 99,281
NATEV SSV 33,482 ANGRI FFI 99,311
ANGRI FFIM 42,358 ANGRI FFIM 99,974

ANGRI FFIMM 31,116 ANGRI FFIMM 99,997



Kap. 1: Shannons Informationstheorie 46

FSLWN KKNRR T 35,311 ANGRI FFIMM O 100,000

ANGRI FFIMM OR 43,708 ANGRI FFIMM OR 100,000

ANGRI FFIMM ORG 33,840 ANGRI FFIMM ORG 100,000

ANGRI FFIMM ORGE 65,818 ANGRI FFIMM ORGE 100,000
ANGRI FFIMM ORGEN 84,217 ANGRI FFIMM ORGEN 100,000
ANGRI FFIMM ORGEN G 73,487 ANGRI FFIMM ORGEN G 100,000
ANGRI FFIMM ORGEN GR 51,676 ANGRI FFIMM ORGEN GR 100,000
NATEV SSVZZ BETRA TEN 62,256 ANGRI FFIMM ORGEN GRA 100,000
NATEV SSVZZ BETRA TENH 66,592 ANGRI FFIM MORGENG RAU 100,000

ANGRI FFIMM ORGEN GRAUE 57,125 ANGRI FFIMM ORGEN GRAUE 10@M0
ANGRI FFIMM ORGEN GRAUE N 70,387 ANGRI FFIMM ORGEN GRAUE N 10@00

Mit Buchstabenhufigkeiten allein schwankt demBessche Gegner al-

so noch ziemlich lange zwischen zwei Sigdeln; beachtet er auch
Kontaktraufigkeiten, hat er schon nactnf Buchstaben die richtige
Entschlisselnung und ab dem sechsten Buchstaben weil3 er das mit
einer Wahrscheinlichkeit voiaber 95%.

Als nachstes Kryptogramm betrachten wir PWDUYFSFQDXJ. Hier
ergeben sich folgende wahrscheinlichste Entset#lungen:

E 18,498 E 18,498

EL 20,611 EL 27,369

ELS 36,252 ELS 61,022

ZGNE 20,524 MTAR 27,712

ZGNEI 51,027 MTARV 32,544
NUBSW D 25,059 DKRIMT 46,246
ELSIN UH 42,422 KRYPT AN 63,235
ELSIN UHU 44,039 KRYPT ANA 72,856
DKRIM TGTE 81,297 KRYPT ANAL 53,404
DKRIM TGTER 85,742 DKRIM TGTER 99,705

DKRIMTGTER L 87,118 DKRIM TGTER L 98,089
ZGNEI PCPAN HT 75,437 KRYPT ANALY SE 99,797

Hier gelingt die Entsclilsselung also nur mittels Kontakhfigkeiten,
und auch da nur dank des guten Doktomr®R¥ius, der dafir sorgt,
dal} das DigrammRY"“ in Dr. Katzenbergers Badereisait positiver
Wahrscheinlichkeit auftritt: Bei vielen anderen Refettemien tritt diese
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Buchstabenkombination nie auf, so dal? die Wahrscheirditlgines
jeden Worts, das sie eréh auf null gesetzt wrde.

Man mul3 freilich beachten, dal3 der idealevBssche Gegner nicht
mit der Aus&hlung eines einzelnen Texts arbeitet, sondiegkorrekte
Wahrscheinlichkeitsverteilung kennt — wie immer diesehadefiniert
sein mag.

Es ist kein Zufall, dal3 der &Essche Gegner einbuchstabige Nachrich-
ten immer als,E* entschiisselt: Far einbuchstabige Texte gibt es nach
beiden Wahrscheinlichkeitsmodellen keine bessere Adtem Entspre-
chend einfach werden auchdifer erkannt, die mifE“ beginnen und
viele haufige Buchstaben und Buchstabenkombinationen enthaleen w
beispielsweise im Kryptogramm JSIQNHMPJNY, wo beide Mbalel
sofort den richtigen Schksel finden:

E 18,498 E 18,498

EN 43,447 EN 66,315

END 49,997 END 96,907

ENDL 60,346 ENDL 93,935

ENDLI 89,043 ENDLI 99,306
ENDLIC 89,309 ENDLIC 99,995
ENDLICH 96,787 ENDLICH 100,000
ENDLI CHK 92,988 ENDLI CHK 100,000
ENDLI CHKE 98,564 ENDLI CHKE 100,000
ENDLI CHKEI 99,529 ENDLI CHKEI 100,000

ENDLI CHKEIT 99,939 ENDLI CHKEI'T 100,000

Auch nicht zu exotische Substantive mit Artikel sind meistigeml|os:
[JWYNXHM fihrt zu

E 18,498 E 18,498

DE 22,057 DE 38,733
DER 38,490 DER 87,654
DERT 51,481 DERT 96,107
DERTI 75,471 DERTI 99,393
DERTIS 88,877 DERTIS 99,717

DERTISC 87,934 DERTISC 99,999
DERTISCH 90,031 DERTISCH 100,000
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und PUQEFGQTXQ zu

E 18,498 E 18,498

IN 23,056 CH 40,135

DIE 41,643 DIE 43,465

DIES 64,018 DIES 70,969
DIEST 69,681 DIEST 90,466
DIESTU 53,199 DIESTU 76,378
DIEST UE 83,884 DIEST UE 91,854
DIEST UEH 87,958 DIEST UEH 97,642

DIEST UEHL 96,798 DIEST UEHL 99,523
DIEST UEHLE 99,372 DIEST UEHLE 99,978

Nur der fchliche Artikel ist etwas problematischer: EBTIBVT wird
entschilisselt als

E 18,498 E 18,498

HE 29,769 HE 28,458
EBT 20,051 DAS 47,768
EBTI 34,481 DASH 32,720
HEWLE 45,218 DASHA 75,568

DASHA U 47,297 DASHA U 98,212
DASHA US 57,475 DASHA US 99,609

Hier gibt es also Schwierigkeiten mit den Buchstaliarflgkeiten allein,

da der Text aus eher nicht saufigen Buchstaben zusammengesetzt ist.
Dieses Problem tritt auch bei anderen Texten auf wie etwa QKNAA

mit

E 18,498 E 18,498

LE 20,611 UN 25,577
LEU 29,391 UND 69,721
LEUU 24,785 UNDD 88,852
LEUUR 44,254 UNDDA 97,663

LEUURE 68,174 UNDDA N 99,279
LEUUR EE 81,555 UNDDA NN 99,890

und selbstbei einem so zentralen ki@périschen Wort wie FNHZNTRA,
wo wir auf die folgenden Entsalisselungen kommen:
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E 18,498 E 18,498

EM 15,918 EM 21,504

LTN 19,493 CKE 37,812
AICU 20,640 SAUM 70,182
AICUI 28,589 SAUMA 97,483
AICUIO 29,941 SAUMA G 98,658

SAUMA GE 52,561 SAUMA GE 99,995
SAUMA GEN 78,116 SAUMA GEN 100,000

Zusammenfassendhknen wir festhalten, dal3 demaB:sschen Gegner
zumindest mit Kontakthufigkeiten bereits wenige Buchstaben zur kor-
rekten Entsclilsselung reichen. Beachtet man noch, dal3 sich weder ein
BAYEssche Gegner noch ein realer Kryptanalytiker auf Kontakfiy-
keiten besclanken mul3, sondern auch Sprachkenntnisse einsetzt, die
sich auf Trigramme, Worte, Wortpaare und so weiter bezigkemmen

sie mit noch weniger Buchstaben aus, als obige Beispielelegén.

Als Kuriositar am Rande sei noch e@nt, dald der Bressche Gegner
auch ohne Chiffretext bereits wahrscheinlichgkntschiisselungen®
findet: Falls er nur mit Buchstabeaifigkeiten arbeitet, ist das mialich
eine Folge von laute/E“s, schon bei Kontak#ufigkeiten ergeben sich
aber interessantetere Ergebnisse, die hier bis zur Nathnignge acht

aufgefihrt sind:

n Text Wahrscheinlichkeit

1 e 0.184945672750
2 en 0,042051665485
3 ich 0,011662006378
4 ende 0,003537155688
5 eiche 0,000825895113
6 endich 0,000201549003
7 endende 0,000067649431
8 eichende 0,000015795555

c) Allgemeine Vorgehensweise des Bayesschen Gegners

Nach diesen Beispielen wollen wir uns allgeméioerlegen, wie der
BAYEssche Gegner vorgeht.
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Als erstes braucht er Wissen oder zumindest Annahinen den Inhalt
der Nachrichten: In den obigen Beispielen handelte es siotiautschen
Klartext, verschiisselt auf der Grundlage von 26 Buchstaben ohne Zwi-
schendume und Satzzeichen. Das istiméich nicht mehr der typische
Fall fur heutige Kryptanalyse. Dort geht es eher um Dokumente von
Textverarbeitungs-, Tabellenkalkulations- oder Dat@&kpaogrammen
oder um audfhrbare Programméif ein gegebenes Betriebssystem oder
ahnliches.

In jedem dieser &lle verschafft er sich als erstes durch Aalsien
eine Wahrscheinlichkeitsverteilungrfdie nbglichen Klartexte* der
LangeN und ordnet dadurch jedem solchen Klartéxteine

Klartextwahrscheinlichkeit ;- (W)

zu. Diese kann beispielsweise wie ol@rer Buchstaberdufigkeiten
oderiuber Kontaktiaufigkeiten definiert sein, aber auch kompliziertere
Ansatze sind rglich.

AulRerdem ordnet er jedem Sibkkels aus dem Sclilsselraunt eine
Schlisselwahrscheinlichket ()

zu. Bei einem gut gemanagten Kryptosystem sollten allelSslel mit
gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten, so daf3

1 .
pg(s) = 45 furalles € S

Ist, aber in der Praxis kann der Gegner oft grol3e Vorteilelau$atsache
ziehen, dal? dies nicht der Fall ist. (Wie alliy sind Ihre PalRvrter?)

Falls nun ein Chiffretext’ € A" aufgefangen wird, muR derBESsche
Gegner berechnen, wie wahrscheinlich jeder Gs$gls € S vor dem
Hintergrund dieses Chiffretexts ist. Daziigsen bedingte Wahrschein-
lichkeiten berechnet werden, also mul3 manaainst die Wahrschein-
lichkeit des Chiffretext& € A™ kennen.

C entsteht aus einem KlarteX¥ € A" durch Verschisselung mit
einem Schilssels € S; da der Sclilssel vom Klartext unald@mgig
sein sollte, ist die Wahrscheinlichkeiiirf das Zusammentreffen von
Klartext W und Schiissels gleich

P (W) ps(s).
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Die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Chiffret€kzu empfangen,
Ist alsoa priori gleich

pen(C) = Z pr(W) - ps(s) .

(W,s) e AN x s
Ts(W)=C

Die Wahrscheinlichkeit, da" auftritt und mit Schilissels € S ver-
schlusselt wurde, ist entsprechend gleich

pon,s(C8) = Z pr(W)-pg(s),

w e AN
Te(W)=C

wobei die Summe hier im allgemeinen wegen der Injekiiviton 7',

nur einen Summanden haf,(muR nicht injektiv aufA” sein, sondern
nur auf der Teilmenge der td@tshlich vorkommenden Nachrichten.)

Die eigentlich interessante Wahrscheinlichkeit, die \WWaheinlichkeit,
dafl’ ein gegebener Chiffretekt durch Verschilsselung mits € S
entstanden ist, berechnet sich nun als

Pcn,s(C s)

pcr(C)
Der Bavessche Gegner entscheidet sich bei seinem Eriissklungs-
versuch bekanntlichuf einen Schissel, der diese bedingte Wahrschein-
lichkeit maximiert. Um einen solchen S¢issel zu bestimmen, mul3 er

pS|Ch(3|C) moglicherweisefir alle Schilissels € S berechnen, jedoch
ist dies angesichts seiner unbegrenzten Redmagieit kein Problem.

psicn(s|C) =

Solange es sich nur um eine Nachricht dreht, wird defe8sche Geg-
ner nicht in erster Linie am Sdidsel interessiert sein, sondern am
wahrscheinlichsten Klartext. Hier ist entsprechend did&heinlich-
keit fur das Zusammentreffen von Klartét und ChiffretextC' gleich

Ponx(C W)= Y pr(W)-ps(s),

s€ S
Ts(W)=C

und die bedingte WahrscheinlichkeitrfKlartext W, nachdem Chiffre-
text C' aufgefangen wurde, ist

D (C, W)
piicn(WC) = =K .

pC’h(C)
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Definition: Eine BavEssche Entscheidungsfunktion ist eine Familie
von Abbildungen
Spi AN — AN
mit der Eigenschaft, dafif jeden ChiffretextC ¢ A" gilt:
Pricn(On(C)|C) = maXxX pycp(W]C).
WeAN

Weniger formal ausgetickt: Fir jeden ChiffretextC € AY ist §,(C)

ein Klartext mit fochstndglicher Wahrscheinlichkeit — idealerweise
derKlartext mit hochstnoglicher Wahrscheinlichkeit, allerding®knte

es auch mehrere Klartexte mit gleicher Wahrscheinlichgelien, so
dal3o (C) im allgemeinen durch die obige Definition nicht eindeutig
bestimmt ist. Trotzdem ist klar, dafd man nichts besseregduan, als
mit einer solchen Bvesschen Entscheidungsfunktion zu arbeiten; wenn
dies zu nichtsiihrt, ist ein Kryptosystem sicher.

d) Perfekte Sicherheit

Am allersichersten ist ein Kryptosystem, wenn detyBssche Geg-
ner aus dem aufgefangenen Chiffretéxtiiberhaupt keindnforma-
tion gewinnen kann, digber seine urspinglich gewahlte Wahrschein-
lichkeitsfunktionp, hinausgeht, wenn also die bedingten Wahrschein-
lichkeiten, die er in Kenntnis vofi' errechnet, gleich den ursprglichen
Wahrscheinlichkeiten sind:

Definition: Ein Kryptosystem{T, | s € S} tber dem Alphabetd
hat perfekte Sicherheitiir Nachrichten der &nge N, wenn fir jeden
ChiffretextC' € A" und jeden KlartexiV € A" gilt:

pK|Ch(W‘C) =pg(W).

Satz: Falls ein Kryptosysten{Ts ] s € S} perfekte Sicherheituir
Nachrichten der AngeNV hat, ist die Anzahl der Sciagsels € S min-
destens gleich der Anzahl derogiichen (d.h. mit Wahrscheinlichkeit
pr (W) > 0 auftretenden) Klartexte dei@hgelN.

Beweis: K" sei die Menge aller Klartexte aus”, die mit positiver
Wahrscheinlichkeit auftreten, und® sei die Menge der mit positiver
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Wahrscheinlichkeit auftretenden Chiffretextéirfedes festél ¢ K*
und jedesC' € C* muR es dann einen Séisisess € S geben, so daR
T,(W) = C ist; denn sonst @rep g, (W|C) = 0, aberpx (W) > 0;
der Gegner &nnte also aus dem Auftreten véhinformation gewinnen.
Damit muf3 es mindestens so viele Sddel geben, wie es Chiffretexte
in C™ gibt. Furjeden Sctilssek € S istabelT, eine injektive Abbildung
von K" nachC™, d.h. es muR erst recht so viele Sdgel geben, wie es

mogliche Klartexte gibt. .

Ein absolut sicheres Verfahren mit entsprechend groRdiiSatliange
lal3t sich leicht auf Grund demEsAR-Chiffre konstruieren: Wir nehmen
als Schiissel eine Zufallsfolge von Buchstaben, der@ande gol3er ist
als die zu erwartendednge der zuilbermittelten Nachrichten. In der
Praxis geschah diesiiiner dadurch, dal die Seiten eines Schreibblocks
mit Zufallsfolgen von Buchstaben bedruckt wurden, wobdejeBlock

in Auflage zwei hergestellt wurde: je ein Exempldr {Sender und
Empfanger. Der Sender nimmiiif seine erste Nachricht die erste Seite
des Blocks undaddiert® die Buchstabenfolge nach Art einexESAR-
Chiffre zu den Buchstaben seiner Nachricht — wobei nunidtejeder
Buchstabe mit einer neuena€sar-Chiffre verschlisselt wird, zum
Beispiel nach dem Schema

ANGRI FFIMM ORGEN GRAUE N
+ KCHQR OFVFN FVSLA XRQBV E
= LQOIA ULESA UNZQO EJRWA S

Nach Verschisselung der Nachricht wird das erste Blatt des Blocks
vernichtet, nach Entsdiselung der Nachricht auch beim Erapder.
Man bezeichnet das Verfahren daheraig time pad.

Da wir nicht wissen, wie ein Gegner vorgehfirinen wir nicht aus-
schliel3en, dalR3 er irgendwie auf den korrekten &ddl sbf3t und
damit die Nachricht entsciselt. Das atzt ihm aber nichts, denn es
gibt noch viele andere Klartexte, die zu diesem Kryptograpassen:
Wenn er andere Sdldsel ausprobiert, edlt er beispielsweise auch die
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Entschlisselung
LQOIA ULESA UNZQO EJRWA S
— JYFUT PJSXN PZTVJ MWWCG J
= BRING EBLUM ENFUE RMUTT I

und entsprechendBt sich auch jeder andere Klartext mit 21 Buch-
staben produzieren; er kann aus dem Kryptogramm also kegitere
Information ziehen, als dal’ der Klartext 21 Buchstaben Veag

e) Die Mehrdeutigkeit eines Schllissels

In der Praxis ist es nicht unbedingt notwendig, dal3 der Gexyreeeinem
aufgefangenen Chiffretexiberhaupt keinénformation ziehen kann; es
reicht, wenn enicht geriigendinformation bekommt.

Als nachstes wollen wir daher absidhken, wieviel Information der
(besonders gahrliche) ByyEssche Gegner aus einem Chiffretext ziehen
kann. Besonders wichtig ist der Schutz des 8s$élss, denn sobald
dieser bekanntistdnnen bis zumachsten Sclilsselwechsel alle Nach-
richten entsclilsselt werden.

Die Information, die der Gegner zur Rekonstruktion des &&3ddls
gewinnen muf3 A3t sich nach den Vorarbeiten des letzten Paragraphen
leicht quantifizieren: Es ist die Entropie

Hg=—- ps(s)log,ps(s).
sesS

Das Lemmaiber die Maximali&t der Entropie bei Gleichverteilung zeigt
also noch einmal die eigentlich auch so selbstémdiiche Tatsache, dal
ein Kryptosystem umso sicherer ist, je mehr die Wahrsciobikeits-
verteilung der Schissel einer Gleichverteilung entspricht.

Der Bavessche Gegner kennt die Entropie
Hegyp = — Z pcr(C) 100, peyrn(C)
C e AN

der Menge aller Chiffretexte de@ngeN; nachdem er eine Nachricht
aufgefangen hat, hat er im Mittel diese Information gewaonne
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Um daraus Informationeaber den Schissel zu erhalten, berechnet er
zumachst die Entropie der Menge aller Paare {):

Hep s == Z Pcn,s(C )08, pep, 5(C )
(C,5)€ AN xS

= - Z pcn,s(C S)(|092p0h(0) + IngpS|C’h(3|C))
(C,s) € AN xS

= _ Z Pcn,s(C; )08, pep(C)
(C,s)e AN xS

- Z pen,s(C,8)108; psicn(s|C)
(C,s)€ AN xS

= - Z pcn(C) 108, pey (C)
Ce AN

- Z pen,s(C,8)108; psicn(s|C)
(C,s)€ AN xS

=Hegp, — Z pen,s(C;8)109; pgon(s|C) -
(C,s) € AN xS

Die letzte Summe in der letzten Zeile bezeichnen wirtadingte En-
tropie oderMehrdeutigkeit
Hgion = — Z pen,s(C, 8)100; pg o (s|C)

def
(C,s)e AN xS

des Schissels bei vorliegendem Chiffretext; diese Informationmu
sich der Gegner verschaffen, um den &ekkl zu bestimmen. Sobald
Hg\cp, = Oist, kennter den Schésel, denn da in der obigen Summe alle
Summanden kleiner oder gleich null sind, kafig, -, nur dann gleich
null sein, wenn jeder einzelne Summand verschwindet, wésmfar
jeden Schissels € S entwederp(C, s) = 0 ist, womit der Sclilssel
mit Sicherheit ausgeschlossen ist, odesla@|C) = 0, d.h.p(s|C) = 1,
womit der Schiissels mit Sicherheit richtig ist.

Um die Information abzusétzen, die der Gegner maximal aus einem
Chiffretext gewinnen kann, tssen wir alsd? g, berechnen. & ein
beliebiges Kryptosystem und beliebige Wahrscheinlidiskerteilung
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der Klartexte bnnen wir offensichtlich nichts konkreteres hinschreiben
als die definierende Summe. Diégrfdie gesamte Informationstheorie
grundlegende Idee vonL@GUDE SHANNON war es, spezifischere Aus-
sagen nichiiber ein spezielles, sonddrher daslurchschnittlichéryp-
tosystem zu machen; diese Aussagen sollten danmesentlicherur

die meisten Kryptosysteme gelten.

f) Randomisierung

Um von Durchschnitten reden ziknen, niissen wir zuAchst einige
Annahmen macheiiber das Verhalten der Klartexte. Wir betrachten
wieder Klartexteliber einem Alphabefi ausn Buchstaben;irz € A
seip(z) die Wahrscheinlichkeit, mit der der Buchstabauftritt, und
fur (z,y) € A% seip(z|y) die bedingte Wahrscheinlichkeit daf daR er
auf einy folgt.

Wir hatten bislang immer angenommen, dal etwa die Buchstabég-
keiten, die wir durch Ausizhlen eines hinreichend langen Texts erhalten,
in hinreichend guter Bherung mit deneiibereinstimmen, die wir in
einem gegebenen Klartext vorfinden. Diegswen wir @ir die folgenden
Uberlegungen etwas @iziser fassen:

Definition: Fiir einen gegebenen Klartelt = w, ... w, € A" sei
m,(W)=#{i <N ’ w; = x}

und
m,, (W) = #li<N-1 ’ w; =z undw;,; =y} .

m, (W) und m,, (W) zahlen also, wie oft der Buchstabebzw. das
Buchstabenpaary in W vorkommen. ldealerweise solltéirf einen
hinreichend langen Tex¥” und zwei Buchstaben, y € A gelten

N m, (W)
Exakt kann das natlich schon aus zahlentheoretischerni@ten nicht
gelten, aber wir wollen verlangen, daf3 die Abweichuinggfro3e/N mit

sehr kleiner Wahrscheinlichkeit@ger als eine vorgebbare Schrarnke
Ist:

p(x) ~ und p(zly) ~
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Definition: Eine Quelle @ir Klartexte heildtergodisch,wenn es zu
zwei beliebig vorgebbaren reellen Zahler > 0 stets eine nétliche
Zahl N, gibt, so daRiir alleN > Ny und allex € A fiir TexteW € AN

gilt
p<|mx(W) >5> <e.

N
Unsere Anatze zur Kryptanalyse klassischer Systeme beruhten somit
stets darauf, dal3 wir annahne, dal} die deutsche Spraclergouische
Quelle fur Klartexte ist; der Erfolg bei unseren Entsasgelungsver-
suchen spricht déf, dal3 diese Annahme nicht garzu falsch sein sollte.
In der Tat zeigt man in der Stochastik, dal3 jede Quelle, beedeu
jedem Buchstabenpaar,(y) einen Text gibt, in denp irgendwo hinter:
steht, ergodisch ist. Da wohl niemand bezweifelt, dal} esheolexte
zu jedem Buchstabenpaar gikii({q, y) etwaguer durch Zpern), kann
so die Ergodizit auch bewiesen werden.

— p(x)

Wir wollen im folgenden Aussagen mach@ber diedurchschnittliche
ergodische Quelle. Es ist klar, dal3 wir keine Chance halllerergodis-
chen Quellen zu bestimmen und dann einen Mittelwert zu bjlder
folgende Satz voniSANNON zeigt aber, dafd wir durch Zusammenfassen
der Buchstaben zu hinreichend langeiaérn erreichen émnen, dal3
die Wahrscheinlichkeitsverteilung sehr einfach ist: Diért#r zerfallen
in zwei KlassenS und O, so dal3 V@rter ausS' (wie selter) praktisch
nie vorkommen, \@thrend die restlichen Wter (ausO wie oft) alle
praktisch dieselbe Wahrscheinlichkeit haben. Aus tecieis Giinden
arbeiten wir nicht mit Wahrscheinlichkeiten, sondern nat &ntropie:
Die buchstabenweise Entropie der Quelle ist, wenn wir wig.i18) von
Kontaktraufigkeiten ausgehen, gleich

H=-Y > pl)p(ylz)log,p(ylz),
reAycA

und wir fordern, dal3 sich diese Entropie gleicfiig auf dielWW € O
verteilen soll:

Satz: Fur eine ergodische Quelle gibt es zu zwel beliebig vorgedabar
reellen Zahlere,n > O stets einV, € N, so daRA” fur N > N, als
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Vereinigung zweier Teilmengen und S geschrieben werden kann mit
den Eigenschaften

1) p(W € S) < e
2) ‘%—H‘ <n furalleWw € 0.

Zum Beweiswahlen wir zurchst willkirlich eine ndfrliche Zahl N
und eine reelle Zahkl > 0 und setzen dann

W) >O0undfrallex,y € Aist
— AN p( )
© g {W © |4y (W) — Np(2)p(yl|z)| < No }

undS = AN\ O. Fir W € O konnen wir dannn,, (W) schreiben als
Mg, (W) = Np@)p(y|z) + No,, mit [5,,| <6
und erhalten damitth W = w, ... wy

N
p(W) = p(w,) H p(w;|w; 1)
i=2

=p(wy) [T 1] plaz)™=+"

rzeAyecA

= p(wy) ] T plyla)¥rewtlerNoes

rzeAyecA
Logarithmieren @ihrt auf

—log, p(w) = —log, p(w;) — N > > p(a)p(ylz) log, p(y|x)

reAycA

rEAyYeA

= —logp(w;) + NH - N > > " 4,,log, p(y|)
reEAyYeA
und somit zur Ungleichung

—1 — 1
ongVp(W) - H | = Ogjzvp(w) - > > 4,,log, p(y|x)

reAycA

—1
<« ORI L 557 5™ tog, piyla)

reAycA
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Wahlt manN hinreichend grof3 und hinreichend klein, sodl3t sich
dieser Ausdruck offensichtlich kleiner als jedes vorgegedy, > 0
machen, so dal? die Eigenschatft 2.}iérist.

Fur die Eigenschaft 1.) ssen wir nachrechnen, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit eine Nachrici¥” € A" in S liegt. Sie liegt genau dann
in S, wenn sie nichtirO liegt, fir mindestens ein Buchstabenpaarny)
muf3 also

|m,, (W) — Np()p(y|z)| > No

sein. Die Wahrscheinlichkeit hienf ist sicherlich nicht gil3er als die
Summeiber alle Paarex( y) fur die entsprechenden Wahrscheinlich-
keiten, d.h.

pW €8) <> Y p(|m,, (W) - Np)p(y|z)| > No) .

reAyeA

Wegen der Ergodizit der Quelle knnen wir fir jedes > OeinN; € N
finden, so dal¥fr N > N, gilt
> é) <€
2 £

p
p(Img,(W) — Np(z)| > gN) <E.

— p(z)

N
oder, was dasselbe ist,

Fir groReN wird, wieder wegen der Ergodizt der Quelle, auch die
Haufigkeitm ,(17) grol3; falls wir NV so grof3 viahlen, daf3 wir die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses, (W) < N, vernachhssigen &nnen,

ist also auch
iy (1) > 0 <e
m, (W) 2 '

Die komplemerdre Wahrscheinlichkeit daf, dal3

— p(y|z)

m, ()~ Np(a)| < SN

bzw.

0, (W) = m, (Wpyfa)| < Sm, (W) < N
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ist, betégt jeweils mindestens- ; die Wahrscheinlichkeit daf, daf3
beides eintritt, ist also mindestens

(1-8)°>1-2¢.
Falls die erste der beiden Ungleichungerubitrfst, gilt erst recht

5 5
[m,(W)ply|z) — Np(@)p(ylz)| < 5Nplyla) < 5N

und damit nach der Dreiecksungleichung zusammen mit derteawe
Ungleichung

) %)
[y (W) = Np(@)p(ylz)| < SN +ZN = NJ.

Diese Ungleichung ist somit mindestens mit Wahrscheikgdl — 2=
erfullt; die komplemerdre Wahrscheinlichkeit ist

p(|m, (W) — Np(@)p(ylz)| > No) < 22
Dies kbnnen wir in die oben abgeleitete Formel

pW € 8) <> ) p(|my, (W) - Np)pylz)| > N6)

reAyeA
einsetzen und erhalten, da:€sBuchstabenpaare gibt,
p(W € S) < 2n%¢.

Dan eine Konstante ist, itssen wir nun nut hinreichend klein v@thlen
und erhalten dann, dal3 diese Wahrscheinlichlka&hstens gleich ist,

wie behauptet. .

Die MengenO und S aus dem gerade bewiesenen Satz lassen sich
fur eine gegebene Quelle ddich nur schwer konstruieren, denn im
allgemeinen mufld doch schon sehr grol3 gahit werden, damit dieser
Satz gilt. Wir kbdnnen allerdings trotzdem Aussag@éher die Gol3e
von O und.S machen: Er kleine Werte vorz undn machen wir keinen
grol3en Fehler, wenn wir davon ausgehen, dal} alle Nachmiabis®) mit
exaktderselben Wahrscheinlichkeit vorkommen und dafl3 Nachamcht
aussS nie vorkommen. Dann istifr W € A" also

_ [1/#0 fallsW € O
p(W) {0 fallsW ¢ S
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und die Entropie der Quelle ist

1
= > pNlog,p(W) = Y 5100, #0 = log, #O

WeAN WeO
Die Entropie pro Buchstabe des Alphabdtsst damit gleich
log, #O
N

Diese Entropie pro Buchstabé&minen wir berechnenjif die Quellen
ausg§l haben wir dies dort bereits getan: Geht man nur von den Buch-
stabenhufigkeiten aus, ist sie gleich 4,04088 Bit, und beii®&sichti-
gung der Kontaktaufigkeiten gleich
4,04088 + 339765(V — 1) Bit
N :

Also ist im ersten Fall
#0O ~ 24,04088?\7

und im zweiten
#0 ~ 24,04088+339765W—1) .
In AN gibt es insgesamt
26N ~ 24,70441\7

Nachrichten: das Veditnis #O zu #4" |aRt sich daher schreiben als
#O

— n—Rpn
#AN_Z ’

wobei im ersten Fall

Ry =~ (4,7044— 4,04088)V = 0,66352V
ist und im zweiten
Ry =~ 4,7044N — 4,04088 + 339765(V — 1) = 1,30675V — 0,64323.
Damit kdnnen wir uns daran machen, die Mehrdeutigkeit einesiSehl
sels fir diese (und viele andere) Quellen abzugezbn: Wir ersetzen
die jeweilige Quelle durch eipdurchschnittliche” ergodische Quelle

derselben Entropie und rechnen mit dieser in der Hoffnuadp, dir
dadurch keinen allzu grof3en Fehler machen. Aul3erdem nelannen
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an, dafldV hinreichend grol3 sei, so dal3 wir den obigen Satz anwenden
konnen.

Nach Definition ist die Mehrdeutigkeit des Sabksels nach Empfang
einer Chiffretext-Nachricht’ der LangeN gleich

Hg\con Gt Z pen,s(C,8)109; pgion(s|C)
(C,s) € AN xS

Wenn wir davon ausgehen, dal3 jeder 8sbkel mit derselben Wahr-
scheinlichkeit auftritt, istiir jeden Sclilssels € S

1

ps(s) = e

und fur einen KlartextvV ¢ A" ist

1/#0 fallsW € O .

pr(W) = { 0 sonst ’

eine NachrichtC' € AY kann also nur dann als Chiffretext auftreten,
wenn es (mindestens) einen Seddels € S gibt, so dal? der zugéhige
Klartext W = T.%(C) in O liegt. Wenn wir die Anzahl aller solcher
Schlussel mitNg(C) bezeichnen, ist also die Wahrscheinlichkeit des
ChiffretextsC gleich

Ng(C) 1 _ Ng(O) |
#S #O #S-#O'

die Wahrscheinlichkeitifr ChiffretextC' verschiisselt mits € S ist

pon(C) =

_ ) i fallsTY(C)e O
C,s) =4 #O#S s :
pCh,s( s) { 0 sonst

und damit ist die bedingte Wahrscheinlichkeit tien Schilssels nach
Empfang des Chiffretexts’

pen,s(C,s) _ 1
pCh(C) NS(C) .

p5|0h(3\0) =
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Somit ist
Hg o = — Z Pon.s(C, 8) |092p5|0h(3\0)
(C,s) € AN xS
-2 2 "o (- log, Ny(C)
CeAN
(c)eo
_ Ns(C)
CeAN

Diese Summe &nnen wir nicht weiter ausrechnen, da wir die Zahlen
N¢(C) nicht kennen. Nun haben wir aber angenommen, dal3 wir ein
durchschnittlicheKryptosystem haben, d.h. wir interessieren uins f
den Mittelwert vont g, Uberalle Kryptosysteme, und daber lonnen

wir Aussagen machen:

Fiir einen zullig gewahlen TexiC' € A™ und einen zuillig gewahlten
Schiissels € Sist T, }(C) € O mit Wahrscheinlichkeit
#O  #O _
#AN — pN ’
wobei die reelle ZahR 5, wie oben so geahlt wird, daf3 die rechtsste-

hende Gleichung gilt. Entsprechend ist die Wahrscheikéithdatur,
daRT; }(C) nichtin O liegt, gleich

127 fiv
Die Wahrscheinlichkeit déf, dalRNg(C') gleich einer festen Zahh
ist, kbnnen wir interpretieren als die Wahrscheinlichkeitidtaélar? @ir
m Schiissels gilt T.}(C) € O, wahrend @r die restlichen & — m

Schlissel giItTS‘l(C) ¢ O. Falls diem Schlissel vorgegeben sind, ist
diese Wahrscheinlichkeit gleich

@ )" (-2 )

und da eg**) Maglichkeiten gibt, aus & Schiisselnn auszuviahlen,
ist die Wahrscheinlichkeit daf, dalRN¢(C) = m ist, gleich

() @) @2y,

m
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die Anzahl der Chiffretext€’ mit No(C') = m ist also gleich

<#S> (2R )™ (1= 2= BN Y#S N

m
Der durchschnittliche Wert voH g, berechnet sich somit zu

o r#S #s m
—RN\™ (1 _ o—Rn\®—™M 44N
E ( ) (277) 7 (1 —271) #A HOHS log, m

m=0 m
N #S
- @) (27)" (1=27)" " mlogym

) (2-)™ (1= 27 B ) log, m

Falls wir #5 = 26 setzen und von den beiden oben betrachteten
Wahrscheinlichkeitsmodellen ausgehen, wenn wir alsozeilliges
Kryptosystem betrachten, das dieselben Parameter hat ageSys-
tem der 26 GEsAR-Substitutionen,df3t sich dies leicht berechnen; das
Ergebnis ist@ir die beiden oben betrachteten Wahrscheinlichkeitsmod-
elle in den beiden folgenden Abbildungen dargestellt. Wam sieht, ist

die Mehrdeutigkeit des Sdldsels ab etwa zehn bis alivbzw.sechs bis
acht Buchstaben Chiffretext praktisch gleich null, washaunge&hr
unseren Experimenten mit denEsAR-Chiffre entspricht.

Wie man den Kurven ansieht, nimmt der Mehrdeutigkeit desizsels
anfanglich etwa linear ab mit. Wer die Binomialverteilung kennt,
sieht auch leicht, warum dies so ist: Falls der Erwartungse’*~ #S

von N¢(C') hinreichend grof3 ist, sind alle einigermaf3en wahrsciotial
Werte in seiner aheren Umgebung, man kann daher ohne allzu grof3en
FehlerN¢(C) durch diesen Wert ersetzen und &th

Ng(C)
Hgiop = ) #OS-#S log, Ns(C)
CeAN

2~ Bngg
~ N.i
~#A #O - #S
=log, #S — Ry .

(—Ry +10g, #5)
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0 ; 7 ; 5 0 2

Mehrdeutigkeit des Schlussels via Buchstabenhéaufigkeiten

Anfanglich gewinnt man also aé Buchstaben Chiffretext etwia,; Bit
des Schiissels. Fallg? ; wie in unseren Beispielen eine lineare Funktion

von N ist, nimmt die Mehrdeutigkeit des Sdissels also aahglich
linear ab.

Mehrdeutigkeit des Schliussels via Kontakthaufigkeiten
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Diese Rechnungen zeigen einmal mehr, dal3 ein Gegner vor atla
der RedundanZ ,, der Nachrichtenquelle profitieren kann; je kleiner
diese ist, desto weniger Information kann er gewinnen. Buocherige
Datenkomprimierungdf3t sich daher die Sicherheit der meisten Kryp-
tosysteme deutlich edhen.

§86: Asymptotische Gleichverteilung

Wie wir am Ende des zweiten Paragraphen gesehen haben, leann d
Entropie einer Quelle gelegentlich interpretiert werdendee mittlere
Anzahl von Bit, die wir zur Kodierung eines Buchstabensdigen.
Dies funktioniert aber nicht immer: Bei einer Quelle, dieidBuch-
staben mit gleicher Wahrscheinlichkeit produziert, kasnnatirlich
keine Kodierung geben, bei der wir im Durchschnitt genay B8it
brauchen — der mittlere Aufwandlt sich bei jeder Kodierung als Bruch
mit Nenner drei darstellen. Unsere beste Wahl besteht ,daaid wir
einen der Buchstaben etwa als die Null darstellen und digebean-
deren als 10 und 11; der mittlere Aufwand igefrdann 33 Bit.

Wenn wir je zwei Buchstaben zu einer Gruppe zusammenfalsaban
wir neun Paare, die jeweils mit Wahrscheinlichkejtf9lauftreten —
falls wir annehmen, dal3 unsere Quelle Buchstaben jeweslbhangig
vom Vorganger produziert. Kodieren wir die ersten vier Paare durch
000 001 010 und 011, sodnnen wir die restlicheriif beispielsweise
darstellen als 100001,101Q 1011 und 1100; der mittlere Aufwand
ist also gesunken auf

4 5 32 _.

9><3+9><4— 9 Bit
pro Paar oder 1® Bit pro Buchstabe. Bei Bcken von @inf Buchstaben
haben wir 3 = 243 verschiedene Btke; indem wir einfach die Zahlen
von O bis 242 im Zweiersystem darstellen, kommen wir alsoauitt
Bit aus (tat&chlich sogar geringiyig weniger, da wir noch ein paar
7-Bit-Kodierungen vergeberdkinen) und sind damit bei knapp 1,6 Bit
pro Buchstabe angelangt, was bereits recht nahe beBlag 1,585
angelangt.
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Wir erwarten, daR wir durcBbergang zu immer giReren Bdcken dem
Wert log, 3 immer raher kommen, auch wenn wir ihn zumindest in
diesem Beispiel nie erreichefiknen: Wie man zeigen kann, ist kg
eine transzendente, insbesondere also irrationale Zahfer Aufwand
pro Buchstabe ist bei dieser Quelle unabbig von der Kodierung stets
eine rationale Zabhl.

Wir missen uns daher beigen mit einer ldherungsaussage.

Betrachten wir als Beispiel eine Folge voneinander uaafgiger Zu-
fallsvariablenX;, X5, ... mit einem Alphabef0, 1} aus zwei Buch-
staben. Jede Variable, moge mit Wahrscheinlichkeiteine Eins liefern
und dementsprechend mit Wahrscheinlichkeit 1 — p eine Null. Die
Entropie ist dann jeweil$/ (X,) = —plog, p — qlog, q.

Das n-tupel (X4,...,X,,) produziert Bocke ausn Binarziffern; Er-
wartungswertiir die Anzahl der Einsen in so einem Block igt. Um
eine grobe Mherungiir die Wahrscheinlichkeit einggpischerBlocks
zu bekommen, nehmen wir erstens an, sei eine ganze Zahl, und
zweitens, dal’ in einem typischen Block gepalEinsen auftreten. Die
Wahrscheinlichkeit eines solchen typischen Blocks ishdan

PP TP = phP e = NP log, ptnglog, ¢ — 9o—H(X:)

Natiirlich gibt es (aul3er im Fall = %) auch Bbcke, deren Wahrschein-
lichkeit deutlich von diesem Wert abweicht, zum Beispiad Geiden,

die aus lauter Nullebzw.lauter Einsen bestehen, aber nach dem Gesetz
der grol3en Zahl sollteif hinreichend grof3e die Wahrscheinlichkeit
einer grol3eren Abweichung von diesem Wert sehr gering sein.

Dieser Philosophie entsprechend definieren wir nmZ tifallsvariablen
mit beliebiger Verteilung eingypische Mengeind untersuchen deren
Eigenschaften:

Definition: X, X,,... sei eine Folge voneinander unaolgiger Zu-
fallsvariablen mit Werten in einem Alphabdt die allesamt die gleiche
Wabhrscheinlichkeitsverteilung haberurfein Tupel ¢4, ...,a,) € A"
bezeichne

play, ... a,) = [ [ pla,)
=1
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die Wahrscheinlichkeit daf, dal3éir: = 1, ..., n die ZufallsvariableX,
den Werta, annehme. Bezeichnet

H == p(x)log, p(x)
rx€A
die Entropie der ZufallsvariableX ;, definieren wir jedes > 0 eine
typische Menge

A? = {(ala R an) c A" ‘ 2—n(H+5) < p(xla s 7an) < 2—n(H—a)} .

Einige wichtige Eigenschaften dieser Menge sind im folgan&atz
zusammengefalit:

Satz: X;, X5, ... sei eine Folge voneinander undalpigiger identisch

verteilter Zufallsvariablen mit Werten in einem Alphabét inre En-

tropie seiH. Dann gilt:

a) Furalle @,,...,a,) € Arist|—Zp(ay,...,a,) — H| <e.

b) Fur hinreichend grol3e Werte venist die Wahrscheinlichkeit daf,
daf’ ein Element voA™ in A liegt, giof3er als 1- ¢.

c) Die Kardinalitat #4™ von A" ist hochstens gleich™3/7*<),

d) Fur hinreichend groRe ist #4" > (1 — g)2n1*e),

Beweis: a)folgt sofort aus der Definition der typischen Menge, wenn
wir in der definierenden Ungleichung zu Logarithm@rergehen und
durchn dividieren.

Fur b) erinnern wir uns an das (schwache) Gesetz der grof3en Zahlen:
Danach konvergieren die Mittelwerté(Y1 + ...+ Y ) einer Folge
voneinander unaldmgiger aber identisch verteilter reellwertiger Zu-
fallsvariablen @ir n — oo stochastisch gegen den gemeinsamen Er-
wartungswert dek’;. Die Zufallsvariablent; definieren wir fir diesen
Beweis wie folgt: WennX,; den Werta € A liefert, soll Y; den Wert
—log, p(a) liefern. Der gemeinsame Erwartungswert #eist dann die
Entropie

H=-p(a)log, p(a)

acA

der X,; es gibt daher zu jede > 0 ein N € N, so dal3 die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses 1p(ay, ..., a,) — H| < € groBer ist
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als 1— ¢ fur allen > N. Speziell kbnnen wir auchir § = € so einiV
finden, womitb) bewiesen \ére.

c) folgt durch eine einfache Abséatzung: Da

1= Zp(al,...,an)z Zp(al,...,an)

(al,...,an)GA” (ala"'aan)eA?

> Z 2—n(H+a) — 2—n(H+8)#A?

(ala"'aan)eA?
ist, muR #" < 2n(H*e) sein,

Zum Beweis vord) schliel3lich schtzen wir in umgekehrter Richtung
ab, ausgehend von Aussadugje Fur alle hinreichend grol3emist

l-e< Z plaq,...,a,) < Z 2—H—e) = 2_”(H_8)#A?
(az,...,a,)EAD (az,...,a,)EAD

und damit #47 > (1 — ¢)2" =2,

Als erste Anwendungdnnen wir abscéitzen, wie viele Bit wir brauchen,
wenn wir in der vorliegenden Situation blockweise kodieienn wir

zu vorgegebenem > 0 die Blockhngen so grof3 viahlen, daf)
erfullt ist, haben wir einerseitsdthstens 27*) Elemente inA” und
kommen daher mii(H +¢) Bit pro Block aus, wenn wir nur diese &tke
kodieren. Die Wahrscheinlichkeit daf dal? einer der restlichendgike
auftritt, ist kleiner alg; auch wenn wirfir die Kodierung solcher Bcke
erheblich &ngere Bitfolgen ansetzenissen, beispielsweise solche der
Langen log, m, wobeim die Elementanzahl des Alphabets bezeichnet,
wird diese lange mit= multipliziert, so dal3 wir im Mittel nur

n(H +¢)+e-nlog,m = n(H +e(1+ Ingm))
brauchen; pro Zeichen sind das
H +¢(1 + log, m) Bit.

Mit hinreichend grof3en Blockhgen kommen wir somit beim mittleren
Kodierungsaufwand in der Tat beliebig nahe an die Entroprarn
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§7: Datenkompression

Wir haben schon mehrfach gesehen, dal’ die Entropie einaluari-
ablen in einfachendllen interpretiert werden kann als die mittlere Bit-
anzahl tir eine Kodierung ihres Alphabets. Diesen Zusammenhang und
seine Anwendung auf die Komprimierung verschiedener ArtenDa-

ten soll in diesem Paragraphen untersucht werden.

Zur Speicherung oddsbermittlung der von einer Zufallsvariablen oder
einem stochastischen Prozess produzierten Datessem wir die Ele-
mente des Alphabetd in geeigneter Weise kodieren mit Zeichenfol-
gen, die durch die verwendete Technik vorgegeben sindzb&age sind
dies meist Bitfolgen. Wir gehen allgemein aus von einem [Z&nsatz,
der zwar meist, aber nicht immer, gleich der Mer{@e1} sein wird.
Historisch bedeutsame Beispiele von Mengémit mehr als zwei Ele-
menten sind etwa die Morsezeichen mit= {kurz, lang, Pauseoder
die in der Seefahrt geuchlichen Flaggenalphabete.

Ziel der Datenkompressionist es, die Anzahl der Zeichiedik betrach-
teten Daten riaglichst klein zu halten; bei einem verlustfreien Kompri-
mierungsverfahren sollen aber die ui@mglichen Daten trotzdem noch
exakt rekonstruierbar sein.

Nicht alle in der Praxis verwendeten Verfahren sind vefilagtbeim
mp3-Verfahren etwa wird ausgenutzt, dal3 manche Frequamzssr
Ohr fir andere Frequenzen blockieren, so dafd man diese aus deah Sig
herausfiltern kann. Auch das JPEG-Verfahren, mit dem sichedigte
Abschnitt dieses Paragraphen bedtlt, ist oft nicht verlustfrei; hier
gibt es einen Quatittsfaktor als Parameter, der die tolerierbaren Verluste
quantifiziert.

Es ist klar, dal3 es keinen universellen Algorithmus zur Dietenpres-
sion geben kann: &e es amlich ein Verfahren, dasif beliebige
Dateien einen Kompressionsfakitor< 1 garantieren virde, so Knnte
man dieses Verfahren iterativ anwenden und nacAnwendungen
eine Kompressionsrate vam® erreichen. Bei hinreichend grof3em
konnte man daher jede Datei auf weniger als ein Bit kompriemgwas
natirlich absurd ist.
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Ein Kompressionsverfahren kann also nur auf Dateien mitisper
Struktur erfolgreich angewandt werden. Wir werden in diedeara-
graphen zwei Andtze diskutieren: Die Entropiekodierung, bei der die
Unterschiede zwischen deratifigkeiten der einzelnen Buchstaben aus-
genutzt wird, und die Datenkomprimierung durch linearen§farma-
tionen, die bei einem stochastischen Prozess eine watestge Deko-
rrelation der beteiligten Zufallsvariablen erreichen kel

a) Quellenkodierung

Wir gehen zuachst aus vom einfachsten Fall einer einzigen Zufallsvari-
ablen X. Sie nehme Werte an in einem Alphabét= {a4,...,a,,},
wobei der Buchstabe; mit Wahrscheinlichkeip, auftrete.

Zur Speicherung odetbermittlung der vonX produzierten Daten
mussen wir die Elemente va# in geeigneter Weise kodieren mit Zei-
chenfolgen, die durch die verwendete Technik vorgegelreh beutzu-
tage sind dies meist Bitfolgen. Wir gehen allgemein aus \ioers
ZeichensatzD, der zwar meist, aber nicht immer, gleich der Menge
{0, 1} sein wird. Die Elementanzahl von&flbezeichnen wir miD.

Das WortKodierunghat in der Informationstheorie mehrere deutlich
verschiedene Bedeutungen: Wir haben einmal Codes, die diazu
nen allillige Lese- undJbertragungsfehler zu erkennen und teilweise
auch zu korrigieren; diese fehlererkennenden und felikenegierenden
Codes bilden den Inhalt mathematischer VorlesurigerKodierungs-
theorie; Informationstechniker reden hier vdfanalkodierung.Dann
gibt es schon seit mindestens zweieinhalb Jahrtausehelkaeimcodes,
mit denen Text so versaldselt werden soll, dal? ihn ein Unbefugter nicht
rekonstruieren kann; diese werden in Vorlesungéer Kryptologie
(oder, wenn die reine Versdidselung im Vordergrund steht, auch Kryp-
tographie) behandelt. Die Kodierung, mit der wir uns hiesdbaftigen,
greift bereits eine Stufe vor diesen beiden und h@illenkodierung;
sie wird oft zusammen mit Kanalkodierung und/oder Vergssélung
eingesetzt.

Definition: Ein Quellencoddir eine ZufallsvariableX mit Werten in
einem AlphabetA ist eine AbbildungC, die jedem Element € A
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eine Folge von Elementen a@% zuordnet. Das Codewort zt1 € A
bezeichnen wir mitC(x), seine lange mit/(z). Die mittlere Lange
L(C) ist der Erwartungswert

E((X)) =) pla)i(z).

€A

Die wohl bekanntesten Beispiele von Quellencodes sind &CIA
Code(American Standard Code for Information Interchangdgr ein
Alphabet aus 128 Zeichen durch Folgen aus je sieben Bitalihrske-
nen zwecks Fehlererkennung praktisch immer ein &abtt ange&ngt
wird, sowie seine Erweiterungen wie 1SO Latin-1, die ASQll &i-
nem echten Achtbitcode erweitern, in dem auch UmlauteAimdiches
zum Alphabet getren. Vor allem imWorld Wide Welwird oft auch
der sogenannt&nicode verwendet, der mit 17 Ebenen zu je 16 Bit
jedem irgendwo auf der Welt benutzten Schriftzeichen eiggale
Entsprechung zuordnen will.

Laut obiger Definition ist ein Quellencode einfach irgemgeAbbil-
dung; wenn diese nicht injektiv ist, reden wir von einsmgufren
Code. Da solche Codes nur selteimtztich sind, werden wir uns im
Folgenden auf nichtsingéite Codes beschnken.

Auch bei diesen kann es aber noch Probleme mit der eindauRigkon-
struierbarkeit geben wenn wir uns bei der Kodierung niclemzelne
Buchstaben besclinken, sondern — wie dies wohl meist der Fall sein
wird — Buchstabeiolgenbetrachten: Kodieren wir etwa die 26 Buch-
staben des Alphabets durch die im Zweiersystem gescheelbéshlen

von 0 bis 25, so ist diese Abbildung sicherlich injektiv;zeat wir aber

die CodesC'(D) = 11,C(A) = 0 undC(S) = 10010 einfach hinter-
einander, Bknnen wir das Ergebnis auch beispielsweise als GEC lesen
statt als DAS.

Um dieses Problem zu vermeideidyiten wir uns auf Codes besahr
ken, bei denen alle Codéwter C'(x) dieselbe [ange haben, wie es
beispielsweise bei ASCII der Fall ist oder auch bei den hieaxien noch
benutzten Fernschreibern. Wenn allerdings die ZeicherAtld®mbets
(wie etwa im Fall der Buchstaben eines deutschen Texts)iclkewer-
schiedene Wahrscheinlichkeiten habetnien wir die mittlere Ange
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des Codes oft drastisch reduzieren, wenn wir déufigen Buchstaben
kurze Codewrter zuordnen. Die geschieht beispielsweise beim Morse-
Code, der mit den drei Zeichdwrz, langund Pausearbeitet; hier wird
das E durch einmal kurz kodiert, das N durch einmal lang, dabéf
durch lang, kurz, lang, lang. Zum Trennen der einzelnen Blatlen
dient das dritte Zeichen, die Pause.

Wir interessieren ungif Codes variablerénge, beidenen die eindeutige
Dekodierbarkeit ohne spezielles Trennzeichendgeleistet ist:

Definition: a) Ein Code heil3eindeutig dekodierbamvenn es keine
zwei Folgen von Buchstaben aus dem Alphabejibt, die auf dieselbe
Zeichenfolge abgebildet werden.

b) Ein Code heil3Praefixcodewenn es keine zwei Buchstaben, € A
gibt, fur die C'(x) mit den ersterd(x) Zeichen vornC'(y) Ubereinstimmt.

Offensichtlich ist jeder Praefixcode eindeutig dekodierbangekehrt
ist jedoch nicht jeder eindeutig dekodierbare Code ein fRamle:
Kodieren wir etwa ein dreielementiges Alphabet durch diesghrift
C(a) = 0,C(b) = 001 undC(c) = 11 und sehen beim Dekodieren als
erstes Zeichen eine Eins, so kann décimste Buchstabe nur dirsein.
Sehen wir eine Folge von Nullen, gefolgt von einer geraden Anzahl
von Einsen, so iiissen wirm mal den Buchstabem haben, gefolgt von
einemc; folgt aber eine ungerade Anzahl von Einsen, so haben wi2
mal den Buchstaben gefolgt von einend. Somit istC' ein Praefixcode,
obwohlC'(a) ein Praefix vorC'(b) ist.

Die eindeutige Dekodierbarkeit s@mkt die Anzahl mglicher Code-
worter einer vorgegebenerahge ein; insbesondere gilt die folgende

Ungleichung von Kraft und McMillan: Ist C' ein eindeutig dekodier-
barer Codeiir das Alphabetd und bezeichneb die Anzahl der Code-

zeichen, so ist
Z D @) <1,
€A

Beweis:Fur jede naifrliche Zahlk lal3t sichC fortsetzen zu einem
Code fir das AlphabetA®, indem wir einemk-tupel 4, ..., z,) von
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Buchstaben die hintereinander gesetzten Cod®nC'(x,), . .., C(x;,)
zuordnen, aufgefal3t als ein Codewort démbef(zq) + --- + l(x},).
Wegen der eindeutigen Dekodierbarkeit vomst auch dieser erweiterte
Code nichtsingur.

Nach dem Distributivgesetz ist

k
(Z D—ﬂ(l‘)) — Z D =) . p—Hzk) = Z D
(x1,..

TEA .,.’Ek)EAk xec Ak

Bezeichnet(n) die Anzahl derk-tupelx € A*, denen ein Codewort
der Langen zugeordnet wird, &nnen wir dies auch schreiben als

kLmax

Z a(n)D™",

n=1
wobei/,,,, das Maximum allef(x) fur x € A bezeichnet. Da der Code
nichtsingudr ist, kanna(n) nicht grdRer sein als die AnzalD™ aller
moglicher Codevirter der langen; somit ist

ko Klmax
(Z D“w)) <> D"D "=kl

r€EA n=1
und damit

> D < Ykl

TEA
Dies qilt fur alle £, und da

lim /&6, =1

k—oo

Ist, folgt hieraus die zu beweisende Ungleichung. .

Dieser Satz wurde 1949 vorebN G. KRAFT im Rahmen seiner Master Thesis im Fach
Elektrotechnik am MIT iir Praefixcodes bewiesenifbeliebige eindeutig dekodierbare
Codes bewies sieECKWAY MCMILLAN von den Bell Telephone Labs unabigig von
Kraft 1956 in seiner Arbeifwo Inequalities Implied by Unique Decipherability den
IEEE Transaction on Information Theory, Band 2(4), S. 1156-1

Umgekehrt gilt
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Satz: Ist/: A — N eine Abbildung des Alphabet4 in die natirlichen

Zahlen mit
DLRCESS
rEA

so gibt es einen Praefixcodémit D-elementigem Zeichensatzirfden
das Codewort’(z) die Lange/(x) hat.

Beweis:Die D Zeichen, aus denen die Codaner gebildet werden,
seienzy, ..., zp, und /.., sei das Maximum der &angen/(x); das zu
kodierende Alphabet sei = {a,,...,a,,}.

Wir zeichnen einen Baum, indem wir ausgehend von einemrfé&xiakt,
der Wurzel, D gerichtete Strecken zeichnen, die wir mit bis z,
markieren. Vom Endpunkt einer jeden dieser Strecken zerciuir wie-
der D solche Strecken und so weiter, bis wir Streckegez der lange

! ax NAben. Punkte, die vom Anfangspunkt @ber einen Streckenzug
der Langen erreichbar sind, bezeichnen wir als Knoten der Tiefe
Jeder Knoten ist eindeutig beschreibbar durch die Folg&ldekierun-
genz, ...z der Strecken, die zu ihmihren; Knoten der Tiefe:
entsprechen also potentiellen Codetern der langen. Diese ordnen
wir lexikographisch durch di&bereinkuntt, daf3; vor z; kommen soll,

wenni < j ist.

Zur Konstruktion des geunschten Codes ordnen wir als erstes dem
Buchstabenu, das Codewort zu, das au$a,) Zeichenz,; besteht.
Danach entfernen wir den zu diesem Codewortégenden Knoten
der Tiefen aus dem Baum sowie alle Knoten, diber diesen Punkt er-
reichbar sind — sie entsprechen schliel3lich Caitésyn, die das gerade
vergebene Codewort als Anfangtten.

Wenn wir Codewrter fur a, bis a,_, vergeben haben, konstruieren
wir das CodewortC(a,) wie folgt: Unter allen noch verbleibenden

Knoten der Tiefel(a,) nehmen wir den lexikographisch ersten und
definierenC'(a,.) als das dazug@hnige Codewort; sodann streichen wir
wieder sowohl diesen Knoten als auch d@ibeer ihn erreichbaren Knoten

grol3erer Tiefe.

Das kann naitrlich nur dann funktionieren, wenn es noch einen Knoten
der Tiefe/(a,) gibt. Dazu geiigt es, wenn wir zeigen, dal3 es noch
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mindestens einen Knoten der Tigfg,, gibt, denn der Weg zu einem
solchen Knotenithrt durch Knoten aller kleineren Tiefen.

Wenn wir ein Codewort der angen vergeben, streichen wir mit dem
zugeldrigen Knoten der Tiefe auch alld@iber diesen Knoten erreichbare
tiefere; in Tiefel, ., sind dasD‘ma&~" Stijck. Durch die Vergabe von

Codewortern fur a4 bisa,._; wurden somit

r—1 r—1
ZDﬁmax—ﬁ(ai) — DﬁmaXZD—ﬁ(ai)
=1 =1

Knoten gebscht. Anfangs gab es zu jedem nach Konstruktion
D™ Knoten der Tiefen, alsoD‘Max Knoten der maximalen Tiefe. Nach
Voraussetzung istif r < n

r—1
ZD—E(%) < Z D—f(x) S 1’
=1

€A

die Anzahl bereits gestrichener Knoten maximaler Tiefeaisb echt

kleiner als die ursjgimglich vorhandene Anzahl. .

Zusammen zeigen die beiden gerade bewieser@peSdall es zu
jedem eindeutig dekodierbaren Code einen Praefixcode dgsisen
Codeworter exakt dieselbednge haben. Auf der Suche nacbgtichst
guten Codes &nnen und werden wir uns daher auf Praefixcodes
beschanken.

b) Optimale Codes

Da sowohl die Speicherung als auch Qigertragung von Daten oftmals
knappe Ressourcen in Anspruch nehmen wie beispielswerns8 -
cher einer kleinen Digitalkamera oder die Kapakzieines zumindest
zeitweise sehr stark belasteten Mobilfunknetzes, isfiegiéle Anwen-
dungen wichtig, den bénigten Aufwand auf das unbedingt notwendige
Minimum zu beschinken. Auf dem Niveau der Quellenkodierung be-
deutet dies insbesondere, dal? die mittleéiede des verwendeten Codes
moglichst klein sein soll.
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Sei alsaX eine Zufallsvariable mit Werten in einem-elementigen Al-
phabetd, desseri-tes Element mit Wahrscheinlichkeit angenommen
werde. Wir suchen einen Code, dessen mittlérede

L= i pit;
i=1

minimal ist; dabei steht, fur die Lange des Codeworts zugaten
Element des Alphabets.

Wie wir gerade gesehen haberyssen die Angen der Codewrter eines
eindeutig dekodierbaren Quellencodes die Ungleichund<wroxrT und
McMILLAN erfullen; umgekehrt gibt es auch zu jedérigenverteilung,
die diese Ungleichung difit, einen Praefixcode. Somitimsen wirL
minimieren unter der Nebenbedingung

ip—a <1.
=1

Wenn wir fur den Augenblick vergessen, daf’ djenatirliche Zahlen
sein nussen, haben wir hier ein klassisches Extremwertprobletn mi
Nebenbedingung, das wir mit Hilfe einsaAGRANGE-Multiplikators
[6sen lbnnen: Da eine lineare Funktion keine lokalen Extrema hal m
die Nebenbedingungif alle Extrema eine Gleichung sein, und somit
mussen

P1 m

gradL = [ und grady D“=D"%InD

Do =1

proportional sein, d.h. es gibt elne R, so dal3

p;, =AD % InD furallei.

Da sowohl die Summe allgr, als auch die Summe dé&r*: gleich eins
ist, mul3A = 1/In D sein, d.h.

p;,=D7% und ¢, =—log,p, .
Der Wert der Zielfunktion in diesem Punkt ist

L= Zpi i~ _Zpi logp, p;
=1 =1
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in Falle D = 2 also die Entropigd(X), ansonsten eine dazu propor-
tionale Gbl3e, die wir der Kirze halber mitH , (X)) bezeichnen wollen.

Bislang haben wir nur eineotwendigeBedingung @ir ein Extremum
gefunden; das folgende Lemma zeigt, dal} wiraeldich das globale
Minimum gefunden haben. (Der Leser sollte sich dauberzeugen,
daf der Beweis auch funktioniert, wenn djebeliebige reelle Zahlen
sind, die der Ungleichung vonRaFT und MCMILLAN gerigen.)

Lemma: Die mittlere Lange L eines jeden eindeutig dekodierbaren
Quellencodes mitD-elementigem Zeichensatz ist mindestens gleich
H,(X) mit Gleichheit genau dann, wenirfalle Wahrscheinlichkei-
tenp; gilt: p, = D~ mit einem?, € N,.

Beweis:Die Ungleichung von IRAFT und MCMILLAN sagt uns, daf3
c=>" D% < 1ist; setzen wiy; = D% /¢, so definieren auch die
q; eine Wahrscheinlichkeitsverteilurgund

L—Hp(X)=Y pt;+Y pilogy p;

=1 =1
=1 =1
= Zpi logp, j = Zpi logp, T_z — > p;logpe
i=1 i=1 ¢t
D(pllq)
= —logHc >0,
|092D gD -

da die KULLBACK -LEIBLER-Distanz zweier Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen nicht negativ ist und lgge < 0, dac < 1ist. Falls die Differenz
gleich Null ist, mu3c = 1 und D(p||q) = O sein, d.h. iir jedes: ist
P, =4q; = D%,

|
Damit haben wir eine untere GrenzérfL gefunden, die allerdings
nur in recht speziellen Situationen wirklich angenommerawiVie der
folgende Satz zeigt,danen wir aber immer einen Code findein; flen
sie um weniger als eingerschritten wird:
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Satz: X sei eine Zufallsvariable mit Werten in einem-elementigen
AlphabetA, desseri-tes Element mit Wahrscheinlichkeif angenom-
men werde. Dann gibt es einen Quellencode A mit einem D-
elementigen Zeichensatz, dessen mittlegiadel die Ungleichung

Hy(X) < L<HpX)+1
erfullt.

Beweis: Wir suchen nairliche Zahlent,,... ¢ , fur die > p./¢,
moglichst klein wird, die aber die Ungleichung vorRKFT und McMIL -
LAN erfullen. Im Reellen wird @ir ¢, = —log,, p, das Minimum ange-
nommen; wir gehen zurachstgdlieren ganzen Zahl, definierénalso
als diejenige nairliche Zahl, fir die gilt

—logpp; < ¢, < —logyp, +1.

m m m
ZD—& < ZDIogDm — Zpl — 1’
=1 =1 =1

die Ungleichung von RAFT und MCMILLAN ist somit erfillt, so dafl3 es
einen Praefixcod€’ gibt, der demi-ten Buchstaben des Alphabets
ein Codewort der &ngel, zuordnet. lEr dessen mittlere&nge gilt

Dann ist

Hp(X) = Zpi(_ logp p;) < L = Zpiei

=1 =1

< Zpi(_ logpp; +1) =Hp(X) +1.
=1

In den ersten Paragraphen dieses Kapitels haben wir meBeegiele
betrachtet, bei denen sich die Adirerung der mittleren Bitzahl pro
Buchstabe an die Entropie verbessern liel3, wenn wir stagtelier
Buchstaben Ricke von Buchstaben betrachten. Der gerade bewiesene
Satz erkart auch das:

Korollar: X sei eine Zufallsvariable mit Werten in einem-elemen-
tigen Alphabet4, dessen-tes Element mit Wahrscheinlichkeaif an-
genommen werde. Dann gibt es einen Quellencadedf’ mit einem
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D-elementigen Zeichensatz, dessen mittleémde L pro Buchstaben
ausA die Ungleichung

Hp(X) < L < Hp(X)+ =
n

erfullt.

Beweis:Wir betrachten eim-tupel aus unakdngigen Zufallsvariablen
Xq,...,X,, die allesamt Werte im Alphabet annehmen und alle die
gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilung haben wieDie Entropie dieses
n-tupels (zur Basi®)) mit Werten inA"™ istn H,(X); nach dem gerade
bewiesenen Satz gibt es also einen Quellencode, dessé&renifinge
zwischemn H (X)) undnH (X) + 1 liegt. Die LangeL bezogen auf
die Buchstaben aud ist ein n-tel davon, erillt also die behauptete
Ungleichung.

Dieses Korollar zeigt insbesondere, dal3 wir den mittlerafwand pro
Buchstabe mit hinreichend grof3en Bla@k@en beliebig nahe an die
Entropie anahern lonnen.

c) Huffman-Codes

DaviD HUFFMAN stellte 1951 ein Verfahren vor, wie man zu einer
gegebenen Blfigkeitsverteilung einen Praefixcode mit minimaler mitt-
lerer Lange konstruieren kann. In seiner Arbeit

DaviD A. HUFFMAN: A Method for the Construction of Mini-
mum-Redundancy Codd2ioc. |.R.E., Sept. 1952, 1098-1101

geht er aus von einer endlichen Menge von Nachrichten, a&lsg @as
wir hier immer als das Alphabet = {a,,...,qa,,} bezeichnen, und
ordnet sie so, dalif die Wahrscheinlichkeit; vona, gilt: p; > p; falls

i <j.

Fur einen Code&” mit minimaler mittlerer lange kann man dann ohne
Beschankung der Allgemeinheit davon ausgehen, daftife Lange/,
des Codewortg’(a;) gilt: £, < ¢, fallsi < j. Ware ramlich?, > /,,
sowarep,{; +p;l; > pl; +p;{;, d.h. die mittlere lange des Codes
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wirde echt kleiner durch Vertauschen der Codear C'(a;) undC'(a;),
Im Widerspruch zur vorausgesetzten Minimalit

AulRerdem mul¥, = ¢ _, sein, denn die erstef), , Zeichen von
C(4,,) konnenwegen der Praefixbedingung kein Codevimetinen an-
deren Buchstaben sein; wenn wir etwaige folgende Zeichei€\a,,,)
streichen, erhalten wir einen neuen Praefixcode, dessdemnitange
imFall¢,, > ¢, _, kleiner ware als die vort.

Somit gibt es mindestens zwei Buchstaben, denen ein Cotevex-
imaler Lange zugeordnet wird. Wirdanen aber noch mehr sagen: Es
gibt unter den Codefrtern maximaler Bnge mindestens zwei, die sich
nur in ihrem letzten Zeichen unterscheidenaiM dies nicht der Fall,
konnten wir bei allen Codewrtern maximaler Bnge das letzte Zeichen
streichen ohne die Praefixbedingung zu verletzen.

Bislang gilt alles ir Codes mit einer beliebigen Anzablvon Zeichen;
fur die Konstruktion eines Codes anhand der aufgestellterziPien

wollen wir uns aber — genau wieUdFMAN — zurachst auf den Fall
D = 2 beschiéinken, und die Modifikationeruf D > 2 anschlie3end
kurz diskutieren.

Angenommen, wir haben einen optimalendrien Codeiir ein Alphabet
ausm > 2 Buchstaben. Dann wissen wir, dal3 es unter den Codemn
maximaler lange zwei gibt, die sich nur im letzten Bit unterscheiden;
indem wir die Codes der Buchstaben mit maximaler Céaigé otigen-

falls permutieren, &nnen wir annehmen, dal? es sich dabeiim die beiden
Buchstaberw,, unda,, ; handelt. (Man beachte, dalUFMAN die
Buchstaben nach ihreradifigkeit anordnet.)

Fur einen beliebigen baren Code, bei dem die beiden Buchstaben ger-
ingster Wahrscheinlichkeit Codé@nter maximaler Bnge haben, die sich
nur im letzten Bit unterscheidenpknen wir die IFFMAN-Reduktion
bilden wie folgt:

Wir betrachten ein neues Alphabét ausm — 1 Buchstaben; es erih
die Buchstabem, bis a,, , sowie einen neuen Buchstaben, der
mit Wahrscheinlichkeip,,,_4 + p,,, auftreten soll. Zu diesem Alphabet
betrachten wir den Cod€™, der dena, mit © < m — 2 das Codewort
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C'(a;) zuordnet,C*(a*) seiC(a,,) ohne das letzte Bit. Umgekeh#f3t
sich C' ausC™ fast eindeutig rekonstruieren: Wir setzéfta,,, ) auf
C*(a™) gefolgt von einer Null und’(a,,,) aufC*(a™) gefolgt von einer
Eins (oder umgekehrt). Die mittlereabhgeL* von C* lal3t sich leicht
durch die mittlere BngeL von C ausdiicken:

m—1 m

L* = Z pzfz + (pm—l +pm)(€m - 1) = szgz — Pm—-1"Pm
=1 ')

1
=L —Pm—1"Pm >
14

m—1 = m*

denn/

HUFFMANS Konstruktion beruht wesentlich auf der folgenden Beobach
tung: C' ist genau dann optimal, wer* optimal ist.

Ist namlich C* nicht optimal, so gibt es einen Codeg* mit kleinerer
mittlerer Lange L™ < L*. Daraus &f3t sich ein Codé fur A kon-
struieren, bei denD(a,, ;) und D(a,,) aus D*(a*) entstehen durch
Anhangen einer Nulbzw.einer Eins; die mittlere &nge dieses Codes
istL™* +p,, 4+p,, < L,sodal’ auch’ nicht optimal ist. Entsprechend
folgt auch die andere Richtung.

Damit ist die rekursive Struktur des Algorithmus vomw#tmMAN Klar:
Wir wollen ein AlphabetA kodieren, dasn Buchstaben enit.

Im Fall m = 2 kdnnen wir einfach jedem der beiden Buchstaben eines
der beiden Codezeichen zuordnen; die mittleiade des Codes istdann
eins, und kKirzer kann sie bei keinem Code sein.

Ist m > 2, so fihren wir eine KFFMAN-Reduktion durch, d.h. wir
fassen die beiden am wenigsten wahrscheinlichen Zeichesmaunen

zu einem Zeichem™, dem wir die Summe von deren Wahrscheinlich-
keiten zuordnen. Dank unserer rekursiven Vorgehensweéiseda wir

fur dieses Alphabet aus — 1 Elementen einen optimalen Code konstru-
leren; um auch eineriif das gegebene Alphabet zu erhalten, kodieren
wir die beiden seltensten Zeichen so, dal3 wir an das Codéiuoat
eine Nullbzw.eine Eins aningen. Wie wir uns geradéerlegt haben,

ist dann auch der neue Code optimal.
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Als Beispiel betrachten wir eine Zufallsvariablé mit Werten in ei-
nem sechselementigen Alphabet {a, b, ¢, d, e, f}; die Wahrschein-
lichkeiten der sechs Buchstaben seien (in alphabetischiéeRfolge)
1111144

3476’8 12

Die beiden seltensten Zeichen sindnd f; wir fassen sie also zusam-
men zu einem Zeicheanf mit Wahrs.chelnllchkeltl—2 + 5 1 = 1 . Im neuen
Alphabet {a,b,c,d,ef} sind d und ef die beiden seltensten Buch-
staben; wir fassen sie also zusammen zu einem neuen Buehég(al)

mit Wahrscheinlichkei§ + 2 = 2. Im Alphabet{a, b, ¢, d(ef)} ist c der
seltenste Buchstabejifden zweitseltensten haben wir die Auswahl zwi-
schenb undd(ef), die jeweils mit Wahrscheinlichkeﬁ auftreten und
mussen unsifr einen der beiden entscheiden. Um Klammern zu sparen
fassen wib undc zusammen zu einem neuen Buchstalvemit Wahr-
scheinlichkeit; + 2 = =. Dies fuhrt auf das Alphabefa, be, d(ef)}, in
demd(ef) und a die beiden seltensten Buchstaben sind; wir fassen
sie zusammen zumBuchstaben‘a(d(ef)). Damit sind wir bei ei-
nem zweibuchstabigen Alphabet angelangt; einer der beiggmalen
Codes besteht darin, daB wifd(ef)) mit Null undbc mit Eins kodieren.

Nun missen wir nacheinander dieUEFMAN-Reduktionen iickgangig
machen. Als erstes wirbl: aufgespalten irh mit dem Code 10 und
mit dem Code 11; das Umgekehrt@re naiirlich genauso gut gglich.
Sodann wita(d(e f)) aufgespalten im undd(e f) durch die Kodierung
a = 00 undd(ef) = 01. Als rachstes wirdi(e f) aufgespalten durch
d = 010 undef = 011, und im letzten Schritt setzen wir= 0110 und
f=0111.

Damit haben wir einen optimalen Code gefunden; seine mattlange
Ist

1 1 1 1 1 1 3

.24+ .24 _.24=-.34+—. — =

32 42 62 83 124 244 28 2,375,

also nur wenig gif3er als die Entropie

1 1 1
5 log, 6 + Iog2 12 + Iog2 24

5
+ 3 log, 3~ 2,324 .

1 1
H = éIog23+ log, 4 + —
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Falls wir optimale Codes mit einem Zeichensatz o> 2 Elemen-

ten suchen, &nnen wir im wesentlichen genauso vorgehen; allerdings
konnen wir nun iir jedes Alphabet mitichstensD Elementen einen
Code mit mittlerer [ange eins finden. Bei jederudFmMAN-Reduktion
auf3er der ersten fassen wir dleam wenigsten wahrscheinlichen Buch-
stabe zu einem neuen Buchstahézusammen; dadurch verringert sich
die Elementanzahl dies Alphabets um- 1. Fallsm — 1 durchD — 1
teilbar ist, konnen wir dies auch im ersten Schritt tun; andernfalls fasse
wir dort nurm, Elemente zusammen, wobeik2 my < D so gevahlt
wird, daRD — mg durchD — 1 teilbar ist.

DAvID ALBERT HUFFMAN (1925-1999) studierte Elektrotechnik an der Ohio State Uni
versity; nachdem er 1944 im Alter von 18 Jahren seinen Bactfddschluld bekommen
hatte, verbrachte er den Rest der Kriegszeit als Radamaféiaf einem Schiff der US Navy.
Nach dem Krieg kehrte er an die Ohio State Universityizir nach seinem Master 1949
wechselte er zur Promotion ans MIT. wo er danach von 1953383 Auch lehrte. Den
HUFFMAN-Code entwickelte er dort als Studienarbe#dhwend seines Promotionsstudi-
ums. 1957 dgindete er das Computer Science Department der Unigevsih Kalifornien

in Santa Cruz, an der er 1994 emeritiert wurde. Die meisteresérbeiten bescdhfitigen
sich mit Informations- und Kodierungstheorie.

d) Komprimierung durch Dekorrelation

HUFFMAN-Codes sind optimal, wenn wir eine einzige Zufallsvariable
betrachten oder, was auf dasselbe hiraufs|eine Folge von unaihgi-
gen identisch verteilten Zufallsvariablen. Eines der Haunsatzgebi-
ete der Datenkompression sind aber Bild- und Audiodatendéren
diese Annahme sicherlich nicht &bt ist: Bei einer digitalen Tonauf-
nahme etwa wird der Schalldruck 44 100-mal pro Sekunde gasnes
und auf einen Wert zwischen 0 und*2- 1 = 16777215 oder 0
und 2° — 1 = 65535 skaliert. Eine Aufnahme, bei der die Lairtse
44 100-mal pro Sekunde zlfig wechselt, werden nur wenigedier
als Lieblingsmusik w&thlen: Dramatische Wechsel in der Laat&e sind
zwar ein wichtiges kompositorisches Element, aber es mafsam
eingesetzt werden. Von den 44 100 Werten, die pro Sekundgezed
ichnet werden, unterscheidet sich di@erwiegende Mehrzahl nur wenig
von ihrem Vor@nger.

Ahnlich ist es bei Bilddaten: Selbstveistlich sind abruptelberginge
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auch hier ein oft eingesetztes Stilmittel, aber verglichahder An-
zahl der Pixel, mit denen Bilder typischerweise digit&isiwerden,
unterscheidet sich auch hier der Grof3teil aller Farb- odau@Gerte nur
wenig von den entsprechenden Werten der Nachbarpixel.\Wéeiden
Grau- oder Farbwerte typischerweise nur mit Werten zwisdhend
28 — 1 = 256 kodiert, da unser Auge bei gedruckten oder auf eirne-Lei
wand projizierten Bildern selbst bei nur 64 verschiedenent®¥v keine
Artefakte mehr erkennen kann, wohingegen unserdGabch auf sehr
viel feinere Unterschiede reagiert.

In beiden Rllen steckt also ein zumindest im Mittel wesentlicher Tell
der Information bereits im Vo&nger; wir kbnnen dies dadurch quan-
tifizieren, dafd wir die typische Korrelation eines Schailtk oder Farb-
werts mit seinem Vor@nger (oder sonstigen Nachbar) berechnen. Diese
Korrelation bezeichnet man als déaitokorrelationdes stochastischen
Prozesses, durch den wir ein typisches Musikktoder Bild beschrei-
ben.

Auf der folgenden Doppelseite sind einige in Lelachern der Bildver-
arbeitung beliebte Grauwerttestbilder zu sehen zusamntelemDaten
uber minimale, maximale und mittlere Helligkeit,;,, zmax Undu, Vari-
anzo?, Standardabweichungsowie der Autokorrelatiop. Alle diese
aus

P.M. FARELLE: Recursive Block Coding for Image Data Com-
pressionSpringer,1990

entnommenen Daten beziehen sichimlath auf die Originalbilder und
nicht auf das, was Ihr Bildschirm oder Drucker daraus maliatzdem
sollte der Vergleich von Bildern und Daten einen einigeraraforrekten
Eindruck zumindest der relativen Situation vermittelnhd#entlich alle
hier abgedruckten Bilder in derselben Weise verunstattet s

Wie die Daten zeigen gnnen wir bei der Komprimierung von Bilddaten
zumindest ungéthr von einer Autokorrelation um die 95% ausgehen;
jeder Wert ist somit im Mittel bereits zu 95% durch seinengémger
bestimmt. Trotzdentibertragen oder speichern wir zumindest mit den
uns bislang bekannten Kompressionsverfahren immer wik@@¥o der
Information einer jeden Zufallsvariablen.
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Ein moglicher Ansatz zur Datenkompressioans daher, dafd wir immer
nur die Differenz zum Vorgngerubertragen oder speichern: Hah&n
und Y beide Erwartungswernt und Varianze?, so hatZ = Y — X
den deutlich kleineren Erwartungswert-{lp); und nur noch Varianz
2(1— p)o?. Die Kovarianz zwischeX und Z ist

Cov(X,Z) =Cov(X,Y — pX) =Cov(X,Y) — pCov(X, X)
= po? — po?=0;
X und Z sind also unalkdngig voneinander.

Verfahren, die dies ausnutzen, gibt es in der Tat; sissan aber mit
dem Problem fertig werden, dal} die Differenz zwagistensklein ist,
dal} aber gerade die Ausnahmen, bei denen sie grol} ist, seémtieh
fur die Rekonstruktion des Original sind.

Der am laufigsten verwendete Ansatz geht daher anders vor,Naeh-
richt* wird in Blocke aufgeteilt; bei der Schallaufzeichung auf CD sind
dies bei den derzeit auf dem Massenmarktélichen Geaten Bbcke
zu je acht Werten, bei Bildern sind es Teilbilder von jew8ils 8 Pixel.

Anstelle der einzelnen Zufallsvariablen kodieren wir di@dke; wie
wir bereits mehrfach gesehen habaftlsich allein dadurch der mittlere
Aufwand meistens reduzieren, wenn auch nicht so dramatiselei
den hier betrachteten Komprimierungsverfahren.

Der Einfachheit halber besdmken wir uns auf ein eindimensionales
Modell, mit dem wir es beispielsweise bei Audiodaten zu tabdn.
Wir betrachten Bbcke aus einer gewissen Anzahlvon Zufallsvari-
ablen, die allesamt dasselbe i enthaltene Alphabet und dieselbe
Wahrscheinlichkeitsverteilung haben. Dabei nehmen wijrdaf jede
der Zufallsvariable mit ihrem Nachbarn die Korrelatiohabe.

Als erstes sollten wir uns fragen, wie es mit der Korrelazanschen
weiter entfernten Variablen aussieht. DaZzinken wira priori nichts
sagen; wenn wir im Extremfall nur zwei Zufallsvariablen riibrre-
lation p haben, so dal} alle Folgenglieder mit geradem Index gleich
der einen und allébrigen gleich der anderen sind, ist die Korrelation
gleich p, wenn sich die Indizes um eine ungerade Zahl unterscheiden,
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Peppers
w= 115,6
o= 5632
o= 75,0
p= 0,98
Tmin= 0
Tmax = 237
Lenna
w= 99,1
o= 2796
o= 529
p= 0,97
Lmin = 3
Tmax = 248
Sailboat
w= 1243
o= 6027
o= 77,6
p= 0,97
Lmin =0

249
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Stream
pw= 1138
o2 = 2996
o= 547
p= 0,94
Tmin= 0
Tmax = 255
Tiffany
uw= 208,6
o> = 1126
o= 33,6
p= 0,87
Lmin = 3
Tmax = 255
Baboon
w= 1289
o’ = 2282
o= 47,8
p= 0,86
Lmin =0
Tmax = 236

88
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und eins sonst. Dieser Fall wird freilich bei Bild- und Audaien kaum
vorkommen.

Dort geht manublicherweise aus vom sogenannten ar(1)-Modell,
wonach — in Analogie zu MRKOV-Ketten — alle Ablngigkeiten auss-
chlieB3lich auf die zwischen unmittelbaren Nachbarnizlzutihren
sind, so dal3 die Korrelation zwischen zwei Zufallsvariabdgeich p
hoch Betrag der Indexdifferenz ist.

Beim blockweisen Kodieren nach diesem Modell betrachtersamnit
einen Vektor X, ..., X,,) von Zufallsvariablen; alleX;, haben densel-
ben Erwartungswert und dieselbe Varianz?; die Korrelation zwischen
X, und X ist pl"~/!. Die Korrelationsmatrix, bei der an der Stellg
dieser Wert steht, ist somit die symmetrische Matrix

1 p 0> L. p”_;

p2 1 p e p”_3

i p 1 ... pt :
pn 1 pn 2 pn.—3 1

die Kovarianzmatrix ist das?-fache davon.

Wir betrachten nun anstelle der Zufallsvariablépneue Variablen

Y; = Xn: a5 X
j=1

mit zurachst irgendwelchen reellen Zahley). Dann ist

Cov(Y;,Y,) =Cov | ) a;;X;,> arX,
/=1

j=1

= Z Z a;; Cov(X;, Xy)ag, -

j=1 ¢=1

Stinde in der letzten Summe ganz rechts anstelle voru,,,, SO ware
die Summe gerade deék-Eintrag des Produktgl mal Kovarianzma-
trix der X; mal A, wobei A die Matrix mit Eintiagena, ; bezeichnet. Da
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tatsachlicha,, dasteht, missen wir als letzten Faktor des Matrixprodukts
die transponierte Matrixt” anstelle vonA nehmen; die Kovarianzma-
trix der neuen Zufallsvariablen ist also

Cov(Yy,...,Y,)=ACov(X,,..., X, )A".

Als nachstes beachten wir, daf3 die Kovarianzmatrix dersymmet-
risch ist; nach dem (im Anhang zu diesem Paragraphen bevaaye
Spektralsatz gibt es daher eine OrthonormalbasisRiesbeziglich
derer sie Diagonalgestalt hat. Es gibt also eine Mattixso dal3
ACov(X,,...,X,)A ! eine Diagonalmatrix ist, und da die Matrik
zu einem Basiswechsel zwischen zwei Orthonormalbaserggakt
AAT die Einheitsmatrix, d.ha=* = AT,

Definieren wir dahet; =} a,; X; mit den Eintagen dieser Matrixl,
so ist Covty, . .., Y,) eine Diagonalmatrix; die verschiedengnsind
also voneinander unahhgige Zufallsvariablen.

Unter den Annahmen des ar(1)-Modellsrnken wir somit jede Folge
von Zufallsvariablen durch eine lineare Transformatioreine Folge
unkorrelierter Zufallsvariablefiberihren. Diese Transformation be-
zeichnet man, obwohl sie zuerst vooHELLING vorgeschlagen wurde,
als KARHUNEN-L OEVE-Transformation.

HAROLD HOTELLING (1895-1973) war ein amerikani-
scher Statistiker un@konom:; er lehrte an der Columbia
University und der University of North Carolina. In ei-
ner 1933 vebffentlichten Arbeit imJournal of Edu-
cational Psychologyschlug er erstmalig diese Trans-
formation vor, die von Statistikern heute in Anlehnung
an den Titel seiner Arbeit meist aldauptkomponen-
tenanalysebezeichnet wird. In Europa erschien die
Transformation fast gleichzeitig um 1947Zw.1948 in
wahrscheinlichkeitstheoretischen Arbeiten des Finnen
KARI KARHUNEN (1915-1992) und des FranzosemM
CHEL LOEVE (1907-1979), nach denen sie in der tech-
nischen Literatur benannt wird.

Die Matrix A der linearen Transformatioréahgt nur vorp ab und kann
daher fir gangige Werte vom vorberechnet werden; dieARHUNEN-
L oEVE-Transformation besteht somit einfach in der Multiplikatimit
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einer bekannten Matrix. Da die ABhgigkeit vonp im hier relevanten
Bereich relativ schwach ist, verschlechtern sich die Enggse kaum,
wenn man sich dabei aeintypisches beschankt, etwa aup = 0,95.

Trotzdem wird die KKRHUNEN-LOEVE-Transformation praktisch nie
verwendet, denn durch einen anderen Ansatz kommt man mit deu
lich geringerem Aufwand auf fast dasselbe Ergebnis. Um harsewie
dieser Funtkioniert, betrachten wir diégrfkomprimierungsverfahren in
der Unterhaltungselektronik typischen Werte= 8 undp = 0,95. Die
Eigenvektoren der Kovarianzmatrix

(L0 p° pi p: pj pg p;\
,, 1 p »p PP, PP
p3 /)2 ! [1) P p2 p3 p4
Cov(Xy,..., Xg) = 24 gs 52 ) [1) '?0 gz I'Zs
pz p: pj pz po 1 oy P
\pY PP P PP 1 p)
ptp p> ptopt pt op 1

konnen dann zumindest numerisch leicht bestimmt werden; @a m
acht Vektoren mit jeweils acht Eirtgen wenig Struktur ansehen kann,
habe ich die Ergebnisse in den folgenden acht Zeichnungahsch
dargestellt: Die eingezeichneten Punkte sind: () fur< = 1,...,8,
wobei z, jeweils diei-te Komponente des aufange eins normierten
Eigenvektors bezeichnet. Zatglich ist in derj-ten Zeichnung noch die

Kurve
_ (=1 D
Yy = cos( 16 )

eingezeichnet; wie man sieht, liegen die Punkte () zwar nicht exakt
auf diesen Kurven, aber doch sehr in dereihbl Entsprechendes gilt
auch fir andere Werte vom und andere Korrelationskoeffizienten
nahe eins.

Der Grund datfir, dal3 man in der Praxis lieber mit den so durch Kos-
inuswerte angeiherten Basisvektoren arbeitet, liegt nicht darin, daf3
diese einfacher zu berechnen sind — die Eigenvektoren shigkBlich
Konstanten des Komprimierungsverfahreiir Bie Transformation ei-



Kap. 1: Shannons Informationstheorie 92

0.2}

0.2

047

Der erste Eigenvektor der Korrelationsmatrix

0.4{

0.2}

Der zweite Eigenvektor der Korrelationsmatrix

nes Blocks in die neue Basis brauchen wir aber eine Matrkteve
Multiplikation, d.h. n? Multiplikationen sowien(n — 1) Additionen
reeller Zahlen. Wenn wir stattdessen mit den durch Kosieusw
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0.2

047

Der dritte Eigenvektor der Korrelationsmatrix

0.4{

0.24

Der vierte Eigenvektor der Korrelationsmatrix

gegebenen Vektoren arbeitemrinen wir eine sogenannte schnelle
FOURIER- bzw. Kosinustransformation anwenden, die nur uidgef
nlog, n Multiplikationen berdtigt. Inre Dekorrelationseffiziens liegt im
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2 4 6 8
2 4 ‘ 8

Der sechste Eigenvektor der Korrelationsmatrix

Fall n = 8 undp =~ 0,95 bei etwa 98%; wir verlieren also fast nichts im
Vergleich zur aufwendigerenARHUNEN-L OEVE-Transformation.

Schnelle BURIER- und Kosinustransformationen gibt es auchahéren
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Zi /\ /\
YRV

Der siebte Eigenvektor der Korrelationsmatrix

Der achte Eigenvektor der Korrelationsmatrix

Dimensionen; insbesonderérknen wir im Zweidimensionalen Btke
von 8 x 8 Pixel schnell so in eine neue Basis des 64-dimensionalen
Raums transformieren, dal? sie praktisch uiaalgig voneinander sind.
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Die diskrete Kosinustransformation ist Teil fast alleingiger Nor-
men zur Bildkomprimierung: Sowohl der JPEG-Standa@rdhotogra-
phien, die Standards MPEG 1 undiZ tligitale (Unterhaltungs-)Videos
als auch der Standard CCITT H.260r fVideokonferenzen enthalten
(neben anderen Bestandteilen) jeweils eine diskrete kKisgiansforma-
tion; auch im mp3-Standard ist sie ein Teil der Kodierung.

Die Transformation allein ist natlich noch keine Komprimierung:
Schlie3lich haben wir nur einen Vektor in einer anderen 8&sn-
geschrieben, und die Anzahl der reellen Zahlen, die man eacl@ei-
bung eines solchen Vektors ligmt, ist unabAngig von der Basis. Der
wesentliche Vorteil der neuen Basis ist, dal3 man statistischt gute
Aussageriber die Golie der Komponenten machen kann. Hier wollen
wir auf exakte statistische Berechnungen verzichten uattbgissen in-
formell diskutieren, warum dies der Fall seiarinte.

Wie die Abbildungen der Basisvektoren zurkHUNEN-LOEVE-Trans-
formation und die Formelrif die Basisvektoren zur diskreten Kosinus-
transformation zeigen, werden die Basisvektoren, wennsreim der
hier angegebenen Reihenfolge betrachtet, immer hochdrégu Von
einem hinreichend fein abgetasteten Bild- oder Audiodignaarten
wir, dal3 hochfrequente Schwankungen keine grol3e Rolléespiand
somit die entsprechenden Basisvektoren nur kleine Koeffizn haben
oder in vielen Rllen sogar gleich gar nicht auftreten. Dementsprechend
geriigt es, ©r die Ubertragung dieser Koeffizienten nur wenige Bits
bereitzustellen; bei nur geringen Abstrichen an die Qatkann man
auf gewisse Koeffizienten sogar ganz verzichten.

Ein Kompressionsverfahren wird daher, je nach Anspruch @&n d
Qualitat, entweder alle Koeffizienten des Signals in der neuensBasi
ubertragen und durch eine geeignete Darstellung der Datfem sbor-
gen, dafl Folgen von Nullen nur wenig Platz begen, oder aber es
wird nur eine Auswahl der Koeffizientdibertragen und auclif diese
jeweils festlegen, wie viele Bit daf in Anspruch genommen werden.
Diese Anzahl wird umso geringer sein, jgtlter die Frequenz des jew-
eiligen Basisvektors ist; bei einigen Verfahren wie etw&GRonnen
die Anzahlen auch variabel in ABhgigkeit von einer Quabtszahl
gewahlt werden.
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Zum SchluB sei noch ganz kurz exant, daf3 die KRHUNEN-LOEVE-
Transformation und damit (mit ganz geringen Abstrichen¢hadie
diskrete Kosinustransformation zwar die Korrelationgiwain opti-
maler Weise diagonalisieren, dafd aber daraus nicht foddg,sie auch
optimale Kompressionsverfahren liefern: Ausl3er der Kiavear gibt es
noch weitere Quellenir Redundanz eines Bildes.

Ein gewisser Nachteil der Kosinustransformation ist ad@&er, dal3 man
fur abrupteUbergange, wie sie etwa bei Kanten immer wieder einmal
auftauchen, die hochfrequenten Basisvektoren brauohtdainn aber
nicht nur die Kante selbst beeinflussen, sondern das ge<naierat,
auf das die Transformation angewandt wird.

Eine bessere Bglichkeit ware es daher, wenn man anstelle von Kos-
inusfunktionen Funktionen verwendeirinte, die sowohl im Zeit- als
auch im Frequenzbereich lokalisiert sind. Solche Funktiogibt es

in der Tat, etwa die sogenannté&/aveletsHierbei handelt es sich um
schnell abklingende Wellen, und neuere Arbeiten deutesudi&im, dal?
diese fir gewisse Bildmodelle (die im Gegensatz zum hier betraehte
nicht mit Wahrscheinlichkeiten arbeiten) nicht zu weit v@ptimum
entfernt sein sollten. Im Rahmen dieser Vorlesung ist esgeaeitlich
weder nbglich, auf diese Modelle einzugehen, noch ist an eine geneau
Behandlung von Wavelets zu denken.

Einen allgemein verandlichenUberblick iiber Wavelets findet man
etwa bei

BARBARA BURKE HUBBARD: Wavelets: Die Mathematik der kleinen
Wellen,Birkhauser1997;

das zitierte Optimalétsresultat ist beschrieben im Vortrag
STEPHANE MALLAT : Applied Mathematics meets signal processing

auf dem Internationalen Mathematikerkongress 1998 iniBarhchzu-
lesen in Band | der Proceedings, S. 319-338, oder untefWwitpv.ma-
thematik.uni-bielefeld.de/documenta/xvol-icm/00/MaMAN.html.
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e) Datenkomprimierung bei JPEG

Als praktisches Beispiel eines Komprimierungsalgoritsmwllen wir
zumindest kurz den des JPEG-Standardgddiet Photographers Expert
Groupbetrachten, der in vielen Digitalkameras verwendet wird.

Er beginnt damit, das Bild in Blcke von 8x 8 Pixel aufzuteilen und je-
den wie im vorigen Abschnitt beschrieben einer Kosinusti@mation
zu unterziehen. Das Ergebnis ist eine neve@Matrix reeller Zahlen,
die zurachst quantisiert, d.h. auf Werte aus einer diskreten Mgage-
det werden. Gif3e und Aufbau dieser Mengé&rngen sowohl von der
Position in der Matrix als von einemahlbaren Qualétsfaktor ab.

Der Matrixeintrag links oben entspricht dem Basisvektessen amt-
liche Eintrage gleich sind; dort steht also der Mittelwert der Eagt der
urspiinglichen 8x 8-Matrix. Er wird (abgesehen natich vom ersten
Block) gespeichert als die Differenz vom Mittelwert des §@mger-
blocks; Vorganger bezieht sich dabei auf die zeilenweise Anordnung.

Die Ubrigen 63 Eintége eines jeden Blocks werde@aamderbrmig nach
dem Schema imachsten Bild durchlaufen:

Die so erhaltene Folge von 63 Werten wird meist viele Nullethal-
ten; gespeichert werden daher nur die von Null verschiat&verte
zusammen mit der Anzahl der Nullfelder vor so einem Wert.

Im letzten Schritt schliel3lich wird die gesamte so erh@t@eichenfolge
HUFFMAN-kodiert.



Kapitel 2
Der wirtschaftliche Wert von Information

In diesem Kapitel wollen wir sehen, wie wir den Wert der Imh@ation ei-
ner Zufallsvariablen quantifiziererdknen. Dieser Wertdngt naiirlich
stark vom Umfeld ab und kann nur in Ahgigkeit davon betrachtet
werden.

81: Kellys Ansatz fiir Wetten

Siebeneinhalb Jahre, nachderrnSNONS ArbeitA Mathematical Theo-
ry of Communicatiomrschienen war, véffentlichte J.L. KELLY JR., ein
anderer Mitarbeiter der (im Rahmen d@ffnung des amerikanischen
Telephonmarkts inzwischen aufgeteilté3gll Telephone Laboratories,
im Juli 1956 eine (heute auch im Internet zu findende) Arbdtitdem
Titel A New Interpretation of Information Rata der er einen neuen
Zugang zu 8ANNONS Ergebnissen vorstellte.

JOHN LARRY KELLY JR. (1923-1965) war @hrend des zweiten
Weltkriegs vier Jahre lang Pilot bei der US Air Force; nach
dem Krieg begann er ein Physikstudium an der University of
Texas in Austin, das er 1953 mit der Promotion abschlof3. Nach
dem Studium arbeitete er bei den Bell Labs unter anderem
auf dem Gebiet der Sprachsynthese. Bei der Anwendung der
Informationstheorie auf die Spieltheorie arbeitete er amg
SHANNON zusammen, der die Resultate im GegensatzeuXK

auch wirklich in Las Vegas anwendete.

SHANNON hatte hatte seine Theorie insbesondere angewandt auf einen
gestrten Kommunikationskanal. Darunter versteht man im eimgten
Fall eine Leitung oder sonstige Verbinduriher die Bitstibertragen
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werden sollen. Da dies in der Praxis nie ganz ohrgustgen naglich
Ist, gibt es eine gewisse Fehlerwahrscheinlichkglieim sogenannten
symmetrischen Kanal ist diese undlblgig vomubertragenen Symbol,
d.h. mit Wahrscheinlichkejt wird eine Null zur Eins und umgekehrt.

Mathematisch &nnen wir dies folgendermal3en formulieren: Wir be-
trachten die zwbertragenden Nachrichten als eine Bitfolgex,, . ..
und betrachten eine zaizliche Quelle, die diedg¢betragung sirt. Diese
Quelle produziert ebenfalls eine Bitfolge, v, . . ., und der Empdinger
ermalt an Stelle der ursginglichen Nachricht eine Nachrichi, z,, . . .

mit

|z fallsy, =0
%‘{1—% fallsy, =1

Dasi-te Bit wird somit genau dann v@ndert, wenmpy, = 1 ist; ansonsten
wird es korrektilbertragen. (Einfacherdkinte man obige Formel auch
schreiben als; = z, + y; mod 2.)

Da Fehler mit Wahrscheinlichkeitauftreten, produziert die Fehlerquelle
Einsen mit Wahrscheinlichkeip und Nullen mit Wahrscheinlich-
keitq = 1 — p; ihre Entropie ist alse-plogp — ¢logg.

Diese Information fehlt dem Emahger: Wenn wir davon ausgehen,
dal} jedes gesendete Bit eine Information von einem Bitadiiist die
Information pro empfangenes Bit nur noch

r=1+plogp +qlogq Bit.

Diese Zahl- bezeichnet SANNON als die Informationsrate des Kanals;
er zeigt, dal3 man durch geeignete fehlerkorrigierende £di@geNach-
richt so versclilsseln kann, dald man dieser Rate beliebig nahe kommt:
Zumindest im Prinzip kann der En#oiger also seine Nachricht so
kodieren, dal3 ihre &nge nur um einen Faktor/4 steigt und dann
vom Emptinger mit einer Wahrscheinlichkeit beliebig nahe bei eins
rekonstruiert werden kann.

KELLY wollte diese Informationsrate unadgig von Kodierung defi-
nieren und ging dazu von folgender Situation aus: Er beteaate
gesendeten Symbole als Ergebnis eines Zufallsprozessedessen
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Ausgang gewettet werden kann. Der Wetteradirauf diese Weise In-
formationenuber den Ausgang des Ereignissevordiese allgemein
bekannt wird und kann daher noch Wetten abschlie3en untgicBe
sichtigung der erhaltenen Information.

Falls dieUbertragung stets@&tungsfrei verliefe, &nnte er bedenkenlos
sein ganzes VerigenVj einsetzen, denn eriwde ja auf ein Ereignis
wetten, von dem er mit Sicherheit weil3, dal’ es eintrat. Berdairen
Wette, bei dem priori beide Aus@nge gleich wahrscheinlich waren,
wirde sein Einsatz verdoppelt. und falls er jedégrtragene Bit ent-
sprechend Nutzen kann, und jeweils das gesamte vorhandgmnaK
einsetzt, vare nach Bit sein Verndgen angestiegen atf, = 1, - 2",
wirde also exponentiell wachsen.

Wenn derUbertragungskanal allerdings mit Wahrscheinlichkeias
falsche Ergebnisibertiégt, hat er fir p < % zwar immer noch einen
Informationsvorsprung, mufd aber damit rechnen, dal} seisaEa mit
Wahrscheinlichkeip verloren geht. Der Erwartungsweitrfden Multi-
plikator bei einmaligem Wetten ave 2;, nachn-maligem Wetten also
(29)", was firp < 2 und damitg > 2 immer noch exponentiell ansteigt.

Dieser Erwartungswert ist ein gewichtetes Mittel aus nueizéahlen:
Falls allen. Symbole korrekt empfangen wurden, was mit Wahrschein-
lichkeit ¢" passiert, wird der urspingliche Einsatz mit2multipliziert;
andernfalls wurde mindestens einmal auf den falschen Agsgawet-

tet, und das Kapital ist weg. Bei den nachfolgenden Wetterdeve
hochstens noch Nullen verdoppelt.

Die Wahrscheinlichkeitir einen Totalverlust beigt also 1— ¢", was
wegeng < 1 fur hinreichend grol3e Werte vam der Eins beliebig
nahe kommt. In dieser Situation werden daher nur sehr hartket ihr
gesamtes Kapital einsetzengl{y betrachtet stattdessen einen Wetter,
der bei jeder Wette nur einen gewissen Talkes vorhandenen Kapitals
einsetzt. Falls er gewinnt, wird dieses Teil verdoppel; i€apital K
wird also zu

2-/IK+(1-0)K=01Q+/)K.

Im Verlustfall ist der Anteil/ verloren; das neue Kapital ist also nur
noch (1- K.
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Bein-facher Wiederholung mig Gewinnen und = n — g Verlusten ist
V=00Q+0)7-(1—-L)"V,.
Definieren wir die Wachstumate als

So ist y
W = lim (3 log(1 +¢) + > log(1 — e)> .
n n

Nach dem Gesetz der grol3en Zahlenistim Limes mit Wahrslitigheit
einsg = gn undv = pn, also

W =¢qlog(1+4)+plog(l—Y?).

KELLY schiagt nun vor, diese Wachstumsrate zu maximieren: Sie ist zwar
auch nicht garantiert, wird aber auch und geradegfol3e Werte von
mit recht hoher Wahrscheinlichkeit nicht wesentlich usddritten.

Wir wollen alsoWW als Funktion vory maximieren, wobetf das abge-
schlossene Einheitsintervall durahft. In den Intervallenden hat jeweils
einer der beiden Logarithmen das Argument 0, die Wachsatmgeht
also gegen-oco, wenn wir uns den Intervallenderainern. Wegen der
Stetigkeit der Funktion auf (L) mul3 es daher ein Maximum in diesem
offenen Intervall geben; dort verschwindet

dw _ q  p _qQ-0-—pA+l) _q—p—(q+p)
ac  1+¢ 1-—7¢ 1— (2 1— (2 '
Dap +q =1ist, mul¥¢ = g — p sein und damit

1+/=1+q—p=2¢ und 1-/(=1—qg+p=2p.
Im Maximum ist die Wachstumsrate daher gleich
Wmax=¢log2g + plog2p = glogg + plogp + (¢ + p)log 2
=1+plogp +qlogq,

also gleich der S8anNoNschenUbertragungsratelif einen Kanal mit
gleicher Sérungswahrscheinlichkeit

Fur Wetten auf Ereignisse mit mehrereghichen Aus@ngen verall-
gemeinert KkLLY seinen Ansatz wie folgt:
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Wir betrachten ein Rennen, bei demPferde starte; die Wahrschein-
lichkeit fur den Sieg des-ten Pferds sep,.. Vor dem Rennendnnen
Wetten auf den Sieger abgeschlossen werden. Dazu legt demie-
ter fur jedes der Pferde eine Quatg fest: Wer einen Einsatz auf das
k-te Pferd setzt, verliert diesen Einsatz, falls ein andefesd gewinnt;
wenn er richtig getippt hat, bekommt er dgsfache seines Einsatzes
ausbezahlt, hat also einen Gewinn vop € 1)e.

Um nicht gegebenenfalls alles zu verlieren, wird ein Spiskeinen
Einsatz oft auf mehrere Pferde verteilen; diese Verteilbegchreiben
wir durch einPortfolio, d.h. einen Vektory,,...,b,,) mit b, > O fur
allekund)_., b, = 1; dabeisolb, festlegen, dal vom Gesamteinsatz
der Teilb, e auf dask-te Pferd gesetzt wird.

Das Rennen selbstbeschreiben wir durch eine Zufallsvaridie den
Wert k£ annimmt, wenn dak-te Pferd siegt. Die weitere Zufallsvariable
S(X) gibt an, womit der Einsatz am Ende des Rennens multiplizier
wird; fur X = k ist dasS(k) = b0, denn nur der auf dals-te Pferd
gesetzte Teil des Einsatzes wird mjt multipliziert; der Rest ve#illt.
Der Erwartungswertifr S(X) ist somit

E(S(X)) =) prbyoy,.
k=1

Eine nbglicher Strategie zur Optimierung des Portfolios ist diaxi
mierung dieses Erwartungswerts; da sowohl die Zielfumkéts auch
die Nebenbedingungen an diglinear sind, handelt es sich hier um ein
Problem der linearen Optimierung, d.h. das Maximum wirdimem
Eckpunkt angenommen.

Die Eckpunkte des zaksigen Bereichs sind die Punkte, in denen ein
b, = 1 ist, wahrend der Rest verschwindeifiy fdiese Portfolios ist der
Erwartungswert vorb(X) gleichp,o,.. Bei dieser Strategie setzt man
also den gesamten Einsatz auf dasjenige Pferd, bei dematigd®s, o,
maximal wird. Rir jemand, der jede Woche eine kleinere Summe setzt,
deren Totalverlust er verschmerzen kann, ist das durchaesianvolle
Strategie; man muld aber bedenken, dal3 die Wahrscheintigikes
Totalverlusts mit - p, sehr grold sein kann: Das maximale Produkt
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konnte beispielsweise einem krassen Aul3enseiter entgorefihden,
da niemand mit seinem Sieg rechnet, eine grof3e Quongeboten
wird.

Wir betrachten Pferderennen hier als Einstieg in das aékbmplexere
Gebiet der Kapitalanlage; hier ist eine Strategie mit se&innachein-
lichem Totalverlust nairlich nicht akzeptabel, und wir issen unser
Optimierungsproblem anders stellen.

Der Ansatz, den wir hier verfolgen, geht #Bigk auf eine Arbeit von
J.L. KELLY JR. von den (im Rahmen ded®ffnung des amerikani-
schen Telephonmarkts inzwischen aufgeteilt8e)l Telephone Labo-
ratories, die dieser im Juli 1956 in deren Forschungszeitschrift unte
dem TitelA New Interpretation of Information Rateroffentlichte. Er
bringt Nachhaltigkeit dadurch ins Spiel, dal3 er von eineifachen
Wiederholung des Rennens ausgeht. Anstelle eines ein®ganens,
beschrieben durch eine Zufallsvariablebetrachten wir also eine grol3e
Anzahln von Rennen, beschrieben durch unahdige Zufallsvariablen
X4,...,X,, die allesamt dieselbe Verteilungsfunktion haben wie
Beim ersten RenneX; setzen wir den Einsatz g&id dem ge@hlten
Portfolio, bei jedem folgenden Rennen setzen wir die Auszahdes
vorigen Rennens geif® diesem Portfolio. Nach Rennen ist der ur-
springliche Einsatz dann multipliziert mit

=1

Eine nachhaltige Strategi®knte darauf basieren, d&l} als Funktion
von n. zumindest im Mittel ndglichst schnell wachsen sollte. Strate-
gien mit hohem Risiko eines Totalverlusts sind dadurch ek aus-
geschlossen, denn sobald &(X,) verschwindet, istS,, = O fur alle

n > 1.

Das Wachstumsverhalten vasi, kann am besten mittels des Er-
wartungswerts des Logarithmus v8(.X) beschrieben werden:

Definition: Die Verdoppelungsrate eines Rennens mit Portfblind
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Wahrscheinlichkeitsverteilungist

W(b.p) = E(logS(X)) = _ py. logy(br01)
k=1

Lemma: S,, wachst als Funktion vom mit Wahrscheinlichkeit eins
asymptotisch wie 2V ®:P),

Beweis:Da wir die hypothetischen Wiederholung&n als unabkngig
annehmen, sind auch die Zufallsvariablen,|6¢X ;) unablangig, und
sie haben allesamt dieselbe Verteilung wie,I86¢X ). Nach dem Gesetz
der grof3en Zahl konvergiert

1 1o
- log, S(X) = - Z log, S(X;)
i=1

daher mit Wahrscheinlichkeit eins gegen den Erwartungswer
E(log, S(X)) = W(b,p),

der Logarithmus vory,, wachst also wieWW (b, p).
|

Wenn wir ein ndglichst schnelles Wachstum vdf), wollen, nissen
wir also die Verdoppelungsrat& (b, p) maximieren.

Definition: Ein Portfoliob™ heil3tlog-optimal,wennWW (b, p) furb = b*
seinen maximalen Wert annimmit.

(Da die Bedingungeh, > 0 und>_ b, = 1 eine kompakte Teilmenge
desR™ definieren, ist klar, dal} die stetige Funktidn(b, p) dort ein
Maximum annehmen muf3.)

Zur Berechnung eines log-optimalen Portfolios arbeiten wieder
mit LAGRANGE-Multiplikatoren; um die Ableitungen einfach zu halten,
maximieren wir anstelle vol/ (b, p) die dazu proportionale Funktion

fO)=W(b,p)-In2=> p,Inbo,.
k=1
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Ihre partielle Ableitung nach,, ist
Of () _ py .
ob, by’
die Nebenbedingungsfunktigri) = > b, — 1 hat partielle Ableitung
eins. Im Optimum mul3 es daher éire R geben mit
Pr
k

Da sowohl die Summe allex, als auch die alley, eins sind, muf3 =1
sein, d.hb, = p,. In diesem Punkt* = p ist

=X oder p,=Xb, furallek.

W(b*7p) = W(.pap) = Zpk logZPkOk
k=1

m m
= Zpk; log, o), + Zpk: log, py,

k=1 k=1
= Zpk log, o, — H(p) ;
k=1

wir missen zeigen, dald dies der maximalgiiche Wert tir W (b, p) ist.
Fur jedes Portfolia gilt

m m b
W(b,p) = Zpk: log, b0, = Zpk: log, <_kpk:0k:>
k=1 k=1 Pr
m m m b
= Zpk log, o), + Z log, p), + Zpk log, —*
k=1 k=1 k=1 P

= Zpk |Og2 O — H(p) - D(pr) = W(b*,p) _ D(pr)
k=1

<W(@®",p),

da die KULLBACK-LEIBLER-Distanz D(p||b) keine negativen Werte an-
nimmt. Sie verschwindet genau dann, weéns p = b* ist, also liegt
dort das einzige Maximum.
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Das optimale Wachstum vo$), wird also erreicht, wenn wir auf jedes
Pferd genau den Anteil des Einsatzes wetten, der seinern@eshr-
scheinlichkeit entspricht. Bei der praktischen Umsetzdieser wie
auch fast jeder anderen Strategie haben wir das Problemyidalie
Gewinnwahrscheinlichkeiten nicht wirklich kennen; warkhen sie nur
schatzen anhand voniiheren Rennen der beteiligten Pferde éah-
lichen Informationen. Genau das gleiche Problem hat éteéiuch der
Wettanbieter bei der Festlegung seiner Quoten: Auch ertkaierp,
nicht.

Nehmen wir zuAchst an, er wolle seine Quoten so bestimmen, dal}
jeder Wettenm Mittel gerade seinen Einsatz ziekbekommt, dal3 der
Wettanbieter alsam Mittel weder einen Gewinn noch einen Verlust
macht. Fir einen Wetter, der einen Einsatauf dask-te Pferd setzt,

ist die erwartete Auszahlung gleigho,e; bei so einerfairen Wette
sollte alsoo,, = 1/p, sein. Da der Wettanbieter djg. nicht kennt,
mul} er stattdessen mit einer gedtzten Wahrscheinlichkeitsverteilung
(rq,...,7,,) arbeiten und, = 1/r, setzen; entsprechend nimmt der
Wetter als PortfolicseineSchatzung ¢4, . .., b,,) der Wahrscheinlich-
keitsverteilung. Die Verdoppelungsrate bei dieser Sgratest

k=1 k=1

k Tk
- PE p
= Zpk log, == — Zpk log, b—k
k=1 (R - k
= D(p|r) = D(pl|b),
d.h. die Verdoppelungsrate ist positiv, wenn der Wetteidaarschein-
lichkeitsverteilung besser gesdht hat, und negativ, falls der Buch-
macher die bessere Satlaung hatte.

(Echte Sportwetten sind riatich nie fair; hier sind die Quoten deutlich
kleiner als ¥r,, denn sowohl der Wettanbieter als auch das Finanzamt
und gegebenenfalls der Ausrichter des Rennens wollen elrergan
Gewinn einstreichen.)

Wer nicht professionell auf Pferde wettetjrfte im allgemeinen keine
realistische Chance haben, die Gewinnwahrscheinliatkdiesser zu
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schatzen als ein erfahrenes auf Pferdewetten spezialis\&dsiiro. Er
konnte aber seine Chancen &hlen, indem er den Rat von Fachleuten
einholt, also zum Beispiel Spezialzeitschriften oder Rurede abon-
niert. Da diese nicht umsonst verteilt werden, stellt sialiiich die
Frage, ob sich dieser Aufwand lohnt.

Abstrakt mathematisch betrachté&t3t sich der Wert solcher Zusatz-
information einfach berechnen: Wir kodieren die Inforraatin einer
ZufallsvariablenY” und kbnnen nun die gemeinsame Wahrscheinlich-
keitsverteilung der beiden Zufallsvariabléghund Y betrachten. Ohne
Zusatzinformation wrden wir mit einen Portfoli@ = (b4, ...,0,,) ar-
beiten, das auf unserer Sthung des Vektors der Wahrscheinlichkeiten
beruht; mit Kenntnis vort” verwenden wir stattdessen ein Portfolio
b(y) = (b1(v), - - -, b,,(y)), das auf den bedingten Wahrscheinlichkeiten
pe(y) = p(X = k|Y = y) unter der Nebenbedingunig = y beruht.
Die optimale Verdoppelungsrate ohne Kenntnis Yoist, wie wir oben
gesehen haben,

W*(X) =) pylog, 0, — H(X);
k=1

mit Kenntnis vonY” erreichen wir

WHXIY) =) > pp@) 109, pp(y)oy = > pylog, 0, — H(X[Y).

k=1 vy k=1
Die Differenz zwischen den beiden Werten ist
AW =W X|Y)-W*(X)=H(X)—- HX|Y)=I(X;Y);

der Zuwachs bei der optimalen Verdoppelungsrate ist alsadgedie
wechselseitige Information der beiden Zufallsvariablen.

§2: Portfolio Management

Wenn man Zeitungsberichte der letzten Jahre liest, bekanmantdurch-
aus den Eindruck, als handelten selbst grol3e Banken ammixhdiekt
ahnlich wie Zocker, die bei Pferderennen alles auf einenefggiter
mit minimalen Gewinnchancen setzen. Trotzdem gibt es au 8ines
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Mathematikers grof3e Unterschiede zwischen einem Pfaerdeneund
einer Birse: WAhrend es beim Pferderennen immer nur einen Sieger
gibt, kann es an derd@se durchaus vorkommen, dal3 an einem Tag alle
gehandelten Aktien gewinnen und an einem anderen Tag alleres.
Dabei geht es, von eher seltenen Ausnahmen abgesehenyben@ed
Verlust nicht um alles oder nichts, sondern an den meistesdhitagen

um eher moderate Kursv@rderungen.

Entsprechend komplizierter muf3 auch unser mathematiddioekel|
sein: Eine einzige Zufallsvariable, die den Gewinner desrieas
beschreibt, gaimgt hier definitiv nicht mehr.

a) Das Modell

Wenn wir von einer Brse ausgehen, an der Aktien gehandelt wer-
den, brauchen wirllr jede einzelne Aktie eine eigene Zufallsvariable,
die deren Entwicklung beschreibt. Wir gehen der Einfadhhalber
davon aus, dafl3 wir ungif den Wert der einzelnen Aktien nur in gewis-
sen diskreten Zeitintervallen interessieren; der Anslkitizkeit halber
wird im folgenden meist von einemdsentag die Rede sein, beim com-
putergeditzten Handel an heutigeroBsen kann es sich bei diesem Zeit-
intervall aber auch durchaus um eine Minute oder einen ntathdeen
Zeitraum handeln.

Fur jede dem Aktien betrachten wir eine Zufallsvariable,,, die an-
gibt, mit welchem Faktor der Kurs dieser Aktie im betrachteZeitraum
multipliziert wird. Wir missen realistischerweise davon ausgehen, daf3
wir Uber die Verteilungsfunktionen dieser Zufallsvariablem wenig
wissen: Durch langfristige Beobachtungriaen wir zwar einige statis-
tische Kennwerte der Verteilung sitlaen; da wir aber nicht davon aus-
gehen nnen, dal’ die Verteilungsfunktion langfristig stabiliblesind
selbst diese Sé@tzungen von begrenztem Nutzen, urxer die exakte
Verteilungsfunktion werden wir nur in seltenetlien halbwegs zu-
verlassige Aussagen machearken. In diesem Paragraphen mul3 es
daher zwangalufig deutlich weniger konkret zugehen als im vorigen.

Trotzdem arbeiten wir wieder im wesentlichen mit denseBegriffen:
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Wir beschreiben das Geschehen an d&érsB durch einen Vektor
X =(Xq,...,X,))

aus den Zufallsvariablenif die Wertentwicklung der einzelnen Aktien
und wahlen als Anlagestrategie wieder ein Portfdlie (b4, ...,0,,),
das angibt, welcher Teil des Anlagekapitals wir in welchetidkn-
vestieren.

Vom gesamten Kapitaleinsatz entfallt also der Teib, K auf diek-te
Aktie, und dieser wird am Ende de®Bentags mit dem Wert vak,,
multipliziert Der Wert der gesamten Anlage Ist dann also

ZkaXk =K-S(X) mit S(X)—Zkak (b, X) .
k=1 k=1

Eine nbgliche Anlagestrategietkinte darin bestehen, dald wir den Er-
wartungswert der WertentwicklunﬂX) maximieren wollen; da

E(S(X)) ZbkE(Xk)

linear in derp,, ist, wiirde dies bedeuten, dafd wir alles Kapital in die Ak-
tie(n) mit dem ldchsten Erwartungswert investieren. Da diedeldiche
Entwicklung der Aktie nicht durch den Erwartungswert, semmodurch
den Wert einer Zufallsvariable bestimmt wird, ist klar, dal&ine Strate-
gie ihre Risiken hat.

b) log-optimale Portfolios

Eine nbgliche Alternative, die von manchen Grol3investoren assch
nend auch wirklich angewendet wird, ist wieder der Ansatz KaLLY :

Wir wahlen die Strategie, bei der wir bei beliebigufiger Wiederho-
lung des Brsentags die gfite Wachstumsrate erzielen. Wir betrachten
also anstelle des einen Vektakseine Folge von Vektorex ¥ von je-
weils m Zufallsvariablen, wobei di&f) voneinander unatimgig sein
sollen, aber allesamt dieselbe Verteilungsfunktiohaben. Wir suchen
ein Portfoliod, fur das die Folge der

S = ﬁ S(X®)
=1
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zumindest im Mittel das @fdtnbgliche Wachstum hat. Man beachte,
dafl’ wir bei diesem Ansatz zwar von einem festen Porttoiasgehen,
dalR dieses sich aber nicht auf die Anzahl, sondern aufVden der
Aktien bezieht. Da sich dieser Wertasidig andert, muf3 nach jeder
»Wiederholung® eines Brsentags der Aktienbestand neu ausbalanciert
werden, damit wieder der Antdi]. des vorhandenen Kapitals in Aktie
investiert ist.

Um in diesem Sinne optimale Portfolios zu charakterisighetrachten
wir wieder dieVerdoppelungsratels Erwartungswert des Logarithmus
vonS(X), d.h.

W (b, F) = E(log, S(X)) = E(log,((b, X)) = /Iog2 (b, X) dF(z).

Wie im Fall der Pferdewetten gilt

Satz: Mit Wahrscheinlichkeit eins w@chstS, wie 2#W 1),

Auch derBeweisgeht im wesentlichen wie dort: Nach dem Gesetz der
grofRen Zahlen konvergiert

% log, S,, = % > S(xW) = % > log, (b, X@)
=1 =1

mit Wahrscheinlichkeit eins gegen den Erwartungswert egn b, X ),
also gegeiV (b, F)).

Definition: a) Die optimale Wachstumsraté*(F’) ist das Maximum
von W (b, F), wobeib alle Portfolios durclduft.
b) Ein Portfoliob heil3tlog-optimal,wennW (b, F') = W*(F) ist.

Da die Menge aller Portfolios kompakt ist, wissen wir, daf3(F’)
existiert und dal} es log-optimale Portfolios gibt; da wimicht ken-
nen, konnen wir allerdings weder die Verdoppelungsraté¢, F') noch
deren MaximalwertV ™ (F’) wirklich ausrechnen. Trotzdenbdknen wir
einige Aussageiiber diese Funktionen machen:
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Lemma: a) W (b, F) ist linear in F' und konkav inb.
b) W*(F) ist konvex inF'.

Beweis: a)Die Linearifat in F' folgt sofort aus der Lineaét der In-
tegration. Da der Logarithmus eine konkave Funktion idt,fgr alle
A€ [0, 1]

log, ((1 — A)by + Aby, X) > (1 — A)log, (by, X) + Alog, (by, X) ;

aus der Monotonie der Integration folgt damit auch die Kontig von
W(b, F)in b.

b) F; und F, seien zwei Verteilungsfunktionen, unid(Fy), b*(F5)
seien log-optimale Portfolios dazu. Dann ist fedesA € [1, 0] auch
(1 — A\)F} + \F), eine Verteilungsfunktion; das log-optimale Portfolio
dazu seb* ((1 — \)Fy + AF,). Dann ist

W* (L= N)Fy +AFy) =W (b* (1= NF, +AF), (1— \)F, + )\FZ)
= (1= )W <b* (L= NEF+AF), F1> FAW <b* (L= N +AF), F2>
< A=NW (b*(Fy), F) + AW ((b*(Fy), Fo) = A=W (F)+AW*(F) .

Im Gegensatz zur Situation bei den Pferdewetten gibt esnaiérlich
keinen Grundiir die Annahme, esabpe nur ein log-optimales Portfolio;
es kann eine ganze Reihe davon geben. \&fimien allerdings zeigen

Lemma: Die Menge aller log-optimaler Portfolios zu einer festen
Verteilungsfunktionf ist konvex.

Beweis:b undd’ seien zwei log-optimale Portfolios. Wegen der Konka-
vitat vonW (b, I') in b ist dann fir jedes) € [0, 1]
W (L= Nby +Aby) > (L= AW (by, F) + AW (b,, F)
=A - NW*E)+ \W*(F)=W*(F).
Da W™ nach Definition die maximal erreichbare Wachstumsrate ist,

muB also ((1 — A)by + Ab,) = W*(F) sein, d.h. auch ( A\)by + Ab,

ist ein log-optimales Portfolio.
|
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c) Eine erste Charakterisierung log-optimaler Portfolios

Da wir nur weniguber die Verteilungsfunktiof’ wissen, kann uns auch
ein analytischer Ansatz kein konkretes Gleichungssystefarh, an-
hand dessen wir ein log-optimales Portfolio berechriamken. Zusam-
men mit der Konkavit vonW (b, F) in b liefert er aber ein atzliches
Kriterium zur Charakterisierung log-optimaler Portfaio

Satz: a) Ein Portfolio b* = (b7,...,b;,) ist genau dann log-optimal
beZiglich der Verteilungsfunktio’, wenn fir jedes andere Portfolio

gilt:
() <

b) Ein Portfoliob™ = (b7, ..., b.,) ist genau dann log-optimal bigglich
der VerteilungsfunktiorF’, wenn

X, .
< .
E ((b*,X}) <1 fur allek

c) Ist fur ein log-optimales Portfolio* die k-te Komponenté; von null
verschieden, so ist sogar

E(@ff’;@) -t

Beweis: a)Wie immer, wenn wir differenzieren ssen, betrachten
wir die Wachstumsrate baglich des nairlichen Logarithmus, also die
Funktion

V() =W, F)-In2=E(n (b, X)) .

Da auch diese Funktion konkav ist, hat sie genau dann einriManxiin
einem Punkb™ des zuéssigen Bereichs, wenn ihre Richtungsableitung
entlang der Strecke vobi® zu irgendeinem anderen Portfoliostets
kleiner oder gleich Null ist. (Wegen der Konvexitder Menge aller
Portfolios liegt diese Strecke im Adsigen Bereich.)

Die Verbindungsstrecke besteht aus den Punkten(1— A)b™ + Ab mit
A € [0, 1]; da die Bildung des Erwartungswerts eine lineare Opamati
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Ist und mit Grenzwertbildung kommutiert, ist

dV(by) d
d)\A o JE(ln <b)\7 >) o
L In(by, X) —In{p*, X)\ _ . 1. (by,X)
_A“r\noE< ) A ) _J\IQ]O]E <X|n (b;X})
(1= (" X)+A (b, X)
- i, 52 (i )

=E (ii@()%ln <1+>\ <<<bb ,))% - 1>>>

Aus der AYLOR-Entwicklung von

2 3 4
a a X
nl+x)=2— —+ — — —+
Aro)=e—5+3 -3
oder auch aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechriotgg, dal
+
im In(1 + \z) _

A—0 A

Ist, also kbnnen wir die Ableitung weiter ausrechnen als

dv(b/\) = <bv X> -1
A=O* ((b*, X>> -

dA
b* ist somit genau dann ein log-optimales Portfolio, wenn tiiesalle
Portfoliosb kleiner oder gleich Null ist, und das wiederumasjuivalent

zur Ungleichungg (<b* >>) <1.

b) Da alleb,, > 0 sind und

IE(<<be )‘1 ZbkE( >>‘1

kib (= (7) 1)

ist, gilt die Bedingung aug) genau dann, wenn aIIE(
sind.

) <1t
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c) Falls bz nicht verschwindet, betrachten wir jenes Portfaliodas
das gesamte Kapital in diete Aktie investiertb™ ist dann ein innerer
Punkt auf dem Durchschnitt der Geraden durchindb mit der Menge
aller Portfolios; daher hat (b) auf diesem Durchschnitt genau dann ein
Maximum inb*, wenn dort die Richtungsableitung sogar verschwindet,

dh]E(<bX—kX>) muf gleich eins sein.
| |

Die Bedingung aus) sagt insbesondere, dal3 log-optimale Portfolios
auch beiglich des Erwartungswerts des Quotienten der Gewinnent-
wicklung optimal sind; sie etfllen also auch ein kurzfristiges Opti-
malitatskriterium.

Nach der hier betrachteten Strategie wird nach jeddirséhtag das
vorhandene Kapital so reinvestiert, dafd der Ariteiauf diek-te Aktie
entfallt. Welcher Teil des Kapitals am Ende de®rBentags in wel-
cher Aktie steckt, &Angt naiirlich von der konkreten Entwicklung am
jeweiligen Tag ab, abelif ein log-optimales Portfolié* kdnnen wir
zumindest den Erwartungswert berechnen: Das gesamteaKapith
Handelsschlul? ist da$*, X )-fache des Ausgangskapitals, und aus
dem Investment; K in die k-te Aktie wurde ein Betrag vob, K X,..
Der Anteil derk-ten Aktie ist daheb;, X,/ (b*, X') mit Erwartungswert

B (gxy) = () =

unablangig davon, old; verschwindet oder nicht. Zumindest was die
Erwartungswerte betrifft, bleiben die Anteile also stabil

d) Asymptotische Optimalitat

Wenn wir von einer Brse ausgehen, bei der die Verteilungsfunkiton
Uber einendngeren Zeitraum fest bleibfyknen wir die KELLY -Strategie
statt auf hypothetische Wiederholungen einéssgntags auch auf die
Folge der Brsentage anwenden.

Da die Verteilungsfunktion konstant bleibt, ist auch dag-dptimale
Portfolio jeden Tag das gleiche; wir investieren also nankra festen
log-optimalen Portfolid*, wobei wir zu Beginn eines jedeBsentags
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dafur sorgen, dafd unabhgig von der Kursentwicklung des \Vortags
wieder der Anteib; des Anlagekapitals in Akt investiert wird.

Diese Strategie erscheint recht unflexibel; wenn wir statddn das

Portfolio jeden Tag neu festlegen in Adigigkeit von der bisherigen
Kursentwicklung der Aktien, &nnen wir ndglicherweise ein besseres
Ergebnis erzielen.

Definition: Einekausale Anlagestrategist eine Folge von Abbildun-

gen
' (W, .., 20Dy 5 pO D D) ’

die in Abhangigkeit von den Kurs Entwicklungek) = 20 fiir j < i
das Portfolio @ir deni-ten Borsentag festlegt.

Eine einfache Abscktzung zeigt aber, dal3 man trotz debl@eren Fle-
xibilitat mit einer solchen Strategie zumindest im Mittel keineskbesn
Ergebnisse erzielt als mit der log-optimalen Strategie:

Lemma: BezeichnetS, = [, S(X) die Wertentwicklung nach
n Tagen fir eine kausale Anlagestrategie, soligtog, S,) < nW™,
wobei W™ die Verdoppelungsrate der log-optimalen Strategie ist.

Beweis:Der Erwartungswert von lggS,, ist hochstens gleich

b1) b(n) b1) b(n)

..........

max [E(logsS,)= max E (Z'ng <b(i),X(i)>>
=1

3 rrbmés)thEZ‘,(Iog2 (b9, X)) =pW*. .
Nun wissen wir freilich, dal3 der Erwartungswert allein noatht viel
aussagt; das gerade bewiesene Lemma schliel3t nicht augroia
einer geeigneten kausalen Strategie vielleicht doch mieh&ahr-
scheinlichkeit besser fahren als mit der log-optimalen. kinmsehen,
dafl? auch das nicht der Fall ist, li#igen wir zurdchst zwei Aussagen
aus der Wahrscheinlichkeitstheorie, als erstes eineaahieh Spezial-

fall der Ungleichung von MRKoV:
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Lemma: Ist X eine Zufallsvariable, die nichtnegative reelle Zahlen als
Werte annimmt, so istifr jedesa > 0

p(X 2 a) < 22).

Beweis:y,(x) sei die charakteristische Funktion der Menge aller reelle
Zahlen gbl3er oder gleich. Dann ist, wennP das Wahrscheinlichkeits-
mall bezeichnet,

p(X > a):/xa(x)dPS /Xa(x)gdPg /%dP: E(X)

a

Lemma von Borel und Cantelli: E;, E,,... sei eine Folge von
Ereignissen derart, daf" .-, p(E;) konvergiert. Dann ist die Wahr-
scheinlichkeit &@ir das Eintreten von unendlich vielen dieser Ereignisse
gleich Null.

Beweis:Die Wahrscheinlichkeit ddf, daf3 irgendein Ereignig, mit

k > n eintritt, ist bchstens,, = >" = p(E;); wegen der vorausge-
setzten Konvergenz der Summe bilden glieeine Nullfolge. Falls un-
endlich viele der EreignissE; auftreten, tritt insbesonderarfjedesn
mindestens eines mit > n ein; die Wahrscheinlichkeitif das Ein-
treten unendlich vieler der Ereignisse ist soriit fedesn kleiner oder

gleichp,,. Damit mul3 diese Wahrscheinlichkeit gleich Null sein.
|

EMILE BOREL (1871-1956) wurde in Saint-Affrique in
den Pyreden als Sohn eines protestantischen Geist-
lichen geboren. Ab 1889 studierte er Mathematik an
der Ecole Normale in Paris, wo er 1893 promovierte.
Danach bekam er zéchst eine Stelle almdtre de
confrencean der Universitvon Lille, drei Jahre siier

an der Ecole Normale Sépeure; von 1899 bis 1902
lehrte er am Co#lge de France. 1909 richtete die Sor-
bonne spezielldr ihn einen Lehrstuhl ein, den er bis
1941 innehatte. Ab 1924 war er auch politisch ak-
tiv als Abgeordneter der Nationalversammlung (1924—
1936) und als Marineminister (1925-1940)alivend
des zweiten Weltkriegsampfte er @ir die Resistance. Seine mathematischen Arbeiten
kommen aus fast allen Teilgebieten der Mathematik; begsrmannt sind seine Beiige
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zur Mal3- und Wahrscheinlichkeitstheorie sowie zur The@&ler und komplexer Funk-
tionen.

FRANCESCO PAOLO CANTELLI (1875-1966) wurde in
Palermo geboren und studierte an der dortigen Uni-
versiat Mathematik. Neben seinem Studium arbeitete
er auch am dortigen Observatorium undaféntlichte
verschiedene Arbeiteiaber Astronomie. Von 1903 bis
1923 arbeitete er als Aktuainif eine Versicherung und
besclaftigte sich mit Anwendungen der Wahrschein-
lichkeitstheorie; danach lehrte er Finanz- und Ver-
sicherungsmathematik zachst an der Universit von
Catania, ab 1925 in Neapel und ab 1931 bis zu sei-
ner Emeritierung 1951 in Rom. Neben vielen anderen
Arbeiten zur Wahrscheinlichkeitstheorie bewies er unteleaem auch das starke Gesetz
der grol3en Zahlen.

AulRerdem sei noch an zwei Begriffe aus der Analysis erinnert

Definition: a) Eine reelle Zahlz heil3t Haufungspunkider reellen
Zahlenfolge ¢,,),,cn, Wenn es zu jedem > 0 unendlich viele Fol-
genglieder:,, gibt mit |z — x| < e.

b) Der kleinste Hhufungspunkt einer Folge wird alsmes inferior
lim z,, bezeichnet, der gRte ald.imes superiorlim z,,.

T— 00 n—00

Damit kbnnen wir nun beweisen, dal3 keine Strategie langfristiggntes
lich besser sein kann als die log-optimale:

Satz: XW X@ .. sei eine Folge unaldimgiger Vektoren von Zu-
fallsvariablen, die allesamt Verteilungsfunktiani haben. Das log-
optimale Portfolio dazu sei*, undb™®, v@, ... sei irgendeine kausale
Anlagestrategie. i die beiden Wertentwicklungesf, = [, (b*, X@)
undS,, =[], (6%, X ist dann mit Wahrscheinlichkeit eins

— 1 S

lim —log, = <O0.

Jim ~log, o <
Beweis:Wie wir aus Abschnitt) wissen, ist der Erwartungswert von

S,,/S> kleiner oder gleich eins; nach der Ungleichung vorRYoV ist
daher

p(S,, > n?SH) =p <i > n2> < iz :
Sk n
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Da) " 2, -2 konvergiert, sagt uns das Lemma voorELund CANTELLI,

dal mit Wahrscheinlichkeit null unendlich viele der Unghaingen
S 5 1 S
= oder —log, =*
Sx - n 0% Sx

erfullt sind. Es gibt daher mit Wahrscheinlichkeit eins éine N, so
dal fir allen > N qilt

2log, n

S, 2 log, n
Iog S* ey

n

Da rechts eine Nullfolge steht, kann der Limes superior tnpdsitiv

sein. .

e) Der Einflul3 zusatzlicher Information

Nicht nur bei Pferderennen, sondern auch an das8 wird viel mehr
oder weniger atzliche Zusatzinformation angeboten. Um deren Wert
abzuschtzen, betrachten wir zéachst, wie sich die Wachstumsrate
eines log-optimalen Portfolio&ndert, wenn wir von einer falschen
Verteilungsfunktion ausgehen. Bei Pferderennen hattegagehen, dal3
dies mit der KULLBACK -LEIBLER-Distanz der Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen zusammeidngt; da wir hier kontinuierliche Zufallsvariablen
haben, nissen wir diese erst definieren:

Definition: a) Die KULLBACK -LEIBLER-Distanz zwischen zwei Wahr-
scheinlichkeitsdichterf undg ist

f@ .
()

b) Die wechselseitige Information zweier Zufallsvariabl&nhund Y
mit den Wahrscheinlichkeitsdichteiy und f,- sowie der gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsdichtg ist

D(fllg) = / f(x)log, 1)

S f(z,y)
I(X,Y)—/f(x,y) Iogzmda:dy.
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Satz: f(x4,...,z,,) sei die Wahrscheinlichkeitsdichte zum Vektsr
der ZufallsvariablerX;, ..., X,,, undb, sei das log-optimale Portfolio
dazu.g(zy,....z,,) sei eine weitere Wahrscheinlichkeitsdichte, épd
sei das log-optimale Portfolio z1 Dann ist

AW =W(bs, F) = W(b,, F) < D(fl|g) -

Beweis:Nach Definition ist

AW:/f(:L')Iogz<bf,:1:> da:—/f(x)logz<bg,x> dx

be,x
:/f(x)log2 Ebf xid
(by2 ) g(w) f@) ) o
\ (b, z) 1(@) g(x)

_ [ {bs.7) g(a)
= [ son| G Ry ) 4 pUl

Da f eine Wahrscheinlichkeitsdichte isthknen wir die Ungleichung
von ENSENauf das letzte Integral anwenden und den Logarithmus nach
vorne ziehen; wir erhalten

/f()|092<<b o) ;)d <|092/f()

— |O < I CE> —

=log, | g(x) dr <logl=0,
(b, )

dab, das log-optimale Portfolio zur Wahrscheinlichkeitsdectist.

SomitistAW < D(f||g), wie behauptet.

@da:

()

Diesen Satz wollen wir nun anwenden auf den Fall, dal3 wiatzlishe
Informationeriiber die Entwicklung der &se haben. Diese Information
beschreiben wir wieder durch eine ZufallsvariableDie gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsverteilung vaki undY sei durch die Wahrschein-
lichkeitsdichtef(z, y) gegebenf und fy- seien die Wahrscheinlich-
keitsdichten zuX undY allein. Ohne Zusatzinformation definieren wir
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das log-optimale Portfolio anhand vgi, mit der Zusatzinformation
Y =y verwenden wir stattdessgimit zweitem Argument.

Satz: Der AnstiegAW der Verdoppelungsrate durch dieY¥nkodierte
Zusatzinformation ist dchstens gleicli(X; Y).

Beweis:Wenn wir das log-optimale Portfolio auf einen konkreten w\er
Y =y abstimmen, steigt die Verdoppelungsrate nach dem vorigen S
hochstens um

f&]Y =y)

D(1lX =) 1) = | Faly = 1)log, T

AW ist das mitf,- gewichtete Mitteluber diese Anstiege, also kleiner
oder gleich
f&]Y =y)

/ () / faly =) log, £ =L

- [ [ 5wy = Iogz(f (j';/(;) 4) ﬁjgi) dz dy

_ Sz, y) .
—/y/xf(x,y)logz @) @) dedy =1(X;Y).

Man beachte, dal3 der Zuwachs hier im Gegensatz zum Fall der Pf
dewetten nicht gleich der wechselseitigen Information saif3, sondern
auch kleiner ausfallen kann.

dx .

dx dy

f) Verallgemeinerung auf stationare Markte

Bislang sind wir davon ausgegangen, dal? die verschiedehesei®age
(oder auch die hypothetischen Wiederholungen eir@@séhtags) durch
voneinander unald@mgige Zufallsvariablen beschrieben werden. In letz-
ter Konsequenz bedeutet diese Annahme, dald sich @igeBam Tag
nach einem grol3en Crash valt)als sei nichts geschehen, dal3 es keine
Gewinnmitnahmen nachdthenfligen einer Aktie gibt, und so weiter.

Fur den Rest dieses Paragraphen wollen wir daher unser Mershedi-
tern und die Kursentwicklung beschreiben durch einen ststedthen
Prozesst = XU x®@ . ausZufallsvariable& ) mit Werten inR™,



Kap. 2: Der wirtschaftliche Wert von Information 122

wobei diek-te Komponente voX ) angibt, wie sich die Aktigk am
i-ten Borsentag entwickelt, d.h. mit welchem Faktor ihr Wert im teau
des Tages multipliziert wird. Dieser stochastische Prozefl statio@dr
sein, insbesondere haben also weiterhin Alf8 dieselbe Wahrschein-
lichkeitsverteilungF’; wir gehen aber nicht mehr davon aus, dal3 die
Wertentwicklungen der einzelnen Tage unaibiig voneinander sind.

Fur die Anlage betrachten wir weiterhin kausale Strategldn,das Port-
folio 5 ami-ten Tag fangt ab von den Werten d&f”) mit j < i. Um
herauszustellen, daf¥ eine Funktion dieser Zufallsvariablen ist, schrei-
ben wir gelegentlich auchf?(X®, ..., X%~1): den Funktionswertifr
konkrete WerteX ) = 2:0) bezeichnen wir mib(z®, . .., 2¢~).

Auch in der neuen Situation wollen wir den Erwartungswéit die
langfristige Wertentwicklung der Anlage maximieren, alden Er-
wartungswert des Logarithmus von
= H XD, XDy x O

=1
Das Maximum dieses Erwartungswaltier alle kausalen Anlagestrate-
gien ist die Summaéber die maximalen Erwartungswerte tlie einzel-
nen Tage; wirv@hlen alsoifir jeden Tag dasjenige Portfolio, von dem wir
das maximale logarithmische Wachstum erwarten, d.h. dasptimale
Portfolio. Da die ZufallsvariableX ) nicht mehr als unakingig vor-
ausgesetzt sind jdfen wir allerdings nicht mehr einfach jeden Tag das
log-optimale Portfolio zur Wahrscheinlichkeitsverteitu /' nehmen,
denn wie sichX® entwickelt langt ja ab von den Entwicklungen der

S

n

Vortage. Das log-optimale Portfolig® (™%, . . ., =1y muR daher be-
stimmt werdeniiber die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung unter
der Voraussetzung, daB® = z® . . x0-Y = (=1 ist. Den ent-

sprechenden Erwartungswidit flen;-ten Borsentag bezeichnen wir als
die bedingte Verdoppelungsrate dieses Tages und schigidbals

W*(X(i)\x(l), A G I
E(|Og2 <b*(i)(517(1), o ,x(i_l)), X(i)> ‘ X(l) — :E(l), o 7Xv(i—l) — x(i_l)) .

Der Erwartungswert des Logarithmus veifX @) ist der gewichtete
Mittelwert W*(X® | x®  x¢-1)dieser bedingten Verdoppelungs-
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ratentiber alle nglichen Entwicklungen der erstén- 1 Tage, undifir
den Erwartungswert des Logarithmus v8p erhalten wir die Ketten-
regel

wHxXW, .. x™) =E(og, 5,) = Y WH(XOIX®, ... xt-Y).
=1
In Analogie zur Entropierate eines stochastischen Prezessgen wir

Definition: Die optimale Wachstumsrate ist
w9, x®
Wi = lim (X ),

def n—oo n

sofern dieser Grenzwert existiert.

Genau wie im Falle der Entropieratérknen wir auch hier zeigen

Satz: In einen statioaren Markt existiert die Wachstumsrate und ist
gleich lim w*(x®™W|x® . xCr-by,
n—oo

Beweis:Da die Wachstumsrate bei mehr Information nicht kleiner-wer
den kann und wir einen statiaren Prozess vorausgesetzt haben, ist
WwHXO D xD ) xE) > e x e x @ x ™)
= W*(X(”)\X(l), o 7X(n—l)) ’

die Folge dedV*(X™|x®  x(=Yyist also monoton wachsend.

Somit ist sie entweder konvergent oder divergiert bestigegen bo.

Da nach der Kettenregel
wHxW, . xMy 1

n n

> W XOxW L XED)

=1

ist, hat die linke Seite nach der Mittelwertsatz vorsEro (Kap. 1,
§4c), Schritt 2)denselben Grenzwert.

Um auch bei staticiren Markten die log-optimale Strategie mit an-
deren Anlagestrategien vergleichen zZunken, nilssen wir uns an einen
Begriff aus der Stochastik erinnern:
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Definition: Y = Y,Y,,... und Z2 = Z,,Z,,... seien zwei sto-
chastische Prozessg. heil3t Martingal beziglich ), wenn fr alle
k < ¢ gilt E(Z,]Yy,...,Y;) = Z,. Er heildstSupermartingalwenn
E(Z,Yy,...,Y;,) < Z, ist; entsprechend heil3t &Gubmartingal falls
E(Z,|Yy,...,Y) > Z,.

(Tatsachlich betrachtet man in der Stochastik Martingale mdigea
meiner beiglich einer beliebigen Filtration auf dem Wahrscheinlich
keitsraum; @ir uns geiigt aber dieser Spezialfall.)

Satz: X sei ein statioarer stochastischer Prozess usif beschreibe
die Wertentwicklung der erstem Tage einer Anlage béglich der be-
dingt log-optimalen Strategie;,, die beziglich irgendeiner beliebigen
kausalen Strategie. Dann ist die Folgeder QuotientenS, /S, ein
positives Supermartingal bigglich X',

Zum Beweismiissen wir den Erwartungswert

5 (M X0 ,X(”)>
Sh1
abscflitzen. Da wir bei Kenntnis vox @, ..., X™ die Wertentwick-

lungensS,, und .S;, kennen, knnen wir diese vor den Erwartungswert
ziehen und erhalten

Sn+1 Q) (n) ) — <b(n+1)’ X(TL+1)> Sn Q) (n)
E(ﬁ X0 X ) =B | Sy g X X

g <b(n+1)’ X(n+1)>
= g (D), X ey

n

X(l),...,X(”)> < On

dennwie wirin Abschnitt) gesehen haben, istder letzte Erwartungswert
fur das log-optimale Portfolio kleiner oder gleich eins. uktiv folgt
die entsprechende Aussage fndexn + k stattn + 1 und damit die

Supermartingaleigenschatft. .

Nach dem Martingalkonvergenzsatz vonsgpH DooB (1910-2004)
folgt aus der Tatsache, daR die Folge dgr/S; ein Supermartin-
gal ist, dal3 diese Folge gegen eine Zufallsvariable komerderen
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Erwartungswert tichstens gleich dem vol,/S; ist, also kleiner
oder gleich eins. Aus 8LMOGORO\Vs Verallgemeinerung der MRKOV-
Ungleichung folgt daraus wiederum, dais allet > 1 gilt

su S >t) < 1
P\SIPG: =) =7
Die Wahrscheinlichkeit, dal3 irgendeine andere Strategmgftistig

dramatisch bessere Ergebnisse liefert als die bedingteptmale ist
somit relativ gering.

Kurzfristig freilich gibt es Rlle, in denen andere Strategien mit hoher
Wahrscheinlichkeit zumindest etwas bessere Ergebnistezrials die
log-optimale: An eine,Borse* mit nur zwei Aktien und

Y 1—e

(1,0) mit Wahrscheinlichkeit
Ist fUr das Portfolicb = (1, 0)

= (o) () =1 uno

() ~2(3) ==

nach dem Kiriterium aus Abschnit) ist b also log-optimal. Trotzdem
erzielt man mit dem Portfolio (@) mit Wahrscheinlichkeit - ¢ ein
besseres Ergebnis. NaehBorsentagen ist allerdings die Wahrschein-
lichkeit dafur, dal3 man mit dieser Strategie noch nicht pleite gegangen
ist, gleich (1— ¢)", was fir hinreichend grol3e eine ziemlich kleine
Zahl ist.

X = (Xy, X,) = { <1 ) mit Wahrscheinlichkeit - ¢

Zusammenfassendlt sich sagen, dal’ log-optimale Portfolios relativ
sicher sind und auf lange Sicht die besten Wachstumsratfsmri; mit
relativ hoher Wahrscheinlichkeit — aber keinesfalls sithdiefern sie
zumindest langfristig auch ein gutes Ergebnis. Wie altegdiunter an-
derem der Wirtschaftsnobelpregstgyer von 1979 &L A. SAMUELSON
(1915-2009) mehrfach gegen sie argumentierte, hat jedegAnseine
eigenen Vorstellungen vom Umgang mit Risiken, so daf3 si& nicbe-
dingtdie Anlagestrategielir jedermann sindRisikofreisind sie definitiv
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nicht; wie S\MUELSON in seiner ArbeitWhy we should not make mean
log of wealth big though years to act are lo{@purnal of Banking and
Finance3 (1979), 305-307) sagt (SeiM ist unsem):

When you lose — and yosure canose — withNV large, you can
lose real big. Q.E.D.

83: Universelle Portfolios

Die log-optimalen Portfolios des letzten Paragraphen wesfiniert in
Bezug auf die Verteilungsfunktiofif die Wertentwicklung an der@se.
Wie bereits dort er&hnt, istiiber diese Funktionen nur wenig bekannt,
und wie wir gesehen haberijHrt eine falsche Sétzung schnell zu
einer deutlich kleineren Verdoppelungsrate.

In diesem Paragraphen wollen wir Arige betrachten, die keinerlei
Informationeniiber die Verteilungsfunktionen voraussetzen und als In-
formation fur die Wahl eines Portfolios am-ten Tag lbchstens die
Wertentwicklungsvektoren®, 2@ ... 2("~1 der Vortage benutzen.

Wir suchen somit ein kausales Portfolio, d.h. eine Familien Portfo-
lios (2, ..., 20~1), deren Wertentwicklungen

n m
S, =D ulat,. ... 20 D))
=1 k=1
In einem noch zu f@zisierenden Sinngnoglichst gut* sein sollen.

Entsprechende Anlagestrategien werdenualiserselle Portfolioe-
zeichnet; je nachdem, ob wir von einem festemusgehen oder uns
eher fir die Asymptotik vonsS,, interessieren, reden wir von einem
universellen Portfolio mit festem Horizooder einemhorizontfreien
universellen Portfolio.

Wir wollen uns hier auf den einfachsten Fall besstken, ein von
THomAS CoVER vorgeschlagenes universelles Portfolio mit festem Ho-
rizont.

THOMAS M. Cover wurde 1938 im kalifornischen San Bernardino geboren. Etistte

zurachst Physik am Massachusetts Institute of Technologyh satem Bachelorab-
schlul3 1960 wechselte er zur Elektrotechnik an die Stanfbriyersity, wo er 1961
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seinen Master und 1964 seinen PhD bekam. Er blieb in Stardarédchst als Assistant
Professor der Elektrotechnik, dann als Associate Profeabol1971 auchiir Statistik;
seit 1972 hat er einen LehrstuliirfElektrotechnik und Statistik, seit 1994 einemdowed
chair. Er war unter anderem schondBident von IEEE, der internationalen Berufsorgani-
sation der Elektro- und Elektronikingenieure, und berdésiStatistiker der kalifornischen
Staatslotterie. Die meisten kennen ihn wohl als Autor deshBElements of Information
Theory(zusammen mit@dy THOMAS), das den ersten beiden Kapiteln dieser Vorlesung
zu Grunde liegt.

CoVERs Ansatz besteht darin, daf3 er Investoren betrachtet, dieimi
nem festen Portfolid = (b4, ...,0,,) arbeiten. Ein derartiger Investor
realisiert eine Wertentwicklung von

S, (b, ) = f[ (b, ™) = ﬁ f: bzt
i=1

=1 k=1
die natirlich stark davon aldngt, wie gut das Portfoliban den Brsen-
verlaufz = (9, . .., 2™) angepaRt ist. Er tithte sich mit dem erfolg-

reichsten dieser Investoren vergleichen, also mit einean.eth Port-
folio b* anwendet, dir dassS,, (b™,z) > S, (b, z) ist fur alle nbglichen
Wahlen vonb. Ein solchesh™ existiert, da die Mengés aller mog-
licher Portfolios kompakt ist und, (b, z) stetig. Es garantiert zwar
keinen Gewinn — bei einem grof3er@Bencrash wie 1929, 1987 oder
2008 wird man auch mib* Verluste machen — aber man kann auch
im Verlustfall sicher sein, dafl3 kein anderes konstantetfdforeinen
geringeren Verlust ergebeitte.

Nun kann allerdings fiomAs COVER genauso wenig in die Zukunft
sehen wie der Rest von uns; er weil3 also, dal seine Chaneem,rdi
mit vorheriger Kenntnis allez realisierbare Strategig zu treffen,
aul3erst gering sind. Stattdessen versucht er, eine kabgalegie zu
finden, bei der sich die Wertentwicklungaglichst wenig von der des
Portfoliosb™ unterscheidet.

Diese Wertentwicklung 4ngt ebenfalls ab vorastlichenz®; im Vor-

aus kann mandchstens versuchen, beispielsweise den Erwartungswert
des Quotienterd,, (b, x)/S,,(b*, x) zu optimieren. Dessen Berechnung
setzt jedoch voraus, dal3 wir die Wahrscheinlichkeitsuartg fur

die 29 kennen, und in diesem Paragraphen wollen wir ja ohne deren
Kenntnis auskommen. Deshallahit CoveR ein anderes Kriterium:
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Selbst bei der aus Sicht unserer Strategie schlimagtichen Byrsen-
entwicklung sollS,, (b, x)/S,,(b*, x) moglichst klein sein.

Die Grundideeiiir seinen Ansatz ist einfach: Falls wir im Vorausften,

wie sich der Markt entwickelt, iwden wir jeden Morgen das gesamte
Anlagekapital in die Aktie investieren, die an jeweiligeagldie beste
Wertsteigerung (oder, bei einem Crash, den geringstenvévarst)
bringt. Da wir diese Aktie aber erst am Abend kennen, beteactvir
stattdessealle Strategien, die jeden Tag das gesamte vorhandene Ka-
pital auf eine einzige Aktie setzerijifjede dem" Funktionen

j:A{1,....,n} —-{1,...,m}
also die Strategie, die anmten Tag alles auf die Aktig(z) setzt; die
Menge alle dieser Funktiongnbezeichnen wir mit7.

Fur sich allein betrachtet kann jede dieser Strategien sekart sein;
mit einem, Portfolio”, in demalle diese Strategien vertreten sind, sollten
wir aber in der Lage sein, einen vémftigen Kompromiss zwischen
Wachstum und Risiko zu erreichen.

Wir nehmen also an, dal3 wiiff jede derm™ Funktionen; einen ge-
wissen Anteikw(j) des Ausgangskapitals in die entsprechende Anlage-
strategie investieren. Dieser Anteil wirddiwend den-tagigen Laufzeit
multipliziert mitz'), - - - 21),; das Gesamtkapital wird also multipliziert

mit
Sw,x) = > w250,
€T
Das Kapital eines Investors, der auf ein festes Portfofdb,, ..., b,,)

setzt wird muItipIiziert mit

S(b,x) = szkw(”) =D H bieyT3) = D Hbaw Hf”a(z)'

=1 k=1 JeEJ =1 JeTJ =1 =1
das Verlaltnis zwischen den beiden Wertentwicklungen ist also

> w) H%(z)

S(w, x) _ j€J i=1

S(b, z) n mo
I

jET i=1 i=1
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Dieses Verhltnis nbchten wir selbstiir das beste feste Portfolig
moglichst grol3 werden lassen; witissen allerdings realistischerweise
davon ausgehen, dal3 es praktisch immer kleiner als einswgein

b* wird schlie3lich im Nachhinein berechnet aufgrund defdetdichen
Wertentwicklung der Aktien, und obwohl wir mit unserem kales
Portfolio eine gol3ere Flexibiliait haben als ein Investor mit einem
konstanten Portfolio, wird dagptimalekonstante Portfolio eine Wert-
steigerung haben, die wir mit unserer fehlenden Infornmaifiloer die
kiinftige Entwicklung der Aktien nur mit einer verschwindegetingen
Wahrscheinlichkeitibertreffen knnen. Wir reden hier also von der Ma-
ximierung einer Gol3e, die im Allgemeinen deutlich unter eins liegen
wird.

Wir konnten uns als eventuell realisierbares Ziel setzen, dafag

fur Tag im Durchschnitt wenigstens einen gewissen Prozizntke
Wertsteigerung des optimalen konstanten Portfolios @resi lkonnen,
aber zumindestilr groRen ware selbst das ein sehr unbefriedigendes
Ergebnis: Auch die Folgen,@* und Q99" konvergieren schlief3lich
recht schnell gegen null.

Auch die Strategie von @/ER fuhrt auf eine Wertentwicklung, die fast
sicher langfristig schlechter sein wird als die mit dem inchnein
berechneten optimalen konstanten Portfolio, aber dasalterk der
Wertentwicklungen geht zumindest langfristig sehr viajsamer gegen
null als jede Folgeq™),,c fur irgendeing < 1.

Genal3 der Philosophie von®&ER wollen wir auch im schlimmsten
Fall noch einen raglichst grof3en Quotienten haben. Eine Alddzhng
fur diesen schlimmsten Fall liefert uns das folgende

Lemma: p,,q; > 0 seien reelle Zahlen, undif mindestens ein sei
(.pia q?,) # (07 O) Dann |St
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wobei fur die Minimumsbildung nur Indizes bericksichtigt werden

Beweis;j seider Index,iir denp; /q; minimalist. Fallsg; verschwindet,
istp;/q,; = oo, und wir miissen nichts beweisen. Falisverschwindet,
haben wir die triviale Aussage, dal3 der Quotient links niggativ sein
kann. Somit Bnnen wir uns beschnken auf den Fall, da3; und ¢,
beide positiv sind. Dann ist

n
Z D, Z D;
=l

S et
N 4, q;
>4 -
-1 =1 4

NachWahlvoryistp;/q; > p;/q;,alsoauchy;/p; > q;/q;;im zweiten
Bruch ist daher der @hler gbl3er oder gleich dem Nenner, woraus die
Behauptung folgt.

Auf unsere Situation angewandt, liefert dieses Lemma dschlizung

> wli) [Ty

S(w,x) _ jeg i=1
S, z) n mo
’ 0)
Z H bj) H T5G)
jeT i=1 i=1
w() [ =% .
> min = min .
jeg 2 e Q) jeg I
I e 1%
=1 =1 =1

Da wir nicht wissen, iir welchesj das Minimum angenommen wird,
mussen wir dair Sorge tragen, dafl3 die Quotientgher die wir hier das
Minimum bilden,allesamtnicht zu klein werden. Dies erreichtoQeER
dadurch, dal en(y) proportional zum Maximalwert des Nennerahit:

= max by
w(j) dor ¢ bERT, H i)

bit---+b,, —l
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wobei die Proportional@tskonstante natlich so gevahlt werden muf3,
dafl’ die Summe aller(j) gleich eins ist.

Bezeichnetn, = n,(j) die Anzahl der Tage, an dengl) = k ist,
konnen wir den Nenner auch schreiben als

n m
1100 =11%%":
i=1 k=1

wir miissen also die Funktiofi(b) = [z, b.* maximieren unter der
Nebenbedingung(b) = > /-, b, = 1. Der Gradient vory ist der kon-
stante Vektor mit lauter Einsen; im Maximumissen daher nachak
GRANGE alle partiellen Ableitungen

af ne—1 NEe — ng
Ty = n b Hb kf(b)

ﬁ;’k
Ubereinstimmen, d.h. alle Quotienten /b, missen gleich sein. Da
die Summe dern, gleichn, die derb, = 1 ist, folgtd, = =*; der
Maximalwert vonf ist also

m n
™ ”m_) - (%)”’“ e i
f(na"'an H n n an .
k=1 k=1
Der Logarithmus hiervon ist

n n n n n
k k k
n.log—= =n — log =
> milog—t=n} ~Elog—
k=1 k=1
wir konnen den Maximalwert also auch schreiben als

nH(™M M'm
5 nH(n,..., n)

mit der SHANNONschen Entropiefunktion
H(py, .. pm) = — Zpk log, py, -

Damit setzen wir also

mo e (s ni(7)
wty=e]] (")

k=1
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und um das auch wirklich berechnen zinken, niissen wir noch die
Konstante: bestimmen.

Unter denm™ Funktionen;: {1,...,n} — {1,...,m} gibtes

( n )_ n!
Ngyevey Ny nyd-oon, !

Funktionen, dien,-mal den Wert 1n,-mal den Wert 2, .., n,,-mal
den Wertm annehmen; somit ist

1=) wi)=c 3, nlln—lnl

jeET Nl,yeeesim m*
n1+...+nm:n

D D= (L (A
nyd-oon, !t \n n ’

wobei natirlich alle Summationsindizesj > 0 sein niissen.

und

Damit konnen wir die Zahlenu(j) berechnen; taiéhlich arbeiten wir
aber nafrlich nicht mit m"™ verschiedenen Anlagen, von denen wir
taglich (fast) jede von Aktig (i) auf Aktie j(: + 1) umschichten; hand-
habbar wird die Strategie erst, wenn wir wissen, wie wir jedlag das
gesamterorhandene Kapital auf die Aktien verteilen.

Der Teil des Anfangskapitals, der nach Stratege 7 investiert wird,
tragt genau dann am Tagzum Portfolio fir die Aktie £ bei, wenn
j(2) = k ist. Zu Beginn des-ten Tages ist der nach dieser Strategie al-
lerdings nicht mehr einfach der Anteil(j) des Ausgangskapitals, denn
derwurde ja an jedem der Vortage multipliziert mit der Wettgcklung
jeder Akte, diej fur diesen Tag aussucht. Das Kapital, das zu Beginn
desi-ten Tages in Aktig investiert wird, ist somit das Ausgangskapital

mal
1—1
. 14

> wi) [ 5y

JjeJ =1

J(@)=k
Damit kennen wir den absoluten Betrag des Investments ire Akm
das Portfolio @r deni-ten Tag zu bekommen, imsen wir noch durch
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den gesamten zur Vérung stehenden Betrag dividieren und erhalten

i—1
2 w5
=1

J’(E)J
7)) — J@)=k
b’ = i—1 ’
. ¢
> wi) [T 5
JET =1

wobeiw(j) aus der obigen Definitiodbernommen wird.

Dies definiert ein kausales Portfolip denn um das Portfoliolif den
i-ten Tag zu berechnen, birgen wir nur Informationeiiber die Kurs-
entwicklung der Vortage; aul3erdem wissen wir, dafjddes, konstante
Portfoliob, insbesondere auchifdas Portfoliad™, das sich nach Ablauf
dern Tage als das beste herausstellt, das &énis der Wertentwicklun-
genS(?), x) undS(b*, x) fur jeden Byrsenverlauf: grol3er oder gleicla
Ist.

Was dieses Resultat wert isyknen wir freilich erst beurteilen, wenn
wir wissen, wie sicke als Funktion vom undm verhalt. Im Buch von
Coverund THoOMAS wird zitiert, daf3 sicla asymptotisch verdt wie ein
konstantes Vielfaches vom ¢ 1)~™~1/2; zumindest fir hinreichend
grofRe Werte vom ist das besser als jede Folgémit ¢ < 1.

Speziell firm = 2 ist
1 ~=/n\ [k rn—k\"TF
=20 G) ()

Fur Borsen mit (im allgemeinen deutlich) mehr als zwei Aktiendsin
die hier angegebenen Formeln nicht wirklich praktikabeiRerdem
beziehen sie sich nur auf den Fall eines festen Zeithoszddeide
Probleme sinddsbar: Im Buch von GVER und THOMAS werden auch
universelle Portfolios ohne festen Zeithorizont behandeid in ver-
schiedenen Arbeiten vondWER und anderen werden auch Algorithmen

aufgestellt, mit denen man universelle Portfolios sowdlfestem als
auch bei unbestimmtem Horizont effizient berechnen kann.
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Viele wichtige Arbeiteruiber KELLY s Wettstrategie, ihre Weiterentwick-
lungen und auch einige hier nicht behandelte Anwendungea atf
Glucksspiele sind gesammelt im Buch

LEONARD C. MACLEAN, WiLLIAM T. ZIEMBA, EDWARD O. THORP
[HRsq: The Kelly Capital Growth Investment Criterion: Theoryadan
Practice World Scientific2012

Wer also mehtiber die inn diesem Kapitel angeschnittene Thematik
wissen nbchte, finden hier (und auch im Buch vooER und THOMAS)
einen guten Ausgangspunkirfweitere Lekiire.



Kapitel 3
Information erschliel3en

Im Februar 2011 véffentlichten MARTIN HILBERT von der University
of Southern California undisciLA LOPEzvon der Open University of
Catalonia eine Arbeit mit dem Titdlhe World’s Technological Capac-
ity to Store, Communicate, and Compute Informatioarin sclatzen
sie, dafl? die Menschheit im Jahre 2007 bei optimaler Datepkiome-
rung 2,919°° Byte Information speichern konnte und daR die Summe
aller kommunizierten Information in diesem Jahr sogar beil@?
Byte lag. Unter der gespeicherten Information befinden sefarlich
auch viele Musikdicke auf privaten mp3-Playern und Filme auf pri-
vaten DVDs, aber auch die allgemein amgliche Information liegt
weit Uber dem, was ein Einzelnéberblicken kann. Sjiestens seit der
Jahrtausendwende ist allein das World Wide Web so grol3 giamor
dal} keine Suchmaschine mehr seinen Inhalt von einer Redaktis
menschlichen Spezialisten ordnen lassen kannjtiginverden Algo-
rithmen, mit denen dies Computer automatisch erledigemé&n. Da die
verfugbare Information zumindest bislang urg@fim gleichen Tempo
anstieg wie die Rechenkraft pro Euro der jeweils aktuellem@uter, hat
ein solcher Ansatz Chancen, auch langfristig duibnbar zu bleiben.

Kunstliche Intelligenz, Computerlinguistik u@thnliche Forschungsge-
biete sind allerdings noch weit davon entfernt, einen Caerpallge-
meine Texte,verstehen” zu lassen; lediglich bei experimentellen Sys-
temen mit sehr reduziertem Vokabulainen Computer ein gewisses
Textverséndnis simulieren.

Reale Systemaif praktische Anwendungenimmsen daher mit ziemlich
groben und einfachen Methoden arbeiten; perfekte Ergebkann man
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unter diesen Umanden zwar nicht erwarten, aber — wie der Erfolg von
Suchmaschinen wie Google zeigt — sind die Resultate dotiuelech
gut.

81: Vektorraummodelle

Das erste funktionierende System zur Informationssuclextdaten-
banken hiefSmart;es wurde zwischen 1962 und 1965 unter Leitung von
GERARD SALTON an der Harvard University entwickelt. Damals arbei-
tete es im wesentlichen mit reiner Textsuche&jtepan der Cornell Uni-
versity entwickelten S&.TON und seine Mitarbeiter wesentlich feinere
Methoden. Insbesondere verwendeten sie ab Anfang deri§esjahre
zunehmend Methoden aus der Linearen Algebra.

Grundlage iir den Einsatz entsprechender Algorithmen ist die Term-
Dokument-Matrix der Dokumentsammlung: Wir betrachteneege-
wisse Menge von Begriffen; bei Fachdatenbanken kann esdsibbi

um eine vordefinierte Liste von Stichworten handeln, beermét-
suchmaschinen aber auch um die Menge alléglicher Wbrter einer
Sprache (etwa dreil3ig Tausend) und eventuell auch nochHsalsrei-
bungen, Eigennamen und so weiter.

Gerade bei Internetsuchmaschinen wird vorher oft auch nashso-
genanntestemmingpraktiziert: Als nogliche Terme gelten nicht die
Worter, sondern die Wormme, so dald Flektionsendungen, Verwen-
dung als Substantiv, Adjektiv oder Verb keine Rolle spieleeispiels-
weise werden Information, Informationen, informiereripnmierte, in-
formativ usw.alsein einziger Suchbegriff behandelt.

Manche Suchbegriffe wie Artikel odeahlfige Papositionen sind so un-
spezifisch, dal} sie kaum zum Auffinden geeigneter Dokumesitiab
gen lkonnen; diese werden oft auf eidoplistegesetzt und zumindest
bei Suchanfragen, die auch noch andere Begriffe enthailtrt,befick-
sichtigt. (Google findet allerdings auch auf die Anfradee” noch Sei-
ten; ganz unter den Tisch fallen sie also zumindest dortthidkas
auf die Stopliste kommt, dngt nafirlich von der Art der Anwendung
ab; einer der Pioniere der automatischen Textsuche, cheaHoeing,
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erschlief3t ihren Serviceingenieuren dérdlichen Handicher durch
eine Suchmaschine, die beispielsweise das \Weltigzeug* auf ihrer
Stopliste hat — die Firma stellt schlie3lich keine Ras&her her.

Zur Menge aller verbliebener Begriffe wirdblicherweise zuachst
ein sogenanntanvertierter Indexgebildet, d.h. @ir jeden Begriff wird
die Liste aller Dokumente zusammengestellt, in denen dtoromt,
gegebenenfalls mit Zusatzinformationen wo und wie oft.sBrdndex
wird von sogenannte@rawlern zusammengestellt, die periodisch das
world wide welmach Dokumenten durchsuchen.

Die Term-Dokument-Matrix hatlir jeden ndglichen Suchbegriff eine
Zeile und fir jedes Dokument eine Spalte; der Eintrag in déen
Zeile undj-ten Spalte gibt an, wie wichtig de+te Begriff fir dasj-te
Dokument ist.

Im einfachsten Fall sind alle Eiritge entweder 0 oder 1, je nachdem, ob
der Begriff vorkommt oder nicht; es gibt aber eine ganze Reaibiterer
Strategien, von denen wir noch einige betrachten werdenwé&fden
auch die Spalten aufdnge eins normiert; der Grund dafwird gleich
klar werden. In jedem Fall ist die Matrigparlich besetztd.h. nur ein
Bruchteil der Eintage ist von null verschieden.

Eine Suchanfrage kann als Vektor betrachtet werden, iglejetien

moglichen Suchbegriff einen Eintrag hat; die nicht verscidenden

Eintrage geben an, welche Begriffe, gegebenenfalls mit welchein\W
tigkeit, in der Anfrage vorkommen.

Suchanfrage und Dokumente werden also dargestellt durktonén
aus ein und demselben Vektorraum; ein Dokument pal3t umsehss
Anfrage, jeahnlicher die beiden Vektoren zueinander sind.

Um die ,Ahnlichkeit' zweier Vektoren in diesem Zusammenhang zu
definieren, betrachten wir ein Beispiel:

Wir haben vier Dokumente und die drei Suchbegriéan, Paulund
Sartre.Im ersten Dokument kommedeanund Paul je zweimal vor,
im zweitenJeanzweimal undPaul dreimal; vonSartreist in beiden
Dokumenten nicht die Rede. Im dritten Dokument kommen aié d
Begriffe je zweimal vor, im vierten schliel3lickeanundPaulje zweimal,
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Sartredreimal. Die Suchanfrage séean Paul;wir interessieren uns
also fir den deutschen SchriftstelleskdANN PAuL FRIEDRICH RICHTER
(1763-1825), der unter dem PseudonynaNPauL publizierte.

Es ist ziemlich klar, dal3 wohl nur die ersten beiden Dokuméntdiese
Anfrage relevant sind; die letzten beiddirfien von dem franasischen
Philosophen und SchriftstelleEAN PauL SARTRE (1905-1980) han-
deln, nach dem man wohl eher nicht mit der Anfrdgan Pauluchen
durfte.

Die heute gel#tuchlichen Suchmaschinen erkennen dies und liefern in
erster Linie Dokumentaber EAN PAUL ; es gibt aber immer noch online
Buchhandlungen (bei meinem Test im Mai 2011 etwa libri.d&,bei

der Suche nacleaN PauL haupt&chlich Bicher von BAN PAUL SARTRE
finden.

Um zu sehen, wie sich das vermeidexit, stellen wir zuachst die
Term-Dokument-Matrix auf, wobei wir hier al&/ichtigkeiteinfach die
Anzahl der Vorkommen nehmen:

2 3

Jean 2 2
Paul 3 2
Sartre 0 2

Die Suchanfrage entspricht dem Spaltenvektor zd,(@).
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Die Abbildung zeigt die vier Spaltenvektoren der Dokumeantderen

jeweiligen Farben sowie den schwarzen Vektor der Suchgafrida-

turlich sind die Dokumentenvektoren allesamt deutlidghder als der
Fragevektor, aber wie man sieht, unterscheiden sicRiigtungerder

ersten beiden Dokumentenvektoren gar nicht oder kaum vonlee
Anfragevektors, wohingegen der dritte und der vierte deluthndere
Richtungen haben.

Somit bietet sich als eine einfache Strategie zum Verglewischen
Anfrage- und Dokumentenvektoren an, die Berechnung dekéMdman.
Da es uns nicht wirklich auf die genauen Werte der Winkel amid,
sondern nur darauf, ob sie nahe beim Nullwinkel liegeinrien wir
stattdessen auch die einfacher zu berechnenden Kosirtasweimen
und ein Dokument dann als relevant im Sinne der Suchanfraiyadi-
ten, wenn dieser Kosinus hinreichend nahe bei eins liedg¢r8avir alle
Spaltenvektoren der Term-Dokument-Matrix sowie auch dekids der
Suchanfrage aufange eins normierenpknen wir diesen Kosinuswert
einfach als Skalarprodukt der beiden Vektoren berechmerkdlle ei-
ner Suchmaschine handelt es sich dabei zwar um Vektorememei
Vektorraum, dessen Dimension bei rund dreif3ig Tausendrieijrfte.
Da kaum eine Suchanfrage mehr als drei Terme &ntmissen wir
tatsachlich nur wenige Produkte berechnen und aufaddieren.

§2: Glatten durch orthogonale Projektion

In der Term-Dokument-Matrix ist jedes Dokument r@gpentiert durch
einen Vektor, der angibt, mit welchem Gewicht welche Term®oku-
ment vorkommen. Offensichtlich steckt in der Wahl diese&tdes

viel Willk Gr, und auch wenn man nach einem einheitlichen Verfahren
arbeitet, Ibnnen inhaltlich seh&ahnlichen Dokumenten recht unter-
schiedliche Vektoren zugeordnet werden. Hinzu kommt, dadh&n-
fragen zwang@lufig zu sehr einfachen Vektoreimhiren, die in ein sehr
viel groberes Raster passen als die Dokumentenvektoren. &imdn
hoffen, dal3 die Quakt der Suchergebnisse steigt und der Speicher-
platzbedarf fir die Term-Dokument-Matrix sinkt, wenn wir die Doku-
mentenvektoren zAquivalenzklassen zusammenfassen.
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Eine solche Zusammenfassung mufUnath automatisch erfolgen;
alles andere @re bei wirklich umfangreichen Sammlungen von Doku-
menten Wllig unrealistisch.

Wir kdnnen zumindest informell so tun, als sei der Dokumentetovek
zusammengesetzt aus zwei Komponenten: geirklichen® Inhalt des
Dokuments und einer AriRauschen®, das von Zalligkeiten der Wort-
wahl undAhnlichem abBngt. Auch wenn zumindest ich keine Chance
sehe, diese beiden Komponenten auch nur einigerma@ers@izu de-
finieren, befinden wir uns damit doch in einer Situation, reit\wir von
anderen Anwendungen her vertraut sind:

a) LotfuRpunkte

Auch hier zerlegen wir einen Vektor in zwei Komponenten: WWem
einfachsten Fall, ein Vektow € R? senkrecht projiziert werden soll
auf die Gerade durch den Nullpunkt mit Steigungsvekipmollen
wir w darstellen als Summe eines Vektors parallel:aind eines aufi
senkrecht stehenden Vektars

w=Au+v mit NéR und v 1l w.

Bilden wir auf beiden Seiten das Skalarprodukt mierhalten wir die
Gleichung

(w, u)

(u, u) -

(w,u) = A (u,u) + (v,u) = X{u,uy oder A=

Entsprechenddnnen wir auch im ldherdimensionalen vorgehen: Um
einen Vektorw € R™ zu projizieren auf den Unterraum, der von den
Vektorenu,, ..., u, aufgespannt wird, zerlegen wir in eine Linear-
kombination der:; sowie einen Lotvektoov, der auf allen:; senkrecht
steht:

w=Aug+t---+Au. +v mit vlug,...,vLlu,.

Skalarmultiplikation mit:; macht daraus
(W, u;) = Ay (ug,ug) +- -+ A (u,uy)

und dier so erhaltenen linearen Gleichungen bilden ein lineares Gle

chungssysteniir die gesuchten Parametey; ..., A

re
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Besonders einfach wird die Situation, wenn dieeine Orthonormal-
basis des betrachteten Unterraums bilden, wenn<a11§mj> furi #j
verschwindet undiir ¢ = j eins ist. Dann werden die Gleichungen ein-
fach zu{w, u,) = A,. Man beachte, dal3 wir in keinem Fall den Vektor
wirklich ausrechnen fissen.

b) Uberbestimmte lineare Gleichungssysteme

Wenn in einem linearen Gleichungssystem
a1yt tag,x, = by

Ay + - +ag,x, = b,

A1l teeot Ay Ty, = bm

die Anzahlm der Gleichungen @f3er ist als die Anzahl der Unbekann-
ten, gibt es im allgemeinen keinégung. Nun kann es, je nach Anwen-
dung, allerdings vorkommen, dal3 das Gleichungssystemsssalis-
chen oder sonstigen Gnden eine bsung haben ifite, dal’ aber die
a;; und oderb; durch MeR3- oder Rundungsfehler v@dcht sind und
das Gleichungssystem erst dadurchogblr wird. Unsere Aufgabe in
solchen Rllen besteht darin, eing 6sung* 4, .. ., z,) zu finden der-
art, dal3 die Unterschiede zwischen den linken und den re@Qeéen
moglichst gering sind.

Fassen wir die Koeffizienten,;,...,a,,; zusammen zu einem Vek-
tora; € R™ und die rechten Seiten zu einem Vektoe R™, suchen
wir also Zahlen,, . .., x,, derart, dal¥,a,+- - -+, a,, moglichst nahe
beib liegt.

Das Gleichungssystem ist genau dann exasthar, wenrb im von den
Vektorena,; erzeugten Unterrauii vonR™ liegt. Andernfalls besteht
unsere beste Strategie darin, dal’ wvsenkrecht in diesen Untervek-
torraum projizieren und das Gleichungssystem mit dem zesfen
Vektor ¢ als neuer rechter Seitéden. Dav = b — ¢ senkrecht aut/
steht, ist das wiedeiquivalent dazu, dal3 wir reelle Zahlepsuchen,
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fur die gilt
ra*+---+x,a, tv=b mit v lay,...,vLa,.
Das ist genau das Problem, das wir im vorigen Abschnitigidlaben.

Besonderdibersichtlich wird die bsung, wenn wir das Gleichungs-
system in Matrixform schreiben al&x = b, wobei A diejenigem x n-
Matrix bezeichnet, deren Spalten die Vektorgrsind. Da dieses Glei-
chungssystem uasbar ist, suchen wir tadshlich eine Bsung von

Az +v =0,

wobeiv auf allena,; senkrecht stehen soll; die Skalarprodukig, v)
mussen alsoifr j = 1, ..., m verschwinden.

Diese Orthogonalittsbedingungdi3t sich ebenfalls kompakter mit Mat-
rizen schreiben: Die transponierte MatedX hat in derj-ten Zeile die
Eintrage des Vektors, stehen; digj-te Komponente vom Ty ist al-
so das SkalarproduKi;;, v). Somit muR @ir den obigen Vektor das

ProduktA” v gleich dem Nullvektor sein. Multiplizieren wir daher die
GleichungAz + v = b von links mit der MatrixA”', erhalten wir das
neue, bsbare Gleichungssystem

(AT A)z = ATb,

dessen bsungsvektor(eny fur dastiberbestimmte Gleichungssystem
das beste ist (sind), was wir higglich der EuKLID ischen Norm bekom-
men knnen.

c) Lineare Regression

Hauptanwendung solchéberbestimmter linearer Gleichungssystem ist
die Ausgleichsrechnung; das bekannteste Beispiel dazilewien sind
Ausgleichsgeraden: Hier haben wir zwei Me@®@enx, y, zwischen
denen wir einen Zusammenhang der Fayn¥ ax + b erwarten mit
unbekannten Parameteanund b. Fir  und y haben wir eine Reihe
von Messungena(,y;) fur: = 1,..., N, und natirlich wird es im
allgemeinen keine zwei reellen Zahlenh geben, so dafiif alle: gilt

y; =ax; +D.
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Die N Gleichungeny,; = ax; + b bilden fur N > 2 ein solchegiberbe-
stimmtes lineares Gleichungssystem ausleichungeniir die beiden
Unbekannteru und b. (Im Gegensatz zu sonst sind hier als® un-
bekannt, vahrend diex;, y, bekannt sind.)

Die Matrix A dieses Gleichungssystem hat zwei Spalten: In der ersten
stehen diex;, in der zweiten stehen lauter Einsen. Der Vektor auf der
rechten Seite ist der Vektg dessen Komponenten djesind.

AT hat entsprechend zwei Zeilen, wobei in der erstercdigtehen und
in der zweiten lauter Einsen. Somit ist

50?3 5
ATA — =1 =1 Und ATb — =1

N N

Z L N Z Y

=1 =1

a undb sind somit Losungen des linearen Gleichungssystems

N N N N N
Zx%a+2xi.bzzxi% und in'a"'N'b:Zyi’
=1 =1 =1 i=1 i=1

die man auch leicht als geschlossene Formel angeben kann.

Entsprechend lassen sich auch ishdrdimensionalen zu vorgegebenen
Datenpunktens;,, ..., z; ,y;) € R™*! beliebige lineare Regressions-
an@tze der Form

m
Yi = Zajfj(xila s Ty
j=1

mit unbestimmten Koeffizienten; auf Uberbestimmte lineare Glei-
chungssysteme zickfuhren, die nach Multiplikation mit der Trans-
ponierten der Matrix des Gleichungssystems ein neues i8\istern,
dessen bsungen die nach der Methode der kleinsten Quadrate best-
moglichen Koeffizienten sind. Man beachte, dal’ der Ansatan den

a; linear sein muf3; die Funktionef) konnen beliebig geahlt werden.

d) Projektion auf optimale affine Teilraume

Oftmals haben wir in unserem Modell keine expliziten Gleichen,
die eine der Variablen als Funktion der anderen darsteiendern
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wir suchen einfach eine Relation, die eine Wolke von DateRkfan
moglichst gut beschreibt. Hier wollen wir uns auf den einfteh Fall
einer linearen Relation bes@mken; wir suchen also einen affinen Teil-
raum einer vorgegebenen Dimension, in degd&rhe” die Datenpunkte
liegen. Da alle wesentlichen Ideen schon im Eindiemsionaldtreten,
wollen wir zurachst der Fall einer Geraden ausflich betrachten.

Wir haben alsaV Punktep,,...,py € R™ und suchen dazu eine im
Sinne der kleinsten Quadrate optimale Geradgine Geradedl3t sich
schreiben in der Form

g:{a+tm’t€R},
wobei wir annehmendnnen, dafd der Vektor die Lange eins hat.

Ist ¢; = a + t;m die orthogonale Projektion vom auf g, so steht der
Differenzvektorp, — ¢, senkrecht aufn, d.h.
(p; —a—1t;m,m)=(p, —a;,m) —t,=0;

somitistq; = a + (p; — a, m) m.

Gesuchtist jene Geradefur die die Summe der Abstandsquadrateg zu
minimal wird; mit || z|| = (x,x) soll also
e

N N

2 _ 2
ZHI%“%‘H —ZH(pi—a—(pi—a,m>mH
i=1 i=1

minimal werden.

Wir Uberlegen uns zuachst, dall dann das arithmetische Mittel (der
Schwerpunkt) dep, aufg liegen mul3: Br

N

1

= — R n .= p. — g —
VEN E._l(pz g;) und 7, =P 4

ist

N N N N
> llp; —qi2=z’U+72~2=N<v,v>+2<v,ZTi>+Z<?“i,7“i> -
=1 =1

=1 =1
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N N

Dabeiist) "r,=>» (p; — ¢;) — Nv =0, also
i=1 i=1

N N
2 _ 2 2
D lps = aill® = Noll*+ Y Il -
=1 =1
Geometrisch betrachtetist= p, —(q;+v) der Differenzvektor zwischen
p, und dem Vektoyy, + v auf der Geraden
g= {a+v+tm ’ tER}.

Der Abstand vorp, zur Geradery ist also ldchstens gleich derdnge
von r;, und warev nicht der Nullvektor, so re die Summe der Ab-
standsquadratéif g kleiner als fir g. Nach Wahl vory muf3 somity = 0

sein und
1 & 1 &
Sdifﬁzlpi: NZlqi
liegt als Schwerpunkt von Punkten auf der Geragleelbst auf.

Wir konnen daher in der Geradengleichung s setzen und iiissen
nun noch einen Vektarn der Lange eins findeniif den die Summe der
Abstandsquadrate zuminimal wird.

Schreiben wir zur Ablrzungb, = p; — s, SO ist
g =s+(p; —s,m)ym=s+(b;,m)m,

N N
2 _ 2
ZHpi_QiH _ZHbi — {b;;m) m|
i=1 i=1
N N

=D IBil* = 23 (b m) (b + 3 [ )

N N
2 2
= 2 Mall® = D> b m) )
i=1 i=1

Da die erste Summe in der zweiten Zeile nicht ve@abhangt, mul3 der
gesuchte Vektom die zweite Summe dort maximal machen.
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BezeichnetB die N x N-Matrix, deren Zeilen die Vektoreh, sind,
so istBm der Spaltenvektor mit Einigenb, m, und das Skalarprodukt
dieses Vektors mit sich selbst ist gleich der zu maximieearBumme.

Identifizieren wir Vektoren mit einspaltigen Matrizen, sbdas Skalar-
produkt zweier Vektorem, v gleich dem Matrixprodukt.” - v, wobei
uT die transponierte Matrix bezeichnet venbezeichnet, also den
zugeldrigen Zeilenvektor. Das Skalarprodukt vétm mit sich selbst
ist somit gleich

(Bm)T(Bm) = (m? BT)(Bm) = m* (BT B)m..

BT B ist eine symmetrische reellé x N-Matrix; wie wir wissen, sind
alle ihre Eigenwerte reell, und dB" hat eine Basis aus Eigenvektoren
von BT B.

Wenn wir in dieser Basis rechnen, wifgf’ B zur Diagonalmatrix mit

den Eigenwerten\,, ..., Ay als Eintégen, und sindn,, ..., m, die
Komponenten vomn beziglich der Basis aus Eigenvektoren, so ist
)\1 O s O ml
mT (BT B)Ym = (mym, ... my) . . _
N 0 0 c AN mN
=3 A
=1

Dam?® (BT B)m als Langenquadrat des VektaBsn nicht negativ wer-
den kann, sind dabei alle Eigenwepge> 0.

Damit ist klar, dal3 der gesuchte Vektar Eigenvektor der Bnge eins
zum gBRten Eigenwert vorBT B sein muR. Falls dieser Eigenwert
Vielfachheit eins hat, istn bis aufs Vorzeichen eindeutig bestimmt,
und es gibt nur eine dsungsgerade; andernfalls sind alle Geraden im
affinen Teilraum durcl mit einem Richtungsvektor aus dem Eigenraum
Losungen.

Mit minimalen Veianderungen bei den obigen Argumenten ist nun auch
klar, was der optimale-dimensionale affine Teilraum

A={a+t1m1+---+trmr‘tl,...,tTER}
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zu den vorgegebenen Punkten isir & kobnnen wir wieder den Schwer-
punkt derp, nehmen, undn,,...,m, sind die Eigenvektoren zu den
r groRten Eigenwerten voB” B.

e) Orthogonalitat bei Matrizen

Bei den bisherigen Beispielen wuldten wir stets, in welchemeld
vektorraum die gesuchte Projektion liegen sollte; im Fdibe Term-
Dokument-Matrix war bislang nur vage die Rede von einénhalt’,
der nie exakt definiert wurde.

Angenommen, wir haben zwei Dokumente, die&dwmlich sind, dal3

wir ihre Inhalte beiglich praktisch jeder Suchanfrage @guivalent
betrachten. Angesichts der automatischen und rein fomzalerdnung

von Dokumentenvektoren wird es selbst dann immer wiedekoror
men, dal iir die beiden Dokumente verschiedene Vektoren berechnet
werden. Wenn wir die &nge der Vektoren auf eins oder eine sonstige
Konstante normieren, bedeutet diese Verschiedenhegsasiaere, dafd

die Vektoren linear unaldmgig sind.

Fir die gesamte Term-Dokument-Matrix hat dies zur Folge, éaf}
viel mehr linear unalkdngige Spalten gibt als eigentlich notwendig.
Von daher bietet sich an, auf einen Raum von Matrizen niedeigy
Ranges zu projizieren; um konkrete Zahlenwerte wollen wis tm
Augenblick noch nicht iummern, und auch die Tatsache, dal3 Matrizen
eines vorgegebenen Rangs (oder augébhstens eines vorgegebenen
Rangs) nur in den seltensteallen einen Untervektorraum bilden, soll
uns nicht sbren.

\Von orthogonalen Projektionerdbknen wir erst reden, wenn wir einen
Orthogonaliatsbegriff, d.h. also ein Skalarprodukt haben. Wahien
dazu die einfachste dlichkeit: Wir fassen eine x m-Matrix auf als
einen Vektor au®™"* und nehmen dort dasbliche Standardskalarpro-
dukt, d.h.

3

m

(A, B) d:ef Zaijbij -

=1 j5=1
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Wer will, kann das auch kompakter formulieren: Wie stummfgjes
Nachrechnen zeigt, ist

(A, B) = Spur@d” B),

was wir allerdings im folgenden nicht brauchen werden. D@l
|A|| = v/ (A, A) zu diesem Skalarprodukt wird, um sie von den vielen
anderen raglichen Matrixnormen zu unterscheiden, alROBENIUS
Norm bezeichnet.

f) Orthonormalbasen im Vektorraum der Matrizen

Da wir den VektorraunR™*"™ derm x n-Matrizen mit dem Vektor-
raumR™" identifizieren, haben wir eine Standardbasis, bestehesid au
Matrizen, bei denen genau ein Eintrag gleich eins ist urelailderen
gleich null; wie jede Standardbasis eirie¥ ist das nadirlich eine Or-
thonormalbasis. Wir wollen un$berlegen, dafld wir uns auch aus zwei
beliebigen Orthonormalbasen vé&f" undR™ eine Orthonormalbasis
vonR"™*" konstruieren knnen.

Dazu definieren wir zuichst fir zwei Vektoren
U wq
v = eR™ und w= e R"
v v

m n

derenTensorprodukals die Matrix

Ulwl U1w2 ce Ulwn
Uzwl Uzwz ce Uzwn

VR w = _ _ _ | e R
Umwl Umwz ce Umwn

(Das Zeichen,®" wird in diesem Zusammenhang ausgesprochen als
»rensor*).

Lemma: (vq,...,v,,)und @;,...,w,) seien Orthonormalbasen von
R™ bzw.R™. Dann bilden die Vektoren, ® w; eine Orthonormalbasis

des Vektorraum®&"™ <",
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Beweis:Wir bezeichnen die Komponenten der Vektorgmit v, ,, die
der Vektorenw,; mit w;,. Dann ist

<Uz’ ® wj7 U ® w€> = Z Z(Ui,uwjy)(vk:uwﬁu)

n=1 v=1

m n
= E :Ui,uwk,u E :wjl/vﬁz/
u=1 v=1

= <Uz’7vk> <wj7w€> .
Ist: # k oderj Z ¢, so verschwindet rechts mindestens einer der beiden
Faktoren, also auch das Produkt. Ist aberk undj = ¢, so sind beide

Skalarprodukte rechts gleich eins, also auch das SkatZwgtdinks. .

§3: Die Singularwertzerlegung

Unser rachstes Ziel ist es, zu einer gegebenen Matrig R *"™ Or-
thonormalbasen, ...v,, vonR™ undw;, ..., w, vonR" zu finden,
derart, daf in der Orthonormalbasis aus den Matrizgn® w; eine
moglichst kurze Basisdarstellung hat. Offensichtlich ledg der Matri-
zenv; ®w; den Rang eins, denn jede ihrer Spalten ist proportional.zu
und jede ihrer Zeilen ist proportional zy Eine Matrix vom Rang muf3
daher eine Linearkombination von mindestemasismatrizen sein; wir
wollen eine Basis finden, in der wir mit genaauskommen.

Satz: Zu jeder linearen Abbildung

| R™ —R"
- vi— Av
gibt es Orthonormalbasen,...v,, von R™ und u,...,u, von R"

derart, dal3 in der Abbildungsmatri von ¢ beziglich dieser Basen

alle Eintrageo;; mit: Z j verschwinden undir die Eintageo; gilt:
01120_222 20_7“7“'

Fir n = m ist ¥ also eine Diagonalmatrix,uf n > m eine durch

Nullspalten undiir m > n eine durch Nullzeilen erweiterte Diagonal-
matrix.
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DenBeweiduhren wir durch Induktion nach dem Minimum der beiden
Zahlenm undn;:

Ist dieses Minimum gleich eins, so ist = 1 odern = 1 oder beides.

Im Fallem = 1 nehmen wir fir R™ = R die Orthonormalbasis beste-
hend aus der Eins. Falld die Nullmatrix ist, lonnen wir fir R™ eine
beliebige Orthonormalbasisalilen; andernfalls nehmen wir als ersten
Basisvektor den Vektop(1) dividiert durch seine &nge und er@nzen
ihn zu einer Orthonormalbasis va@ti'.

Istn = 1, nehmen wir entsprechenidrfR™ = R die Orthonormalbasis
bestehend aus der Eins.IRY* nehmen wir irgendeine Orthonormalba-
sis des Kerns und eagzen sie durch einen weiteren Vektor zu einer
Orthonormalbasis von gar”; diesen weiteren Vektor betrachten wir
als ersten Basisvektor.

Wenn das Minimum gif3er als eins ist und die Nullmatrix, kbnnen
wir fur R™ undR™ beliebige Orthonormalbaserawlen und aller, = 0
setzen.

Fur alle anderen MatrizeA betrachten wir irR™ die Einheitsspare
S={veR™|v =1}

bestehend aus allen Vektoren démnige eins, und darauf die Abbildung

w-{S—ﬂR
v le)]

die jedem Vektow € S die Lange des Vektorg(v) = Av € R" zuord-

net. DaS kompakt ist, nimmt) sein Maximum an; dieses sej und

werde fir den Vektorv; € S angenommen. D& nicht die Nullmatrix

ist, kanno,; nicht verschwinden; wir&nen daher dividieren und setzen
_ p(vq)

Uq — .
1 oy

Dann isty(v,) = oquq, Undu, ist wie v, ein Vektor der lange eins.

Nach dem Basise&gnzungssatz in Verbindung mit dem Orthogonali-
sierungsverfahren vonam und SHMIDT kdnnen wir dazu weitere
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Vektorenv,, ..., v, undu,,...,u,, finden derart, daf3 die Vektoren
eine Orthonormalbasis v@" bilden und die:; eine vonR™ . Beziglich
dieser beiden Basen habelie Abbildungsmatrix4,.

Da die Spaltenvektoren der Abbildungsmatrix die Koeffimerder Ba-
sisdarstellung der Bildvektoren sind ungd auso,u,; abgebildet wird,
hat die erste Spalte vas; in der ersten Zeile den Eintrag, und alle
anderen Eintige verschwinden. Wir wollen urnikberlegen, dafd auch in
der ersterZeilevon A, alle anderen Ein&ige verschwinden oissen.

Wir schreiben

A= : .
0 bn—l,l s bn—l,m—l

und betrachten den Vektor
v = 0_17)1 + bol’UZ + ... 4+ bo)m_lvm - Rm .

Da er beiglich einer Orthonormalbasis dargestellt isinken wir das
Quadrat seiner &nge einfach als Summe der Koeffizientenquadrate
berechnen, d.h.

m—1
2 _
llI*=0f+ > 5.
j=1

Sein Bild untery ist

©(v) = o1(vq) +bgrp(vg) + -+ +bg y_10(V,,_1)
wobeib") den (j — 1)-ten Spaltenvektor voA, bezeichnet. In Koordi-
naten ausgedckt ist somit
oF +bGyt et b(z),m—l
boib1a+ -+ bo 101 1
p(v) =

boibn—11t - +bg 1011
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Das Langenquadrat dieses Vektors ist Quadratsumme de@agetd.h.

2
lp(v)]|? > (0% + b+t b(z),m—1> -

Der Einheitsvektor
v v

”°d=efnvn:¢z+bz+ Y
017 001" "7 00m—1

wird dementsprechend abgebildet auf den Vektgr)/||v||, dessen
Lange gol3er oder gleich

2 2 2
+b5 -+
01 bOl bO,m—l > \/0_% + 6(2)1 +.o b(z) .
0.2+bz ++b2 o i
17 9% 0,m—1

ist. Diese lange kann aberdchstens gleiclyr; sein, denn nach Kon-
struktion ist das ja die @gf3tnbgliche Lange fir das Bild eines Vektors
der Lange eins. Somit trssen allé,; verschwinden; die Matri¥; hat

also die Form
_ 0'1 O
a=(5 5)

mit einer (@ — 1) x (m — 1)-Matrix B. Dies zeigt, dal® den vonu, bis
v,, erzeugten Untervektorraum dRS' auf den vonu, bisu,, erzeugten
Untervektorraum deR" abbildet. Schiinken wir die Abbildungpy ein
auf diese beiden Untervekt@ume, haben wir jeweils um eins kleinere
Dimensionen; nach Induktionsannahme gibt es also Ortmoalbasen
dieser Untervektoaume, beiaglich derer die Einsclankung vony Di-
agonalgestalt hat. Nach Wahl ven ist klar, daf3 alle Diagolaneirétge
kleiner oder gleiclr, sein missen.

Ersetzen wirv,,...,v,, und u,,...,u, durch die Vektoren dieser
Basen, erhalten wir zusammen mjtundwu, Orthonormalbasen vdR™
undR", beZiglich derer die AbbildungsmatriX von ¢ keine Eintage
o;; Miti Z j hatund fir dieo,; = 0, gilt 01 > 0 > --- > o,., wobeir
das Minimum der beiden Dimensionenundn bezeichnet. .
Der Wechsel von der Standardbasis zu dieser Orthonormsvasi
jeweils durch eine orthogonale Matrix beschrieben; soralidm wir
bewiesen:
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Satz: Jede reellen x n-Matrix A |aRt sich als ein Produkt = UV 7T
schreiben mit orthogonalen Matrizéhe R™*™ undV € R™*" sowie
einer Matrix¥ € R™*", in der alle Eintageo,; miti 7 j verschwinden

und fur die restlichen Eintige gilto; > 05, > --- > 0,.,..
|

Definition: Die Zahleno, = i heil3ensingulare Wertevon A; die
e

Spaltenvektoren voli und vonV bezeichnen wir alsingubre Vektoren
von A. Die ZerlegungA = UXV7T heiRt Singubirwertzerlegungder
Matrix A.

Da die MatrizenU und V' orthogonal sind, sind ihre inversen Matrizen
einfach die transponierten. DieSknen wir ausiatzen um die sing@dren
Werte und Vektoren mit bekannten@®&en in Verbindung zu bringen:

AAT = vTyvxTuT =usxTuT =UAUT =UAU L,

wobei A eine Diagonalmatrix mit Einéigenc? ist. Somit sind dieo,
die Wurzeln der Eigenwerte vahA” .

Multiplizieren wir die Gleichungd = USVT von rechts mit/, erhalten
wir die GleichungAV = U%, denn fir eine orthogonale Matri¥” ist

VTV = v VT gleich der Einheitsmatrix. i deni-ten Spaltenvektos,

vonV ist daherdv, = o,u;.

Entsprechend ¢nnen wir A7 = VTUT von rechts mitU multi-
plizieren und erhalte” U = VX7 fur deni-ten Spaltenvektor,
vonU ist daherdu, = o,v,.

Fassen wir beides zusammen, erhalten wir die Gleichungen

AT Av, = 0?0, und AATw, = o%u,;

die singuéiren Vektoren sind also die Eigenvektoren viond bzw.A A™ .
Als orthogonale Matrizen sini undV insbesondere invertierbar; der

Rang der Ausgangsmatrif ist daher gleich dem der MatriX, d.h.
gleich der Anzaht der nicht verschwindenden Singmverte.

Da die Eintage der Matrix hochstens dann von Null verschieden sein
konnen, wenn der Zeilenindex gleich dem Spaltenindex gty wn
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ProduktU: deri-te Spaltenvektor vofv mit o, multipliziert. Entspre-
chend wird im ProdukEV” deri-te Zeilenvektor vorv’ ™, d.h. also die
i-te Spalte vonV/, mit o, multipliziert. Fir ¢ > r ist o, = 0, die ent-
sprechenden Spalten véhundV spielen alsoiir die Berechnung von
A =UXVT keinerlei Rolle und riisssen somit auch nicht abgespeichert
werden. Bezeichndt; die n x r-Matrix aus den ersten Spaltenvek-
toren vonU, V; die m x r-Matrix aus den ersten Spaltenvektoren
vonV und¥; dier x r-Diagonalmatrix mit Einthgeno,, ... .o,., SO ist
also auch

A=U 2, V{5 mit U e R™", V;€¢R™" und %, € R™*",

Ausgediickt durch die Spaltenvektoran, v, von U; und V; kdnnen
wir dies auch schreiben als

T T
- T _
A= E oAUV = E o U; @ v,
i=1 i=1

mit dem in§2f) eingefihrten Tensorprodukt.

Die Projektion auf den Raum aller Matrizen vom Rariglhstens; flr
eins < r liefert uns der folgende

Satz: A sei eine Matrix vom Rang; ihre Singuérwertzerlegung sei

A=UxVvT = Zaiui ® v, .
=1
Dann ist fir jedess < r die Matrix

S
A, = E ou; @ v,
i=1

eine orthogonale Projektion vaf auf einen Vektorraum von Matrizen
mit Rang lochstenss, und fur jede Matrix B vom Rank lochstenss
gilt: |[A - B[ = [|A, — A].

(Als Matrix konnen wirflA , wie folgt definieren: Die Matrix_, entstehe
ausX dadurch, daf3 alle,, mit : > s auf Null gesetzt werden. Dann ist
A, =UX, V"', Die Matrix A, ist genau dann eindeutig bestimmt, wenn
o, > 04,4 iSt; andernfalls gibt es mehrer@sungen.)
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Beweis:Da die @imtlichenu,; bzw.v, jeweils eine Orthonormalbasis des
zu Grunde liegenden Vektorraums bilden, bildenwieo v; nach§2f)
eine Orthonormalbasis des entsprechenden VektorraumBlatizen.
Wir betrachten eine beliebige Matri aus diesem Raum und schreiben

sie als
B :Zszjui ®v;

i=1 j=1

Da das Quadrat derdkLiDischen Norm beiglich einer Orthonormal-
basis einfach als Summe der Koeffizientenquadrate berearerden
kann, ist

, min(m,n)
1B —Al"= Z (bii_ai)2+zbzzj'
i=1 i7j

Wenn dies minimal werden soll,imsen also zwathst alle),; miti 7 j
verschwinden.

Von den Koeffizientenb,;, konnen fir eine Matrix B vom Rang
hochstenss < » < min(n, m) nicht mehr alss von Null verschieden
sein; wir kbnnen daher nicht alle Koeffizientens,; = o, setzen, son-
dern nissen einige auch auf null setzen. Ein solcher Koeffiziefdt
dann einen Beitrag voaﬂi2 zur obigen Summe. Da dig der Gibl3e nach

geordnet sind, setzen wir somijt = o, fur< < s undb,, = 0 sonst.
|

84: Latente semantische Analyse

Wir haben orthogonale Projektionen und die Sidgwertzerlegung be-
trachtet, um damit die Term-Dokument-Matrix zentrauschen®; wir
wollen also den Vektow zu einem Dokument auffassen als Summe
zweier Vektoren, von denen der eine denrklichen* Inhalt des Doku-
ments beschreibt, &@hrend im anderen all die Zaifigkeiten stecken,
die individuelle Wortwahl (Karotte/Mhre, Auto/PKW) und Stil mit
sich bringen. Wenn wir diese Zerlegung wirklich definieremd wauch
durchtihren lonnten, latte die Matrix der,Inhaltsvektoren* sicherlich
einen kleineren Rang als die Term-Dokument-Matrix.
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Ansatzpunkt der latenten semantischen Analyse ist dies¢ébgun-
zulassige, aber praktisch batwte Umkehrung dieser Aussage: Wenn
wir die Term-Dokument-Matrix durch eindenachbarte” Matrix nied-
rigeren Rangs ersetzen, steht zu hoffen, dal deren Sphkeden,In-
haltsvektoren” entsprechen als die Spalten der Term-Dekunilatrix.

Einahnliches Problem hat auch die numerische Mathematik bech-R
nen mit Gleitkomma-Matrizen: Falls die Spaltepeiner Matrix einer
linearen Gleichun®_ \,a; = 0 gerugen sollten, wird durch aklige
Rundungsfehler die rechte Seite #aiklich oftmals verschieden vom
Nullvektor; der Rang der Gleitkomma-Matrix wird alscofger als der
Rang der exakten Matrix.

Betrachtet man die singilen Werte einer solchen Matrix, so werden
diese meist hinter einem festen Indegtalich sehr viel kleiner. Diesen
Index bezeichnet man als den (nicht wirklich exakt defiei@ytnu-
merischen Rander Matrix.

Als Beispiel betrachten wir die Matrix
1 2 3 14 32 50
A= (4 5 6> mit AAT = (32 77 123)
7 8 9 50 122 19

Die Eigenwerte vomM A™ sind 0 und} (285 3/8881), und tatchlich
hat A natirlich nur den Rang zwei.

Ein Programm wie MatLab berechnet jedoch auchzeine inverse"
Matrix (wenn auch mit Warnungber die schlechte Konditionszahl) und
kommt auf die sing@ren Werte 16,85, 1,07 und 4,420 1°. Hier ist
der numerische Rang offensichtlich gleich dem Rang zweegakten
Matrix.

So extrem wie in diesem Beispiel ist der Abfall der sirigeh Werte im
Falle von Term-Dokument-Matrizen rimtich nur selten; trotzdem ist
meistunge@hr klar, ab wann sie klein genug werden, um vernashigt

zu werden. Der wohl popéafste Ansatz zur latenten semantischen Ana-
lyse besteht daher darin, die Term-Dokument-Matrix so ang Blatrix
niedrigeren Rangs zu projizieren und mit dieser zu arbeiten

Als Beispiel fir eine latente semantische Analyse betrachtet
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LARS ELDEN: Matrix Methods in Data Mining and Pattern
Recognition, SIAM, 2007

funf Dokumente folgenden Inhalts:

1. The GooglE" matrix P is a model of the internet.

2. P;; is nonzero, if there is a link from Web pageo :.

3. The Google matrix is used to rank all Web pages.

4. The ranking is done by solving a matrix eigenvalue problem
5. England dropped out of the top ten in the FIFA ranking.

Wenn wir die zehn Suchbegriffeigenvalue, England, FIFA, Google,
internet, link, matrix, page, rank, Wetulassen, erhalten wir die Term-
Dokumentmatrix

0

CoooorkrQ9

P OPFRPOPFPOOOOO
PFFRPRFPPOORF, OOO
OPFrRPOPFRPOO0OOOO0OPR

1
o
Die SuchanfraggeRanking of Web Pages* entspricht dem Spaltenvek-
tor zu (00,0,0,0,0,0,1,1,1); berechnen wir den Kosinus seines
Winkels mit den @inf Spaltenvektoren vod erhalten wir die Werte
0,2, %5 ~ 0,775 und fir die beiden letzten Spalten jewed{s Dem-
nach ware das dritte Dokument das passendste, gefolgt vom zweiten
danach gleichrangig das vierte und dasfte und am unpassendsten das
erste.

0

Tatsachlich ist klar, dal3ifr diese Anfrage das letzte Dokumeritiig
irrelevant ist, vdhrend das erste trotz disjunkter Suchbegriffe durchaus
eine gewisse Bedeutung hat.



Kap. 3: Information erschliel3en

Die Singubirwertzerlegung vor ist A = U; 2V mit

158

—0,142 —-0,243 0 —0,578 Q364 \
—0,0787 -0,261 -0,385 Q392 Q168
—0,0787 -0,261 -0,385 (0392 Q168
—0,392 Q0274 Q385 0399 -0,251
U, = —0,230 -0,0740 Q385 Q375 Q495
171 -0,102 Q373 —-0,192 -0,0346 Q654
—-0535 -0,216 Q38 -0,179 Q113
—0,365 Q475 -0,192 -0,0102 —-0,0917
—-0,484 -0,402 -0,385 -0,161 —0,215
\—0,365 Q475 -0,192 -0,0102 —0,0917/
285 0 0 0 0
0O 188 O 0 0
3= 0 0O 173 O 0
0 0 0 126 0
0 0 0 0O 0848
und
—0,370 -0,239 Q667 Q472 Q420
—0,291 Q703 -0,333 —-0,0436 0555
V=1 -0750 Q191 0 Q0308 —0,633
—0,407 —-0,457 0 —0,728 Q309
—0,225 —-0491 -0,667 Q494 Q142
Setzen wir zur latenten semantischen Analyse die letztendieser

Diagonaleintage auf Null, erhalten wir die neue Matrix

0,142
~0,.0787
~0,.0787

0,392

~0,130

0,102

0,535

0,365

0,484
\ _0.365

0,243
0,261
0,261
00274
—0,0740
0373
0,216
0475
0,402
0475 /

(

285 O
0O 188

~0,370 —0,291
~0,139 Q703
) 0,667 —0,333
0472 Q044
0,420 Q555
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0214 0203 Q218 0375 Q316
0,152 -0,280 Q0748 Q316 Q291
0,152 -0,280 Q0748 Q316 Q291
0407 Q362 Q850 0432 Q226
0,156 Q00992 0251 Q214 Q152
0,00992 0579 0353 -0,203 —0,280
0,622 Q159 107 0807 Q542
0261 Q932 Q951 Q0147 —0,205
0,617 -0,130 Q891 Q908 Q682
0261 Q932 Q951 Q0147 —0,205

Berechnen wir nun die Kosinuswerte der Winkel zwischen deadt&n
und den Suchanfragen, erhalten wir die neuen Werte

0.604, 0.640, 0.743 0.374 und 0140,

nach zwar weiterhin das dritte Dokument die beste Antwaytalber-
dings liegen nun sowohl das erste als auch das vierte dewticdem
irrelevanten @inften. Der Grund liegt natlich darin, daf3 die Projektio-
nen der entsprechenden SpaltenvektorenA@uf den von den ersten
beiden Spaltenvektoren véf aufgespannten Untervektorraum a8
weitaus bessdibereinstimmen als die Originale iRt

85: Der PageRank von Google

Google begann als studentisches Forschungsprojekt deéerb&ok-
toranden 8RGEYBRIN und LAWRENCE PAGE an der Stanford University
im kalifornischen Palo Alto; seine ersten \@ulfer waren auch nur dort
auf dem Campus zdgglich. Als Stanfords Rsident ®HN HENNESSY,

ein technischer Informatiker, Mitte der neunziger Jahisgneals von
der neuen Suchmaschinérte, tippte er seinen Namen ein und erhielt
gleich als erstes eine Seite von Stanford. Das war ihm bedaerals
fuhrenden Suchmaschine AltaVista noch nie passiert uncgichgrlich
mit dazu bei, dal3 Stanford &er die Kommerzialisierung von Google
nach Kiaften orderte.

Die ersten Prototypen higcksichtigten zur Anordnung der Suchergeb-
nisse selbstverahdlich noch nicht die heut&blichenuber zweihundert
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»Slgnale*; damals gab es im wesentlichen nur ein Kriteriuem age-
Rank.Er ist benannt nachAWRENCE PAGE und patentiert als US Patent
6285999 vom 4. September 2001 mit Anschluf3patent 7 058 628 vo
6. Juni 2006*) Inhaber der Patente ist die Stanford Unitgrals Erfin-
der ist jeweils IAWRENCE PAGE angegeben.

Im Gegensatz zu den meisten anderen Kriterien ist der Padjeli®a
abhangig von jeder Suchanfrage: Durch ihn solidie (dem System be-
kannten) Webseiten nach ihrer Wichtigkeit geordnet werGetreu der
allgemeinen Philosophie von Google mul3 diese Wichtigkastreinem
gut skalierbaren Verfahren ohne menschliche Interverdemechenbar
sein.

Die Grundidee dazu ist einfach und auch nicht neu: Seit langed im-
mer wieder versucht, die Wichtigkeit wissenschaftlichebditen rein
mechanisch zu bestimmen. Ein einfacher und deshalb gemende-
ter Ansatz besteht darin, eine Arbeiten nach der Anzahkjanderer
Arbeiten zu beurteilen, in denen sie zitiert wird. Mit HilflesScience
Citation Indexund inzwischen auclCiteSeer(citeseer.ist.psu.edu)
und ahnlichen Datenbanker@ft sich diese Anzahl leicht feststellen
(oder zumindest s@tzen, denn siedngt naiirlich ab vom Umfang der
verwendeten Datenbank), und manéatiein objektives Mal3.

Weniger klar ist, was durch dieses Mal3 gemessen wird, derdean
Spitze stehen praktisch nie Arbeiten, die ein Fachwisseider der
entsprechenden Disziplin zu den wichtigsten aus dem [etickn
Zeitraum rechnen wrde. Der Grund ist ziemlich klar: Ein kleines Licht
mit einer grof3en Schar mittelfdiger Schler, die allesamt &ndig den
grofRen Meister zitieren, schneidet hier besser ab als eiorAder nur
von wenigen hochkatigen Spezialisten zitiert wird.

Ahnlich sieht es aus, wenn man diese Vorgehensweise aui\Vdéls
Wide Weliibertiagt. Da eine Volltextsuchmaschine ohnehin Kopien aller
ihr bekannter Webseiten im Speicher hat, kann sie zu jedsedBeiten

*) US-Patente sind auf dem offiziellen Servestft.uspto.gov des
United States Patent and Trademark OffioeHTML zu finden, pdf-
Dateien beiwww.pat2pdf.org.
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leicht ermitteln, wie viele andere Seiten darauf verwelsathkann dann
als Wichtigkeitsmal3ifr eine SeiteS' definieren

wy(S) = Anzahl der Seiten, die auf verweisen .

Die Probleme mit diesem Mal3 sind im wesentliche dieselberolen:

1. Ein Verweis von einer wichtigen Seite sagt mehr aus, alv&iweis
von einer unwichtigen.

2. Wenn eine wichtige Seite auf hundert andere Seiten vstyk&nn
man das nicht vergleichen mit einem Verweis auf nur eineigz
Seite.

3. Durch Massenproduktion inhaltsleerer Seiten, derezigegnZweck
der Verweis auf eine zu pushende Webseite &3t kich das Mal3
leicht manipulieren.

PAGE benutzt trotzdem die Informationen, die in der Verweiddtiu
des World Wide Web steckt, allerdings mit einer Modifikatidre den
ersten beiden Problemen entgegenwirkt und damit zumineidseise
auch das drittedst: Eine Seite ist wichtig, wenn wichtige Seiten auf sie
verweisen, insbesondere dann, wenn diese nur auf wenigeea8diten
verweisen.

Ein erster Ansatz, dies in eine mathematische Formel unzrse
konnte folgender sein: Jede SeHleerhalt eine Wichtigkeitw(.S), fur

die folgendes gilt: Sind?4, . . ., R,, die Seiten, die auf verweisen und
verweistR, aufm, Seiten, so ist
— - w(R,)
w® =3 = (+)

Dies ist sicherlich eine sinnvolle Forderung, jedochaspriori nicht
klar, ob dadurch eine eindeutige Rangordnung definiert:\Virdt ein-
mal mufd untersucht werden, obigserhaupt eine von der Nullfunktion
verschiedene @sungsfunktionv gibt, danach stellt sich noch das Prob-
lem der Eindeutigkeit.

Diese Fragedf3t sich einfach beantworten, denn die obige Formel
definiert offensichtlich ein lineares Gleichungssystdaim die Unbe-
kanntenw(S). Um es in eindiblichere Form zu bringen, bezeichnen
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wir die der Suchmaschine bekannten DokumenteSnit. ., Sy, die
Anzahl der von Seit&; ausgehenden Verweise mit; und setzen

L= ms;
1] J

{ L falls es einen Verweis; — S; mit j 7 i gibt '

0 sonst
Dann wird die obige Gleichung zu
N
w; = Zaijwj furi=1,...,N.
j=1

Bringen wir hier nochw, auf die andere Seite, haben wir die Standard-
form eines homogenen linearen Gleichungssystems:

—~ L _fay; fallsiZ
Zlb”wj 0 mit b, {_1 fallsi=j
]:

Ein solches System hat immer den Nullvektor aigsung; weitere
Losungen gibt es genau dann, wenn die Gleichungen lined@ngi
sind.

FUr eine Seite5;, von der mindestens ein Verweis ausgeht, ist

N 1 N
Z%’:mi'ﬁzl und damit > b,; =0;
i=1 J =1
falls von jeder Seite mindestens ein Verweis ausgeht getdie Summe
aller N linker Seiten gleich Null. In diesem Fall sind daher die Glei

chungen linear aldngig und es gibt auch nichttrivialedsungen.

Nun gibt es allerdings viele Seiten, die auf keine anderateiseer-
weisen, zum Beispiel die pdf-Datei mit dem Text dieses Sunys. Um
trotzdem die Existenz nichttrivialerdsungen zu garantieren, werden
vor allem zwei Strategien angewandt:

1. Man ignoriert zuachst alle Seiten, die auf keine anderen verweisen.
Fur den Restdst man das lineare Gleichungssystem und setzt die
Losung dann mittels der Formel)(fort auf die restlichen Seiten.
Da diese Seiten auf nichts verweiseanken sie nie auf der rechten
Seite von ¢) auftreten; rechts stehen immer nur bereits aus dem
ersten Schritt bekannte Gewichte.
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2. Man behandelt diese Seiten so, algden sie aufedeandere Seite
verweisen, setzt alsdif eine solche Seité,; den Wert vona,;
fur jedes: auf 1/N. Dann ist auchir solchej die Summe alle,
gleich eins, so dal3 obiges Argument die Existenz einertniglalen
Losung zeigt.

Ein weiteres Problem sind Verweise auf nicht (mehr) existesder
einfach nur unzu@ngliche Seiten, z.B. solche mit Pal3wortschutz oder
Gelihr. Diese mul3 die Suchmaschine entweder ignorieren ockr ab
wie eine Seite ohne ausgehende Verweise behandeln.

Nachdem die Existenz nichttrivialerosungen gefdrt ist, stellt sich
als rachstes die Frage der Eindeutigkeit. idath erfullen mit jedem
Losungsvektor auch desseansliche Vielfachen das Gleichungssys-
tem; sofern es aber ein@®kung mit ausschliel3lich nichtnegativen Wich-
tigkeiten gibt, fihren alle positiven Vielfachen davon auf dieselbe Rang-
ordnung. Wir niissen also sicherstellen, dal3 déisungsraum erstens
eindimensional ist und zweitens Vektoren ohne negative fmmnten
enthalt.

Leider kann die Dimension desdsungsraums deutlich @Ber sein als
eins: Wenn wir die Webseitef;, ..., Sy einteilen dnnen in zwei
KlassenA und B mit der Eigenschaft, daf3 keine Seite ausuf eine
Seite ausB verweist und umgekehrt, sind die Gleichungendie Seiten
ausA und die fir die Seiten au® offensichtlich unabéngig voneinan-
der und jedes der beiden Teilsysteme hat nach obiger Diskussen
mindestens eindimensionalesdungsraum, undlit sich jede bisung
des ersten Teilsystems mit jedd¥dung des zweiten zu einedsung des
Gesamtsystems kombinieren, so dal} desssuhgsraum mindestens
zweidimensional ist. Bei mehr als zwei Klassen, die nur ihalo der
eigenen Klasse zitieren, wird die Dimension nocbfggr, und @ir die
Praxis am schlimmsten ist die Tatsache, dal3 uns das Glgjshyst
tem keinerlei Anhaltspunkte gibt, wie wir die relative Wiggkeit der
einzelnen Klassen festlegen sollen.

Aus diesem Grund muf3 Gleichung erweitert werden um einen Term,
der die Existenz disjunkter Klassen verhindert. Die |demudarkren
BRIN und RAGE folgendermalien:
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Gleichung ) laf3t sich auch stochastisch interpretieren: Angenommen,
ein Surfer beginnt mit einer zallig ausgewhlten Webseite und Klickt,
sobald er sie aufdem Bildschirm hat, allig aufirgendeinen der dort ge-
fundenen Verweise. Mit der nun erscheinenden Seitélerer genau-

so, und so weiter. Falls dieses Experiment hinreichend mtierholt

und hinreichend lange durchgirt wird, ergibt sich als Grenzwert eine
Wahrscheinlichkeitsverteilunigper alle Webseiten, d.h. wiknen fir

jede SeiteS die Wahrscheinlichkeip(S) ermitteln, dal3 der Surfer dort
ankommt. Offensichtlich gemgt auch die Funktiop der Gleichung).

Nun wird das Modell etwas modifiziert: Der Surfer klickt niamehr

unbedingt auf einen der Verweise der aktuellen Webseitedeso nur
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit Alternativ geht er mit Wahr-
scheinlichkeit 1— « zu irgendeiner zullig ausgevihlten Webseite.
Jetzt wird die Wahrscheinlichkeiiif das Ankommen auf einer Seite

beschrieben durch eine Funktion, die der Rekursionsbadmng

" (R _
p9=ay B0 10

j:]_ J

Laut BRIN und RAGE ist a ~ 0,85 eine veriinftige Wahl.

Auch genald dieser Rekursionsvorschrifbknen wir wieder Wichtig-
keitenw(.S) definieren, die einem linearen Gleichungssystenugen:
Sind Sy, ..., Sy die samtlichen Webseiten (wobei wir annehmen, daf3
entweder nur Webseiten limksichtigt werden, die auf andere ver-
weisen, oder aber, dal3 eine Webseite ohne externe Venedshandelt
wird, als verwiese sie auf alle Webseiten) und $bltlie Wichtigkeitw;,
bekommen, so muf3 nun gelten

w—aE amwj+ ,

wobei die Koeffizienter, ; wie oben definiert sind. Im Gegensatz zum
dortigen Ansatz haben wir hier abérrt # 1 ein inhomogenes lineares
Gleichungssystem,

Dieses Gleichungssystem kanirfO < a < 1 hbchstens eine
Losung haben: Sindamlich @y, ..., wy) und (uq,...,u,) beides
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Losungsvektoren, saknen wir einen Indexfinden, fir den|w, — u,
maximal ist. Fr dieses ist dann

N
_ 1-«
lw, —u,;| = ozg aijwj+T — ozg a;ju;+
J=1

N N

= aZaij(wj—uj) SaZaij ‘wj—uj‘
J=1 J=1
N N

S@Zaij w; — ;| = azaij w; — u;
j=1 J=1

N
=a|w; —u,|, denn Zaij:l'
=1

Das istaber nuriglich, wennw, — u,| verschwindet und damit, wegen
dessen Maximaleigenschaft, auch alle anderen Differemzen ;. Dies
zeigt, dal’ die beidendsungeribereinstimmen,

Noch nicht gezeigt ist di&xistenzeiner Losung, aber jeder, der mit
dem BaNACHschen Fixpunktsatz vertraut ist, wird wohl wissen, wie es
nun weitergeht: Wir starten mit irgendeinei-tupel (w(o) . (O))
positiver Zahlen und konstruieren dazu sukzessive méumpel genars
der Vorschrift

wikD) = O‘Z w®) J1-o

Falls das Tupeh(!", ..., w{) eine Losung ist, stimmt es niatich mit
seinem Nachfolger: ’“+1), .., w¥Y) tiberein, aber dastkinen wir

nicht realistischerweise erwarten.

Als Mal3 der Abweichung zwischen den beiden Tupeln betrachie
wie oben einem Index, fiir den |w*™ — w*™| maximal wird. Fir

w;
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k > 1ist dann nach einerdllig analogen Rechnung

N N

1-«o 1—a
i RIE k k—1
‘wi )~ )‘ - azaijw§' )+ N | azaing' )+ N
Jj=1 j=1
N N
= ¢ k=1 k k-1
- aZaij(wﬁ’—ué ) Saz% w® — gl )‘
j=1 ‘=
N
g =D = k k—1
< az @ij ( ) — 5 )’ - sz a;; ’wi ) w7(, )‘

-« ’wgk)

, denn Z a;; =

Da wir a < 1 vorausgesetzt haben, werden die Abweichungen also
immer kleiner, und im Limes erhalten wir ein&ung.

Damit ist bewiesen, dal3 es genau ei@sling gibt, und nach dem, was
wir in der Linearen Algebra gelernt habergrinen wir diese mit dem
Gauss-Algorithmus bestimmen.

Es gibt allerdings einen wesentlichen Unterschied zwiscleen hier zu

|dsenden Gleichungssystem und denldosngsbéttern und Klausuren
bekannten: Zwar geht es in beidedllen (meist) umV Gleichungen in

N Unbekannten, aber im Studium i&t selten mehr als vier, &rend

es bei Google im Augenblick bei etwaber 80 Milliarden liegt.

Um den Gwss-Algorithmus fir ein Gleichungssystem absGleichun-
gen mitN Unbekannten durchzuhren, braucht man asymptotisch etwa
N3 Rechenoperationen. Bai ~ 8- 10° sind das ungér 2 - 10°7, mit
der Naherung 2 ~ 10 also ungedhr 2°.

Bei der Beurteilung der Sicherheit elektronischer Unterifien geht
das Bundesamiif Sicherheit in der Informationstechnik derzeit aus von
einem Sicherheitsnivead?®: ein Verfahren gilt somit als sicher, wenn
anzunehmen ist, daR ein Gegner mindestéffS\2rsuche beitigt, um
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das Verfahren zu knacken. Diegdersuche* sind zwar etwas komple-
xer als einfache Rechenoperationen; andererseits mul3lmeabei der
Beurteilung der Sicherheit von Kryptoverfahren auch Gedpeaick-
sichtigen, die einen Rechenaufwand von einem Jahr odergjarmcht
scheuen, was weit jenseits dessen liegt, waslie periodisch zu aktua-
lisierende Rangfolge der Webseiten liegt. Dah@mnrken wir davon aus-
gehen, dakR® Rechenoperationen zumindeit tliese Aufgabe derzeit
nicht im Bereich des Realisierbaren liegen.

Andererseits sind wir hier auch nicht im Bereich der Reineathé-
matik, sondern es geht um eine Anwendung der Mathematikesé r
Probleme. Dabei iissen wir uns gerade bei so einem Thema auch stets
bewul3t sein, dald unsere Modelle mit ziemlicher Sicherheieme Ap-
proximation an die Wirklichkeit sind — falls es hiéberhauptirgendeine
»Wirklichkeit* geben sollte.

Von daher viare es Unsinn, mit riesigem Aufwand ein Problem, das
bestenfalls eine grobe Approximation an eine vielleichtgeht vorhan-
dene Wirklichkeit beschreibt, mathematisch exakttaeh: Eine appro-
ximative Losung reicht vollkommen.

Diese wiederum bietet uns gerade der theoretische Ansdtdem wir

die Existenz einer tisung bewiesen haben: Die dazu verwendete Itera-
tion gestattet uns schliel3lich eine beliebig genauedyenung an die
Losung. Da wir von acht Milliarden Gleichungen in genaustevién-
bekannten ausgehen, ist schlie3lich auch die Ilteratioashaft keine
Aufgabe fir das Rechnen mit Bleistift und Papier: Um die Gleichung

N
11—«
w§k+1) = Zaijwj(k) + N

j=1

fUr alles auszuwerten, brauchen wirienordnungsafig/N? Rechen-
operationere lteration.

Hier hilft uns eine praktische Beobachtung, die wohl keiSemfer im
World Wide Web erstauneridfte: Bekanntlichist,;; = 0, wenn digj-te
Webseite nicht auf die-te verweist, und nétlich gibt es kaum Web-
seiten, die auch nur auf einen Bruchteil aller vorhandeneb3&iten
verweisen. Experimentelle Untersuchungen zeigen, dal3\Webseite
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im Durchschnitt nur sieben externe Verweise hat. In derabiumme
Uber acht Milliarden Summanden sind also im Durchschnittsneben
von Null verschieden, wir brauchen also tatklich nur etwa N Ad-
ditionen und Multiplikationen. Damit sind wir wieder im Bzch der
fur die langfristige Existenz von Google so wichtigen Skalakeit:
Die Zahl N wird natirlich im Laufe der Jahre ziemlich ansteigen, aber
zumindest nach bisheriger Erfahrung wird die Rechenknaftollar
(oder Euro) ungeifhr im gleichen Mal3e steigen. Bei der Anzahl sieben
fur den Durchschnittifr die Verweise auf andere Webseiten sind zu-
mindest mittelfristig keine wesentlichéinderungen zu erwarten: Die
Erzeuger von Webseiten werden wohl auch in Zukunft nichientgh
mehr Verweise auf ihren Seiten anbringen, der Aufwand mation
bleibt also ungeithr derselbe, wenn auchikftig der Umfang des World
Wide Web im selben Mal3e ansteigt wie die Rechenkraft der GQoenp
einer festen (inflationsbereinigten) Preisklasse.

Was die Anzahl der Iterationen betrifft, diéirf ein vorgegebenes
Genauigkeitsniveau notwendig sind, sagt uns die Summmeedoftr
geometrische Reihen, dal3 es nicht auf die Anzahl der Welseit
ankommt: Seiq,...,wy) die Losung des linearen Gleichungssys-

tems, @, ..., w') die k-te Iteration und: derjenige Index, ir den
’wi - wgk)‘ maximal ist. Dann ist

k)| — £+1 14 £+1 14
‘wi_wg)’_ S (@ - wf® SZ’wE*’—wE)
L=k L=k

. ‘ (k+1)_w(k)‘
< o ‘w(-kﬂ) — w(.k)’ =1 :
_; ! ’ 11—«

nach der Summenformaelif die geometrische Reihe. Widknen daher
nach jedem Iterationsschritt ab&then, wie grold der maximale Fehler
istund abbrechen, sobald dieser eine akzeptalii@€&rordnung erreicht
hat.

In der Arbeit von BRIN und RAGE von 1998

SERGEY BRIN, LAWRENCE PAGE: The Anatomy of a Large-Scale
Hypertextual Web Search Engir@@mputer networks and ISDN
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systems, 1998, Elsevier;
http://db.stanford.edu/pub/public_html/papers/google.pdf

Ist davon die Rede, dal} die Berechnuiig las damals untersuchte
Netz von 26 Millionen Seiten auf einer (nach damaligen Shats)
mittelgrof3envorkstationeinige Stunden dauerte. In

LAWRENCE PAGE, SERGEY BRIN, RAJEEV MOTWANI, TERRY
WINOGRAD: The PageRank Citation Ranking: Bringing Order
to the Weblechnical Report. Stanford InfoLab 1999,
http://ilpubs.stanford.edu:8090/422/

wird das Konvergenzverhalten genauer untersucht und giezeil} @ir
ein Web mit 322 Millionen Links etwa 45 Iterationen ausreichNeuere
Zahlen werden von Google nicht w#fentlicht; nach externen Satzun-
gen soll Google einige Tage b&@mgen, um den PageRank komplett neu
zu berechnen.

Die Werte fir die Wichtigkeiten Bnnen betiichtlich schwanken: der mi-
nimale Wert ist offensichtlich gleich4 d, also fird = 0,85 gleich Q15;

die theoretische Obergrenze liegt &V, also im Milliardenbereich.
Google zerteilt diesen Bereich in elf Teilintervalle, derngie Page-
Ranks null bis zehn zugeordnet werddsber die Definition dieser
Intervalle ist nichts bekannt, allerdings wird vermutedf3ddie Inter-
vallangen ungeifhr in einer geometrischen Progression ansteigen, so
dafl der PageRank ungéf gleich einem Logarithmus der gerade be-
stimmten Wichtigkeit ist, dessen Basis in der Gegend vohseder
sieben liegen idrfte (6'° = 60466176 und * = 282475249). Auch
wenn fir interne Berechnungen die exakten Werte dewverwendet
werden, vebffentlicht Google nur die Grobwerte —wahrscheinlich auch
dies wieder, um Suchmaschinenoptimierern nicht zuvierimgtion an
die Hand zu geben.

86: Der HITS-Algorithmus

Zur gleichen Zeit, als BIN und RAGE in Stanford im Rahmen ihres
Dissertationsprojekts den PageRank-Algorithmus entstekwar rund
zwanzig Kilometer gdlich JoN KLEINBERG von der Cornell University
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alsvisiting professolam IBM Almaden Research Center bei Sanelos
und befal3te sich ebenfalls mitdem Problem, Webseiten nadhtigkeit
und Relevanz zu ordnen. Sein Ansatz war etwas komplizierter

Nach dem Ansatz von BN und RAGE gibt eine Webseite mitn Ver-
weisen an jede der aufgéfrten Webseiten eim-tel ihrer eigenen Wich-
tigkeit weiter, bei grof3en Werten von also fast nichts.

Im Falle einer Seite, die wahllos so ziemlich alles zitiesttdies sicher-
lich sinnvoll; gerade damals gab es aber auch noch eine gabke von
Webseiten, auf denen ein oder mehrere Autoren mit grofigre\eine
Sammlung von Referenzeirfein bestimmtes Thema zusammengestellt
hatten, teilweise sogar mit Kommentaren zu den einzelngaers5&Venn
eine solche Seite gut gemacht ist, verweist sie auf wict8geen, und
das sollte bederenBeurteilung auch galhrend gewrdigt werden.

In seiner Arbeit

JON M. KLEINBERG: Authoritative sources in a hyperlinked en-
vironmentJournal of the ACM Volume 46 Issue 5, Sept. 1999
http://portal.acm.org/citation.cfm?doid=324133.324140

betrachtet er Webseiten deshalb unter den beiden Gesicktgmhub
undauthority.

Das englische Worhub hat viele deutsché&bersetzungen; unter an-
derembezeichnetesim Luftverkehr ein Drehkreuz, d.hrdiieghafen,
uber den eine Gesellschaft beispielsweise die Passalrerd-ernflige

auf die Anschlu3tlge zu den weniger zentralen Zielen verteilt, und ent-
sprechend auch die Verteilzentren von LogistikunternehralRerdem
steht das Wortir die Nabe eines Rads (von der nach allen Richtungen
die Speichen ausgehen), und nicht zuletzt bezeichnet s l&LEIN-
BERGS Geburtsstadt Boston disib of the universdrei Ubersetzt also
als Nabel der Welt.

Auch das Wortauthority hat viele ndgliche Ubersetzungen, unter an-
derem Bebrde, Berechtigung, Befehlsgewalt, Eaamtigung, Obrigkeit,
Vollmacht; was KEINBERG meint sind allerdings die alternativen Be-
deutungen im Sinne von Fachmann oder Fachkompetenz.
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Die Idee ist also, dalBubszentrale Anlaufstellen sind, die aafithorities
verweisen, die etwas zu einem bestimmten Thema zu sagen.l2&e
Prinzip, nach dem er Webseiten ordnet, fal3t er in der ztefirbeit so
zusammen:

A good hubis a page that points to many good authorities; a
goodauthorityis a page pointed to by many good hubs.

Wie bei den Maximen iir den PageRank ist auch diese Definition
zirkular, und wie dort kann die Zirkulaét mit Hilfe der Linearen Al-
gebra leicht aufgélst werden:

KLEINBERG ordnet jeder der Seit8; zwei Gewichte zu: Dasuthor-
ity-Gewichtz, und dashub-Gewichty,; sie sind so normalisiert, daf3
der Vektorz mit Komponentenr; und der Vektory mit Komponen-
teny, jeweils die (BUKLIDische) Lange eins haben. Die obige Maxime
wird im wesentlichen so umgesetzt, dal3 dighority-Wichtigkeit ei-
ner Seite proportional zur Summe daub-Wichtigkeiten aller darauf
verweisender Seiten ist, wohingegen Hig>Wichtigkeit proportional
zur Summe deauthority-Wichtigkeiten jener Seiten ist, auf die sie ver-
weist. Die Proportional@tskonstanten sind jeweils dadurch bestimmt,
dafld sowohk als auchy Einheitsvektoren mit nichtnegativen Eiatren
sind.

Bezeichnen wir mitd die Matrix mit Eintiagen

0 = { 1 falls es einen VerweiS; — S; mit j 7 i gibt
Y 0 sonst ’

soll es also Konstantem, 3 € R, geben, so daly

y=aAz und z=p3ATy

ist, d.h.

r=aBAT Az und y=aBAATy.
Somit istz ein Eigenvektor vom” A undy einer vonAA”T | beide zum
selben Eigenwert.

Tatsachlich geht KEINBERG nicht von dieser Charakterisierung der bei-
den Vektorenr und y aus, sondern gibt stattdessen eine Methode zur
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Konstruktion der beiden Vektoren an: Er startet mit zweidigyen
Vektorenz(@, 4© mit nichtnegativen Eintigen und setzt sukzessive

2®) = ATy*=D ynd  y*) = Az,

Nach einer gewissen Anzahl von Iterationen, wenn sich didtldhgen
von 2% und 2%~ sowie die vony®) und y*~Y nicht mehr wesent-
lich voneinander unterscheiden, nimmt é@r £ den Einheitsvektor in
Richtungz™*) und fur y den in Richtung,®.

Dieses Vorgehen erinnert an die Berechnungsmethodedn Page-
Rank. Um zu sehen, ob und wohin®NBERGS Folgen konvergieren,
beachten wir, daf3

2 = AT Ax7D und Y™ = 44T D

Ist; wir missen uns also niirberlegen, wohindfr eine symmetrische
Matrix M die durchz®® = M (¥~ definierte Folgeiir einen gegebenen
Anfangsvektor:® konvergiert.

Wie wir wissen, gibt es zu einer symmetrischen Matrix einesiBa
aus Einheitsvektoren, biéglich derer sie Diagonalgestalt hat; durch
Umordnen erhalten wir eine Basi&Y, . .., ")), bediglich derer)/
Diagonalgestalt hat mit DiagonaleiagenA; > A\, > --- > Ay. FUr
20 =200+ .+ 206 mit 2, > 0ist dann

2R = )\Ileb(l) +..+ )\?\,znb(N) :

Furalle\, < \; geht der Quotient’ /\} gegen null; im Einheitsvektor
zu z*) kommen daherifr groRe Werte vohk praktisch nur noch die Ko-
effizienten vor, die mit\y multipliziert wurden. Ist\; > \,, bekommen
wir somit als Ergebnis nach Normalisierung den EigenvelktBrzum
groRten Eigenwerk,; ansonsten erhalten wir einen veff abrangigen
Vektor aus dem Eigenraum zum Eigenwg{t Wie im Falle von Page-
Rank kann man letzteres ausschlie3en, indem man die Métexsetzt
durch eine konvexe Linearkombination mit der Matrix, desg@mtliche
Eintrage eins sind, allerdings zeigen experimentelle Untersugén,
dal? man auch ohne diese Mafl3nahme auskommt.

Das Verfahren von KEINBERG unterscheidet sich noch in einem zwel-
ten Punkt von PageRank: Dort werden bekanntli@mtiche von den
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Crawlern gefundene Webseiten unahgig von jeder Suchanfrage glo-
bal nach ihrer Wichtigkeit geordnetLKINBERG dagegen betrachtet nur
einen Ausschnitt des Webs: In der oben zitierten Origithaidschagt er
vor, beispielsweise mit den ersten zweihundert Ergebnidee damals
populren Suchmaschine Altavista zu starten; in heutigen Ohnste
gen ist die Rede davon, mit allen bekannten Seiten anzufiadgedie
Suchbegriffe enthalten.

In einem rachsten Schritt wird diese Ausgangsmenge erweitert um alle
Webseiten, die entweder einen Verweis auf eine der bettrhBeiten
enthalten oder aber Ziel eines Links von einer derartigate Send.
(Dieses Verfahren kann man gegebenenfalls noch ein oderemeeh
Male wiederholen.) Danach wird die Matrid fur das so erhaltene
Teilnetz aufgestellt, und nurif dessen Seiten werden dieib- und
authority-Wichtigkeiten aufgestellt. Man beachte, dal3 durch die Er-
weiterung der ursjimglichen Menge von Webseiten auch Seiten ein-
bezogen werden unddyglicherweise sogar hohe Wichtigkeiten bekom-
men, dieliberhaupt keinen der Suchbegriffe enthalten. Auf dieses§\Vei
erreicht der Algorithmus auch ohne Untersuchung der Teokeihent-
Matrix eine Art latente semantische Analyse.

87: Die Gewichte der Terme

Kehren wir zutick zur Term-Dokument-Matrix. Ihr Eintrag; soll eine

Art Gewicht desi-ten Term imj-ten Dokument sein. Im einfachsten
Fall nimmta,; nur die beiden Werte O und 1 an, je nachdem ob der der
Begriff im Dokument vorkommt oder nicht; eine andere ofiehdiche
Losung vére, dafk,; zahlt, wie oft der Begriff auftritt. Beides ist zwar
einfach, fihrt aber auch zu offensichtlichen Problemen: Nicht jedes
Wort, das irgendwo in einem Dokument vorkomndi3t auf den Inhalt
des Dokuments schliel3en, und wenn ein Wort sétufig vorkommit,
kann das auch einfach nur bedeuten, dal3 das Dokument entsedde
lang oder sehr gesclatzig ist.

Seit es Textdatenbanken gibt werden daher auch kompéeeeBichema-
ta diskutiert und immer weiter verfeinert; Google etwa kehwmach
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eigenen Angaben rund zweihundert sogenapstgnale”, um die Re-
levanz eines Dokument#ifeine Suchanfrage zu bestimmen.

Schon bei deutlich einfacheren Vorgehensweisen empfigklth, zwi-
schen delokalenund derglobalenWichtigkeit eines Begriffs zu unter-
scheiden. Dabei soll die lokale Wichtigkeit messen, welelative Be-
deutung ein Begriff innerhalb eines speziellen Dokumeatswihrend
die globale Wichtigkeit angibt, wie wichtig der Begriffif die gesamte
Dokumentensammlung ist. Der Eintrag in der Term-Dokumeéatrix
ist das Produkt der beiden Wichtigkeiten, wobei anschhedl&entuell
noch alle Spalten in geeigneter Weise normalisiert werden.

Beginnen wir mit der lokalen Wichtigkeit. Die beiden eirffigten
Schemata wurden bereits exlant: Wir setzten die lokale Wichtigkeif;
desi-ten Begriffs fir dasj-te Dokument entweder nur auf O oder 1, je
nachdem ob der Begriff im Dokument vorkommt, oder aber wiztea
¢;; auf die Anzahlf,; der Vorkommen des Begriffs im Dokument. Um
dle damit verbundene Bevorzugung langer Dokumente abdemi)
wird teilweise auch der Logarithmus verwendet; da diegedén Wert
null nicht definiert ist, setzt man hier

=log(1 +f;;).
Um vollig unablangig von der Dokumerithge zu werden, kann man
auch diedurchschnittlicheHaufigkeit f; der Terme imj-ten Dokument
betrachten: Ist; die Anzahl verschiedener Terme im Dokument, so
setzten wir

_ log(1 +f;))
j;f” und Eij—m.

Hier ist/,; = 1 fur jeden Begriff, der genau die mittlereatffigkeit hat:
kommt der Termuberdurchschnittlich oft vor, ist;; > 1, ansonsten
Kleiner.

Ein Kompromiss zwischen bloRem Vorkommen und (relativeryitity-
keitist die bereits von&TON vorgeschlagene vergiierte normalisierte

Haufigkeit
tij - _ (1 fallsz #0
(X(f”) max, f,,) mit 1@ ={g rler 20"
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Die globale Wichtigkeitg, hangt nur vom Suchbegriff ab. Durch sie
soll bericksichtigt werden, dal? eher seltene Begriffe meist ddusipe-
zifischer sind als Allerweltsbegriffe, die in praktisch ¢gad Dokument
vorkommen. Das extremste Beispiel dakind die bereits erahnten
Nullenauf der Stopliste, di@berhaupt nicht béicksichtigt werden; im
Rahmen der jetzigen Betrachtungsweisaken wir sie definieren als
die Worter mitg, = 0.

Ein Begriff ist unter dem Gesichtspunkt der Informatiorgsi umso
spezifischer, je ungleichafiger eriber die Dokumente verteilt ist. Da
die SHANNONsche Entropie derartige Ungleiclfigkeiten quantifiziert,
liegt es nahe, sie auclurf die Definition einer globalen Wichtigkeit
einzusetzen. Wir betrachten alle Vorkommen désn Begriffs in den
n Dokumenten der Sammlung und definieren als

o = _Ju
* Z;L:]_ f%j

den Anteil dieser Vorkommen igtten Dokument. Die Summe

n
- Zpij logp;;
J=1

hat ihren maximalen Wert lag, wenn der Begriff in jedem Dokument
gleich haufig auftritt; den minimalen Wert Null nimmt sie an, wenn er
nur in einem einzigen Dokument vorkommt. Damit bietet sich

Z?:lpij logp;;

=1+
Ji logn

als eine Mbglichkeit zur Definition der globalen Wichtigkeit an: Im
Falle der gleichralRigen Verteilung erhalten wir den Wert Nulljrf
einen Begriff, der nur in einem einzigen Dokument vorkomeangegen
den maximal mglichen Wert eins.

Fur ein einfacheres Mal3dknen wir auch einfach nurahlen, in wie
vielen Dokumenten der Begriff vorkommt. Isf diese Anzahl, so ist

_ n
9; = |og_
n,

(3
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gleich Null fur einen Begriff, der in jedem Dokument vorkommt,
wohingegen der Maximalwert lagangenommen wird. falls das Wort
nur in einem Dokument steht. Diese sogenammierse Dokumen#u-
figkeit wird vor allem gerne eingesetziif Sammlungen, deren Inhalt
sich nicht allzu kufig andert. Alternativ wird auch gelegentlich das
sogenannte probabilistische Inverse

n—mn;

g; = log
1

verwendet, das die Anzahlen von Dokumentenomiw.ohne den Begriff
zueinander in Beziehung setzt.

Eine Wllig andere Strategie besteht darin, die Wichtigkeit giBegriffs
danach zu beurteilen, wie oft er in den Dokumenten auftnitienen er
uberhaupt vorkommt; damiidtten wir also

1 n
9; = EZfij'
j=1

Dieses Mal} ist offensichtlich nur sinnvoll, wenn Nullen lver aus-
geschlossen wurden, denn e8rde auch beispielsweisarfbestimmte
Artikel eine hohe Wichtigkeit liefern.

Mochte man die globalen Wichtigkeiten nach Seltenheit dehlsa+
griffs festlegen, bietet sich auch an, den Vektgy (..., f;,) € R"

der Anzahlen zu betrachten; da seltene Begriffe kurzen ovekt
entsprechen, kann die globale Wichtigkeit als Kehrwert

1

9i = —T:?:l fl-zj

der EUKLIDIschen lange definiert werden.

Durch Multiplikation der lokalen und globalen Wichtigkeit erfalt man
erhalt man ein Mal3iir die Relevanz desten Terms imj-ten Dokument.
Bei den meisten Wahlen ettt man dabei Werte, die lange Dokumente
gleich in zweierlei Hinsicht bevorzugen: Einmal stehenimeen langen
Dokumentim allgemeinen mehr verschiedene Begriffe; diaMé&hein-
lichkeit, dafd ein Begriff aus der Suchanfragberhaupt vorkommt,
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Ist also gblRer. Zum andern wird ein fester Begriff, so idverhaupt
vorkommt, in einem langen Dokument meistufiger vorkommen als
in einem kurzen.

Diesen Effekt kann man durch Normalisierung abmildern cbeyar
aufheben. Wir kennen bereits diaufig angewendete Strategie, den Ko-
sinus des Winkels zwischen dem Spaltenvektor des Dokurnadidem
Anfragevektor alsAhnlichkeitsmal zu verwenden:; dies entspricht der
Normierung der Spalten autiLID ische Lange eins und der Skalarpro-
duktbildung zur Berechnung der Relevanz. Wie experimkntdhter-
suchungen zeigenjifirt diese Strategie zu einer Bevorzuglagzer
Dokumente. Auch der Vergleich mit Mittel- oder Maximalwamtkann
zur Normierung eingesetzt werden — ein Beispiel haben weitseoben

bei den lokalen Gewichten betrachtet.

In der Arbeit

AMIT SINGHAL . CHRISBUCKLEY, MANDAR MITRA: Pivoted Doc-
ument Length NormalizatiorRroceedings of the 19th annual
international ACM SIGIR conference on Research and develop
ment in information retrieval, 1976
http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/
download?doi=10.1.1.50.9950&rep=repl&type=pdf

wird untersucht, wieiir fliinfzig Suchanfragen an eine Datenbank mit
741 856 Dokumenten einerseits, wie jeweils einerseits dizahl der
relevanten Dokumente und andererseits die der gefundeslaimiente
von der Dokumenéinge abhngt. Als Ergebnis erhielten die Autoren
zwei Kurven, die sich in einem bestimmten Punkt schneidengiesem
Punkt liegt die eine Kurve oben, danach die andere.

|dealerweise sollten natlich beide Kurveriibereinstimmen; di€lber-
einstimmung kann verbessert werden, indem durch geeidgReter-
mierung die Kurve der gefundenen Dokumente um den Schnitpu
so gedreht wird, dald die Tangenten beider Kurven db#dreinstim-
men. Dazu werden verschiedene Atre diskutiert, beispielsweise die

Definition .
_ (@ +logf;;)/ (L +logf;)
- (1 — s)p+ su;
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wobei Wiederfj die mittlere Anzahl der Vorkommen eines Worts im
j-ten Dokument istp ist die mittlere Anzahl verschiedener Begriffe
pro Dokument und.; die Anzahl verschiedener #ter in Dokumeny.
Der Slopes definiert den Winkel, um den gedreht wird, z8~ 0,2.
Damit erhielten sie um 13,7% bessere Ergebnisse als miildehen
Kosinusstrategie.

Natirlich sind die hier vorgestellten Mal3e nur ein kleiner Aulnsstt
aus der Vielfalt aller denkbarer &lichkeiten, und es sind vor allem
die in der akademischen Welt diskutierten. Die kommerzeiblg-
reichen Suchmaschinen und sonstigen Textverwaltungsagafirften
wohl deutlich kompliziertere Maf3e verwenden, deren Eimziédén sie
aus gutem Grundif sich behalten. Publizierte experimentelle Tests
gibt es im wesentlichen nuiif kleine Systeme; ihre Ergebnisse lassen
sich nur sehr bedingt auf grof3e Zeitschriftendatenbankien gar das
gesamte World Wide Webbertragen — insbesondere da im letzteren
mittlerweile viele Webseitenoptimierer damit beaftigt sind, Rangfol-
gen zu analysieren und die Seiten ihrer Kunden nach vornerzgdn.
Bevor das Problem der optimalen Gewichtung wirklich verden ist,
sind sicherlich noch viele theoretische wie auch expertaiEnStudien
notwendig.

88: Mehr Gber Matrixzerlegungen

Wir haben bislang nur die Singulwertzerlegung einer Matrix betrachtet
und gesehen, dal3 wir mit ihrer Hilfe die im Sinne deoBENIUSNorm
nachstgelegene Matrix finderbknen, deren Rang eine vorgegebene
Schranke nichiiberschreitet; dies war der Ausgangspunkt zur latenten
semantischen Analyse.

Sowohl in der theoretischen Literatur als auch in praktisgblemen-
tierten Systemen werden daneben noch eine ganze Reiheexnéite-
legungen diskutierbzw. angewendet, die teils einfacher zu berech-
nen sind (die Singdrwertzerlegung der Term-Dokument-Matrix des
gesamterWWorld Wide Webst mit den heute zur Veilgung stehenden
Computern und Algorithmen definitiv nicht berechenbaristauch
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theoretische oder — zumindesir fgewisse Anwendungen — auch expe-
rimentell gezeigte praktische Vorteile haben.

Einige dieser Zerlegungen sollen hier zumindest kurz diskuwerden;
fur eine audihrliche Betrachtung sei auf das Buch

DAvVID SKILLICORN: Understanding Complex Datasets — Data
Mining with Matrix DecompositionsChapman & Hall/CRC,
2007

verwiesen.

a) Allgemeines Uber Matrixzerlegungen

Genau wie bei der Singatwertzerlegung betrachten wir Produktdarstel-
lungen (oder Approximationen davon) einer Matdxn der Form

A=UDV oder A=~UDV .

Dabei sollU einem x r-Matrix sein, V' einer x n-Matrix und D
einer x r-Diagonalmatrix. Bei der zweiten Form soll die MattixDV
in irgendeinem Sinne einfacher sein als aber sich nicht allzu we-
sentlich vonA unterscheiden. Im Falle der Singulvertzerlegung etwa
konnten wir hier die im Sinne demBBENIUSNorm bestnagliche Ap-
proximation durch eine Matrix nehmen, deren Rang eine \g&igene
Schranke nichtibersteigt. Dar in den meisten &len deutlich Klei-
ner ist alsn undm, nehmen die drei Faktordii, D,V zusammen oft
weniger Speicherplatz in Anspruch als die AusgangsmatriRies gilt
insbesondere dann, wenhnur unge@hr gleich der rechten Seite ist,
da wir dann (wie bereits bei der latenten semantischen Apalya
SinguBrwertzerlegungy noch einmal reduzieren.

Interpretieren wirA als die Term-Dokument-Matrix einer Textsamm-
lung oder einer Suchmaschine, so entsprechen &palten vorA den
vorhandenen Dokumenten, dieZeilen den naglichen Suchbegriffen.

Auch V hatn Spalten; daher sollten auch diese etwas mit den Doku-
menten zu tun haben. dtirend die Spalten va# Vektoren imR™ sind,
liegen die Spalten vol¥ in R", liefern also eine andere Beschreibung.
Die Komponenten der Spaltenvektoren wentsprechen den Wichtig-
keiten der Suchterme innerhalb des Dokuments; die Kompgenetes
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entsprechenden Spaltenvektors Yoistehen in einem linearen Zusam-
menhang damit. Bei einer guten Matrixzerlegung sollterdsieWich-
tigkeit von ,Konzepten® innerhalb des Dokuments entsprechen; man
spricht gelegentlich auch vgiatenten Begriffen®.

Die Matrix U hat dieselbe Anzahl von Zeilen wiéd, und die Zeilen
von A entsprechen den @glichen Suchbegriffen. Es liegt daher nahe,
die Spalten voi/ als, latente Dokumente* zu betrachten.

Nach den Regeln der Matrixmultiplikation ist

.
Q5 = E Ui g Vg s
k=1

der Eintragz,; der Term-Dokument-Matrix ist also eine Art gewichtetes
Skalarprodukt aus demten Zeilenvektor vorV und demj-ten Spal-
tenvektor vonV/; dabei wird derk-te Summand mitl,;, gewichtet. Im
j-ten Spaltenvektor voli stehen die Wichtigkeiten der latenten Begriffe
fur dasj-te Dokument; jede von diesen wird mit einem globalen, nanvo
latenten Begriff abingigen Gewichtsfaktor aus der Diagonalmaibix
multipliziert. Die Eintiage des-Zeilenvektors vor/ schlief3lich kknnen
wir dann interpretieren als Gewichtsfaktoren, die die Wgheiten der
latenten Begriffe kombinieren zur Wichtigkeit deten Terms.

Diese Interpretationen sind milich nur das, was wir gernekten;a pri-

ori spricht nichts dair, dal3 eine vorgegebene Matrixzerlegung sinnvoll
auf diese Weise interpretiert werden kann, daf’ alsq ldienten Be-
griffe* zumindest ungethr sinnvollen Konzepten entsprechen, an denen
Anwender interessiert sind. Bei der Singuwertzerlegung hatten wir
eine gewisse Heuristik (die Rangreduktion), die so etwds seheinlich
machte, aber hier wie bei anderen Zerlegungen kann letatbmalir der
praktische Einsatz zeigen, wie erfolgreich sie wirklichdsi

Im folgenden seien einige Zerlegungen, die zumindest cbsueise
schon eingesetzt wurden, kurz vorgestelit.

b) Die QR-Zerlegung

Diese Zerlegung wird in der Linearen Algebraufig verwendet und
ist beispielsweise auch die Grundlage einiger numeris®bgahren
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zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren einer iklchie

hat die FormA = QR oder A = Q,R,, wobei in der ersten For®

eine orthogonale: x n-Matrix ist und R einen x m-Matrix, deren
Eintrager,; fur: > j verschwinden; im Falle. = m ist R also eine
obere Dreiecksmatrix. Die Diagonalmatri® ist in diesem Fall die
Einheitsmatrix.

Die Spalten vor@) bilden eine Orthonormalbasis di&$; falls der von
den ersterd Spalten vond aufgespannte Untervektorraum dr's die
Dimensionk hat, sollen die ersteh Spalten von() eine Basis dieses
Untervektorraums sein.

Fur den Fall, daf? der Rangvon A kleiner alsn ist, werden die Spalten
von (Q hinter derr-ten sowie die Zeilen vorR unter derr-ten nicht
gebraucht, um die Spalten vaf zu erzeugen; daher reicht es, die
n x r-Matrix (), aus den ersten Spalten vor) zu betrachten und die
r x m-Matrix R, aus den ersten Zeilen vonR; dies ist die zweite,
kompaktere Form der Zerlegung.

In beiden Formen kann die QR-Zerlegung relativ einfach daret
werden durch jedes Verfahren, das zu einer gegebenen Basssldn-
tervektorraums eine Orthonormalbasis liefert, also bheisyweise nach
GRAM-SCHMIDT. Da dieses Verfahren allerdings numerisch eher instabil
Ist, verwendet man beim numerischen Rechnen meist aliesndtr-
fahren wie HOUSEHOLDER Transformationen oderi{ZENs-Rotationen.

Daq eine orthogonale Matrix is§ndert die Multiplikation mit) nichts
an den Winkeln; insbesondere ist der Winkel zwischen éeen Spal-
tenvektor vonA und v gleich dem Winkel zwischen demtten Spal-
tenvektor vonR, und Q 'v = Q7 v. Zusatzlich ERt sich mit der QR-
Zerlegung auch eine Rangreduktion erreichen, indem maerdenR,
in denen nur betragskleine Zahlen stehen, durch Nullzeitsatzt.

c) Die semidiskrete Zerlegung

Diese Zerlegung wird meist al@aherungsweise Zerlegung

A~ UDV
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berechnet, wobdV einem x r-, V einer x n und D einer x r-Matrix

ist. Dabei sollD wie Uiblich eine Diagonalmatrix sein; von den Matrizen
U undV verlangen wir, daf3 sie nur O uagl als Eintdge habeniarfen.
Wegen dieser gravierenden Eins@hkung muf3 hier flr eine gute
Approximation oder gar Gleichheit oft @er sein als: und m; aus
dem gleichen GrunddanenU undV auch mehrere identische Spalten
oder Zeilen enthalten.

Bezeichnet,,, denk-ten Spaltenvektor voty, v, denk-ten Zeilenvek-
tor vonV undd, denk-ten Diagonaleintrag vo®, so liefern alle drei
zusammen einen Beitrafju;,, ® v, zuU DV'; dabei handelt es sich um
einem x n-Matrix, deren nichtverschwindende Eiagre allesamt den
Betragd, haben. Die semidiskrete Zerlegung stellt eine Matrix akso d
als Summe von Ricken konstanter absoluteibHe. Ordnet man diese
der Gibl3e nach, verlangt also, dd3> d, > d5 > - - - sein soll, appro-
ximiert man die MatrixA durch eine Matrix, in der die Blcke gering-
ster Hbhe fehlen. Diese sollten sich als eine Art Rauschen indégren
lassen, so dal} auch die semidiskrete Zerlegung zu einerl&mter
semantischer Analyséifirt, hier allerdings nicht durch Rangreduktion,
sondern durch die spezielle Form der MatriZzémnd V. Obwohlr bei
der semidiskreten Zerlegungdfer sein kann als und m, ist diese
trotzdem recht speichereffizient, da die MatriZémnd V' nur Eintage

0 und+1 haben und somit sehr kompakt gespeichert werdeamén.

d) Die nichtnegative Zerlegung

Auch hier ist wieder die Diagonalmatri® gleich der Einheitsmatrix;
wir suchen also nach Zerlegungen der Fotm W H, wobeilW und H
nur nichtnegative Einige habeniagrfen. Beziglich der allgemeinen In-
terpretation einer Matrixzerlegung aus Abschaijtbedeutet dies, dal3
wir unsere latenten Begriffe und latenten Dokumente ohrgatnes
Koeffizienten aufbauen. Es gibt verschiedene aims zur Berechnung
solcher Zerlegungen; einige davon haben (im Gegensatzrardkeren
bislang betrachteten Zerlegungen) die@uh Eigenschaft, dafiif eine
sparlich besetzte Matrix (was die Term-Dokument-Matrix grsdh im-
mer ist) auch die Faktoren &pich besetzt sind.



