Wolfgang K. Seiler

Mathematik

Vorlesung an der Universitat Mannheim
im Herbstsemester 2012

Dieses Skriptum entstand parallel zur Vorlesung und saiitendglichst
geringer Verbgerung erscheinen. Es ist daher in seiner Catalitif
keinen Fall miteinem Lehrbuch zu vergleichen; insbesomdieid Fehler
bei dieser Entstehensweise nicht nudgtich, sonderrsicher. Dabei
handelt es sich wohl leider nicht immer nur um harmlose T&hfsr,
sondern auch um Fehler bei den mathematischen Aussagerelidansm
Teile aus anderen SkriptetirfHorerkreise der verschiedensten Niveaus
Ubernommen sind, ist die &entation auch teilweise ziemlich inho-
mogen.

Das Skriptum sollte daher mit Sorgfalt und einem gewissef3-Mi
trauen gegen seinen Inhalt gelesen werden. Falls Sie Fihdan,
teilen Sie mir dies bitte pegslich oder per e-mail (seiler@math.uni-
mannheim.de) mit. Auch wenn Sie Teile des Skriptums unaediich
finden, bin ich @ir entsprechende Hinweise dankbar.

Falls geiiigend viele Hinweise eingehen, werde ich von Zeit zu Zeit
Listen mit Berichtigungen und Verbesserungen zusammi@rstdn
der online Version werden riglich alle bekannten Fehler korrigiert.

Biographische Angaben von Mathematikern beruhei3gmteils auf
den entsprechenden Artikeln imMacTutor History of Mathemat-
ics archive(www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/), von wo
auch die meisten abgedruckten Bilder stammen. Bei nochdzlre
Mathematikern bezog ich mich, soweitglich, auf deren eigenen In-
ternetauftritt.
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Kapitel O
Was ist Information?

Wir leben bekanntlich im Informationszeitalter, dgRohstoff Infor-
mation“ ist ein wesentlicher Wirtschaftsfaktor, und audh finser
Zusammenlebenist Information so wichtig, daf seit einiipgmizehnten
viele im Gefolge des amerikanischen Mathematikep&BERTWIENER
(1894-1964) und des amerikanischen SoziologendDL B1919-2011)
von einer Informationsgesellschaft reden. Was aber istin&tion? Und
wie kann man sie messen?

Erstaunlicherweise gibt es auf keine dieser beiden Frageraigemein
akzeptierte Antwort.

81: Ein Beispiel

Es ist Wahlkampfzeit, und viele Politiker béimen sich, unsere Stimmen
zu bekommen. Deshaldt auch Amadeus Wohlgeraten von der Partei
fir Gesundheit und Wohlstand (PGW) zu einer Informatioreavetial-
tung, wo er sich und seine Ziele vorstellechte. Welche Information
erhalten die Teilnehmer dieser Veranstaltung?

Aus der Sicht von Amadeus Wohlgeraten sollen sie lernenndaf@r
und seine Partei sich wirklichuf ihre Interessen einsetzen und dal3 nur
sie im Falle eines Wahlsiegs Gesundheit und Wohlstandlfe Birger
bringen werden; die Gegenparteien haben nur Krankheit unmtiAzu
bieten. Das betrachtet er als die wesentliche Informati@einer Rede.

Seine Anlanger, die alles das schdinigst wissen, warten auf die griffi-
gen Slogans, die die PGWIfsolche Zwecke entwerfen lie3, um an den
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richtigen Stellen ihre Begeisterung zu zeigen; als einhid@mation
nehmen sie mit nach Hause, daf sie die Stimmung im Saal denteini

Der Redakteur der Lokalzeitung muf3te im Laufe seines Lebelmsn

viel zu viele Wahlversammlungen besuchen; er kann siclitbéme\or-

aus ziemlich genau denken, worum es in der Rede gehen wiréhtkr-
essiert nur, ob Amadeus Wohlgeraten auf dem Weg zum Podalpest,

ob eslustige Versprecher gibt oder, idealerweise, einls&dacht; diese
Information gefigen, um seinem bereits eine Woche zuvor geschriebe-
nen Bericht die endgtige Form zu geben.

Das Modehaus, das zu den Sponsoren der Pamesésundheit und
Wohlbefinden ahlt, ist vertreten durch deriif die Kundenzeitschrift
zustindigen Mitarbeiter. Was éiber die gesunden undigstigen Stof-
fqualitaten der angebotenen Waren schreiben wird, isfirhielt un-
abhangig vom Verlauf der Versammlung; ebehte aber zumindest noch
erwahnen, welchen Anzug mit optimal passender Krawatte Amsadeu
Wohlgerateniir diesen Abend aus dem grofRen Angebot des Modehau-
ses ausgeahlt hat.

Der Vorsitzende desrtlichen Vereins der Kaulquappenfreunde kann
sich nicht erkéiren, wie sich jemand mit Politik besaftigen kann, ob-
wohl es noch so viele offene Frag&her Kaulquappen gibt. Trotzdem
mufl3 er alle Wahlveranstaltungen besuchen, denn wer auckririe
Wahl gewinnt, wird seine Kaulquappenpolitikdglicherweise danach
ausrichten, ob er sich von den Kaulquappenfreunden uiiterdiihlt
oder nicht. Den Vortrag fal3t er kurz gJébliches Politikergeschaiz*
zusammen,; doch in deéohsten Ausgabe desulquappenfreundeann
er in deninformationen aus dem Vorstastblz vermelden, dal? er mit
dem PGW-Kandidaten Amadeus Wohlgerai#er die wichtige Rolle
der Kaulquappenzuchiif Gesundheit und Wohlistand der Bdixerung
gesprochen habe.

Die Partei fir Sorgenfreies Wohlbefinden, einer der Hauptkonkurrenten
der Partei fir Gesundheit und Wohlstand,dchte Wohlgeratens Rede
natirlich genau analysieren; da jegliche Art von Ton- und Velgoah-
men verboten sind, schicken sie einen Stenographen, dRedie Wort

fur Wort mitschreibt. Da dieser zum Mitdenken keine Zeit hettfur
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ihn der Informationsgehalt der Veranstaltung einfach diky& der zu
notierenden Worte.

Der Organisator einer Wahlwetteirhte wissen, wie sich die Wahlchan-
cen von Amadeus Wohlgeraten durch die Veranstaltungndsrn, so
daR er die Wettquoten gegebenenfalls neu festlegen kaarnnfirma-
tion, die er mitnimmt, ist eine neue Sizung fir die Wahrscheinlich-
keit eines Siegs der PartéirfGesundheit und Wohlbefinden, basiert auf
die bekannten Umfrageergebnisse und seine E#izahg von Stim-
mungswandeln im Saal.

Der Mathematiker, der sich mit Information be&éfigt, darf sich nicht

darauf besclimken, dieses Geschehen einfach in einen mehr oder

weniger riitzlichen Formalismus zwingen; erdchte quantitativ be-
schreiben, was hier geschehen ist; zumindasdén Wettanbieter sollte
es sogar raglich sein, die gewonnene Information direkt in Euro und
Cent umzurechnen.

Angesichts der Vielzahl von Interessen der Beteiligterdveis dabei
sicherlich nicht reichen, die an diesem Abend vermittaiferdmation
durch eine einzige Zahl zu beschreiben; bei jedem einzatnigssen
wir sowohl sein Vorwissen als auch seinen Umgang mit dem giesa
bericksichtigen. Was bei ihm ankommt, wurdégticherweise bereits
einigen Verarbeitungsschritten entworfen, z.B. weil anlddes larm-
pegels nur einen Teil der Redéren kann, und auch er verarbeitet die
ankommende Information weiter (War von Kaulquappen dieeRgd
bevor ein Teil des Ergebnisses in sein @eltnis wandert. Schon
jetzt kdnnen wir einen wesentlichen Aspekt dieser Informatioreve
beitung festhalten: Wie auch immer wir Information quaatiit fassen
werden muf3 offensichtlich gelten, daf} sie durch diese Weitamg
hochstens abnehmen kann. Das heif3t allerdings nicht urdpedad? sie
dadurch weniger iitzlich werdenmul3: Eine ungeordnete Sammlung
von mehreren Millionen Dateffzen ist oft deutlich wenigerizlich
als ein Satz von daraus abgeleiteten statistischen Kéfegr Die In-
formation datiber ist zwar nadlrlich in den Daten#tzen enthalten, sie
zu extrahieren kann aber aufwendig sein. Auch mit solchegéir mufd
sich ein Mathematiker besaftigen.
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Am einfachsten zu fassen ist wohl noch die Information agbtSies
Stenographen: In erstei@lerung Bnnten wir einfachahlen, wie viele
Zeichen er zu Papier gebracht hat. Aber selbst das ist niatkt w
lich wohldefiniert, denn Stenographen arbeiten schlié3tiach mit
Kirzeln, die verwendet werderdknen, aber nicht irssen, und wenn
sich Amadeus Wohlgeraten zu oft wiederholt haben solltendrder
Stenograph vielleicht auch noch ad hoc netiez€l fur einige besonders
haufige Phrasen. Die Frage, wie weit der dabei optimieren kinnt
uns zur $IANNONschen Informationstheorie und, in letzter Konsequenz,
zur algorithmischen Informationstheorie.

Um das Vorwissen des Lokalredakteurs ins Spiel zu bringénnén
wir die Information, die er bereits vor der Veranstaltungtdaverglei-
chen mit seinem Informationsstand danach; die Differehdis neu
gewonnene Information. Diesilirt uns auf den Begriff der bedingten
Information.

Im Falle des Buchmachersimsen wir zwei Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen miteinander vergleichen: Die Siegwahrschelideiten der
einzelnen Kandidaten so, wie er sie vor der Veranstaltungctitzte,
und die entsprechenden Zahlen, nach denerupftig seine Pamien
berechnet. Die gewonnene Information aus seiner Sichbisiteine
Art Distanz zwischen zwei Wahrscheinlichkeitsverteilengdie wir
spater als KULLBACK-LEIBLER-Distanz formalisieren werden; der fi-
nanzielle Wert der Informatiorél3t sichiiber die Erwartungswertéif
seinen Gewinn bémlich der beiden Verteilungen quantifizieren.

Die Analysten in der Zentrale der PartérfSorgenfreies Wohlbefind-
en werten nicht nur den (nach der Veranstaltung in ihren Gaenp
Ubertragenen) Bericht des Stenographen aus, sondereizalklweite-

re Berichte vorahnlichen Veranstaltungen. Sidigsen einerseits diese
Berichte nach Gemeinsamkeiten gruppieren, um so eifteerblick
Uber die gegnerische Strategie zu bekommen; anderersastsem sie
aber auch AusreifRer finden, die sich vielleicht als Wahlkianymition
eignen bnnten. Da sie auch die entsprechenden Daten anderespoliti
cher Gegner auswerteniissen, haben sie viel zu tun und wollen ihre
Arbeit moglichst automatisieren. Die mathematischen Verfahrén, d
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sie dabei anwenderoknen, werden uns im zweiten Teil der Vorlesung
besclaftigen.

§2: Information aus sprachlicher Sicht

Die Etymologie des Wortetnformation tragt leider nur wenig zum
Verst@indnis dieses Begriffs bei: Das lateiniséhBrmatio enthalt den
Wortstammforma, Form oder Gestalt, und informatio wurde im Sinne
von Bildung oder Unterricht gebraucht. Bei der Aufnahme désts

in die deutsche Sprache im 15. bis 16. Jahrhundert verscbbldie
Bedeutung zWNachrichtoderUnterrichtung(iiber einen Sachverhalt),
und diesen Sinn hat das Wort heute auch in anderen moderrech®p.

Information hat also etwas mit détbermittlung von Nachrichten zu
tun; eine mathematische Theorie der Information muf? si¢tedens-
besondere auch mit der Struktur von Nachrichten kigftigen. Datir
interessiert sich selbstvessidlich nicht nur die Mathematik; schon in
der Logik von ARISTOTELES(384-322) finden sickiberlegungen, die
in diese Richtung gehen, und auch die Grammatiker befaggeschon
seit weitiiber Tausend Jahren mit entsprechenden Fragen.

Einen wesentlichen Schritt in Richtung auf eine matheroh&sBe-
schreibung von Sprache leistete 1879 der Philos&merdRICH LUDWIG
GoTTLOB FREGE (1848-1925) mit seineBegriffsschrift,in der er die
mathematische Logik in ihrer heutigen Form ligggtete. Sein Versuch,
die gesamte Mathematik auf Logik zu reduzieren, scheirsvée, fuhrte
aber zur Entwicklung alternativer Aatze sowohl zur Grundlegung der
Mathematik als auch zur allgemeinen Untersuchung fornsteme
und schlieBlich auch nétlicher Sprachen.

Vor allem durch die Arbeiten des amerikanischen Philosofi#\RLES
WILLIAM MORRIS(1901-1979) entstand ab Ende der Dreil3igerjahre die
Semiotikals allgemeine Lehre von den Zeichen und ihrer Verwendung.
Er unterscheidet drei Aspekte:

1. Die Syntaxin der es um die Zeichen selbst und die Regéinilfire
Aneinanderreihung geht.
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2. Die Semantikdie sich mit der Bedeutung von Zeichenfolgen
besclaftigt.

3. Die Pragmatikjn der es um dere@ebrauchgeht: Dazu ahlen bei-
spielsweise unterschiedliche Bedeutungsebenen (Kopfpti&ibe),
aber auch unterschiedliche Ziele, die mit einem Wort odéx Saeicht
werden sollen: Der Ausrufeuer! etwa kann zwar bedeuten, dalR es
brennt, kann aber beim Milir auch der Befehl zum Schief3en sein und
bei einem Raucher die Bitte, ihm die Zigarette arimden.

Die klassische Informationstheorie besafikt sich auf rein syntaktische
Aspekte; bei der Suche nach Information stehen dagegemsisate
Aspekte im Vordergrund. Pragmatik spielt bei der matheschgn Be-
handlung von Information bislang keine Rolle.

Sobald wir von praktischen Anwendungen der Informationered
kommt allerdings ein neuer, bislang noch nicht &@mnter Gesichts-
punkt ins Spiel: Information kann einen teilweise sogarduitlichen
wirtschaftlichen Wert darstellen. Informationgber den Zustand eines
Landes oder einen Unternehmens beeinflussen beispietsalieiBreise
von Aktien, und je nachdem wieifh oder spt jemand darauf reagiert,
kann er viel Geld gewinnen oder verlieren.

Der Wert solcher Informationen kann allerdings nicht ohjekezif-
fert werden: Die Nachricht, daf? in eineidafrikanischen Goldmine
eine neue stark erizhrende Ader entdeckt wurde, ist wertlag fe-
manden, der kein Geldif Aktienkaufe hat oder grunészlich nur in
Europa investiert;ir einen sidafrikanischen Investor dagegen kann die
Information einen be#ichtlichen Wert haben.

Auch fiirihn kann eine entsprechende Meldung allerdiriglgwertlos
sein, etwa weil er sie schon seit Tagen kennt @dyst darauf reagiert
hat. Wenn wir vom Wert einer Information sprechen wollemrkas sich
daher immer nur um den Weiiif eine bestimmte Person mit bestimm-
ten Interessen handeln; insbesondere ist deren Vorwigseviahtiger,
wenn auch bei weitem nicht der einzige Aspekt. Wir werdenedah
eine ganze Reihe weiterer MalRe bggen, um auch solche Situationen
mathematisch zu beschreiben.



Kapitel 1
Shannons Informationstheorie

Die bekannteste quantitative Definition von Informatiohigauiiick auf

CLAUDE SHANNON; Biicher mit Titeln widnformationstheoridefassen
sich meist ausschlief3lich damit. Die inhaltliche Intetpti®n von Infor-

mation spielt hier keinerlei Rolle, es geht nur um ihre sieligbermit-

tlung. Sicherheit bezieht sich dabei sowohl auf den Schutt)bertra-

gungsfehlern (durch fehlererkennende und -korrigiere@ddes) als
auch auf die Geheimhaltung (Kryptographie).

CLAUDE ELWOOD SHANNON (1916-2001) wurde in
Petoskey im US-Bundesstaat Michigan geboren; 1936
verlieR er die University of Michigan mit sowohl ei-
nem Bachelor der Mathematik als auch einem Bache-
lor der Elektrotechnik, um am M.1.T. weiterzustudieren.
Seine 1938 geschriebene Diplomarkfeiymbolic ana-
lysis of relay and switching circuitsildet die Grundlage
der digitalen Informationsverarbeitung auf der Grund-
lage der hier entwickelten Schaltlogik; seine Disserta-
tion 1940 befaldte sich mit Anwendungen der Algebra
auf die MENDELschen Gesetze. Danach arbeitete er bis
1956 bei den Bell Labs, wo eratrend des zweiten
Weltkriegs insbesondetrigber die Sicherheit kryptographischer Systeme forschgameS
Mathematical theory of cryptographyurde aus Geheimhaltung$gden erst 1949 zur
Verodffentlichung freigegeben. Seine wohl bekannteste Arisgitlie 1948 erschienene
Mathematical theory of communicatioim, der er die fehlerfreiéJbertragung von Nach-
richtenuber einen geétten Kanal untersuchte. Von 1956 bis zu seiner Emeritgedl8v8
lehrte er am M.1.T., das er dadurch ziuihfenden Universitt auf dem Gebiet der Informa-
tionstheorie und Kommunikationstechnik machte. Zu seiranreichen Arbeitenahit
auch eineliber die mathematische Theorie der Jongliermuster, antiarat Jongleure
eine Reihe neuer Muster gefunden haben; auch konstruremelaere Jonglierroboter.
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§1: Die Entropie einer Quelle

Gerade weil der SANNONsche Informationsbegriff der in den Wis-
senschaften am weitesten verbreitete idiss@n wir uns als allererstes
klar werden, was er nichtist: Es geht nicht darum, den In&dromsge-
halt einer einzelnen Nachricht zu messen.

Im 1949 erschienenen Bucthe mathematical theory of communica-
tion, das $IANNONS gleichnamige Arbeit von 1948 zusammen mit einer
ausfihrlichen Einleitung von WRREN WEAVER enthalt, schreibt letzte-
rer zu Beginn vor§2.2:

The wordinformation,in this theory, is used in a special sense that mus not be

confused with its ordinary usage. In particuiafprmationmust not be confused
with meaning.

In fact, two messages, one of which is heavily loaded withmirgpand the other
of which is pure nonsense, can be exactly equivalent, frenptesent viewpoint,
as regards information. Itis this, undoubtedly, that Slearmeans when he says
that "’the semantic aspects are necessarily irrelevahetengineering aspects.™
But this does not mean that the engineering aspects aresagitedrelevant to
the semantic aspects.

To be sure, this word information in communication theorgtes not so much
to what youdo say, as in what yoaould say.

SHANNON betrachtet Nachrichten also stets vor dem Hintergrund eine
Auswahl; was er messen will, sind die Waldglichkeiten des Senders
und die UngewiRheit des Engaigerssor Ubermittlung der Nachricht.

Ein solcher Ansatz kann nur funktionieren, wenn sowdhtfen Sender
als auch den Emgahger klar ist, welche Nachrichten gruatidich
Ubertragen werdekdnnten.Zu diesem Zweck gehtH\NNON aus von
einem fester\phabetA. Darunter versteht er irgendeine endliche Men-
ge, deren Elemente zwar als Buchstaben bezeichnet werigeaber
auch elektrische Signale, ASCII-Zeichen, Ereignisse uakks andere
sein lonnen.

Der Sender wird modelliert durch eine Nachriclgaalle die eine Folge
von Buchstaben des Alphabetsproduziert. In den seltensteralfen
werden dabei alle Buchstaben mit der gleichegwfigkeit vorkom-
men; in $IANNONS Ansatz ist daher jedem Buchstabene A eine
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Haufigkeitp, zugeordnet. Ndirlich missen allep, > 0 sein und ihre
Summe gleich eins; bei einem Alphabet aufuchstaben liegt das
Tupel der Wahrscheinlichkeiten also in der Menge

A, = {(pl,...,pn) | p; >0 furalleiund ¥ p; = 1}.
i=1
Mathematisch gesehen ist eine Nachrichtenquelle alsalékeete Zu-
fallsvariable, die Werte aug annimmt.

Ausgangspunktifr die Quantifizierung von Information ist denittle-
ren Informationsgehalt eines Buchstabens. Da dieser Infoomsge-
halt sicherlich nicht von den Namen der Buchstaberaagh knnen
wir H einfach als eine Funktion der Buchstabenwahrscheinlitérike,
betrachten; wir suchen alsdrfjede nairliche Zahln eine Funktion
H:A, — Ry, so daBH(py,....p,) der mittlere Informationsge-
halt eines Buchstabens aus einerelementigen Alphabet ist. wobei
p1,- - -, P, die Haufigkeiten der einzelnen Buchstaben sind.

Eine solche Funktion sollte naclH&INON verninftigerweise die fol-

genden Bedingungen éifen:

1. H ist stetig, denn nétlich sollen kleinéAnderungen an dep, nicht
zu sprunghafteAnderungen am Informationsgehaitiren.

2. Die FunktionL(n) = H(%,...,1) ist monoton wachsend, d.h.
wenn wir eine Quelle haben, die die Buchstaben ihres Alptsabit
gleicher Wahrscheinlichkeit augt, steigt der Informationsgehalt
pro Buchstabe mit der Buchstabenanzahl. Beispielsweitertiein
MeRfuhler mehr Information, wenn er einedfere Aufbsung hat.

Etwas technischer und schwerer zu verstehen #gtINSONs dritte

Forderung: Vor jedetlbertragung eines Buchstabens steht der Sender

vor einer Wahl. Wenn er diese Wahl in mehrere Teilentschegda zer-
legt, soll sich dadurch nichts an der Gesamtinformadiuehern. Konkret:

Ist C eine Teilmenge des Alphabefts so kann der Sender in einem er-

sten Schritt entweder ein Element vdn, C' auswahlen oder sich daf

entscheiden, ein Element alizu senden. Im letzteren Fall muf3 er dann
in einem zweiten Schritt konkretisieren, welches der ElmausC

er senden will. Wenn wir der Einfachheit halber annehmeR, 4§ C
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die erstenn dern Elemente vorA enthélt und die Summe der Wahr-

scheinlichkeiteniir die Elemente au€’ gleich p* ist, soll dann also

gelten

3. H(py,---sp,) = H®p, .- 3Dy D) + p*H(%,...,g—:), falls
p* = > .ip; > 0ist. (Der Faktorp* vor dem zweiten Sum-
manden kommt daher, dal’ nur mit Wahrscheinlichkeitberhaupt
eine zweite Entscheidung getroffen wird, und die Nennerén d
Argumenten sind notwendig, da der Buchstabenit i > m die
Wahrscheinlichkeip, /p* hat, falls bereits feststeht, daR ein Buch-
stabe aug’ gesendet wird.)

Vielleicht hilft der folgende Spezialfall, diese Bedinguatwas besser
zu verstehen:

Lemma: A={ay,...,a,,}undB ={b,,...,b,} seien zwei endliche
Alphabete, wobei; mit Wahrscheinlichkeip, undb; mit Wahrschein-
lichkeit ¢; auftrete. Gibt man dem Element;(b;) € A x B die Wahr-

scheinlichkeitp,q;, so ist

H(...,pigy,--) = H(py, o) + Hqws -5 40)

bei zwei unablngigen Zufallsvariablen addieren sich also die mittleren
Informationsgehalte.

Beweis:Wir wenden Forderung 3 an auf die Teilmer@e {a,,} x B
von A x B. Hieristp™ = "7 p,,q; = p,,,, also folgt

H(...pjq;,--)=H(..,p;iqs- - Pp) * P H gy, 4,,) -
—— ——

Auf den ersten Summanden link&rnen wir das gleiche Argument an-
wenden und die Paare naif, _, abspalterusw.;wir erhalten schlieflich

H(apijv):H(pla7pm)+zle(qlvvqn)
— i=1
=1,..., m

IZheom =H®y, -y 0m) * Hlqy, -+ ,q,) -



11 Mathematik und Information HWS 2012

Satz: Zu jeder Familie von Funktionefi: A, — R, die obige drei
Bedingungen effllt, gibt es eine reelle Zakl > 1 so dai3

n
H(py, ... p,) = — Zpi log,, p;
i=1
ist, wobeip, logp, fir p, = 0 als Null interpretiert werden soll. Ins-
besondere ist bis auf einen positiven Faktor eindeutig bestimmt.

Beweis:In einemersten Schritbeschénken wir uns auf den Fall, dal3
alle p; gleich sind, betrachten alsarfjedesn € N nur den einen Wert
Lin)=H(%,...,3).

A; bis A,, seienm voneinander unatiimgige Quellen, die jeweils
verschiedene Buchstaben mit gleicher Wahrscheinlictkeitiefern;
der Informationsgehalt jeder dieser Quellen ist dlge). Das Produkt
Aqpx -+ x A, entialtr™ tupel, die allesamt mit derselben Wahrschein-
lichkeit 1/r™ auftreten; die Gesamtinformation ist also

H(im,...,im) =L(™).
r r

Aus dem gerade bewiesenen Lemma folgt induktiv, daf3 dieSutieme
der Informationsgehalte der Quelleh ist, d.h.L(r™) = mL(r).

Nun betrachten wir nétliche Zahlen:, s, m, n mit r™ < s™ < ™%
dann ist (unabangig von der Basis des Logarithmus)

lo +1
mlogr < nlogs < (m+1)logr oder = < 295 o™
n

logr n

Wegen der in Forderung zwei postulierten Monotonie Xagilt die Un-
gleichungL(r™) < L(s™) < L(r™*); wie wir gerade gesehen haben,
kdnnen wir diese auch schreiben als

mL(r) < nL(s) < (m+1)L(r).
Division durchn L(r) macht daraus

m _ L(s) m+1
2 < < ,
n _~ Llr) = n
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L(s)/L(r) undlogs/ logr liegen daher beide im Intervg2, =], so
dafi

1

n

L(s) logs
L(r) logr

sein muf3. Dan beliebig gro3 ge@hlt werden kann, gilt diedif alle
n € N, d.h.

L(s) _logs
L(r) ~ logr

oder L(s)= % -logs

Somit ist L(s) proportional zu einem Logarithmus, wobei die Propor-
tionalitatskonstanté (r)/ logr wegen der Monotonie sowohl vanals
auch des Logarithmus positiv sein muf3. Mithin gibt es eimfleeZahl

a > 1 mit L(n) = log, n fur allen € N.

Im speziellen Fall von Quellen, die alle Buchstaben mitaier Wahr-
scheinlichkeit ausgeben, ist der Satz damit bewiesen.

Im zweiten Schritverlangen wir von den Wahrscheinlichkeitennur
noch, dafd es sich dabei um positive rationale Zahlen hantfelte-
trachten also ein Alphabet = {a,,...,a,} ausn Buchstaben, deren
i-ter die Wahrscheinlichkejt; = ¢,/g habe mitg, € N. Da die Summe
allerp, gleich eins ist, muB3 dab@r, g, = ¢ sein.

Weiter betrachten wir ein Alphabét ausg Buchstaber,, ..., b , die
allesamt die gleiche Wahrscheinlichkejtglhaben. Diese Buchstaben
verteilen wir aufr disjunkte Teilmenge3, C B derart, daf¥3, ausg;
Buchstaben besteht. Durehfache Anwendung der dritten Forderung

erhalten wir die Gleichung

11 n 1 1
H(——) :H(pl,...,pn)+2piﬂ(—,...,—).
g g py 9i 9i

Die Funktionen mit lauter gleichen Argumenteirien wir durch Lo-
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garithmen ausdicken und erhalten dann

I T

H@py.....p,) = H(
9. g

=log, g - Zpi log, g; = Zpi(loga g —log, g;)

n n

_ 9 _

= _Zpi |Oga == _Zpi |Ogapl-,
=1 9 =1

wie behauptet.

Als dritten Schrittbetrachten wir den allgemeinen Fall. Wir gehen al-
so aus von einer Familie von Funktionéft A,, — R, die alle drei
Forderungen SANNONS erfullt. Wie wir bereits wissen, ist dann

n
H(pb ce 7pn) = _Zpi |ngi ’

i=1
falls wir fur allep, positive rationale Zahlen einsetzen. Auf der rechten
Seite steht eine Funktion, diéirfalle positiven reellen Werte der,
stetig ist; die Funktion links muf3 nactH&INONs erster Forderung
stetig aufA,, sein. Da zwei stetige Funktionen, digrfalle rationalen
Werte aus einer offenen Mengdereinstimmen, dort gleich sind, gilt
obige Gleichung im InnernvoA,,, also fir alle positiven reellen Werte
derp,.

Bleibt noch der Fall, daf3 eines oder mehrere geverschwinden. In
diesem Fall ist die rechte Seite nicht definiert, denn diedritigmus-
funktion hat an der Stelle Null einen Pol. Im Satz war veraimfdan wir
fur p, = 0 den Termp, logp, als Null interpretieren; wenn wir zeigen
kdnnen, dal’ dadurch die Funktion stetig Ayf fortgesetzt wird, folgt
Gleichheit auch in diesem Fall.

Offenbar gefigt es, einen einzelnen Summanden zu betrachten; nach

der Regel vomE L'H OPITAL ist fiir den naifirlichen Logarithmus

I|m plogp— I|m logp _ = lim L/p

01/p ~ p0—1/p2

= lim(—=p)=0,
p\o( D)
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und da jeder andere Logarithmus proportional zuriitighen ist, haben
wir diesen Grenzwert aucliif Logarithmen zu einer beliebigen Basis.
Damit ist der Satz vollgindig bewiesen. .
Damit sind wir allerdings noch nicht ganz fertig: Zwar wisswir
nun, dal jede Funktion, dieH&NNONs drei Bedingungen géigt,
die angegebene Form haben muf3, wir wissen aber noch nicles ob
Uberhaupt solche Funktionen gibt. Daziiseen wir noch nachpfen,
daf die Funktionen

H(pla' 7pn) = _Zpl Iogapi

alle drei Bedingungen diflen. =1

Die Stetigkeit ist klar, daif nur durch Grundrechenarten und Loga-
rithmen definiert ist. Auch mit der zweiten Bedingung gibtkesne
Probleme, denn

L(%):H(%,...,%):—ilgloggzlogn

ist eine monoton wachsende Funktion. Die dritte Bedingehgjesilich
ist erfullt, denn irm < nundp* =p,, .4+ +p, ist

n
H(py,...,p,) = _Zpi log, p;
m =1
=— p,log, p;, — p*log, p* +p*log, p* — Z p;log, p;
=1 i=m+1

n

=H@y,...,pmp)+ Y p,(log, p* - log, p;)

i=m+1l
_ P;
_H(pla"'apmap )_ Z pzloga *
i=m+1
— * Pm+1 p
_H(pla"'vpmvp*)-i-p H(;l—:vvp_t:)

Damit haben wir @ir die Definition des Informationsgehalts nur noch
die Freiheit, die Basia des Logarithmus festzulegen; die traditionelle
Wabhl ista = 2.
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Definition: Die Entropie einer Quelld mit einemm-buchstabigen Al-

phabetund Wahrscheinlichkeitfiir das Auftreten deisten Buchstaben

ist m

H(A)=—-> p;log,p; .
i=1

Der NameEntropie ist ein Kunstwort, das der deutsche PhysikemBLF CLAUSIUS
(1822-1888) in seiner Arbeit

R. QLausius: Uber verschiedeneilf die Anwendung bequeme Formen der
Hauptgleichungen der @Wmetheorie,Annalen der Physik und Chemie25
(1865), 353-400

einfuhrte. Auf Seite 390 schreibt er:

Suchtmantir S einen bezeichnenden Namen, §akte man . . vonder Gbl3eS
sagen, sie sey daferwandlungsinhaltdes Korpers. Da ich es abeiiif besser
halte, die Namen derartigeiifdie Wissenschaft wichtiger GRen aus den alten
Sprachen zu entnehmen, damit sie uéwelert in allen neuen Sprachen ange-
wandt werden &nnen, so schlage ich vor, die @e.S nach dem griechischen
Worten) tpor), die Verwandlung, die Entropie deskpers zu nennen. Das
Wort Entropiehabe ich absichtlich dem WdEnergiemoglichstahnlich gebildet,
denn die beiden @fen, welche durch diese Worte benannt werden sollen, sind
ihren physikalischen Bedeutungen nach einander so nalanet, dal eine
gewisse Gleichartigkeit in der Benennung mir zweékig zu seyn scheint.

Die GroRReS, von der er hier spricht, hilft unter anderem bei der Brithg, warum Viirme
nie von einem &lteren zu einem @rmeren Krper flieRen kann; wietbwiG BOLTZMANN
(1844-1906) sater gezeigt hat, kann sie auch mikroskopisch definiert eedlirch eine
Formel, die eng mit der hier zu definierendem8NONschen Entropie verwandt ist.

Als erstes Beispiel betrachten wir eine Zufallsvariaklgdie alle Werte
aus dem Alphabett mit gleicher Wahrscheinlichkeit annimmt. Falls
ausn Buchstaben besteht, ist algfn) = 1/n fur allea € A und damit

1 1 1
H(X)==) pla)=—)_ ~log, ~ = —log; - = log, .
a€A acA
Speziell im Fall einer Zweierpotenz = 2" ist das gleichr und ent-
spricht der Tatsache, dal mdn@bjekte durch- Binarziffern eindeutig
bezeichnen kann.

Im Falle eines Alphabetd = {a,b, ¢, d, e} aus finf Buchstaben und
einer Zufallsvariablery’, die diese mit Wahrscheinlichkeiteifa) = %
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undp(b) = p(c) = p(d) = p(e) = § annimmt, ist

1 1 1.1 1 4
aber nairlich gibt es keine Mglichkeit, funf Buchstaben mit nur zwei
Binarziffern zu bezeichnen. Mit der Kodierung

a=0, =100 ¢=101L, d=110 und e=111

kommen wir aber immerhimm Durchschnitimit zwei Binarziffern aus,
dennin der Hilfte aller Falle haben wir, woflr eine Ziffer ausreicht, und

in der anderen Hlifte der Rlle brauchen wir drei Buchstaben, im Mittel
also zwei. lar eine ZufallsvariableZ, die jedes Element vaA mit Wahr-
scheinlichkeit% annimmt, ist dagegeH (Z) = log, 5 ~ 2,321928095,
und hier gibt es offensichtlickeineKodierung, bei der wir im Durch-
schnitt H(Z) Binarziffern brauchen, denn das arithmetische Mittel aus
funf natirlichen Zahlen muf3 ein Vielfaches vcg'lsein. Die rachst-
groRere Zahl mit dieser Eigenschafawe 24, und das &nnen wir
tatsachlich erreichen, zum Beispiel mit der Kodierung

a=00, b=01, ¢=10, d=110 und e=111.

SHANNONS Entropiebegriff steht also offensichtlich im Zusammenrtha
mit der mittleren Anzahl von Biarziffern, mit der wir die Buchstaben
aus dem Alphabet kodiererdinen; wie genau dieser Zusammenhang
aussieht, werden wir in #rze untersuchen.

§2: Konvexitat

SHANNONS drei Forderungen reichen zwar aus, um die Entropie (bis auf
eine positive Konstante) eindeutig zu charakterisierenBegriff ware
aber nicht sonderlichirtzlich, wenn wir nicht noch eine ganze Reihe
weiterer Aussagen herleiterdknten. So erwarten wir beispielsweise,
daf eine Quelle, die einen bestimmten ihrer Buchstabeningt sehr
hohen Wahrscheinlichkeit produziert, einen kleineretler#n Informa-
tionsgehalt hat als eine, bei der alle Buchstaben mit w@igejleicher
Wahrscheinlichkeit vorkommen. Mit Aussagen dieser Artaegr wir

es auch noch in anderen Zusammimdpen zu tun haben; deshalb lohnt
es sich, das Problem etwas allgemeiner anzugehen.
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Definition: a) EineTeilmengeA C R™ heidtkonvexwenn zu je zwei
PunktenP, @ € A und jede reelle Zahh aus dem abgeschlossenen
Intervall [0, 1] auch der Punkt (£ A\)P + AQ in A liegt, wennA also
mit je zwei Punkten auch deren Verbindungsstreckegnth
b) Eine Funktion f: A — R auf einer konvexen Teilmengd C R"
heildtkonvexwenn fir je zwei PunkteP, Q@ € A und jedes\ € [0, 1]
gilt:

F(A=NP+AQ) < (A -Nf(P)+Af(Q),

wenn also der Graph vofiiber jeder Verbindungsstrecke zweier Punkte
P, @ € A unterhalb der Verbindungsstrecke der Pur(kit’ef(P)) und
(Q, f(Q)) liegt. Sie heil3strikt konvexwenn dabei das Gleichheitsze-
ichen nur tir A\ = 0 undX = 1 gilt.

c) f heilt (strikt)konkavwenn— f (strikt) konvex ist.

(1, f(z1))

(z1,f(z1))

T T T T
1 konvex T2 o konkav 2

Standardbeispiel einer konvexen Meng&ihist fur uns die Menge
A, = {(pl,...,pn) | p; >0 furalleiund ¥ p; = 1}.
=1
SindP = (py,...,p,) und@ = (g, - - ., q,) ZWei Punkte aus\ , so ist
L=NP+AQ = (1= Np1+ Ay, -, (1= Np,, +Agy,) -

Da allep, undg, nichtnegativ sind, giltiir A € [0, 1] dasselbeiir die
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Zahlen (1- \)p; + \g;, und

DA=Npi+Ag) =@=N)D p;+AD g, =(1-N+A=1,
=1 =1 =1
so dafld auch (£ \)P +AQ in A, liegt.

Gerade bei der Definition einer konvexen Funktion erschesngtwas
seltsam, dal wir bei der Definition den Graphen iiber Strecken
betrachten. Die Definition bescinkt sich auf diesen Fall, weil es sich
um eine Eigenschaft handelt, die sich in vielgil&n leicht nachpifen
lait; tat&chlich gilt aber eine viel allgemeinere Aussage. Um si@&iic
den Fall der strikten Konvexat zu formulieren, brauchen wir zaiohst
eine weitere Definition:

Definition: a) Eine Teilmenged C R™ heil3tr-dimensionaler affiner
Unterraum vonR™, wenn es einen Punki, € R" gibt, so daR die
Verbindungsvektorerﬁ fur die amtlichen Punkte? € A einenr-
dimensionalen Untervektorraum va&¥ bilden.

b)m PunkteP,, ..., P, € R" sindin allgemeiner Lagayenn es keinen
(m — 2)-dimensionalen affinen UnterraumC R" gibt, der alle diese
Punkte enthlt.

Zwei Punkte sind also genau dann in allgemeiner Lage, wenwuest
schieden sind; von dreien erwarten wir ataich, daf sie nicht auf einer
Geraden liegen, und von vieren, daf3 es keine Ebene gibt|ldidrei
entralt.

Lemma: a) Eine TeilmengeA C R" ist genau dann konvex, wenirf
jedesm € Ngilt: SindP,,..., P, € Aundist@q,...,\,) € A,,, SO

liegtauchA\; P +---+ A, R, in A.

b) Eine Funktionf: A — R auf einer konvexen Teilmeng® C R" ist

genau dann konvex, weniirfje m PunkteP,, ..., P, € A und jedes
Tupel \q,...,\,,) € A, qilt:

JOGWP +--+ 0 P )< N f(P)+--+ X, f(P,).

c¢) Eine Funktionf: A — R auf einer konvexen Teilmengk C R" ist
genau dann strikt konvex, weniirfje m PunktePy,..., P, € Ain
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allgemeiner Lage und jedes Tupal (..., A,,) € A,, gilt:
JOGWP +---+ X, P < M f(P)+---+ A, f(P)

mit Gleichheit genau dann, wenn eky = 1 ist und dietibrigen A,
verschwinden.

Beweis:Die Definition der Konvexit ist jeweils gerade der Falt = 2
des Lemmas, die der strikten Konvétitie Falle m = 1 undm = 2; zu
zeigen ist also nur die Gegenrichtung. Der FalE 1 ist dabei in allen
drei Rallen trivial; wirklich zu zeigen sind also nur digdke m > 3.
Wir beweisen diese jeweils durch volisidige Induktion mit dem Fall
m = 2 als Induktionsanfang.

a) Wir habenm PunkteP,, ..., P,, € A und ein Tupel §4,...,,,)
ausA,,. Fur A\, = 1 verschwinden allébrigen);, und die Behauptung
ist trivial; wir kdnnen uns also besémken auf den Fall, 7 1. Dann
kdnnen wir durch - ), dividieren und dasr, — 1)-tupel

A Ay
S = e, A
(Alv 7)\m—l) <1_ Am’ ) 1— )\m € m—1

betrachten. Nach Induktionsannahme liegt der Punkt

P =P+ -+ 4P,

daher in A, und nach Definition der Konvesit gilt dasselbe ir
Q—=XN)P +X, P, =>" \P,.

b) f seikonvexpP,, ..., P, seienwieder Punkte adsund (A, ..., A,,,)
ein Tupel aus),,,, und P* sei der oben definierte Punkt. Nach Induk-
tionsannahme ist danfi(P*) < AJf(P) +---+ X _1f(P,_1), und
nach Definition der Konvexitt von f ist au3erdem

FA=A)P + X, P,) = fO P+ 4\, P,)
S@A=X)FP) AL f(B) = A f(P) +-- -+ A f(F) -
¢) Wir missen nur noch zeigen, dair fPunkte in allgemeiner Lage

Gleichheit nur gilt, wenn alle,; mit einer Ausnahme verschwinden und
die Ausnahme damit gleich eins ist.
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Falls\,, = 1 ist, gibt es nichts mehr zu zeigen; wisrknen uns also auf
denFall\,,, < 1 beschanken. Dann&nnen wir wie oben den Punkt"
definieren.

Fur PunkteP,, ..., P, inallgemeiner Lage sind auch die beiden Punkte
P*undP,, in allgemeiner Lage, denn zwei Punkte sind genau dann in
allgemeiner Lage, wenn sie verschieden sind, uadew?™ = P, , so
ware P,, eine Linearkombination vo®; bis P,,,_,, lage also im von
diesen Punkten aufgespannten { 2)-dimensionalen affinen Unter-
raum. Somit ist

f()\lpl++Aum):f((1_)\m)P*+)\um)

genau dann, wenh,, = 0 oder),,, = 1 ist. Den Fall\,, = 1 haben wir
bereits ausgeschlossen; also\ist = 0. Dann aber folgt die Behauptung
sofort aus der Induktionsannahme. .
Die Aussage untdy) wird auch aldJngleichung vodENSENbezeichnet;
er bewies sie in einem Vortrag vom 17. Januar 1905 vor daisghen
Mathematikergesellschaft, wobei er allerdings nur vosatee, dal die
Funktionf auf einem reellen Intervall definiert ist und dort die Unglei
Tty e .
chun.gf(a:) + f(y') > Zf(T) grfullt, was auf den'e.r.sten Blick .e.t.was
schwacher aussieht als die hier betrachtete Definition der K«tite
nach dem Resultat vorENSENaberaquivalent dazu ist.
Der danische Mathematiker Johan Ludwig William
Valdemar Jensen (1859-1925) studierte ab 1876 an
der Kgbenhavns Tekniske Skole unter anderem Mathe-
matik, Physik und Chemie. Sein Interesse konzentri-
erte sich immer mehr auf die Mathematik; zwischen
1879 und 1925 véffentlichte er rund vierzig wis-
senschaftliche Arbeiten. Er war allerdings nie an ei-
ner Universiéit tatig und war auch von der Ausbildung
her im wesentlichen Autodidakt. Sein gesamtes Beruf-
sleben arbeitete er als Telephoningenieur bei deisd
chen Telephongesellschaft. AuRer der heute nach ihm
benannten Ungleichung bewies er unter anderem auch
Satze im  Umkreis der RMANN-Vermutung.
Wenn wir die); als Wahrscheinlichkeiten interpretierefdrinen wirb)
undc) auch als Aussagdiber Erwartungswerte interpretieren:
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e : ; ; konvex
Lemma: Fir eine diskrete Zufallsvariabl& und e'ne{konkav§

Funktionf auf dem Wertebereich vaki gilt: E( f(X)) { g} f(E(X)).

; a4f konvexe ; ; ; ;
Im Falle einer Smkt{konkavelr—} Funktion gilt Gleichheit genau dann,

wennX einen seiner Werte mit Wahrscheinlichkeit eins annimmt.

Fur mindestens zweimal stetig differenzierbare Funktidé&msich die
Konvexitat leicht anhand der zweiten Ableituritperpiifen. Im Fall
einer Variablen haben wir einfach das

Lemma: a) Eine mindestens zweimal stetig differenzierbare Funktion
f:1 — R auf einem Intervall C R ist genau dann konvex, wenn ihre
zweite Ableitung aufl keine negativen Werte annimmit; sie ist genau
dann konkav, wenrf” aufI keine positiven Werte annimmt.

b) Falls f” im Innern vonI nur positive Werte annimmt, ist strikt
konvex aufI; falls f” dort nur negative Werte annimmt, igt strikt
konkawv.

Beweis: a)Wir zeigen zui@dchst, dald im Falle der Konveattdie zweite
Ableitung in ganz ¢, b) grof3er oder gleich null sein muf3: Andernfalls
gabe es eimy € (a, b) mit f(z,) < 0. Wir betrachten die Funktion
g(x) = f(@) — f'(xo)(x — x4). Als Summe vonf und einer linearen

Funktion istg zweimal differenzierbar mit
9'(w0) = f'(x0) — f'(x0) =0 und ¢"(x0) = f"(x) < 0.

Die Funktion ¢'(z) ist also in einem hinreichend kleinen Intervall
(zg — h, z¢+ h) streng monoton fallend; sie ist daher positivf < z,
und negativiirz > x,. Somitistg streng monoton wachseniarfr < z,
und streng monoton fallendif z > z; die Funktiong hat also beir,
ein lokales Maximum. & eine < h ist daherg(zy + €) < g(zp) und
damit ist auch

F(r0) = 9(e0) > 300z — )+ 9o +<) = 5 f(wg — )+ 3 flag+2).

Dies widerspricht aber der Konveatsbedingungfr z, ,, = 2o & ¢ und
A = 1. Somit muBf”(x) in ganz ¢, b) groRer oder gleich null sein.
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Umgekehrt sejf”(x) > 0 fur allex € (a, b); wir mussen zeigen, dal
f dann konvex ist. Seien alsgq < z, zwei beliebige Punkte aus,(b)
undz = (1 — Az, + Az, mit A € (0, 1). Nach dem Mittelwertsatz gibt
es Punktg; € (z4,z) und¢, € (z, z,), so dal

ey - J@) = fl@) _ flx) = fz)

(&) = S V.

[l = f(x) _ flag) — f(2)
Lo — T (1= N(ry —29)

ist. Daf” nirgends negativ wird, ist' monoton wachsend und damitins-
besonderg’(¢;) < f/(&,). Diese Ungleichungdnnen wir auch schrei-

ben als
fl@) = fy) _ flzg) — f(x)

May —x1) = (L= Nz — )’
und daz, < z, ist, folgt daraus

f@) = f) _ fap) = f@)

A - 1-) '

Fur A € (0, 1) andert sich nichts an dieser Ungleichung, wenn wir mit
A(1 — X) multiplizieren; dies fihrt auf

(A =Nf(@) = A= Nf(xy) < Af(zg) — Af(2)
und damit die gewnschte Ungleichung
f(@) <@ =Nf(z) + A f(zo),

die die Konvexiéit von f ausdiickt. Damit ist die Behauptungjf kon-
vexe Funktionen bewiesen.

und

f'&) =

Fur konkave Funktionen folgt sie einfach daraus, daf fur eine

konkave Funktiory konvex ist. .

Korollar: Die Funktionf(x) = —zlogz ist Uber dem Intervall [01]
konkav.

Beweis: f'(z) = —x - % —logx = —1 — logz hat als Ableitung die
Funktionf”(z) = —1/x, die im Intervallinnerniberall negativ ist.
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Damit gilt insbesondereif zwei beliebige Zahlep,, p, € [0, 1], dal3

P +p p +p 1 1
— 12 2 log, 12 z2 > E(—p1|092]91)+E(—pzloﬁlzpz)
oder
p1tp pLtp
-2 12 2 log, 12 2 > —p;log, p; — p,l0g, p, -

Ersetzt man also im Ausdruck

H(py,....p,) = — Zpi log, p;
i=1
irgendwelche zweverschieden&Vahrscheinlichkeitep; undp; durch

ihren gemeinsamen Mittelwe%t(pi +p;), so wird die Entropie gi3er.
Damit folgt fast sofort

Satz: Furm Zahlenp,,...,p,, €[0,1]1 mit > p, =1 gilt stets
i=1

0< H(py,...,pp)=— Y _p;log, p; <logm;
i=1
dabei steht rechts genau dann ein Gleichheitszeichen, akamn,
gleich I/m sind und links steht genau dann eines, wenn gjlenit
einer Ausnahme verschwinden.

Beweis:Da H eine stetige Funktion auf der kompakten Menyg,
ist, nimmt sie sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum an. Wie
wir gerade gesehen haben, kann es im Maximum keine zwei echt v
schiedenem, geben, also risssen alley, = % sein und das Maximum
ist

H(Z,...,t)=m-(-Llog, ) =—log, X =log, m.
Umgekehrtist-p, log, p;, > 0 fur allep, € [0, 1] mit Gleichheit genau
dann, wenrp, = 0 oderp, = 1 ist. Eine Summe Null entsteht somit
genau dann, wenn aljg € {0, 1} sind, d.h. wenn genau ejn = 1 ist

und der Rest verschwindet. .
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§3: Ein Beispiel

Um ein Gefihl fur den $1aANNONschen Informationsbegriff zu bekom-
men, wollen wir ein bekanntes (1984 von#RED RENYI (1921-1970)
beschriebenes) Ratespiel informationstheoretisch dletra: Gegeben
sind zwolf gleich aussehende Kugeln, von denen mindestens elf das-
selbe Gewicht haben, sowie eine Balkenwaage. Man findeduitdtens
dreimaligem Wiegen heraus, ob es eine Kugel mit abweichande
Gewicht gibt, welche dies ist und ob sie leichter oder scleweis

der Rest ist.

Auf diese Frage gibt es 25dygliche Antworten, die wir auf Grund un-
seres Informationsstands als gleich wahrscheinlich Oetea niissen;
die korrekte Antwort hat somit einen Informationsgehattiamg, 25 Bit.
Beim Wiegen erhalten wir eines von drebglichen Ergebnissen (lin-
ke Seite schwerer, rechte Seite schwerer, beide Seitechglehwer);
falls es uns gelingt, die zu vergleichenden Kugeln so aughiem, dafd
alle drei Ergebnisse gleich wahrscheinlich sind, bekomwierine In-
formation von log 3 Bit pro Wiegen. Bei dreimaligem Wiegenanen
das 3-log, 3 = log, 3 = log, 27 Bit, was mehr ist als log5 Bit.
Von daher spricht also nichts gegen digsbarkeit der Aufgabe, aller-
dings haben wir auch nicht viel Spielraum undseen daher bei jedem
Wiegen unbedingt darauf achten, daR die drégtichen Resultate mit
zumindest ungéihr gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten.

Damit verbietet sich insbesondere der naheliegende Anzatachst

zwei Sechsergruppen von Kugeln miteinander zu vergleichandie

Waage nur im Fall, daf3 alle Kugeln das gleiche Gewicht halmen.
Gleichgewicht ist, tritt hier einer der dreialfe nur mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 125 auf, die beiden anderen jeweils mitX5, so

daf wir nur eine Information von

1 1 12 6
T log, 25 28 log, o ~ 1,174
Bit bekommen, was zu weit unter I98 ~ 1,585 liegt.

Stattdessen sollten wir mit Vierergruppen arbeiten: Wimetieren die
Kugeln von 1 bis 12 und vergleichen die Kugeln 1 bis 4 mit 5 his 8
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In neun der 25 &lle erhalten wir das Ergebnggeich schwemamlich
genau dann, wenn die zu leichte oder zu schwere Kugel umendait
Nummer 9 bis 12 zu finden ist oder aber alle Kugeln gleich sclsinel.
Die rechte Seite mit den Kugeln 1 bis 4 ist genau dann schywsesm
entweder eine dieser vier Kugeln schwerer ist als die andmter wenn
eine der Kugeln 5 bis 9 leichter ist als die anderen, alsovireile acht
Fallen. In den verbleibenden achélfen ist linke Seite schwerer; wir
haben also drei Ergebnisse mit Wahrscheinlichkei@bnd zweimal
8/25; unsere Information ist

9 9 16 8
——log, == — == log, —= ~ 1,583,
25 09235 " 25 %25~
was nur sehr knapp unter der maximabgtichen Information von

log, 3 Bit liegt, die wir hier nairlich nicht erreichen &nnen, da 25
nicht durch drei teilbar ist.

Wenn beide Seiten gleich schwer waren, wissen wir nichtaaf, die
gesuchte Kugel, so sie existiert, eine Nummer zwischen nadzwolf

hat, sondern wir wissen auch, da3 die Kugeln eins bis acksaatit
das, ubliche" Gewicht haben. Wir haben somReferenzkugeln®, mit
denen wir entscheidendkinen, ob eine gegebene Kugel leichter oder
schwerer ist als der Rest.

Insgesamt haben wir neunagliche Falle (alle Kugeln gleich schwer,
eine der Kugeln neun bis @if leichter bzw.schwerer); wir sollten so
wiegen, dal jedes der drebyglichen Ergebnisse in drei der neualle
eintritt.

Dazu kdnnen wir beispielsweise die plfte Kugel auszeichnen und als
eine Gruppe von dreidllen den nehmen, dald entweder alle Kugeln
gleich schwer sind oder aber die alfte das falsche Gewicht hat.
In diesen drei Bllen haben also die Kugeln neun bis elf das richtige
Gewicht.

Dies kdnnen wir entscheiden, in dem wir sie mit drei Referenzkugel
vergleichen, etwa den Kugeln eins bis drei; in den drei lobteten
Fallen sind beide Seiten der Waage gleich schwer.

Falls die Kugeln eins bis drei schwerer sind als neun bisstléine der
letzteren leichter als der Rest, viloes drei flle gibt; in den verbleiben-
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den drei Rllen, wenn eine der Kugeln neun bis elf schwerer ist als der
Rest, sind auch die drei Kugeln zusammen schwerer als esndreéi.
Hier erhalten wir also die maximal@dgliche Information von log3 Bit.

Falls die Waage im Gleichgewicht war, ist klar, wie wir weitgegen:
Wir vergleichen Kugel zwIf mit irgendeiner anderen Kugel und er-
fahren, ob sie schwerer, leichter oder gleich schwer wieadigeren
Kugeln ist; in diesem Fall liefert uns also auch das dritteyéin eine
Information von log 3 Bit.

In den beiden andererdfen wissen wir entweder, dal? eine der drei
Kugeln neun bis elf leichter ist als der Rest oder dal3 sie sodw

ist; wir miissen nur noch herausfinden, um welche der drei Kugeln es
sich handelt. Dazu dnnen wir beispielsweise die Kugeln neun und
zehn miteinander vergleichen: Sind sie gleich schwer, $celiadas
abweichende Gewicht, andernfalls ist es im ersten Fallaiidtere, im
zweiten die schwerere der beiden Kugeln. Hier erhalten iso beim
Wiegen wieder die maximal égliche Information von log3 Bit.

Damit sind alle Rlle abgehandelt, bei denen die Waage beim ersten
Einsatz ausbalanciert war; bleiben noch die, daR eine déeb&eiten
schwerer war.

Angenommen, die Kugeln von eins bis vier sind schwerer as/dn
funf bis acht. Dann ist entweder eine der Kugeln eins bis vieschwer
ist oder eine der Kugelnihf bis acht zu leicht. Da wir in diesem
Fall acht gleich wahrscheinliche dglichkeiten haben und acht nicht
durch drei teilbar ist, &nen wir beim Wiegen keine Information von
log, 3 Bit bekommen; am meisten Information erhalten wir, weneizw
der mbglichen Ergebnisse in jeweils drealfen auftreten und das dritte
in zweien. Ein solches Experiment, falls wir es realisid@nnen, liefert
eine Information von

3 3 1 1 3 1
2. _ - — — - = —— — + —
2 8Iog28 4Iog24 4(Iogz3 log, 8) 4Iog24
3 9 2 11 3
= —— +—-+-=—— - ~
2 log, 3 ata= 71712 log, 3~ 1,561

Bit, was etwas kleiner ist als 19§ ~ 1,585.
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Im Gegensatz zur obigen Situation gibt es higrjéde Kugel nur noch
zwei Moglichkeiten: Wenn ihr Gewicht von dem der restlichen Kugel
abweicht, ist es im Falle der Kugeln eins bis vier notwendiggse zu
schwer, bei den vier anderen notwendigerweise zu leichtKéfinen
deshalb keine Gruppe aus zwéillen konstruieren, indem wir n&ine
Kugel betrachten; wir brauchen mindestens zwei.

Versuchen wir also, die beiderale Kugel eins zu schwaind Kugel

zwei zu schweru einer Fallgruppe zusammenzufassen. Die restlichen
sechs Blle missen wir zu zwei Dreiergruppen zusammenfassen; aus
Symmetriegiinden sollte jede von diesen einen der beid&ieKugel

drei zu schwenundKugel vier zu schweenthalten sowie zweidte mit

zu leichten Kugeln.

Damitist klar, wie wir weiter vorgehendnnen: Wir legen beispielsweise
die Kugeln drei, finf, sechs in die linke und vier, sieben, acht in die
rechte Waagschale. Die linke Waagschale geht nach untem drei
schwerer odeiiinf oder sechs leichter ist, die rechte, wenn vier schwerer
oder sieben oder acht leichter ist. In den verbleibenddlef, daR eins
oder zwei schwerer ist, halten sich beide Seiten die Waaug wir
missen wir nur noch eins und zwei vergleichen; die schwerere d
beiden Kugeln ist die abweichende, und sie ist schwererealsést.
Der Informationsgehalts dieses Vergleichs ist somit noitBai.

In den anderendlen vergleichen wir jeweils die beidertglicherweise
zu leichten Kugeln. Ist eine davon tatslich leichter als die andere, ist
sie die Losung; andernfalls haben beide dasselbe Gewicht und @iapot
tiell schwerere Kugel ist wirklich schwerer als der Resettiekommen
wir also wieder log 3 Bit Information.

Bleibt noch der Fall, daf? die Kugeln von eins bis Michter sind als
die von funf bis acht; hier knnen wir natrlich vorgehen wie eben, nur
daR die Begriffdeichterundschwerervertauscht werden assen.

Beim ersten Wiegen erhalten Wir somit eine Information von
9

—2—5Iog2 2—5—2—5I 0 == 25 (I0928 log, 25)— (Iogz9—I09225)

18

=log, 25— e log, 3

25
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Bit. In den 9/25 aller Blle, in denen die Waage im Gleichgewicht
ist, konnten wir beim zweiten und dritten Wiegen jeweils diexi-
mal mbgliche Information von log3 Bit realisieren, insgesamt also
2log, 3 Bit. In deniibrigen Rallen erhalten wir beim zweiten Wiegen
nur eine Information vord? — 2 log, 3 Bit und beim dritten erhalten wir
in einem Viertel der Blle nur ein Bit, ansonsten 9§ Bit. Im Mittel
bekommen wir somit genau die bigte Information von

48 18
(I09225 2~ 5I0923>

9 16 /11 3 1 3
+—. + = - = +Z + =

3 2log, 3 25<4 4Iogz3 2 4I0923>
48 16 12
257257

Bei n Kugeln, von denen genau eine entweder schwerer oder leichte
als dielibrigen ist, haben wir offensichtlich keine Chance, dabRm
mit r-maligem Wiegen zudsen, wenn log2n + 1) > rlog, 3 ist oder,
aquivalent, 2 + 1 > 3"; schlief3lich lbnnen wir beim Wiegen nie eine
groRere Information als lgg Bit erhalten, und zumindest in einigen
Fallen erhalten wir zwangaufig weniger Information. Man kann sich
fragen, ob wir im Falle log(2n + 1) < rlog, 3 immer eine Strategie
finden lonnen, bei der wir mit maligem Wiegen auskommen. In diesem
Fall sollte es also insbesonderégtich sein, mit dreimaligem Wiegen
nicht nur das Problem mit ziif Kugeln zu bsen, sondern sogar das mit
dreizehn.

=log, 25— = log, 25 Bit.

Hier gibt es 27 Mglichkeiten; um beim ersten Wiegen die maxi-
mal migliche Information zu bekommen, sollten wir ein Experimen
durchfihren, bei dem jede der drei Alternativen genau neun Matitint
Beim ersten Wiegen gibt es aber im wesentlichen nur einesnfRater,
den wir beeinflussendnnen: Wir vahlen irgendeine Zahh < 6 und
legen in beide Waagschalen jeweils Kugeln. In je 2n Fallen geht
dann die linke oder rechte Waagschale nach unten; in deteisghden

27 — 4m Féllen sind sie ausbalanciert. Da sich neun nicht in der Form
9 = 2m schreibendft, konnen wir somit schon beim ersten Wiegen
nicht die erforderliche Information von 9@ Bit erreichen.
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84: Die Entropierate stochastischer Prozesse

a) Stochastische Prozesse

Im vorigen Paragraphen waren wir ausgegangen von einee kolg
abhangiger Zufallsvariablen. Wenn wir eine Quelle modellienllen,

die beispielsweise deutsche Texte produziert, ist dagsich eine un-
realistische Annahme: E ist deatifigste Buchstabe des Alphabets, aber
hinter einem E kommt fast nie ein weiteres E, und auch hinteme C
kommt nur selten ein E; viel wahrscheinlicher sind hier @diesonsten
eher nicht so &ufigen) Buchstaben H und K.

Um zu realistischeren Modellen zu kommeniiseen wir daher auch
Abhangigkeiten zwischen den Wahrscheinlichkeitsverteiumder ein-

zelnen Zufallsvariablen zulassen und damit auch allgeeneiatocha-

stische Prozesse zulassen.

Unter einem stochastischen Prozess wollen wir dabei dirgfae Folge
X1, X5, ... von Zufallsvariablen verstehen; wir besahken uns also
weiterhin auf diskrete Zeit, und wir setzen auch weiterhoraus, dal3
alle X; Werte aus einem festen endlichen AlphaAetnnehmen.

Bei Prozessen, die riatiche Sprachen beschreiben, sollte die Wahr-
scheinlichkeit, mit der ein gegebenes Wort vorkommt, nidavon
abhangen, ob wir den Anfang oder das Ende des Textes betrachten;
solche Prozesse bezeichnen wirsttiorar:

Definition: Ein stochastischer Prozesk (), .y heil3tstatiorar, wenn
fur allen € N, alle (@4, ...,z,) € A" und allem € N gilt: Die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignissés,, .1 = €1, X492 = T2, - -+, Xppan = T

ist gleich der des Ereignissé§ = =, X, = z5,...,X,, =z,
Stochastische Prozesse, die realériRimene beschreiben, haben oft
sehr komplizierte Wahrscheinlichkeitsverteilungenpesondere wird
der Wert vonX,, oftmals von vielen, wenn nicht gar allen Werten der
Vorganger abhngen. Als einfache Idealisierung, die immerhin noch et-
was realistischer ist als eine Folge unabgiger Zufallsvariablen, sind
MARKOV-Ketten ein beliebtes Modell. Hierbei handelt es sich um sto
chastische Prozesse ohne @elitnis, d.h. die Wahrscheinlichkeit, mit

Kap. 1: Shannons Informationstheorie 30

der die ZufallsvariableX,, einen Wert produziert,angt nur ab vom
Wert des unmittelbaren VoémgersX,,_,. Formal:

Definition: a) Ein stochastischer Proze&s, X5, ... hei3t MARKOV-
Prozess oder Wrkov-Kette, wenn @ir allen € N gilt

p(Xn+1 = Tp+ | Xl BEITERER Xn = ZEn) = p(Xn+1 = Tp41 | Xn = ZEn) .

b) Eine MarRkov-Kette heilRtzeitinvariant,wenn die bedingte Wahr-
scheinlichkeitp(X,,; = vy | X,, = z) nicht von n abtangt. Ist
A =A{ay,...,a,}, so setzen wip;; = p(X,,q = a; | X, = a;)
und bezeichnen die: x m-Matrix mit Eintragerp, ; als dieUbergangs-
matrix des Prozesses.

c) Eine Markov-Kette heildtirreduzibel, wenn es iir je zwei Buch-
stabena,b € A und jede nairliche Zahln einr € N gibt, so dafl3
p(X,er =b] X, =a) > 0ist.

n+r

Bei einer irreduziblen MRkov-Kette gibt es also keinen Buchstaben,
dessen Auftreten daslikftige Auftreten irgendeines anderen Buch-
staben verhindert.

Der russische MathematikemN&RE ANDREEVIC MAR-
KoV (Amapeli Amnpeesuu Mapros, 1856-1922)
studierte in Sankt Petersburg, wo eétgy auch Profes-
sor wurde. Er besditigte sich zuéchst hauptchlich
mit Zahlentheorie und Analysis; erstépr folgen die
wahrscheinlichkeitstheoretischen Arbeiteiy fie er
heute vor allem bekannt ist. Der Navéapxos wird
in lateinischen Buchstaben verschieden transkribiert;
MARKovs frandsische Arbeiten erschienen mit der
Schreibweise MRKOFF;, nach den klassischen deut-
schen Transkriptionsregelridte man MRKOW schrei-

/ ben. Die Schreibweise MrkOV entspricht den eng-
lischen Regeln und scheint sich mittlerweile in der Mathekremlich durchgesetzt zu
haben.

Wir werden im folgenden, soweit nicht explizit etwas andegesagt
ist, stets annehmen, daf} unsergrRMov-Ketten zeitinvariant sind. In
diesem Fall Bnnen wir die Wahrscheinlichkeitsverteilungen aller Zu-
fallsvariablen aus der voit; und derUbergangsmatrix berechnen: Ist
allgemeirpgn) die Wahrscheinlichkeit, mitdeX,, dem Wert; annimmt,
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So ist
(X, =a;,,X,1=0;

20

s X = @)

=p(X,, = a,) Hp(sz =ay, | X1 = ap_q) -
£=1
Firr = 1 wird das zu

P(X,, = a5, Xyoy = a;) =p(X, = a)p(X,g =a; | X, =a;) = p{"p,;

was wir auch einfacher mit Matrizen und Vektoren formulrekénnen:
Ist p™ = @M, ... p™)T der Spaltenvektor der Wahrscheinlichkeits-

verteilung zuX,,,, so istp™*™V = ATp(™ und damitp™ = (AT)"_lp(l).

Somit bestimmen® und dieUbergangsmatrixd die Wahrscheinlich-
keitsverteilungen allefX,, und erlauben damit auch die Berechnung
der Wahrscheinlichkeiten aller Teiltupel, die von derhkov-Kette
produziert werden.

MARKoOV-Ketten sind noch kein realistisches Modéit £ine nadfrliche
Sprache: Im Deutschen folgen beispielsweise auf ein C gswaise
die Buchstaben H und K; falls vor dem C aber ein S steht, sieRthr-
scheinlichkeit fir ein K dramatisch. Trotzdem liefern Adkov-Ketten
ein deutlich besseres Modeilifdie deutsche Sprache als unabbige
Zufallsvariablen.

Wenn es uns darum geht, das Ergebnis eines stochastisatwess&es
zu kodieren, interessietiif lange Folgen vor allem dimittlere Entropie
oderEntropierate
7= iim - X,)
def n—oo n

—sofern dieser Grenzwert existiert. Es ist nicht schwegiBele zu find-
en, in denen er nicht existiert; bei den Prozessen, die ueeBsieren,
werden wir aber keine Probleme haben.

b) Wechselseitige Information

Bevor wir die mittlere Entropie einer MRKov-Kette berechnendanen,
brauchen wir noch einige Vorbereitungéer die Entropie voneinander
abhangiger Zufallsvariablen.
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Wir betrachten daher zwei Zufallsvariabléh Y mit Werten in nicht
notwendigerweiséibereinstimmenden Alphabeteh B. Die gemein-
same Entropie der beiden ist einfach die Entropie der ZAfatlablen
X x Y mit Werten inA x B, also

HX,Y)==> > p(X=a,Y =b)log,p(X =a,Y =b).
acEAbeB

Die Abhangigkeit zwischenX undY wird beschrieben durch die bed-
ingten Wahrscheinlichkeiten; entsprechend dazu defimieie

Definition: Die bedingte Entropigweier ZufallsvariableX, Y ist

HY[X)==Y > p(X=a,Y =b)log,p(Y =b|X = a);
acAbeB

fur n Zufallsvariablen ist entsprechend
H(X, |X,_1,...,X;) =
- E p(Xy=aq,..., X, =a,)00,p(X,, =a,|X,_1=0,_1,---, X1 =ay).

a€A; X XA,

Um Platz zu sparen werden wikikftig meist kurzp(a,, . ..,a,) und
p(a,|a,_1,--.,aq1) schreiben.

Fur die bedingte Entropie gilt die folgende
Kettenregel: H(X,Y) = H(X)+ H(Y|X) und allgemein

H(Xy,..., X,)=> HX,|X, q,...,X)).
i=1

Beweis:Der Ubersichtlichkeit halber sei zachst der Falh = 2 behan-
delt; hier ist
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HX,Y)==> > p(X =a,Y =b)log,p(X =a,Y =1b)

acAbeB

=-> Y p(X =a,Y =b)log,(p(X = a)p(Y =b|X =a))
acAbeB

==> | Y p(X=a,Y =b) |log,p(X = a)
a€A \beB
=3 (X =a,Y =b)log, p(Y =b|X =a)

acAbeB

= - p(X =a)log, p(X =a) + H(Y|X)
a€A

= H(X)+H(Y|X).

Der allgemeine Fall geht genaudd(X;, ..., X,,) ist nach Definition
gleich

—Z play, ..., a,)100, p(ay, ..., a,)

a€A1X--XApn

= —Z play,-..,a,)l0g, Hp(ai|ai_l, ey )

a€EALX--XApn =1

= —Z Zp(al, o ap)logpla,|a;_q, - .., aq)

a€A1X--x A, =1

—Z Zp(al,...,an) log, p(a,,|a;_q,---,a;)

=1 a€A1X--XAp

—Z Zp(al,...,an) log, p(a,|a;_1,--.,aq)

=1 a€A1x---XA;

=Y HX|X, ..., X)),
=1

denn Z play,...,a,) =plag,...,a;).

(@is1,e o yan)EA 41X X Ay
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Die bedingte Entropie ist nicht das einzige Mafs €ie Information,
die eine Zufallsvariabléiber eine andere gibt; um noch ein anderes
zu definieren, betrachten wir zachst den Fall zweier Zufallsvariablen
X, Y mit Werten im gleichen Alphabet. Diese unterscheiden sich nur
in den Wahrscheinlichkeitsverteilungel: nehme den Werg an mit
Wahrscheinlichkeip(a), Y mit Wahrscheinlichkeig(a).

Definition: Die KULLBACK -LEIBLER-Distanz zwischerX undY oder
pundgq ist

DIX[[Y) = D(pllg) = 3 pla) log, X2

D RICHARD A LEIBLER

acA q(a) .

SOLOMON KULLBACK (1907-1994) studierte Mathema-
tik am City College of New York und arbeitete zichst

als Lehrer. Schon 1930 wechselte er zum Signals Intelli-
gence Service in Washington, D.C., wo er baLMAm
FRIEDMAN Kryptologie lernte. Daneben promovierte er
1934 an der George Washington University mit einer
Arbeit aus dem Gebiet der Statistik.aWend des zwei-
ten Weltkriegs besdditigte er sich mit dem Knacken
deutscher und japanischer Codes; nactindung der
National Security Agencim Jahr 1952 leitete er dort
die Forschung und Entwicklung. Nach seiner Pension-
ierung 1962 arbeitete er als Professor$tatistik an der
George Washington University.

RICHARD ARTHUR LEIBLER (1914—-2003) studierte Ma-
thematik an der Northwestern University; nachdem er
dort seinen Master erhalten hatte, promovierte er an der
University of lllinois mit einer Arbeitiiber nichtlineare
Differentialgleichungen. Nach einer kurzeratigkeit

als Lehrer wechselte er zur Navy, die ihn im zweiten
Weltkrieg im Pazifik einsetzte. 1953 kam er Nation-

al Security Agencywo er zurachst in der Forschungs-
und Entwicklungsabteilung arbeitete; 1957 wurde er
Leiter der Mathematischen Forschungsabteilung. 1958
wechselte er zur Kommunikationsabteilung des In-
stituts fur Verteidigungsuntersuchungen in Princeton,
deren Direktor er 1962 wurde. Von 1977 bis zu seiner
Pensionierung 1980 arbeitete er wieder bei der NSA.



35 Mathematik und Information HWS 2012

Man beachte, dall dieU{LBACK-LEIBLER-Distanz trotz des Namens
Distanzkeine Metrik ist: Im allgemeinen isD(p||q) # D(q||p). Andere
Namen fir D(p||q) sind relative Entropieoder KULLBACK-LEIBLER-
Divergenz.

D(p||q) ist allerdings, wie es sichif eine Distanz gelrt, nie negativ,
denn wegen der Konkavit des Logarithmus ist

3" plo)log, 2 = ZM)gﬁ”

a€A ( )
m%(}jﬂ@“’) ~10g, 3" qfa) = ~l0g, 1 = 0.
acA acA

Um aus der KILLBACK -LEIBLER-Distanz ein MaR3iir die Abkangigkeit
zweier beliebiger Zufallsvariablek mit Werten inA undY mit Werten

in B zu machen, betrachten wir zwei Wahrscheinlichkeitsvieiigien
auf A x B, namlich einmal die gemeinsame Verteilung v&nundY’,
zum anderen die Verteilung, die wiatien, wennX undY unabléngig
waren, wenn also das Ereigni& (= a, Y = b) die Wahrscheinlichkeit
p(X = a)p(Y =) hatte. Die Distanz zwischen diesen beiden Verteilun-
gen gibt uns ein Maldif die Abrangigkeit der beiden Zufallsvariablen:

Definition: Die wechselseitige Informatioaweier Zufallsvariablen
X,Y ist

16:Y) = 37 3" p(X =a,Y = 1) log, pl()g?(::;;;)z;::bl))) .

ac€AbeEB

Als spezieller Fall einer KLLBACK -LEIBLER-Distanz ist sie nalrlich
immer gi©Rer oder gleich Null.

Dap(X =a,Y =b) = p(Y = b)p(X = alY =b)ist, kdnnen wir sie auch
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schreiben als

IX;Y)=> ) p(X=a,Y =b)

a€AbeEB

log, p(Y = b)p(X = alY =)
p(X =a)p(Y =)

_ B _ . log, p(X =alY =0)
=3 > p(X=a,Y =0) Zp(X:a

acAbeB
=3 p(X =a,Y =b)log,p(X = a|]Y =b)
a€AbeEB
-y (Z p(X =a,Y = b)) log,(X = a)
a€A \beB
=> > p(X =a,Y =b)log, p(X = alY =)
acAbeB
— D (X =a)logy(X = a)
a€A

= H(X) — H(X|Y).

SomitistI(X;Y) = H(X) — H(X]|Y) gerade die Differenz zwischen
der Entropie vonX und der bedingten Entropie vak bei Kenntnis
vonY, was den Begrifivechselseitige Informatidmesser erkirt als die
Formel aus der Definition. Die Nichtnegatiitvon(X;Y") beschreibt
die Tatsache, daf3 die Entropie einer Zufallsvariable ddratzinfor-
mation tochstens kleiner werden kann.

Auch die durch das Woktiechselseitigmplizierte Symmetrie wird nun
klar, denn da wir in obiger Rechnung die Rollen v@hund Y ver-
tauschen &nnen, gilt auch die Formel

I(X;Y)=HY)- HY|X)
= H(X) - (H(X,Y) - H(Y))
=HX)+H(Y)- H(X,Y),
aus der inshesondere folgt, d&(%; Y) = I(Y; X) ist.

Wenn wir bedingte Wahrscheinlichkeiten betrachten wolaissen wir
auch hier wieder die Begriffe leicht abwandeln:
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Definition: a)p(z, y) undg(zx, y) seien zwei Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen auf der Meng4d x B. DiebedingteK ULLBACK -LEIBLER-Distanz
zwischerp undq ist

DpylDllawle) = 3 pla) 3 plyla) log, 24
z€A yEB ( | )

b) Fur drei ZufallsvariablenX, Y, Z ist die bedingte wechselseitige In-
formation vonX undY bei Kenntnis vorZ

I(X:Y|2)= H(X|2)— H(X|Y, Z).

Fur beide Gbl3en gelterdhnliche Kettenregeln widif die Entropie:

Lemma: a) D(p(z, y)|la(x,y)) = D(p(x)lla(@)) + D (p(y|2)lla(y|2))
b) Fur n + 1 ZufallsvariablenX, ..., X,, undY ist

I(Xy, ., X V)= Y I(XGY X, X ).
=1

Zum Beweismiissen wir in beidendlen einfach nachrechnen:

8) D(p(e, ot 1)) = 3 3 ple ) log, Y

r€EAyEB q(z,y)
. p(2)p(ylz)
=2 2 ple % ey
zzzp(x,y)logzp( )+ZZP( W)lo gzp(y|96)
reAyeB reAyeB | )
=Y plx) Iog2 p( ) £33 pay) |092 p(y|
€A r€EAyEB | )

= D(p(x)llq(:v)) + D (p(ylz)llq(y|x))
b) I(X,,...,X,;Y)= H(X,,...,X,) - H(Xy,...,X,|YV)

=Y HXXy, . X )= Y H(X Xy, X, 1Y)

=1 =1
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=Y I(X;Y| Xy, X ).
i=1

¢) Berechnung der mittleren Entropie

In Abschnitta) hatten wir die mittlere Entropie
7= iim H&n. X))
def n—o0 n
eines stochastischen Prozesaés (X,,), oy definiert; nach den Vor-
bereitungen aus Abschnlt) kdnnen wir jetzt untersuchen, unter wel-
chen Bedingungen sie existiert, und wie sie auch andershesewer-
den kann.

Dazu betrachten wir die Information, die uns di¢e ZufallsvariableX
neuliefert, wenn wir ihre VorgingerX,, . .., X,,_; bereits kennen, und
lassen auch hier gegen Unendlich gehen; falls der Grenzwert existiert,
schreiben wir

HI(X) d:ef nlﬁnoo H(Xn|le ceey Xn—l) .

Satz: Fir einen statioaren stochastischen Prozess= (X,,),, oy €X-
istieren die Grenzwert® (X) und H’'(X) und sind gleich.

Der Beweishesteht aus drei Schritten:
1. Schritt: H'(X) existiert

Da die Entropie durch Zusatzinformatiorddhstens kleiner werden
kann, ist

H(X, 1| X, X5, .., X)) S HX 11 X5, -, X)) -
Wegen der Stationaét des Prozesse$inen wir auf der rechten Seite

alle Indizes um eins erniedrigen, ohne daf sich der Wert glgingten
Entropieandert; daher ist auch

H(X, 1| X1, X5, .o, X)) < HX | X, X5, .0, X, 1)

fur allen € N. Somit ist die Folge defl (X,| X4, ..., X,,_1) monoton
fallend, und da auch bedingte Entropien nie negativ sindsiésnach
unten besclimkt. Beides zusammen impliziert die Konvergenz.
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2. Schritt: Konvergiert eine Folgea,),, von reellen Zahlen gegen
einen Grenzwert, so konvergiert auch die Folge der arithmetischen
Mittel y,, = £(2; +- - - + 2,,) gegeru (CESARO-Mittel).

Dazu nussen wir zeigen, dafd es zu jedem 0 ein N € N gibt derart,
dalja — y, | < cistfirallen > N.

Da die Folge dex;,, gegeru konvergiert, gibt es jedenfalls el € N,
so dafa — z,,| < 3eist fur allen > M. Fir solchen ist dann

1 1

EZ(G—%) SEZ|Q—%|
=1 =1
M-1 n

1 1

- Z |a_xi|+ﬁZ|a_xi|
i=1 i=M

M-1
1 (n— M +1)
< = |
- ;:l la — ]

|a’_yn|

Die SummeS Uber die erstedd/ — 1 Abweichungen ngt nicht vom
ab; wir kdnnen daher leicht ein/’ € N finden, so da®/n < /2 ist
fur allen > M’. Ist n mindestens gleich dem Maximud¥ von M
undM’, so muR dahe — y,,| < ¢ sein, wie verlangt.

3. Schritt: Der Grenzwertfd (X) existiert und ist gleich’ (X)

Nach der Kettenregelif die Entropie ist

H(Xy,..., X,)= Y H(X,|Xq, ., X, )
i=1
dividieren wir beide Seiten dureh, sind wir genau in der Situation des
zweiten Schritts, wobei links die Glieder jener Folge stelads deren
GrenzwertH (X) definiert ist, und rechts das arithmetische Mittel der
erstenn Terme der Folge, deren Grenzwert nach dem ersten Schritt
existiert und mitH’(X’) bezeichnet wurde.

Damit ist der Satz vollsindig bewiesen.
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ERNESTO CESARO (1859-1906) wurde in Neapel ge-
boren und wuchs auf in der nahe gelegenen Kleinstadt
Torre Annunziata, wo sei Vater einen landwirtschaftli-
chen Betrieb mit Hofladenihrte. Nach seiner Schul-
ausbildung in Neapel studierte er ab 1873 iade Ma-
thematik. Nach dem Tod seines Vaters kehrte er 1879
nach Torre Annunziata ziick um den Betrieb weiter-
zufihren. Dank eines Stipendiums konnte er ab 1882
sein Studium in Lége fortfihren; teilweise studierte
er auch in Paris und ab 1884 schlielich an der Uni-
versiit Rom. Obwohl er bereits zahlreiche Arbeiten
verdffentlicht hatte, wurde er dort erst 1887 promoviert
und bekam dann gleich einen Lehrstuhl an der Univérsibn Palermo. 1891 folgte
er einem Ruf an die Universit Neapel, wo er bis zu seinem Tod lehrte. Der Grof3teil
seiner Arbeiten befaRt sich mit Differentialgeometriejesstete aber auch Bedtge zur
Zahlentheorie, unter anderem etwa zur Primzahlverteilung

Speziell fir (zeitinvariante) MRkov-Ketten BBt sich H'(X) leicht
berechnen: Wegen derA#kov-Eigenschaft ist

H(Xn|Xl7 ce 7Xn—l) = H(Xn|Xn—l) ’

und wegen der Zeitinvarianz ist dag fallen gleich H(X,| X,). Somit
ist hier die Entropierate einfach die bedingte Entropieejaden Zu-
fallsvariablen bei Kenntnis ihres Vaiggers.

§5: Anwendungen in der Kryptologie

Wahrend des zweiten Weltkriegs beéttigten sich die Bell Telephone
Laboratories mit Systemen zur Geheimhaltung von NacheichAuch
SHANNON, der ab 1941 dort arbeitete, forschte auf diesem Gebiet und
entwickelte parallel dazu die Informationstheorie. Bsidebffentlichte

er erst nach dem Krieg ifdell Systems Technical Journdlie Informa-
tionstheorie 1948, die Kryptologie 1949.

Verschlisselungsverfahren wurden schon in der Antike benutzt; in
groRem Umfang wurden sie &@r vom Militar, von Diplomaten und
von Spionen verwendet. Heute sind die Sicherung der Komkation
Uiber das Internet sowie der Bankenbereich die wichtigstemefidungs-
gebiete.
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a) Kryptosysteme und ihre Kryptanalyse

Bei jedem Versclilsselungsverfahren, das irofferem Umfang genutzt
wird, mu3 man davon ausgehen, daf3 es nicht lange gehein e
halb formulierte AGUSTE KECKHOFFSIn seiner 1883 imJournal des
sciences militaireverdffentlichten zweiteiligen Arbeita cryptogra-
phie militairedie heute nach ihm benannte Maxime, wonach die Sicher-
heit der Verschisselung nicht von der Geheimhaltung desfahrens
abhangen darf, sondern nur von der eineéiyfig zu wechselnden)
Schlssels.

Wir gehen der Einfachheit halber davon aus, daR der zu véissdinde
Text das gleiche Alphabet benutzt wie der Klartext; das war zwar in
der Geschichtedufig nicht der Fall, ist aber bei der Art von Anwendun-
gen, mit denen wir es heute zu tun haben, meist sogar unwdiiahei
Die Elemente vorA missen dabei keine einzelnen Buchstaben sein;
oft handelt es sich auch um Buchstabémlike oder, bei vielen heutigen
Systemen, Ricke von beispielsweise 128 BitiiFjeden Schissels
aus einer (hinreichend groRen) Stddelmenge haben wir eine Ver-
schiisselungsvorschriff,: A — A, von der wir annehmen, daf3 es sich
um eine bijektive Abbildung handelt. Die Mend&: A — Als € S}
aller dieser Abbildungen ist unser Kryptosystem.

Da (nicht nur) wir nach IKRCKHOFFSsdavon ausgehen issen, dafd
dieses System bekannt wirdjidlen wir seine Sicherheit nur danach
beurteilen, wie schwierig edif einen Gegner ist, die jeweils verwen-
dete AbbildungT’, zu identifizieren. Dabei iagtfen wir freilich nicht
einfach untersuchen, wie schwierig éstinsware, diese Abbildung zu
identifizieren: Ein ernstzunehmender Gegner wiadfig Uiber Metho-
den verfigen, die nicht in der offenen Literatur dokumentiert sinai
ihm wird auch, gerade wenn es sich um eine Regierungsstatigett,

oft Hardware zur Vefigung stehen, die auf dem Markt entweder nicht
oder nur zu sehr hohen Preisendtlich ist.

SHANNON untersucht daher nicht, wieviel Information ein konkreter
Gegner aus einem Kryptogramm ziehen kann, sondern er unters
wieviel Information darin enthalten ist — unadofgig davon, ob sie ein
Gegner mit realistischem Aufwand nutzen kann.
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Man kann das auch so formulieren, dal3 wir den Gegner deutlich
Uberschtzen, indemwir annehmen, dal3 ihm unbegrenzte Resourcen zu
Verfugung stehen; er kann algglenendlichen Algorithmus aughren,
unabléngig von physikalischen und sonstigen Eingeungen. Ins-
besondere@nnte er beispielsweise eine Substitutionschiffre, dieAda
phabet einer beliebigen Permutation unterwirft, einfagtudch bsen,

daR er alle 26 4 - 10?® Moglichkeiten ausprobiert. Sofern dabei in
genau einem Fall sinnvoller Klartext entsteht (was bei sishgn Tex-

ten mit ziemlicher Sicherheit der Fall ist), hat er diésung gefunden.
(Die besten heute var§baren Supercomputerduchten dazu deutlich
mehr als die Zeit, die unser Universum bislang existiert;efahrener
Kryptanalytiker freilich bauchte, mit anderen Methoden, nur wenige
Minuten, um diese Chiffre zu knacken.) Es ist klar, dal3 vareei
realen Gegner keine @Rere Gefahr ausgehen kann, als von diesem ide-
alisierten Gegner; ein Kryptosystem ist also sicher, wesgegen einen
solchen Gegner sicher ist.

In der Kryptologie bezeichnet man diesen idealisiertenr@egls den
BAavesschen Gegner; sein Name ist abgeleitet von dem englischen Th
ologen THOMAS BAYES, der als erster das Entscheidungsprinzip for-
mulierte, wonach unter mehrererdglichen Hypothesen diejenige als
wahr anzusehen sei, die vor dem Hintergrund seines vorhand#fis-
sens die giRte Wahrscheinlichkeit hat. Auf die Kryptanalyse angeaitan
bedeutet dies, daR man sich unter alleigiithen ScHisseln &ir den
entscheidet, der angesichts der Information, die der @itékt sowie
das Vorwisseriiber die Quelle bieten die gi8te Wahrscheinlichkeit hat.

THOMAS BAYES (1702-1761) wurde in London geboren
alsaltestes von sieben Kindern eines der ersten nonkon-
formistischen Pastoren Englands. Da die englischen
Universititen Oxford und Cambridge keine Nonkon-
formisten akzeptieren, muf3te er zum Studium 1719 nach
Schottland an die Universit Edinburgh, wo er sich
fur Logik und Theologie immatrikulierte. Nach seinen
spaterenAuRerungen muR er sich auch bereits damals
oder kurz danach mit Mathematik begftigt haben.
Wie sein Vater wurde er Geistlicher; seine mathemati-
schen Arbeiten, z.Biber die Grundlagen der Analysis,
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erschienen zu seinen Lebzeiten nur anonym. Trotzdem wurdi@4® fellow der Royal
Society, die 1764 auch posthum seirtessay towards solving a problem in the doctrine
of chancewerdffentlichte.

Wenn wir einen Klartextia, . ..ay € AY mit dem Schiissels € S
verschiisseln zu einem Kryptogramer, . . . ¢y € AN mite; = T,(a;),
kann ein B\yEsscher Gegner daher alle Siksels € S durchprobieren;
wie schon sein Name vermuteifdt, wird es sich daniiif den Schiissel
entscheiden,ifr den der resultierende Klartext gafden Byesschen
Formeln die fachste Wahrscheinlichkeit hat. Diese Wahrscheinlichkeit
berechnet er auf Grund seines Vorwissémer die Struktur der zu
erwarteten Nachrichten, also beispielsweise anhand désti&chen
Besonderheiten der Klartextsprache.

Da wir keine Bi'yEsschen Gegner sindfkinen wir seine Arbeitsweise
nur an sehr einfachen Beispielen nachvollziehen uiildsen auch mit
sehr einfachen Modelleruf die Sprache arbeiten. Wir betrachten nur
deutschen Klartext und dazu die beiden bereits bekanrdaéstisichen
Modelle: Zum einen modellieren wir die Sprache als eine &alg-
abhangiger Zufallsvariablen, die uns jeweils einen Buchatdtefern,
zum anderen durch eineAdkov-Kette erster Ordnung.

Die prozentualen Hufigkeiten der einzelnen Buchstaben in deut-
schen Klartext, ermittelt anhand der 260238 BuchstabenJaus
PauLs RomanDr. Katzenbergers Badereisajnd in der folgenden
Tabelle dem weiter unten stehenden Balkendiagramm zu firfden
die Paarhufigkeiten habe ich mich auf ein Diagramm begctht, des-
senz- und y-Achse mit den Positionen der Buchstaben im Alphabet
beschriftet sind.

A B C D E F G H I
575 203 327 481 1849 158 2,79 525 7,35

J K L M N 0] P Q R
0,19 129 369 265 10,27 2,75 0,57 0,01 6,95

S T U \Y W X Y 4
681 546 435 0,76 162 0,02 005 1,23
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I|I|||
ABCDETFGH

Buchstabenhaufigkeiten in deutschem Text

XYz

N I|I.I |
LMNOPQRSTUVW

IJ K

Haufigkeiten von Buchstabenpaaren in deutschem Text

Der Bavessche Gegner, der mit einem unserer beiden Modelle arbei-
tet, berechnet die Wahrscheinlichkeit eines War}s, . ..a, somit
via Buchstaberdwfigkeiten al®(a,)p(a,) - - - p(a ) und via MARKOV-

Ketten alsp(aq)p(az|ay) - - - play|ay_4)-
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b) Ein einfaches Beispiel FSLWN KKNRR T 35,311 ANGRI FFIMM O 100,000
. . . . .. . . ANGRI FFIMM OR 43,708 ANGRI FFIMM OR 100,000
Um ihm bei der Arbeit zusehen z@whnen, niilssen wir ein Kryptosys-
. ; N . . ANGRI FFIMM ORG 33,840 ANGRI FFIMM ORG 100,000
tem mit wenigen Scfilsseln betrachten; wir nehmen die sogenannte
. ) : . : ANGRI FFIMM ORGE 65,818 ANGRI FFIMM ORGE 100,000
CAESAR-Chiffre. CAESAR verschlisselte seine geheimen Nachrichten,
) . . o ANGRI FFIMM ORGEN 84,217 ANGRI FFIMM ORGEN 100,000
indem er die Buchstaben des Alphabets zyklisch um drei iBosit
ANGRI FFIMM ORGEN G 73,487 ANGRI FFIMM ORGEN G 100,000
nach rechts verschob, also
ANGRI FFIMM ORGEN GR 51,676 ANGRI FFIMM ORGEN GR 100,000
A—-D, B—E, .., W—Z, X—A Y-—-B, Z-C(C. NATEV SSVZZ BETRA TEN 62,256 ANGRI FFIMM ORGEN GRA 100,000
NATEV SSVZZ BETRA TENH 66,592 ANGRI FFIM MORGENG RAU 100,000

Heute bezeichnet man jede zyklische Verschiebung des Biihals
CAESAR-Chiffre; mit unserem heutigen Alphabet haben wir daher 26
solche Chiffren, von denen allerdings eine die identischkillung ist.

ANGRI FFIMM ORGEN GRAUE 57,125 ANGRI FFIMM ORGEN GRAUE 10®0
ANGRI FFIMM ORGEN GRAUE N 70,387 ANGRI FFIMM ORGEN GRAUE N 1000

Angenommen, ein Bresscher Gegner emafigt das mit einer dieser Mit Buchstgbenbufigkeiten a_lllein schwapkt demBessche Gegner al-
Transformationen versdigselte Kryptogramm so noch ziemlich lange zwischen zwei Si$deln; beachtet er auch
Kontakttaufigkeiten, hat er schon nachnf Buchstaben die richtige
QJULIILPPRUJHQJUDXHQ . Entschiisselnung und ab dem sechsten Buchstaben weil er das mit
Dann wird er darauf die Inverse von jeder der 26:6ARr-Verschiebun- einer Wahrscheinlichkeit voaber 95%.

gen anwenden und die Wahrscheinlichkeit der einzelnercBlitsselun-
gen nach einer der beiden obigen Formeln berechnen. Um Aeine
beitsweise besser zu erkennen, wollen wir diese Wahrdatteiaiten

Als nachstes Kryptogramm betrachten wir PWDUYFSFQDXJ. Hier
ergeben sich folgende wahrscheinlichste Entsssdlungen:

nicht nur ir die Entschiisselung der gesamten Nachricht berechnen, E 18,498 E 18,498
sondern auch bestimmen, welcher Klartext anhand der ersBarch- EL 20,611 EL 27,369
staben am wahrscheinlichsten ist. Die erste Enisgadlung in jeder ELS 36,252 ELS 61,022
Zeile benutzt nur Buchstabeatifigkeiten, die zweite arbeitet mit dem ZGNE 20,524 MTAR 27,712
MARKoV-Modell, und nach jeder Entsdidselung steht jeweils deren ZGNEI 51,027 MTARV 32,544
relative Wahrscheinlichkeitf dieses konkrete Kryptogramm. NUBSW D 25,059 DKRIMT 46,246
£ 18,498 £ 18.498 ELSINUH 42,422 KRYPT AN 63,235
RE 25,379 ER 54251 ELSIJN UHU 44,039 KRYPT ANA 72,856
NAT 25 832 ERK 40153 DKRIM TGTE 81,297 KRYPT ANAL 53,404
NATE 71'640 NATE 77’103 DKRIM TGTER 85,742 DKRIM TGTER 99,705
ANGR| 50’664 ANGRI 58’662 DKRIM TGTERL 87,118 DKRIM TGTERL 98,089
’ ’ ZGNEI PCPAN HT 75,437 KRYPT ANALY SE 99,797
NATEV S 58,718 ANGRIF 95,260
NATEV SS 78,445 ANGRIFF 99,281 Hier gelingt die Entsclilsselung also nur mittels Kontakihfigkeiten,
NATEV SSV 33,482 ANGRI FFI 99,311 und auch da nur dank des guten DoktorR¥&ius, der dafir sorgt,
ANGRI FFIM 42,358 ANGRIFFIM 99,974 dal3 das DigrammRY" in Dr. Katzenbergers Badereiguit positiver

ANGRI FFIMM 31,116 ANGRIFFIMM 99,997 Wahrscheinlichkeit auftritt: Bei vielen anderen Referterien tritt diese
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Buchstabenkombination nie auf, so dal3 die Wahrscheirditidines und PUQEFGQTXQ zu
jeden Worts, das sie erith auf null gesetzt virde. E 18498 E 18498
Man mufR3 freilich beachten, daf3 der idealevBssche Gegner nicht IN 23,056 CH 40,135
mit der Ausahlung eines einzelnen Texts arbeitet, sondiékorrekte DIE 41,643 DIE 43,465
Wahrscheinlichkeitsverteilung kennt — wie immer diesehadefiniert DIES 64,018 DIES 70,969
sein mag. DIEST 69,681 DIEST 90,466
Es ist kein Zufall, daR der&Eessche Gegner einbuchstabige Nachrich- DIESTU 53,199 DIESTU 76,378
ten immer als,E* entschiisselt: Fir einbuchstabige Texte gibt es nach DIEST UE 83,884 DIEST UE 91,854
' DIEST UEH 87,958 DIEST UEH 97,642

beiden Wahrscheinlichkeitsmodellen keine bessere Adtess Entspre-
chend einfach werden auchdfifer erkannt, die mitE* beginnen und
viele Faufige Buchstaben und Buchstabenkombinationen enthaleen w

DIEST UEHL 96,798 DIEST UEHL 99,523
DIEST UEHLE 99,372 DIEST UEHLE 99,978

beispielsweise im Kryptogramm JSIQNHMPJNY, wo beide Malel Nur der $chliche Artikel ist etwas problematischer: EBTIBVT wird
sofort den richtigen Schksel finden: entschiisselt als
E 18,498 E 18,498 E 18,498 E 18,498
EN 43,447 EN 66,315 HE 29,769 HE 28,458
END 49,997 END 96,907 EBT 20,051 DAS 47,768
ENDL 60,346 ENDL 93,935 EBTI 34,481 DASH 32,720
ENDLI 89,043 ENDLI 99,306 HEWLE 45,218 DASHA 75,568
ENDLIC 89,309 ENDLIC 99,995 DASHA U 47,297 DASHAU 98,212
ENDLICH 96,787 ENDLICH 100,000 DASHA US 57,475 DASHA US 99,609
ENDLI CHK 92,988 ENDLI CHK 100,000
ENDLI CHKE 98,564 ENDLI CHKE 100,000 Hier gibt es also Schwierigkeiten mit den Buchstalirilykeiten allein,
ENDLI CHKEI 99,529 ENDLI CHKEI 100,000 da der Text aus eher nicht saufigen Buchstaben zusammengesetzt ist.
ENDLICHKEIT 99,939 ENDLI CHKEIT 100,000 Dieses Problem tritt auch bei anderen Texten auf wie etwa GRAA
Auch nicht zu exotische Substantive mit Artikel sind meisitgemlos: mit
[JWYNXHM fiihrt zu E 18,498 E 18,498
LE 20,611 UN 25,577
E 18,498 E 18,498 LEU 29,391 UND 69,721
DE 22,057 DE 38,733 LEUU 24,785 UNDD 88,852
DER 38,490 DER 87,654 LEUUR 44,254 UNDDA 97,663
DERT 51,481 DERT 96,107 LEUURE 68,174 UNDDAN 99,279
DERTI 75471 DERTI 99,393 LEUUREE 81,555 UNDDANN 99,890
DERTIS 88,877 DERTIS 99,717
DERTISC 87,934 DERTISC 99,999 und selbstbeieinem so zentralen ké@périschen Wort wie FNHZNTRA,

DERTISCH 90,031 DERTI SCH 100,000 wo wir auf die folgenden Entscidselungen kommen:
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E 18,498 E 18,498
EM 15,918 EM 21,504
LTN 19,493 CKE 37,812
AICU 20,640 SAUM 70,182
AICUI 28,589 SAUMA 97,483
AICUIO 29,941 SAUMA G 98,658

SAUMA GE 52,561 SAUMA GE 99,995
SAUMA GEN 78,116 SAUMA GEN 100,000

Zusammenfassendhknen wir festhalten, dal? demB:sschen Gegner
zumindest mit Kontakthufigkeiten bereits wenige Buchstaben zur kor-

rekten Entsclilsselung reichen. Beachtet man noch, dal sich weder ein

BAvessche Gegner noch ein realer Kryptanalytiker auf Kontaufhy-

keiten beschanken mul3, sondern auch Sprachkenntnisse einsetzt, die

sich auf Trigramme, Worte, Wortpaare und so weiter bezigkammen
sie mit noch weniger Buchstaben aus, als obige Beispielelegén.

Als Kuriositar am Rande sei noch e@wnt, dal? der Bressche Gegner
auch ohne Chiffretext bereits wahrscheinlichgintschilisselungen®
findet: Falls er nur mit Buchstabeatifigkeiten arbeitet, ist das rialich
eine Folge von lauteiE"s, schon bei Kontaktiufigkeiten ergeben sich
aber interessantetere Ergebnisse, die hier bis zur Nacéniange acht
aufgefihrt sind:

n Text Wahrscheinlichkeit
1 e 0.184945672750
2 en 0,042051665485
3 ich 0,011662006378
4 ende 0,003537155688
5 eiche 0,000825895113
6 endich 0,000201549003
7 endende 0,000067649431
8 eichende 0,000015795555

¢) Allgemeine Vorgehensweise des Bayesschen Gegners

Nach diesen Beispielen wollen wir uns allgeméimerlegen, wie der
Bavessche Gegner vorgeht.
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Als erstes braucht er Wissen oder zumindest Annahithenden Inhalt
der Nachrichten: In den obigen Beispielen handelte es siotieutschen
Klartext, verschiisselt auf der Grundlage von 26 Buchstaben ohne Zwi-
schenéume und Satzzeichen. Das istiitéich nicht mehr der typische
Fall fur heutige Kryptanalyse. Dort geht es eher um Dokumente von
Textverarbeitungs-, Tabellenkalkulations- oder Datekpaogrammen
oder um audfhrbare Programméif ein gegebenes Betriebssystem oder
ahnliches.

In jedem dieser &lle verschafft er sich als erstes durch Adisien
eine Wahrscheinlichkeitsverteilungrfdie nbglichen Klartexte" der
LangeN und ordnet dadurch jedem solchen KlartBXteine

Klartextwahrscheinlichkeip - (17)

zu. Diese kann beispielsweise wie ob@mer Buchstabergufigkeiten
oderiiber Kontaktiufigkeiten definiert sein, aber auch kompliziertere
Ansatze sind mglich.

AuRerdem ordnet er jedem Siikbkels aus dem Sclilsselraunt eine
Schlisselwahrscheinlichkeit (s)

zu. Bei einem gut gemanagten Kryptosystem sollten alleiSslel mit
gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten, so daf

1
pg(s) = %5 furalles € S

ist, aber in der Praxis kann der Gegner oft grof3e Vorteilelau$atsache
ziehen, daf3 dies nicht der Fall ist. (Wie alliy sind Ihre PaRvrter?)

Falls nun ein Chiffretext’ € A" aufgefangen wird, muR derBessche
Gegner berechnen, wie wahrscheinlich jeder Se$ls € S vor dem
Hintergrund dieses Chiffretexts ist. Daziiigsen bedingte Wahrschein-
lichkeiten berechnet werden, also muf3 manaahst die Wahrschein-
lichkeit des Chiffretext& € A kennen.

C entsteht aus einem KlarteX¥ € A" durch Verschiisselung mit
einem Schissels € S; da der Schissel vom Klartext unaléngig
sein sollte, ist die Wahrscheinlichkeitirf das Zusammentreffen von
KlartextW und Schiissels gleich

(W) - ps(s).
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Die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Chiffret€xtu empfangen,
ist alsoa priori gleich

pen(C) = Z pr(W) - ps(s).

(W,s)e AN x5
Ts(W)=C

Die Wahrscheinlichkeit, daR" auftritt und mit Schiissels € S ver-
schiusselt wurde, ist entsprechend gleich

Pens(Cos)= > pr(W)-ps(s),

w e AN
Ts(W)=C

wobei die Summe hier im allgemeinen wegen der Injekiiviton 7',

nur einen Summanden haf.,(muf nicht injektiv aufA™ sein, sondern
nur auf der Teilmenge der tdtshlich vorkommenden Nachrichten.)

Die eigentlich interessante Wahrscheinlichkeit, die Waheinlichkeit,
daf ein gegebener Chiffretekt durch Verschlsselung mits € S
entstanden ist, berechnet sich nun als
pCh,S(Ca s)

PS|Ch(5|C) Pen(©)
Der Bavessche Gegner entscheidet sich bei seinem Enissklungs-
versuch bekanntlictuir einen Schilssel, der diese bedingte Wahrschein-
lichkeit maximiert. Um einen solchen Séiskel zu bestimmen, muf3 er
Psjcn(s|C) moglicherweisefir alle Schiissels € S berechnen, jedoch
ist dies angesichts seiner unbegrenzten Reétmégiteit kein Problem.

Solange es sich nur um eine Nachricht dreht, wird dereEBsche Geg-
ner nicht in erster Linie am Sdldsel interessiert sein, sondern am
wahrscheinlichsten Klartext. Hier ist entsprechend didaéheinlich-
keit fur das Zusammentreffen von Klartéit und ChiffretextC' gleich

Penx(C W)= Y pr(W)-ps(s),
TS?XE/)iC

und die bedingte WahrscheinlichkéiirfKlartext1V, nachdem Chiffre-
textC' aufgefangen wurde, ist

pen,k(C, W)
pK\Ch(W|C) = I 7

pCh(O)
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Definition: Eine Bavessche Entscheidungsfunktion ist eine Familie
von Abbildungen

Sy AN — AN
mit der Eigenschaft, dafif jeden ChiffretextC € A" gilt:

pK\Ch(5N(C)|C) = W";%V pK\Ch(W|C) .

Weniger formal ausgedckt: Fir jeden ChiffretexC € AV ist 6, (C)

ein Klartext mit ochstndglicher Wahrscheinlichkeit — idealerweise
derKlartext mit hochstndglicher Wahrscheinlichkeit, allerding®knte

es auch mehrere Klartexte mit gleicher Wahrscheinlichgelien, so
daRd, (C) im allgemeinen durch die obige Definition nicht eindeutig
bestimmt ist. Trotzdem ist klar, dal? man nichts besseregdun, als
mit einer solchen Bvesschen Entscheidungsfunktion zu arbeiten; wenn
dies zu nichtsiihrt, ist ein Kryptosystem sicher.

d) Perfekte Sicherheit

Am allersichersten ist ein Kryptosystem, wenn dexvyBssche Geg-
ner aus dem aufgefangenen Chiffretéxtiiberhaupt keindnforma-
tion gewinnen kann, digber seine ursfinglich gevahlte Wahrschein-
lichkeitsfunktionp - hinausgeht, wenn also die bedingten Wahrschein-
lichkeiten, die er in Kenntnis vofi errechnet, gleich den ursprglichen
Wahrscheinlichkeiten sind:

Definition: Ein Kryptosystem{TS | s € S} tber dem Alphabetd
hat perfekte Sicherhetftiir Nachrichten der &ngeN, wenn fir jeden
ChiffretextC' € A" und jeden KlartextV € A" gilt:

pK|Ch(W|O) =pg(W).

Satz: Falls ein Kryptosystenﬂ[TS \ s € S} perfekte Sicherheitifr
Nachrichten der BngeN hat, ist die Anzahl der Schésels € S min-
destens gleich der Anzahl deroglichen (d.h. mit Wahrscheinlichkeit
pr(W) > 0 auftretenden) Klartexte dedhgeN .

Beweis:K* sei die Menge aller Klartexte aus”™, die mit positiver
Wahrscheinlichkeit auftreten, und” sei die Menge der mit positiver
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Wahrscheinlichkeit auftretenden Chiffretextéirfedes festél ¢ K™
und jedeC € C* muB es dann einen Sdisisess € S geben, so daR
T,(W) = C ist; denn sonst &rep |, (W|C) = 0, aberp (W) > 0;
der Gegner &nnte also aus dem Auftreten véHnformation gewinnen.
Damit muf3 es mindestens so viele Sddel geben, wie es Chiffretexte
in C* gibt. Firjeden Sctilssek € S istaberT, eine injektive Abbildung
von K* nachC™, d.h. es muR erst recht so viele Seddel geben, wie es

maogliche Klartexte gibt. .

Ein absolut sicheres Verfahren mit entsprechend gro3diiSstiinge
Iaf3t sich leicht auf Grund demEsAR-Chiffre konstruieren: Wir nehmen
als Schiissel eine Zufallsfolge von Buchstaben, der@ndie goRer ist
als die zu erwartendednge der zuibermittelten Nachrichten. In der
Praxis geschah diesifiner dadurch, dal3 die Seiten eines Schreibblocks
mit Zufallsfolgen von Buchstaben bedruckt wurden, wobeejeBlock

in Auflage zwei hergestellt wurde: je ein Exempldir fSender und
Empfanger. Der Sender nimmiif seine erste Nachricht die erste Seite
des Blocks undaddiert’ die Buchstabenfolge nach Art einexeSAR-
Chiffre zu den Buchstaben seiner Nachricht — wobei nunidtejeder
Buchstabe mit einer neuenaEsAr-Chiffre verschlisselt wird, zum
Beispiel nach dem Schema

ANGRI FFIMM ORGEN GRAUE N
+ KCHQR OFVFN FVSLA XRQBV E
=LQOTA ULESA UNZQO EJRWA S

Nach VerscHisselung der Nachricht wird das erste Blatt des Blocks
vernichtet, nach Entsaiselung der Nachricht auch beim Erapger.
Man bezeichnet das Verfahren daheralg time pad.

Da wir nicht wissen, wie ein Gegner vorgehtirinen wir nicht aus-
schlieRen, dal er irgendwie auf den korrekten $sddl sbl3t und
damit die Nachricht entsch$selt. Das iitzt ihm aber nichts, denn es
gibt noch viele andere Klartexte, die zu diesem Kryptograpassen:
Wenn er andere Sdldsel ausprobiert, edlt er beispielsweise auch die
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Entschlisselung
LQOIA ULESA UNZQO EJRWA S
— JYFUT PJSXN PZTVJ MWWCG J
=BRING EBLUM ENFUE RMUTT I

und entsprechendt sich auch jeder andere Klartext mit 21 Buch-
staben produzieren; er kann aus dem Kryptogramm also kesitere
Information ziehen, als dal3 der Klartext 21 Buchstaben \eaug

e) Die Mehrdeutigkeit eines Schliissels

In der Praxis ist es nicht unbedingt notwendig, dal? der Gemyreeeinem
aufgefangenen Chiffreteiiberhaupt keinénformation ziehen kann; es
reicht, wenn enicht geriigendinformation bekommt.

Als nachstes wollen wir daher absihen, wieviel Information der
(besonders gahrliche) BsyEssche Gegner aus einem Chiffretext ziehen
kann. Besonders wichtig ist der Schutz des 8séglss, denn sobald
dieser bekanntistdnnen bis zumachsten Schilsselwechsel alle Nach-
richten entsclilsselt werden.

Die Information, die der Gegner zur Rekonstruktion des &&3dls
gewinnen muf ARt sich nach den Vorarbeiten des letzten Paragraphen
leicht quantifizieren: Es ist die Entropie

Hg=— ps(s)log, p(s)-
seS

Das Lemmadiber die Maximalit der Entropie bei Gleichverteilung zeigt
also noch einmal die eigentlich auch so selbstéadiiche Tatsache, daf
ein Kryptosystem umso sicherer ist, je mehr die Wahrsclobikeits-
verteilung der Scliissel einer Gleichverteilung entspricht.

Der Bavessche Gegner kennt die Entropie
Hep, = — Z Pon(C) 109, pey(C)
CeAN

der Menge aller Chiffretexte deéingeN; nachdem er eine Nachrictt
aufgefangen hat, hat er im Mittel diese Information gewanne
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Um daraus Informationeiiber den Schissel zu erhalten, berechnet er
zurachst die Entropie der Menge aller Paarey):

Hep 5= — Z pen,s(C,8)109, pey s (C, 5)
(C,s)€ AN x5

== Y pons(C 8)(108pon(C) + 108, psion(s]C))
(C,s) e AN xS

=- Z pen,s(C, ) 109, pe(C)
(C.5)€ AN xS

- Z pcn,s(C, s)10g, PS|Ch(5|C)
(C,s) € AN x §

= - Z pen(C)109; pe(C)
CeAN

- Z pen,s(C,8)108; pgcn(s|C)
(C,5) € AN xS

=Heyp, — Z Pon,s(C; $)10G, psicn(s|C) -
(C,s) € AN xS
Die letzte Summe in der letzten Zeile bezeichnen wirbadingte En-
tropie oderMehrdeutigkeit

Hg\cn g Z Pen,s(C, 8)109; pg o (s|C)
(C,s) € AN XS

des Schiissels bei vorliegendem Chiffretext; diese Informationmu
sich der Gegner verschaffen, um den &skkl zu bestimmen. Sobald
Hgcp, = 0ist, kennter den Sciasel, denn dain der obigen Summe alle
Summanden kleiner oder gleich null sind, kaifg,,, hur dann gleich
null sein, wenn jeder einzelne Summand verschwindet, wésmnfar
jeden Schilssels € S entwedenp(C, s) = 0 ist, womit der Sclilssel
mit Sicherheit ausgeschlossen ist, odeg lo@|C) = 0, d.h.p(s|C) = 1,
womit der Schilissels mit Sicherheit richtig ist.

Um die Information abzusétizen, die der Gegner maximal aus einem
Chiffretext gewinnen kann, érssen wir alsd g, berechnen. & ein
beliebiges Kryptosystem und beliebige Wahrscheinlidiskerteilung
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der Klartexte lbnnen wir offensichtlich nichts konkreteres hinschreiben
als die definierende Summe. Diérfdie gesamte Informationstheorie
grundlegende Idee vonLGUDE SHANNON war es, spezifischere Aus-
sagen nichiiber ein spezielles, sonddrber daslurchschnittlichéryp-
tosystem zu machen; diese Aussagen sollten dmanmesentlicheffilir

die meisten Kryptosysteme gelten.

f) Randomisierung

Um von Durchschnitten reden z@éknen, nilssen wir zuéchst einige
Annahmen macheiiber das Verhalten der Klartexte. Wir betrachten
wieder Klartexteliber einem Alphabetl ausn Buchstaben;ifrz € A

sei p(z) die Wahrscheinlichkeit, mit der der Buchstabeuftritt, und
fur (z,y) € A? seip(z|y) die bedingte Wahrscheinlichkeit daf daR er
auf einy folgt.

Wir hatten bislang immer angenommen, daf3 etwa die Buch#tabég-
keiten, die wir durch Auszhlen eines hinreichend langen Texts erhalten,
in hinreichend guter Bherung mit deneiibereinstimmen, die wir in
einem gegebenen Klartext vorfinden. Dieggsen wir fir die folgenden
Uberlegungen etwas @ziser fassen:

Definition: Fiir einen gegebenen Klartelt = w; ...wy € A" sei
my,(W)=#{i <N | w; =}

und
my, (W) = #{i <N-1 ‘ w; =z undw;q = y} .

m, (W) undm,, (W) zahlen also, wie oft der Buchstabebzw. das
Buchstabenpaaty in W vorkommen. Idealerweise solltdirf einen
hinreichend langen TeXd” und zwei Buchstaben, y € A gelten

N m, (W)
Exakt kann das néatlich schon aus zahlentheoretischeni@ien nicht
gelten, aber wir wollen verlangen, dal3 die AbweichuiinggroR3e/N mit

sehr kleiner Wahrscheinlichkeit@Ber als eine vorgebbare Schraiake
ist:

p(x) ~ und p(zly) ~
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Definition: Eine Quelle @ir Klartexte heifldtergodisch,wenn es zu
zwei beliebig vorgebbaren reellen Zahkgm > 0O stets eine nétliche
Zahl N, gibt, so daRiir alle N > N,und allex € A fiir TexteW € AN

gilt
» (\ 2D ey

>5)<e.

Unsere Anatze zur Kryptanalyse klassischer Systeme beruhten somit

stets darauf, dal3 wir annahne, daf3 die deutsche Spractergauische
Quelle fir Klartexte ist; der Erfolg bei unseren Entsisgelungsver-

suchen spricht daf, daf3 diese Annahme nicht garzu falsch sein sollte.

In der Tat zeigt man in der Stochastik, daf? jede Quelle, beedezu
jedem Buchstabenpaar,(y) einen Text gibt, in derg irgendwo hinter:
steht, ergodisch ist. Da wohl niemand bezweifelt, da3 esheolexte
zu jedem Buchstabenpaar gitti({q, y) etwaguer durch Fpern), kann
so die Ergodiz#t auch bewiesen werden.

Wir wollen im folgenden Aussagen machi@ber diedurchschnittliche
ergodische Quelle. Es ist klar, daf3 wir keine Chance hatilergrgodis-
chen Quellen zu bestimmen und dann einen Mittelwert zu bjlder

folgende Satz voniANNON zeigt aber, dal3 wir durch Zusammenfassen

der Buchstaben zu hinreichend langedrn erreichen énnen, dald
die Wahrscheinlichkeitsverteilung sehr einfach ist: Dier#®r zerfallen
in zwei KlassenS und O, so daf3 Vidrter ausS (wie selter) praktisch
nie vorkommen, vithrend die restlichen W'ter (ausO wie oft) alle
praktisch dieselbe Wahrscheinlichkeit haben. Aus tecieis Giinden
arbeiten wir nicht mit Wahrscheinlichkeiten, sondern nat &ntropie:
Die buchstabenweise Entropie der Quelle ist, wenn wir wid.ii3) von
Kontakthaufigkeiten ausgehen, gleich

H==3%% p@pyle)log, plylz),
rzeAyeA

und wir fordern, daf3 sich diese Entropie gleicifdig auf dielW € O
verteilen soll:

Satz: Fur eine ergodische Quelle gibt es zu zwei beliebig vorgedabar
reellen Zahlerr,n > 0 stets einV, € N, so daRA™ fiur N > N, als
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Vereinigung zweier Teilmengef und S geschrieben werden kann mit
den Eigenschaften
1) p(WebS)<e

2) ‘% —H‘ <n furallew € 0.
Zum Beweiswahlen wir zurichst willkirlich eine nairliche Zahl NV
und eine reelle Zakl > 0 und setzen dann
W) > Oundfirallex,y € Aist
= AN p( Y
O & {W €A g, (W) = Np@p(yle)| < N6

undS = AN\ O. Fir W € O kdnnen wir dannn,, (W) schreiben als

m,, (W) = Np@)p(y|z) + No,, mit [d,,| <6
und erhalten damitir W = w, ... wy

N
p(W) = pwy) [ [ plw;lw; 1)
i=2

=p(wy) [T TT pwlz)™=™

z€AycA

= p(wy) H H p(y|z) N PPN oy

zeAycA
Logarithmiereniihrt auf

—log, p(w) = —log, p(wy) = N Y Y~ p(a)p(y|z) log, p(y|)

r€AycA
__ATE:iz:ézbeZpQAx)
r€AyceA
= —logp(w,) + NH — N > >4, log, p(y|z)
rzeAycA
und somit zur Ungleichung
~00: 201 H‘ = | 0%P W) 5~ 575, log, )
r€AycA
< M +5Z Z —log, p(y|x) .
recAycA
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Wahlt manN hinreichend grof3 und hinreichend klein, sodit sich
dieser Ausdruck offensichtlich kleiner als jedes vorgegety > 0
machen, so dal} die Eigenschaft 2.Jibtfist.

Fur die Eigenschaft 1.) iissen wir nachrechnen, mit welcher Wahr-

scheinlichkeit eine Nachricht’ € A% in S liegt. Sie liegt genau dann
in S, wenn sie nichtirQ liegt, fur mindestens ein Buchstabenpaany)
muf3 also

My (W) = Np(2)p(y|z)| > N&

sein. Die Wahrscheinlichkeit hiérf ist sicherlich nicht giRer als die

Summeiliber alle Paarex( y) fur die entsprechenden Wahrscheinlich-

keiten, d.h.
pW €S <D > p(|lm,, (W) — Np@)pylz)| > NJ) .

T€EAyYEA

Wegen der ErgodiZitt der Quelle knnenwir firjedes > OeinN; € N
finden, so daldfr N > N, gilt

(|

oder, was dasselbe ist,

— p(x)

>é <€
2 13

p(m, (W) — Np(a)] > 2N) <Z.

Fur grol3eN wird, wieder wegen der ErgodiZit der Quelle, auch die
Haufigkeitm (W) grof3; falls wir N so grof3 vhlen, daf? wir die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses, (/') < N; vernachéssigen knnen,

ist also auch
Ry > 9) <2
m, (W) ply|x > €.
Die komplemerdre Wahrscheinlichkeit daf, dai3

m, (W)~ Np(w)] < IN

bzw.

|, (W) — m, (W)p(ylz)| < gmm(W) < gN
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ist, betégt jeweils mindestens- ¢; die Wahrscheinlichkeit déf, dafl
beides eintritt, ist also mindestens

(1-8)?>1-2¢.
Falls die erste der beiden Ungleichungeriiirfst, gilt erst recht

m. (W)plol) ~ Npodnlyl2)] < 3 Nplyla) < g

und damit nach der Dreiecksungleichung zusammen mit deiterwe
Ungleichung

0 0
|4, (W) = Np@)p(yle)| < SN+ 5N = N3
Diese Ungleichung ist somit mindestens mit Wahrscheikbitl — 22
erfullt; die komplemerdre Wahrscheinlichkeit ist

p(|ma, (W) = Np(@)p(y|z)| > Nb) < 2z.
Dies kbnnen wir in die oben abgeleitete Formel

pW € 8) <> p(|my, (W) = Np@)plylz)| > N3)

reAyeA
einsetzen und erhalten, daxésBuchstabenpaare gibt,
p(W € S) < 2n%.

Dan eine Konstante ist, irssen wir nun nus hinreichend klein éthlen
und erhalten dann, daR diese Wahrscheinlichkishistens gleich ist,
wie behauptet. .
Die MengenO und S aus dem gerade bewiesenen Satz lassen sich
fur eine gegebene Quelle idtch nur schwer konstruieren, denn im
allgemeinen mu® doch schon sehr grof3 gaht werden, damit dieser
Satz gilt. Wir kbdnnen allerdings trotzdem Aussagéber die Gole
von O undS machen: Er kleine Werte vorz undn machen wir keinen
grof3en Fehler, wenn wir davon ausgehen, daf3 alle Nachmiabt® mit
exaktderselben Wahrscheinlichkeit vorkommen und dal3 Nactaicht
ausS nievorkommen. Dann istifr W € AV also
_[1/#0 fallsW €O
p(W)‘{o falls W € §
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und die Entropie der Quelle ist

— Y p(W)logp(W)= > % log, #O = log, #O .
WeAN weo
Die Entropie pro Buchstabe des Alphabdtsst damit gleich
log, #O
N

Diese Entropie pro Buchstab&hnen wir berechneniif die Quellen
aus§l1 haben wir dies dort bereits getan: Geht man nur von den Buch-
stabenBufigkeiten aus, ist sie gleich 4,04088 Bit, und beiidsichti-
gung der Kontakthufigkeiten gleich
4,04088 + 339765(V — 1) Bit
N .

Also ist im ersten Fall
HO ~ 204088V

und im zweiten
#O ~ 24,04088+339765(IV—1) .
In AN gibt es insgesamt
26N ~ 24,7044JV

Nachrichten; das Veditnis #0 zu #4" |4t sich daher schreiben als
#O — 2—RN

#AN '
wobei im ersten Fall

Ry ~ (4,7044— 4,04088\N = 0,66352V
ist und im zweiten
Ry ~ 4,7044N — 4,04088 + 339765(V — 1) = 130675V — 0,64323.

Damit kdnnen wir uns daran machen, die Mehrdeutigkeit einesiSehl
sels fir diese (und viele andere) Quellen abzuddzbn: Wir ersetzen
die jeweilige Quelle durch eindurchschnittliche” ergodische Quelle
derselben Entropie und rechnen mit dieser in der Hoffnua, wdir

dadurch keinen allzu grof3en Fehler machen. AuRerdem nekwinen

Kap. 1: Shannons Informationstheorie 62

an, dafRV hinreichend grof3 sei, so daf? wir den obigen Satz anwenden
kdnnen.

Nach Definition ist die Mehrdeutigkeit des Sitkbels nach Empfang
einer Chiffretext-Nachricht’ der LangeN gleich

Hg o, o Z Pen,s(C, 8)10G; pgcn(s|C)
(C,s)€ AN xS

Wenn wir davon ausgehen, daf3 jeder 8ebEl mit derselben Wahr-

scheinlichkeit auftritt, istiir jeden Schissels € S

1

ps(s) = S

und fur einen Klartext? € A" ist

1/#0 fallsWw € O .

pr(V) = {0 sonst '

eine NachrichtC' € AN kann also nur dann als Chiffretext auftreten,
wenn es (mindestens) einen Stddels € S gibt, so dal’ der zugéhige
Klartext W = T, }(C) in O liegt. Wenn wir die Anzahl aller solcher
Schlissel mitNg(C) bezeichnen, ist also die Wahrscheinlichkeit des
ChiffretextsC gleich

N(C) 1 _ Ng(O) |

#S  #O #S -#O'
die Wahrscheinlichkeitifr ChiffretextC verschlisselt mits € S ist

pen(C) =

_ ) e fallsT7YC) e O
C,s) =4 #O#S s ,
PCh,s( 5) { 0 sonst

und damit ist die bedingte Wahrscheinlichkdit tlen Schilissels nach
Empfang des Chiffretexis’

pen,s(C: s) _ 1
pen(C) Ng(CO) '

Psicn(s|C) =
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Somit ist

Hgion = — Z Pen,s(C, 8)109, pgicn(s|O)
(Cys) € AN xS

=YY (106, NS(O)

CeAN seS
7l o)eo

_ Ng(C)
= Z #0 - #S log, Ng(C).
CeAN

Diese Summe énnen wir nicht weiter ausrechnen, da wir die Zahlen
Ng(C) nicht kennen. Nun haben wir aber angenommen, daf3 wir ein

durchschnittlicheKryptosystem haben, d.h. wir interessieren uins f
den Mittelwert voni g, ;, Uberalle Kryptosysteme, und daber konnen
wir Aussagen machen:

Firr einen zudllig gewahlen TextC' € AY und einen zuillig gewahlten
Schiissels € S ist T,1(C) € O mit Wahrscheinlichkeit

#O  #O

#AN T N
wobei die reelle ZahR ,; wie oben so ge@hlt wird, daf? die rechtsste-
hende Gleichung gilt. Entsprechend ist die Wahrscheikéithdafir,

daRT}(C) nichtin O liegt, gleich

1278,
Die Wahrscheinlichkeit déif, daBN¢(C) gleich einer festen Zahh
ist, kdnnen wir interpretieren als die Wahrscheinlichkeitidaélal? @r
m Schiissels gilt T.1(C) € O, wahrend @r die restlichen 8 — m

Schiissel gilt7;}(C) ¢ O. Falls diem Schiissel vorgegeben sind, ist
diese Wahrscheinlichkeit gleich

@) -z )

und da e**) Moglichkeiten gibt, aus & Schilsselnm auszuvihlen,
ist die Wahrscheinlichkeit daf, dalBN¢(C) = m ist, gleich

()@ -z,

m

= Z_RN ,
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die Anzahl der Chiffretext€ mit Ng(C) = m ist also gleich
m

Der durchschnittliche Wert voi g, berechnet sich somit zu

5,148 #S m
Z( )(2-RN)m(1—2—RN) T aAN log, m

= \m #HO#S
#AN 1 B (#S> m #S—m
=— (27 )™ (1 —278w) mlog, m
#O #S = \m
RNy #S
=S5 () @) @z ) mlogym.
m=0

Falls wir #5 = 26 setzen und von den beiden oben betrachteten
Wahrscheinlichkeitsmodellen ausgehen, wenn wir alsozeflliges
Kryptosystem betrachten, das dieselben Parameter hat agieSys-
tem der 26 GeSAR-Substitutionen,df3t sich dies leicht berechnen; das
Ergebnis ist fir die beiden oben betrachteten Wahrscheinlichkeitsmod-
elle in den beiden folgenden Abbildungen dargestellt. Weeisieht, ist

die Mehrdeutigkeit des Sdidsels ab etwa zehn bis @if’bzw.sechs bis
acht Buchstaben Chiffretext praktisch gleich null, washaungeghr
unseren Experimenten mit den€sAr-Chiffre entspricht.

Wie man den Kurven ansieht, nimmt der Mehrdeutigkeit desiBsels
anfanglich etwa linear ab mit. Wer die Binomialverteilung kennt,
sieht auch leicht, warum dies so ist: Falls der Erwartungsve*~ #5

von N¢(C) hinreichend grof3ist, sind alle einigermafen wahrsciosiel
Werte in seiner @heren Umgebung, man kann daher ohne allzu grof3en
FehlerN4(C) durch diesen Wert ersetzen undth

Ns(C)

Hsjon = %0 - #5
CeAN

log, Ns(C)

2~ Bvyg

~ e
#A #0O - #S
=log, #S — Ry .

(—Ry +log, #5)
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Mehrdeutigkeit des Schliissels via Buchstabenhaufigkeiten

Anfanglich gewinnt man also aidéBuchstaben Chiffretext etwa,; Bit
des Schilssels. Fall$? 5, wie in unseren Beispielen eine lineare Funktion
von N ist, nimmt die Mehrdeutigkeit des Sdigsels also aahglich
linear ab.

Mehrdeutigkeit des Schliissels via Kontakthaufigkeiten

Diese Rechnungen zeigen einmal mehr, daf3 ein Gegner vor atia
der Redundanz,; der Nachrichtenquelle profitieren kann; je kleiner
diese ist, desto weniger Information kann er gewinnen. Buacherige
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Datenkomprimierungd3t sich daher die Sicherheit der meisten Kryp-
tosysteme deutlich edhen.

§6: Asymptotische Gleichverteilung

Wie wir am Ende des zweiten Paragraphen gesehen haben, lann d
Entropie einer Quelle gelegentlich interpretiert werdendée mittlere
Anzahl von Bit, die wir zur Kodierung eines Buchstabensdigen.
Dies funktioniert aber nicht immer: Bei einer Quelle, dieidBuch-
staben mit gleicher Wahrscheinlichkeit produziert, kasnnatirlich
keine Kodierung geben, bei der wir im Durchschnitt genay B8it
brauchen —der mittlere Aufwandf}t sich bei jeder Kodierung als Bruch
mit Nenner drei darstellen. Unsere beste Wahl besteht daaid wir
einen der Buchstaben etwa als die Null darstellen und digelnean-
deren als 10 und 11; der mittlere Aufwand I3efrdann 33 Bit.

Wenn wir je zwei Buchstaben zu einer Gruppe zusammenfalsaben

wir neun Paare, die jeweils mit Wahrscheinlichkejt9lauftreten —
falls wir annehmen, daf3 unsere Quelle Buchstaben jewedlshéngig
vom Vordganger produziert. Kodieren wir die ersten vier Paare durch
000 001,010 und 011, soténnen wir die restlicheriiihf beispielsweise
darstellen als 1000001,101Q 1011 und 1100; der mittlere Aufwand
ist also gesunken auf

4 5 32 .

9><3+9><4— 5 Bit
pro Paar oder 18 Bit pro Buchstabe. Bei Bicken von éinf Buchstaben
haben wir 3 = 243 verschiedene Btke; indem wir einfach die Zahlen
von 0 bis 242 im Zweiersystem darstellen, kommen wir alsoauoitt
Bit aus (tat&chlich sogar gerindiyig weniger, da wir noch ein paar
7-Bit-Kodierungen vergeberbkinen) und sind damit bei knapp 1,6 Bit
pro Buchstabe angelangt, was bereits recht nahe beBleg 1,585
angelangt.

Wir erwarten, daR wir durcbbergang zu immer @feren Bbcken dem
Wert log, 3 immer raher kommen, auch wenn wir ihn zumindest in
diesem Beispiel nie erreichedinen: Wie man zeigen kann, ist I8
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eine transzendente, insbesondere also irrationale Zathter Aufwand
pro Buchstabe ist bei dieser Quelle unabgig von der Kodierung stets
eine rationale Zahl.

Wir missen uns daher beggen mit einer Mherungsaussage.

Betrachten wir als Beispiel eine Folge voneinander uaabfger Zu-
fallsvariablenX,, X,, ... mit einem Alphabef0, 1} aus zwei Buch-
staben. Jede Variabl¢; moge mit Wahrscheinlichkejteine Eins liefern
und dementsprechend mit Wahrscheinlichkeit 1 — p eine Null. Die
Entropie ist dann jeweil# (X,) = —plog, p — qlog, q.

Das n-tupel (X;,...,X,,) produziert Bbcke ausn Binarziffern; Er-
wartungswertiir die Anzahl der Einsen in so einem Block jgt. Um
eine grobe Mherungiir die Wahrscheinlichkeit einggpischerBlocks
zu bekommen, nehmen wir erstens an, sei eine ganze Zahl, und
zweitens, daf3 in einem typischen Block gepatEinsen auftreten. Die
Wabhrscheinlichkeit eines solchen typischen Blocks ishdan

pnpqn—np — pnpqnq = onp log, p+nqlog, ¢ — 2—H(Xi) .

Natirlich gibt es (auf3er im Fall = 5) auch Bbcke, deren Wahrschein-
lichkeit deutlich von diesem Wert abweicht, zum Beispied deiden,

die aus lauter Nullebzw.lauter Einsen bestehen, aber nach dem Gesetz
der groRRen Zahl solltdif hinreichend gro3e die Wahrscheinlichkeit
einer groBeren Abweichung von diesem Wert sehr gering sein.

Dieser Philosophie entsprechend definieren wir iuzfifallsvariablen
mit beliebiger Verteilung ein¢ypische Mengeind untersuchen deren
Eigenschaften:

Definition: X, X,,... sei eine Folge voneinander undiolyiger Zu-
fallsvariablen mit Werten in einem Alphahdt die allesamt die gleiche
Wahrscheinlichkeitsverteilung haberirtein Tupel ¢4, ...,a,) € A"
bezeichne

play, - a,) =[] pla;)
i=1
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die Wahrscheinlichkeitdéf, da @iri = 1, . .., n die ZufallsvariableX;
den Werta; annehme. Bezeichnet

H == p(a)log,p(x)
r€A
die Entropie der ZufallsvariableX;, definieren wir jedes > 0 eine
typische Menge

AT ={(ay,...,a,) € A" | 27"H*) < p(ay, .. a,) <27 TE)

Einige wichtige Eigenschaften dieser Menge sind im folgen&atz
zusammengefalit:

Satz: X, X,,... sei eine Folge voneinander undloigiger identisch

verteilter Zufallsvariablen mit Werten in einem Alphabétihre En-

tropie seil . Dann gilt:

a) Furalle @,,...,a,) € AList|—1p(ay,...,a,) — H| <e.

b) Fur hinreichend groRe Werte venist die Wahrscheinlichkeit daf,
daR ein Element vod™ in A” liegt, groRer als 1- «.

c) Die Kardinalitat #47 von A" ist hochstens gleich’2/*2).

d) Fur hinreichend groRe ist #4” > (1 — g)2"*e),

Beweis: a)folgt sofort aus der Definition der typischen Menge, wenn
wir in der definierenden Ungleichung zu Logarithmgrergehen und
durchn dividieren.

Fir b) erinnern wir uns an das (schwache) Gesetz der groR3en Zahlen:
Danach konvergieren die Mittelwert%(Y1 +..-+Y) einer Folge
voneinander unalimgiger aber identisch verteilter reellwertiger Zu-
fallsvariablen @ir n — oo stochastisch gegen den gemeinsamen Er-
wartungswert del’;. Die Zufallsvariabler’, definieren wir fir diesen
Beweis wie folgt: WennX; den Werta € A liefert, soll Y; den Wert
—log, p(a) liefern. Der gemeinsame Erwartungswert deist dann die
Entropie

H=-"p(a)log,p(a)

acA

der X;; es gibt daher zu jede > 0 ein N € N, so dal3 die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignissés p(ay, . .., a,) — H| < e groBer ist
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als 1— ¢ fur allen > N. Speziell kbnnen wir auchiir 6 = £ so einN
finden, womith) bewiesen are.

c) folgt durch eine einfache Absétrung: Da
1= ZP(%a--w%ﬁZ Zp(ala"'7an)

> Z 2—n(H+5) - 2—n(H+€)#Ag

(a1;~~~7an)€A?
ist, muR #" < 2n(H*e) sein,

Zum Beweis vord) schlief3lich schtzen wir in umgekehrter Richtung
ab, ausgehend von Aussdg)e Fur alle hinreichend groRemist

1—e< > plag,...,a,) < Y 27H=e) = gt =ayyr
(alxuwan)eA? (al,...,an)eAQ

und damit #17 > (1 — g)2"H=9),

Als erste Anwendungdnnen wir abscéitzen, wie viele Bit wir brauchen,
wenn wir in der vorliegenden Situation blockweise kodieMfnn wir

zu vorgegebenem > 0 die Blockhngen so grof3 véhlen, dafb)
erfullt ist, haben wir einerseitsithstens 2#*<) Elemente inA™ und
kommen daher mit( H +¢) Bit pro Block aus, wenn wir nur diese &tke
kodieren. Die Wahrscheinlichkeit daf daf3 einer der restlichendiike
auftritt, ist kleiner alg; auch wenn wirfir die Kodierung solcher Bcke
erheblich &ngere Bitfolgen ansetzenissen, beispielsweise solche der
Langen log, m, wobeim die Elementanzahl des Alphabets bezeichnet,
wird diese lange mit: multipliziert, so daf3 wir im Mittel nur

n(H +¢e)+e-nlog,m = n(H+5(1 + Ingm))
brauchen; pro Zeichen sind das
H +¢(1 + log, m) Bit.

Mit hinreichend grof3en Blockhgen kommen wir somit beim mittleren
Kodierungsaufwand in der Tat beliebig nahe an die Entropiarn
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87: Datenkompression

Wir haben schon mehrfach gesehen, dal3 die Entropie einalguafri-
ablen in einfachendlen interpretiert werden kann als die mittlere Bit-
anzahl fir eine Kodierung ihres Alphabets. Diesen Zusammenhang und
seine Anwendung auf die Komprimierung verschiedener ArtanDa-

ten soll in diesem Paragraphen untersucht werden.

Zur Speicherung oddibermittlung der von einer Zufallsvariablen oder
einem stochastischen Prozess produzierten Datessem wir die Ele-
mente des Alphabetg in geeigneter Weise kodieren mit Zeichenfol-
gen, die durch die verwendete Technik vorgegeben sindzhtage sind
dies meist Bitfolgen. Wir gehen allgemein aus von einem Z&ncatz,
der zwar meist, aber nicht immer, gleich der Mer{@e1} sein wird.
Historisch bedeutsame Beispiele von Mengémit mehr als zwei Ele-
menten sind etwa die Morsezeichen m@it= {kurz, lang, Pauseoder
die in der Seefahrt geiuchlichen Flaggenalphabete.

Ziel der Datenkompressionist es, die Anzahl der Zeickiedie betrach-
teten Daten raglichst klein zu halten; bei einem verlustfreien Kompri-
mierungsverfahren sollen aber die uiapglichen Daten trotzdem noch
exakt rekonstruierbar sein.

Nicht alle in der Praxis verwendeten Verfahren sind veftastbeim
mp3-Verfahren etwa wird ausgenutzt, dal manche Frequeamnzsar
Ohr fur andere Frequenzen blockieren, so dafl? man diese aus deah Sig
herausfiltern kann. Auch das JPEG-Verfahren, mit dem sichetige
Abschnitt dieses Paragraphen betilgt, ist oft nicht verlustfrei; hier
gibt es einen Quakitsfaktor als Parameter, der die tolerierbaren Verluste
quantifiziert.

Es ist klar, daf es keinen universellen Algorithmus zur Blatenpres-
sion geben kann: &e es amlich ein Verfahren, dasif beliebige
Dateien einen Kompressionsfaktor 1 garantieren iirde, so bnnte
man dieses Verfahren iterativ anwenden und nacAnwendungen
eine Kompressionsrate va®® erreichen. Bei hinreichend gro3em
kdnnte man daher jede Datei auf weniger als ein Bit kompriemgwas
natirlich absurd ist.
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Ein Kompressionsverfahren kann also nur auf Dateien mitisper
Struktur erfolgreich angewandt werden. Wir werden in diedeara-
graphen zwei Arsize diskutieren: Die Entropiekodierung, bei der die
Unterschiede zwischen deratfigkeiten der einzelnen Buchstaben aus-
genutzt wird, und die Datenkomprimierung durch linearensfarma-
tionen, die bei einem stochastischen Prozess eine weaitesstge Deko-
rrelation der beteiligten Zufallsvariablen erreichen ol

a) Quellenkodierung

Wir gehen zuéchst aus vom einfachsten Fall einer einzigen Zufallsvari-
ablenX. Sie nehme Werte an in einem Alphabét= {a4,...,q,,},
wobei der Buchstabe, mit Wahrscheinlichkeip, auftrete.

Zur Speicherung odetbermittlung der vonX produzierten Daten
mussen wir die Elemente va# in geeigneter Weise kodieren mit Zei-
chenfolgen, die durch die verwendete Technik vorgegelmeh keutzu-
tage sind dies meist Bitfolgen. Wir gehen allgemein aus Vioera
ZeichensatZD, der zwar meist, aber nicht immer, gleich der Menge
{0, 1} sein wird. Die Elementanzahl von&flbezeichnen wir miD.

Das WortKodierunghat in der Informationstheorie mehrere deutlich
verschiedene Bedeutungen: Wir haben einmal Codes, die diazu
nen allfillige Lese- undJbertragungsfehler zu erkennen und teilweise
auch zu korrigieren; diese fehlererkennenden und felikengégierenden
Codes bilden den Inhalt mathematischer VorlesurigmrKodierungs-
theorie; Informationstechniker reden hier vatanalkodierung.Dann
gibt es schon seit mindestens zweieinhalb Jahrtauseébele@imcodes,
mit denen Text so versamselt werden soll, daf? ihn ein Unbefugter nicht
rekonstruieren kann; diese werden in Vorlesungéer Kryptologie
(oder, wenn die reine Versdidselung im Vordergrund steht, auch Kryp-
tographie) behandelt. Die Kodierung, mit der wir uns hiesdbaftigen,
greift bereits eine Stufe vor diesen beiden und h@ikllenkodierung;
sie wird oft zusammen mit Kanalkodierung und/oder Vergsbélung
eingesetzt.

Definition: Ein Quellencoddir eine ZufallsvariableX mit Werten in
einem AlphabetA ist eine AbbildungC, die jedem Element € A
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eine Folge von Elementen a@ zuordnet. Das Codewort zti € A
bezeichnen wir mitC(x), seine lange mit{(xz). Die mittlere Lange
L(C) ist der Erwartungswert

E(6(X)) =Y p)i(z).

TEA

Die wohl bekanntesten Beispiele von Quellencodes sind &CIA
Code(American Standard Code for Information Interchang#r ein
Alphabet aus 128 Zeichen durch Folgen aus je sieben Bitedlrsie-
nen zwecks Fehlererkennung praktisch immer ein &shtt angeéngt
wird, sowie seine Erweiterungen wie I1SO Latin-1, die ASQIl -
nem echten Achtbitcode erweitern, in dem auch UmlauteAindiches
zum Alphabet gefiren. Vor allem imWorld Wide Welwird oft auch
der sogenannt&nicodeverwendet, der mit 17 Ebenen zu je 16 Bit
jedem irgendwo auf der Welt benutzten Schriftzeichen eiigitate
Entsprechung zuordnen will.

Laut obiger Definition ist ein Quellencode einfach irgemgeAbbil-
dung; wenn diese nicht injektiv ist, reden wir von einsingukren
Code. Da solche Codes nur selteitalich sind, werden wir uns im
Folgenden auf nichtsingaite Codes beschmnken.

Auch bei diesen kann es aber noch Probleme mit der eindeuRigleon-
struierbarkeit geben wenn wir uns bei der Kodierung niclietrzelne
Buchstaben bescanken, sondern — wie dies wohl meist der Fall sein
wird — Buchstabeiolgenbetrachten: Kodieren wir etwa die 26 Buch-
staben des Alphabets durch die im Zweiersystem gescheeliéahlen

von 0 bis 25, so ist diese Abbildung sicherlich injektiv;zzat wir aber

die CodesC(D) = 11,C(A) = 0 undC(S) = 10010 einfach hinter-
einander, knnen wir das Ergebnis auch beispielsweise als GEC lesen
statt als DAS.

Um dieses Problem zu vermeideninten wir uns auf Codes besahr
ken, bei denen alle Codénter C'(z) dieselbe lange haben, wie es
beispielsweise bei ASCII der Fall ist oder auch bei den hieaaten noch
benutzten Fernschreibern. Wenn allerdings die ZeicherAtjgsmabets
(wie etwa im Fall der Buchstaben eines deutschen Texts)ideuwer-
schiedene Wahrscheinlichkeiten habedniken wir die mittlere Bnge
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des Codes oft drastisch reduzieren, wenn wir dianfigen Buchstaben

kurze Codewrter zuordnen. Die geschieht beispielsweise beim Morse-

Code, der mit den drei Zeichéwrz, langundPausearbeitet; hier wird
das E durch einmal kurz kodiert, das N durch einmal lang, dabéf
durch lang, kurz, lang, lang. Zum Trennen der einzelnen Biadten
dient das dritte Zeichen, die Pause.

Wirinteressieren ungif Codes variablerénge, bei denen die eindeutige
Dekodierbarkeit ohne spezielles Trennzeichendjeleistet ist:

Definition: a) Ein Code hei3eindeutig dekodierbagvenn es keine
zwei Folgen von Buchstaben aus dem Alphabejibt, die auf dieselbe
Zeichenfolge abgebildet werden.

b) Ein Code heil3Praefixcodewenn es keine zwei Buchstabeny € A
gibt, fur die C(x) mit den ersterf(x) Zeichen vonC(y) ubereinstimmt.

Offensichtlich ist jeder Praefixcode eindeutig dekodierbmangekehrt
ist jedoch nicht jeder eindeutig dekodierbare Code ein fRcmle:
Kodieren wir etwa ein dreielementiges Alphabet durch dieskhrift
C(a) = 0,C(b) = 001 undC(c) = 11 und sehen beim Dekodieren als
erstes Zeichen eine Eins, so kann déchmste Buchstabe nur dirsein.
Sehen wir eine Folge von Nullen, gefolgt von einer geraden Anzahl
von Einsen, so firsssen wim mal den Buchstabemhaben, gefolgt von
einemc; folgt aber eine ungerade Anzahl von Einsen, so haben wi2
mal den Buchstabemn gefolgt von einend. SomitistC' ein Praefixcode,
obwohlC(a) ein Praefix vorC(b) ist.

Die eindeutige Dekodierbarkeit s@mkt die Anzahl riglicher Code-
worter einer vorgegebeneraihge ein; insbesondere gilt die folgende

Ungleichung von Kraft und McMillan: IstC' ein eindeutig dekodier-
barer Codeiir das Alphabefl und bezeichneb die Anzahl der Code-

zeichen, so ist
Z D) <1,
€A

Beweis: Fur jede naifirliche Zahlk laf3t sichC fortsetzen zu einem
Code fir das Alphabetd*, indem wir einemk-tupel (,, . . .,z,) von
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Buchstaben die hintereinander gesetzten Cad@rC (z,), . .., C(z;)
zuordnen, aufgefalt als ein Codewort démgel(z,) + - - - + ¢(z},).
Wegen der eindeutigen Dekodierbarkeit voist auch dieser erweiterte
Code nichtsingur.

Nach dem Distributivgesetz ist

k
(Z D—E(z)) — Z D) k) = Z D)

z€EA (x1,...,x)EAF X A¥
Bezeichnet(n) die Anzahl derk-tupelx € A*, denen ein Codewort
der Langen zugeordnet wird, &nnen wir dies auch schreiben als

kfmax

Z a(n)D™",

n=1
wobei/,,, das Maximum allef(z) fur z € A bezeichnet. Da der Code

nichtsinguér ist, kanna(n) nicht gioRer sein als die AnzatlD™ aller
mdoglicher Codewirter der langen; somit ist

K bl
<Z D—Z(x)) < Z DD = kémax

€A n=1
und damit

> D) < Ykl

T€A
Dies gilt fur allek, und da

¥kl =1

ist, folgt hieraus die zu beweisende Ungleichung.

lim
k—oo
[ |

Dieser Satz wurde 1949 vorebN G. KRAFT im Rahmen seiner Master Thesis im Fach
Elektrotechnik am MIT @ir Praefixcodes bewiesenliFbeliebige eindeutig dekodierbare
Codes bewies sie®CckwAaY MCMILLAN von den Bell Telephone Labs unabigig von
Kraft 1956 in seiner Arbeiffwo Inequalities Implied by Unique Decipherability den
IEEE Transaction on Information Theory, Band 2(4), S. 1161

Umgekehrt gilt
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Satz: Ist/: A — N eine Abbildung des Alphabet$ in die natirlichen

Zahlen mit
SLRCESE
€A

so gibt es einen Praefixcodemit D-elementigem Zeichensatzifden
das Codeworf’(x) die Langel(x) hat.

Beweis:Die D Zeichen, aus denen die Codaster gebildet werden,
seienzy, ..., zp, und{,,, sei das Maximum der angené(z); das zu
kodierende Alphabet sei = {a,, ..., qa,,}.

Wir zeichnen einen Baum, indem wir ausgehend von einenrf&siakt,
der Wurzel, D gerichtete Strecken zeichnen, die wir mit bis z,
markieren. Vom Endpunkt einer jeden dieser Strecken zeituir wie-
der D solche Strecken und so weiter, bis wir Streckeye der lange
£nax haben. Punkte, die vom Anfangspunkt @ber einen Streckenzug
der Langen erreichbar sind, bezeichnen wir als Knoten der Tiefe
Jeder Knoten ist eindeutig beschreibbar durch die Folg®dekierun-
genz, ...z der Strecken, die zu ihmihren; Knoten der Tiefe
entsprechen also potentiellen Codetern der langen. Diese ordnen
wir lexikographisch durch diglbereinkunft, daf; vor z; kommen soll,
wenni < j ist.

Zur Konstruktion des geianschten Codes ordnen wir als erstes dem
Buchstaberu; das Codewort zu, das audéa,) Zeichenz; besteht.
Danach entfernen wir den zu diesem Codeworttgehden Knoten
der Tiefen aus dem Baum sowie alle Knoten, diker diesen Punkt er-
reichbar sind — sie entsprechen schlie3lich Cditésvn, die das gerade
vergebene Codewort als Anfangtten.

Wenn wir Codewdrter fur a, bis a,_; vergeben haben, konstruieren
wir das CodewortC(a,) wie folgt: Unter allen noch verbleibenden

Knoten der Tiefe/(a,) nehmen wir den lexikographisch ersten und
definierenC(a,) als das dazugéige Codewort; sodann streichen wir
wieder sowohl diesen Knoten als auch diber ihn erreichbaren Knoten

groRerer Tiefe.

Das kann naitrlich nur dann funktionieren, wenn es noch einen Knoten
der Tiefe/(a,) gibt. Dazu geiigt es, wenn wir zeigen, dal3 es noch
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mindestens einen Knoten der Tigfg,, gibt, denn der Weg zu einem
solchen Knotenifhrt durch Knoten aller kleineren Tiefen.

Wenn wir ein Codewort der &ngen vergeben, streichen wir mit dem
zugeldrigen Knoten der Tiefe auch alldiber diesen Knoten erreichbare
tiefere; in Tiefel,,, sind dasD‘M&~" Stijck. Durch die Vergabe von
Codewortern fur a, bisa,._, wurden somit

r—1 r—1
Z Dtmax—tai) = Démaxz p—Hai)
=1 =1

Knoten gebscht. Anfangs gab es zu jedem nach Konstruktion
D™ Knoten der Tiefe, alsoD‘Max Knoten der maximalen Tiefe. Nach
Voraussetzung isiif » < n

r—1
ZD—Z(ZM) < Z D) <1,
=1 TEA

die Anzahl bereits gestrichener Knoten maximaler Tiefealsb echt

kleiner als die ursfimglich vorhandene Anzahl. .

Zusammen zeigen die beiden gerade bewieserigreSdall es zu
jedem eindeutig dekodierbaren Code einen Praefixcode dissen
Codewvdrter exakt dieselbednge haben. Auf der Suche nachglichst
guten Codes @&nnen und werden wir uns daher auf Praefixcodes
beschanken.

b) Optimale Codes

Da sowohl die Speicherung als auch Qigertragung von Daten oftmals
knappe Ressourcen in Anspruch nehmen wie beispielswers8 k-
cher einer kleinen Digitalkamera oder die Kaparzitines zumindest
zeitweise sehr stark belasteten Mobilfunknetzes, isfiegiéle Anwen-
dungen wichtig, den bénigten Aufwand auf das unbedingt notwendige
Minimum zu beschiinken. Auf dem Niveau der Quellenkodierung be-
deutet dies insbesondere, dal3 die mittlékade des verwendeten Codes
mdglichst klein sein soll.
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Sei alsoX eine Zufallsvariable mit Werten in einem-elementigen Al-
phabet4, desseri-tes Element mit Wahrscheinlichkeitangenommen
werde. Wir suchen einen Code, dessen mittlérede

L= i pit;
i=1

minimal ist; dabei steht, fur die Lange des Codeworts zugrten
Element des Alphabets.

Wie wir gerade gesehen habenjssen die Angen der Codeiwrter eines
eindeutig dekodierbaren Quellencodes die UngleichunddroxFT und
McMiLLAN erfillen; umgekehrt gibt es auch zu jedémgenverteilung,
die diese Ungleichung dilit, einen Praefixcode. Somitimsen wirL
minimieren unter der Nebenbedingung

iD‘L’ <1.
=1

Wenn wir fir den Augenblick vergessen, daf3 djenatirliche Zahlen
sein missen, haben wir hier ein klassisches Extremwertproblem mi
Nebenbedingung, das wir mit Hilfe einsaGRANGE-Multiplikators
|6sen kbnnen: Da eine lineare Funktion keine lokalen Extrema ha m
die Nebenbedingungdif alle Extrema eine Gleichung sein, und somit
mussen

pl m

gradL = | : und grady D~“=D"“InD

P =

proportional sein, d.h. es gibt elne R, so dal3
p; =AD~%InD firallei.

Da sowohl die Summe allgx, als auch die Summe dé&r—* gleich eins
ist, muR\ = 1/In D sein, d.h.

p;,=D7% und ¢, =—logpp; .
Der Wert der Zielfunktion in diesem Punkt ist

m m
L= Zpiéi =- Zpi logp, p; ,
i=1 i=1
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in Falle D = 2 also die Entropig{(X), ansonsten eine dazu propor-
tionale Gbl3e, die wir der Kirze halber mit , (X) bezeichnen wollen.

Bislang haben wir nur eineotwendigeBedingung fir ein Extremum
gefunden; das folgende Lemma zeigt, dal’ wirdeldich das globale
Minimum gefunden haben. (Der Leser sollte sich dauberzeugen,
daR3 der Beweis auch funktioniert, wenn djebeliebige reelle Zahlen
sind, die der Ungleichung vonfaFT und MCMILLAN geriigen.)

Lemma: Die mittlere Lange L eines jeden eindeutig dekodierbaren
Quellencodes mitD-elementigem Zeichensatz ist mindestens gleich
Hp(X) mit Gleichheit genau dann, weniirfalle Wahrscheinlichkei-
tenp, gilt: p; = D% mit einem?; € N,

Beweis:Die Ungleichung von IRAFT und MCMILLAN sagt uns, daf3
c=Y" D™% < 1ist; setzen wig; = D% /c, so definieren auch die
g; eine Wahrscheinlichkeitsverteiluggind

L—Hp(X)=> pil;+Y p;logyp,

i=1 i=1
m m
=- Zpi log, D~ + Zpi logp, p;
i=1 =1
= Zpi logp, — = Zpi logp, == — Zpi log), ¢
_ cr; 4 r, 4
=1 g =1 4 =1
D(pll)
=——> —logpc>0,

da die KULLBACK-LEIBLER-Distanz zweier Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen nicht negativist und lgge < 0, dac < 1 ist. Falls die Differenz
gleich Null ist, mu3c = 1 und D(p|lq) = O sein, d.h. iir jedesi ist
p;=q;=D7".

|
Damit haben wir eine untere GrenzérfL. gefunden, die allerdings
nur in recht speziellen Situationen wirklich angenommemiwiVie der
folgende Satz zeigt,danen wir aber immer einen Code findein; flen
sie um weniger als eirigberschritten wird:
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Satz: X sei eine Zufallsvariable mit Werten in einem-elementigen
AlphabetA, desseri-tes Element mit Wahrscheinlichkeif angenom-
men werde. Dann gibt es einen Quellencode A mit einem D-
elementigen Zeichensatz, dessen mittlgiadel die Ungleichung

Hy(X)<L<HpX)+1
erfullt.
Beweis: Wir suchen nairliche Zahlent,,....¢,,, fur die > p/;
moglichst klein wird, die aber die Ungleichung voRKFT und McMIL -
LAN erfullen. Im Reellen wird éir ¢, = —log,, p; das Minimum ange-

nommen; wir gehen zurachstgblReren ganzen Zahl, definieréralso
als diejenige nditrliche Zahl, fir die gilt

—logp p; <¢; < —logpp; +1.

m m m
ZD—L’ < ZDlogDPi = Zpi =1,
=1 =1 =1

die Ungleichung von RAFT und MCMILLAN ist somit erfillt, so dal3 es
einen Praefixcodé€' gibt, der demi-ten Buchstaben des Alphabets
ein Codewort der hngel, zuordnet. lar dessen mittlere&nge gilt

Dann ist

Hp(X) = Zpi(_ logp, p;) < L= Zpiéi
=1 =1

<Y pi(=logp p; +1) = Hp(X) +1.
=1

In den ersten Paragraphen dieses Kapitels haben wir meédeéesgiele
betrachtet, bei denen sich die Aitrerung der mittleren Bitzahl pro
Buchstabe an die Entropie verbessern liel3, wenn wir stattetier
Buchstaben Ricke von Buchstaben betrachten. Der gerade bewiesene
Satz erkért auch das:

Korollar: X sei eine Zufallsvariable mit Werten in einem-elemen-
tigen AlphabetA, desserni-tes Element mit Wahrscheinlichkeif an-
genommen werde. Dann gibt es einen Quellencadedf mit einem
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D-elementigen Zeichensatz, dessen mittleéade L pro Buchstaben
ausA die Ungleichung

1
Hp(X)<L< Hp(X)+ -

erfullt.

Beweis:Wir betrachten eim-tupel aus unakdmgigen Zufallsvariablen
X4,...,X,, die allesamt Werte im Alphabet annehmen und alle die
gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilung haben wieDie Entropie dieses
n-tupels (zur Basi®) mit Werten inA"™ ist nH ,(X); nach dem gerade
bewiesenen Satz gibt es also einen Quellencode, dessérenitinge
zwischennH (X)) undnH (X) + 1 liegt. Die LangeL bezogen auf
die Buchstaben aud ist ein n-tel davon, erillt also die behauptete
Ungleichung.

Dieses Korollar zeigt insbesondere, dal3 wir den mittlerafwand pro
Buchstabe mit hinreichend grof3en Blo@kfen beliebig nahe an die
Entropie anéhern lbnnen.

¢) Huffman-Codes

DaviD HUFFMAN stellte 1951 ein Verfahren vor, wie man zu einer
gegebenen Bufigkeitsverteilung einen Praefixcode mit minimaler mitt-
lerer LAnge konstruieren kann. In seiner Arbeit

DaviD A. HUFFMAN: A Method for the Construction of Mini-
mum-Redundancy Codd2roc. |.R.E., Sept. 1952,1098-1101

geht er aus von einer endlichen Menge von Nachrichten, &g das
wir hier immer als das Alphabet = {a,,...,aq,,} bezeichnen, und
ordnetsie so, daftif die Wahrscheinlichkejt; vona;, gilt: p; > p; falls
1< ].

Fir einen Code&” mit minimaler mittlerer lange kann man dann ohne
Beschankung der Allgemeinheit davon ausgehen, daftife Lange;
des Codeworts’(a;) gilt: £, < ¢, fallsi < j. Ware ramlich¢; > £,
sowarep;l; +p;l; > p;l; +p;{;, d.h. die mittlere Ange des Codes
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wurde echt kleiner durch Vertauschen der CodetarC'(a,;) undC(a;),
im Widerspruch zur vorausgesetzten Mininlit

AulRerdem muf¥,, = ¢,,_; sein, denn die erstef), , Zeichen von
C(4,,,) konnen wegen der Praefixbedingung kein Codeviminen an-
deren Buchstaben sein; wenn wir etwaige folgende Zeichei\a,,,)
streichen, erhalten wir einen neuen Praefixcode, dessdemitange
imFall¢,, > ¢,,_; kleiner ware als die vorC'.

Somit gibt es mindestens zwei Buchstaben, denen ein Cotlevex-
imaler LAnge zugeordnet wird. Wirdnnen aber noch mehr sagen: Es
gibt unter den Codeirtern maximaler Bnge mindestens zwei, die sich
nur in ihrem letzten Zeichen unterscheidena® dies nicht der Fall,
konnten wir bei allen Code@rtern maximaler nge das letzte Zeichen
streichen ohne die Praefixbedingung zu verletzen.

Bislang gilt alles @ir Codes mit einer beliebigen Anzablvon Zeichen;
fir die Konstruktion eines Codes anhand der aufgestelltenzipien

wollen wir uns aber — genau wieUFMAN — zurachst auf den Fall
D = 2 beschanken, und die Modifikationeruf D > 2 anschlie3end
kurz diskutieren.

Angenommen, wir haben einen optimalendsien Codeiir ein Alphabet
ausm > 2 Buchstaben. Dann wissen wir, dal3 es unter den Codem
maximaler lange zwei gibt, die sich nur im letzten Bit unterscheiden;
indem wir die Codes der Buchstaben mit maximaler Céigé btigen-

falls permutieren, &nnen wir annehmen, dal es sich dabeiim die beiden
Buchstabernu,, unda,,_; handelt. (Man beachte, dauFmAaN die
Buchstaben nach ihreradifigkeit anordnet.)

Fur einen beliebigen biren Code, bei dem die beiden Buchstaben ger-
ingster Wahrscheinlichkeit Codénter maximaler Bnge haben, die sich
nur im letzten Bit unterscheidenpknen wir die HUFFMAN-Reduktion
bilden wie folgt:

Wir betrachten ein neues Alphabét ausm — 1 Buchstaben; es eréh
die Buchstabern; bis a,,_, sowie einen neuen Buchstabeh, der
mit Wahrscheinlichkeip,,,_; + p,,, auftreten soll. Zu diesem Alphabet
betrachten wir den Cod€™, der dena; mit i < m — 2 das Codewort
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C(a;) zuordnet,C* (a*) seiC(a,,) ohne das letzte Bit. Umgekehéifdt
sich C ausC”* fast eindeutig rekonstruieren: Wir setzéffa,,, ;) auf
C*(a™) gefolgt von einer Null und’(a,,,) aufC*(a*) gefolgt von einer
Eins (oder umgekehrt). Die mittlereabhgeL* von C* 143t sich leicht
durch die mittlere BngeL von C ausdiicken:

m—1 m
L= pili Py # 0, ) o = D) =Y pili =Dyt — Py
=1 =1
=L- Pm—1—"Pm >
dennt,,_,=¢,,.

HUFFMANS Konstruktion beruht wesentlich auf der folgenden Beobach
tung: C ist genau dann optimal, wer@* optimal ist.

Ist ndamlich C* nicht optimal, so gibt es einen Codg* mit kleinerer
mittlerer LangeL** < L*. Daraus &3t sich ein Codé fur A kon-
struieren, bei denD(a,,_;) und D(a,,) aus D*(a*) entstehen durch
Anhangen einer Nulbzw.einer Eins; die mittlere &nge dieses Codes
istL** +p,,_,+p,, < L, sodal auch’ nicht optimal ist. Entsprechend
folgt auch die andere Richtung.

Damit ist die rekursive Struktur des Algorithmus vorws##MAN klar:
Wir wollen ein AlphabetA kodieren, dasn Buchstaben entit.

Im Fall m = 2 kdnnen wir einfach jedem der beiden Buchstaben eines
der beiden Codezeichen zuordnen; die mittlékade des Codes ist dann
eins, und Kirzer kann sie bei keinem Code sein.

Ist m > 2, so fihren wir eine WIFFMAN-Reduktion durch, d.h. wir
fassen die beiden am wenigsten wahrscheinlichen Zeichsamauen

zu einem Zeichern™, dem wir die Summe von deren Wahrscheinlich-
keiten zuordnen. Dank unserer rekursiven Vorgehenswéisada wir

fur dieses Alphabet aus — 1 Elementen einen optimalen Code konstru-
ieren; um auch einenif das gegebene Alphabet zu erhalten, kodieren
wir die beiden seltensten Zeichen so, da® wir an das Codéiuodt
eine Nullbzw.eine Eins aningen. Wie wir uns geradgerlegt haben,

ist dann auch der neue Code optimal.
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Als Beispiel betrachten wir eine Zufallsvariahlé mit Werten in ei-
nem sechselementigen Alphabet {a,b, ¢, d, e, f}; die Wahrschein-
lichkeiten der sechs Buchstaben seien (in alphabetischiéieRfolge)
11171 4 ynd L

3°46°8° 12

Die beiden seltensten Zeichen sindnd f; wir fassen sie also zusam-
men zu einem Zeichenf mit Wahrscheinlichkeit; + 2, = 1. Im neuen
Alphabet{a,b,c,d,ef} sind d und ef die beiden seltensten Buch-
staben; wir fassen sie also zusammen zu einem neuen Buehé(alf)

mit Wahrscheinlichkei§ + 2 = 1. Im Alphabet{a, b, c, d(ef)} ist c der
seltenste Buchstabeurfden zweltseltensten haben wir die Auswahl zwi-
schenb undd(ef), die jeweils mit Wahrscheinlichke@ auftreten und
mussen unsifr einen der beiden entscheiden. Um Klammern zu sparen
fassen with undc zusammen zu einem neuen Buchstalwzemit Wahr-
scheinlichkeit} + 7 = 3. Dies fiihrt auf das Alphabefta, b, d(e f)}, in
demd(ef) und a dle belden seltensten Buchstaben sind; wir fassen
sie zusammen zumBuchstaben“a(d(ef)). Damit sind wir bei ei-
nem zweibuchstabigen Alphabet angelangt; einer der ba@démalen
Codes besteht darin, daB wifd(e f)) mit Null undbe mit Eins kodieren.

Nun missen wir nacheinander dieuEFMAN-Reduktionen iickgangig
machen. Als erstes wirble aufgespalten ih mit dem Code 10 und
mit dem Code 11; das Umgekehrtére natirlich genauso gut tglich.
Sodann wira (d(e f)) aufgespalten i undd(e f) durch die Kodierung
a = 00 undd(ef) = 01. Als rachstes wirdi(e f) aufgespalten durch
d = 010 undef = 011, und im letzten Schritt setzen wir= 0110 und
f=0111.

Damit haben wir einen optimalen Code gefunden; seine mettlange
ist
1 1 1 1 1 1 3
§-Z+Z-2+é-2+§-3+1—2-4+ﬂ-4—2§—2,375,

also nur Wenig g'mer als die Entropie

Iog2 3+- Iogz4 + = Iog2 6 + Iog2 12 + Iog2 24

4 5
I0923 2,324
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Falls wir optimale Codes mit einem Zeichensatz Vo> 2 Elemen-

ten suchen, &nnen wir im wesentlichen genauso vorgehen; allerdings
kénnen wir nun fir jedes Alphabet mit fchstensD Elementen einen
Code mit mittlerer lange eins finden. Bei jederddFrmAN-Reduktion
aul3er der ersten fassen wir dieam wenigsten wahrscheinlichen Buch-
stabe zu einem neuen Buchstab&azusammen; dadurch verringert sich
die Elementanzahl dies Alphabets um- 1. Fallsim — 1 durchD — 1
teilbar ist, konnen wir dies auch im ersten Schritt tun; andernfalls fasse
wir dort nurmg Elemente zusammen, wobei2 mg < D so gevéhlt
wird, dal3D — mg durchD — 1 teilbar ist.

DAvVID ALBERT HUFFMAN (1925-1999) studierte Elektrotechnik an der Ohio State Uni
versity; nachdem er 1944 im Alter von 18 Jahren seinen Bactddschlul? bekommen
hatte, verbrachte er den Rest der Kriegszeit als Radaesféizif einem Schiff der US Navy.
Nach dem Krieg kehrte er an die Ohio State Universityizlr nach seinem Master 1949
wechselte er zur Promotion ans MIT. wo er danach von 1953983 huch lehrte. Den
HurFFMAN-Code entwickelte er dort als Studienarbe#éhrend seines Promotionsstudi-
ums. 1957 dindete er das Computer Science Department der Unixevsit Kalifornien

in Santa Cruz, an der er 1994 emeritiert wurde. Die meistereisArbeiten besdiftigen
sich mit Informations- und Kodierungstheorie.

d) Komprimierung durch Dekorrelation

HUFFMAN-Codes sind optimal, wenn wir eine einzige Zufallsvariable
betrachten oder, was auf dasselbe hirdauft| eine Folge von unaBhgi-
gen identisch verteilten Zufallsvariablen. Eines der Heimsatzgebi-
ete der Datenkompression sind aber Bild- und Audiodateinciéen
diese Annahme sicherlich nicht &t ist: Bei einer digitalen Tonauf-
nahme etwa wird der Schalldruck 44 100-mal pro Sekunde gsames
und auf einen Wert zwischen 0 und*2- 1 = 16777215 oder 0
und 2 — 1 = 65535 skaliert. Eine Aufnahme, bei der die Laiutise
44 100-mal pro Sekunde zlfig wechselt, werden nur wenigedier
als Lieblingsmusik vithlen: Dramatische Wechsel in der Laatk&e sind
zwar ein wichtiges kompositorisches Element, aber es mafisam
eingesetzt werden. Von den 44 100 Werten, die pro SekundgezeH
ichnetwerden, unterscheidet sich dlzerwiegende Mehrzahl nur wenig
von ihrem Vor@nger.

Ahnlich ist es bei Bilddaten: Selbstveisilich sind abruptglbergainge
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auch hier ein oft eingesetztes Stilmittel, aber verglichender An-
zahl der Pixel, mit denen Bilder typischerweise digit&lisiwerden,
unterscheidet sich auch hier der Grof3teil aller Farb- odau®erte nur
wenig von den entsprechenden Werten der Nachbarpixel.vieden
Grau- oder Farbwerte typischerweise nur mit Werten zwisdhend
28 — 1 = 256 kodiert, da unser Auge bei gedruckten oder auf eine-Lei
wand projizierten Bildern selbst bei nur 64 verschiedenent®& keine
Artefakte mehr erkennen kann, wohingegen unserd@abch auf sehr
viel feinere Unterschiede reagiert.

In beiden Rllen steckt also ein zumindest im Mittel wesentlicher Teil
der Information bereits im Voénger; wir kdnnen dies dadurch quan-
tifizieren, da3 wir die typische Korrelation eines Schalltk oder Farb-
werts mit seinem Vorgnger (oder sonstigen Nachbar) berechnen. Diese
Korrelation bezeichnet man als ddeitokorrelationdes stochastischen
Prozesses, durch den wir ein typisches Musigktoder Bild beschrei-
ben.

Auf der folgenden Doppelseite sind einige in Leichern der Bildver-
arbeitung beliebte Grauwerttestbilder zu sehen zusamritelemDaten
tber minimale, maximale und mittlere Helligkeit;i,, ©maxundg, Vari-
anzo?, Standardabweichungsowie der Autokorrelatiop. Alle diese
aus

P.M. FARELLE: Recursive Block Coding for Image Data Com-
pressionSpringer,1990

entnommenen Daten beziehen sichinléath auf die Originalbilder und
nicht auf das, was lhr Bildschirm oder Drucker daraus makiotzdem

sollte der Vergleich von Bildern und Daten einen einigeraraf®rrekten
Eindruck zumindest der relativen Situation vermittelnhdéientlich alle

hier abgedruckten Bilder in derselben Weise verunstahet s

Wie die Daten zeigen danen wir bei der Komprimierung von Bilddaten
zumindest ungéihr von einer Autokorrelation um die 95% ausgehen;
jeder Wert ist somit im Mittel bereits zu 95% durch seinengdmyger
bestimmt. Trotzdenfibertragen oder speichern wir zumindest mit den
uns bislang bekannten Kompressionsverfahren immer wik@o der
Information einer jeden Zufallsvariablen.
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Ein mdglicher Ansatz zur Datenkompressioans daher, da® wirimmer
nur die Differenz zum Vorgngeribertragen oder speichern: Hah&n
undY beide Erwartungswent und Varianze?, so hatZ = Y — X
den deutlich kleineren Erwartungswert-{1p). und nur noch Varianz
2(1— p)o?. Die Kovarianz zwischeX und Z ist

Cov(X, Z)=Cov(X,Y — pX) =Cov(X,Y) — pCov(X, X)
= po® — po®=0;
X undZ sind also unabdingig voneinander.

Verfahren, die dies ausnutzen, gibt es in der Tat; dissan aber mit
dem Problem fertig werden, daf} die Differenz zwagistenslein ist,
daf aber gerade die Ausnahmen, bei denen sie grof3 ist, seémtlich
fur die Rekonstruktion des Original sind.

Der am taufigsten verwendete Ansatz geht daher anders vor,Nzieh-
richt* wird in Bl6cke aufgeteilt; bei der Schallaufzeichung auf CD sind
dies bei den derzeit auf dem Massenmarktéichen Geaten Bbcke
zu je acht Werten, bei Bildern sind es Teilbilder von jew8ils 8 Pixel.

Anstelle der einzelnen Zufallsvariablen kodieren wir di@dke; wie
wir bereits mehrfach gesehen habéaftisich allein dadurch der mittlere
Aufwand meistens reduzieren, wenn auch nicht so dramatiseibei
den hier betrachteten Komprimierungsverfahren.

Der Einfachheit halber besdmken wir uns auf ein eindimensionales
Modell, mit dem wir es beispielsweise bei Audiodaten zu tabén.
Wir betrachten Bbcke aus einer gewissen Anzahlvon Zufallsvari-
ablen, die allesamt dasselbe T enthaltene Alphabet und dieselbe
Wahrscheinlichkeitsverteilung haben. Dabei nehmen wijrdaf® jede
der Zufallsvariable mit ihrem Nachbarn die Korrelatiphabe.

Als erstes sollten wir uns fragen, wie es mit der Korrelatierischen
weiter entfernten Variablen aussieht. Dazinken wira priori nichts
sagen; wenn wir im Extremfall nur zwei Zufallsvariablen riibrre-
lation p haben, so daf alle Folgenglieder mit geradem Index gleich
der einen und allébrigen gleich der anderen sind, ist die Korrelation
gleich p, wenn sich die Indizes um eine ungerade Zahl unterscheiden,
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Peppers
uw= 1156
o?= 5632
o= 75,0
p= 0,98
Tmin = 0
Tmax = 237
Lenna
w= 99,1
o= 2796
o= 529
p= 0,97
Tmin = 3
Tmax = 248
Sailboat
pw= 1243
o?= 6027
o= 77,6
p= 0,97
Tmin = 0

Tmax = 249
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Stream
©w= 113,8
o?= 2996
o= 54,7
p= 094
Tmin = 0
Tmax = 255
Tiffany
i 208,6
o= 1126
o= 33,6
p= 0,87
Tmin = 3
Tmax= 255
Baboon
w= 1289
o?= 2282
o= 47,8
p= 0,86
Tmin = 0
Tmax = 236

88
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und eins sonst. Dieser Fall wird freilich bei Bild- und Audaten kaum
vorkommen.

Dort geht manublicherweise aus vom sogenannten ar(1)-Modell,

wonach —in Analogie zu MRKoV-Ketten — alle AbBngigkeiten auss-
chlieBlich auf die zwischen unmittelbaren Nachbarnizkeufihren
sind, so daR die Korrelation zwischen zwei Zufallsvariabdgeich p
hoch Betrag der Indexdifferenz ist.

Beim blockweisen Kodieren nach diesem Modell betrachtersait
einen Vektor 4, ..., X, ) von Zufallsvariablen; alle; haben densel-
ben Erwartungswert und dieselbe Varianz?, die Korrelation zwischen
X, und X; ist pl"~7!. Die Korrelationsmatrix, bei der an der Stellg
dieser Wert steht, ist somit die symmetrische Matrix

1 p 0. p"_;

p 1 p ... Pt

02 P 1 ... p3 :
pn 1 pn 2 pn—S 1

die Kovarianzmatrix ist das?-fache davon.

Wir betrachten nun anstelle der Zufallsvariablépneue Variablen

Y= Xn:%‘Xj
=1

mit zurachst irgendwelchen reellen Zahley). Dann ist

Cov(Y;,Y,) = Cov Z a;; X, Z e Xy
j=1 =1

=) a,; Cov(X;, X )ay, -

j=1 ¢=1

Stinde in der letzten Summe ganz rechts anstelle voru,,,, SO wWare
die Summe gerade deék-Eintrag des Produktsl mal Kovarianzma-
trix der X; mal A, wobei A die Matrix mit Eintrdgena, ; bezeichnet. Da
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tatsachlicha,,, dasteht, riissen wir als letzten Faktor des Matrixprodukts
die transponierte Matrid” anstelle vond nehmen; die Kovarianzma-
trix der neuen Zufallsvariablen ist also

Cov(Yy,...,Y,)=ACov(Xy,..., X,)AT.

Als nachstes beachten wir, dafd die Kovarianzmatrix deisymmet-
risch ist; nach dem (im Anhang zu diesem Paragraphen beveaye
Spektralsatz gibt es daher eine OrthonormalbasisRigsbe4iglich
derer sie Diagonalgestalt hat. Es gibt also eine Mattixso dal3
ACov(Xy,...,X,)A™! eine Diagonalmatrix ist, und da die Matrik
zu einem Basiswechsel zwischen zwei Orthonormalbaseargekt
AAT die Einheitsmatrix, d.hd=1 = AT,

Definieren wir dahel; =} a;; X; mit den Eintagen dieser Matrix,
so ist Covty, . . ., Y,,) eine Diagonalmatrix; die verschiedengnsind
also voneinander unabhgige Zufallsvariablen.

Unter den Annahmen des ar(1)-Modeligrken wir somit jede Folge
von Zufallsvariablen durch eine lineare Transformatioreine Folge
unkorrelierter Zufallsvariablefiberiihren. Diese Transformation be-
zeichnet man, obwohl sie zuerst voHELLING vorgeschlagen wurde,
als KARHUNEN-L OEVE-Transformation.

HAROLD HOTELLING (1895-1973) war ein amerikani-
scher Statistiker un@konom; er lehrte an der Columbia
University und der University of North Carolina. In ei-
ner 1933 vebffentlichten Arbeit imJournal of Edu-
cational Psychologyschlug er erstmalig diese Trans-
formation vor, die von Statistikern heute in Anlehnung
an den Titel seiner Arbeit meist aldauptkomponen-
tenanalysebezeichnet wird. In Europa erschien die
Transformation fast gleichzeitig um 1947Zw.1948 in
wahrscheinlichkeitstheoretischen Arbeiten des Finnen
KARI KARHUNEN (1915-1992) und des Franzosem-M
CHEL LOEVE (1907-1979), nach denen sie in der tech-
nischen Literatur benannt wird.

Die Matrix A der linearen Transformatiorahgt nur vorp ab und kann
daher fir gangige Werte vom vorberechnet werden; dieARHUNEN-
Loeve-Transformation besteht somit einfach in der Multipliketimit
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einer bekannten Matrix. Da die ABhgigkeit vonp im hier relevanten
Bereich relativ schwach ist, verschlechtern sich die Engese kaum,
wenn man sich dabei aefn typisches beschénkt, etwa aup = 0,95.

Trotzdem wird die KARHUNEN-LOEVE-Transformation praktisch nie
verwendet, denn durch einen anderen Ansatz kommt man mit deu
lich geringerem Aufwand auf fast dasselbe Ergebnis. Um hersewvie
dieser Funtkioniert, betrachten wir digrfkomprimierungsverfahrenin
der Unterhaltungselektronik typischen Werte= 8 undp = 0,95. Die
Eigenvektoren der Kovarianzmatrix

i N SO A R
po1op p pj p‘s1 pi p:
Py 5 . i por, Py P,
Cov(Xy, ..., Xg) = 24 ﬁg ;é , ! pp Zz Zs
pz p: pi pz po 1 op P
by Pe b5 Py Py h A
ptop p Pt pt pt op 1

kdnnen dann zumindest numerisch leicht bestimmt werden; aa m
acht Vektoren mit jeweils acht Eiritgen wenig Struktur ansehen kann,
habe ich die Ergebnisse in den folgenden acht Zeichnunggghigch
dargestellt: Die eingezeichneten Punkte sind:) furi = 1,...,8,
wobeiz, jeweils diei-te Komponente des aufidnge eins normierten
Eigenvektors bezeichnet. Zatzlich ist in derj-ten Zeichnung noch die

Kurve
_ 2z —1)(G — D
y=oos( =)

eingezeichnet; wie man sieht, liegen die Punkte ) zwar nicht exakt
auf diesen Kurven, aber doch sehr in deregthbl. Entsprechendes gilt
auch fir andere Werte von, und andere Korrelationskoeffizienten
nahe eins.

Der Grund daifir, daR man in der Praxis lieber mit den so durch Kos-
inuswerte angeixherten Basisvektoren arbeitet, liegt nicht darin, dai3
diese einfacher zu berechnen sind — die Eigenvektoren shiBlich
Konstanten des Komprimierungsverfahreiir Bie Transformation ei-

-0.21

-0.21

0.41
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0.2+

Der erste Eigenvektor der Korrelationsmatrix

0.4+

0.2+

Der zweite Eigenvektor der Korrelationsmatrix

nes Blocks in die neue Basis brauchen wir aber eine Matrktere
Multiplikation, d.h. n? Multiplikationen sowien(n — 1) Additionen
reeller Zahlen. Wenn wir stattdessen mit den durch Kosieusv
gegebenen Vektoren arbeiterjrinen wir eine sogenannte schnelle
FOURIER- bzw. Kosinustransformation anwenden, die nur uridef
nlog, n Multiplikationen berbdtigt. Ihre Dekorrelationseffiziens liegt im
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-0.271

-0.4+

Der dritte Eigenvektor der Korrelationsmatrix

-0.21

-0.41

Falln = 8 undp ~ 0,95 bei etwa 98%; wir verlieren also fast nichts im

Der vierte Eigenvektor der Korrelationsmatrix

0.4

0.2+
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-0.21

-0.41

0.4+

0.2

Der funfte Eigenvektor der Korrelationsmatrix

-0.21

-0.4+

Der sechste Eigenvektor der Korrelationsmatrix

Vergleich zur aufwendigerenARHUNEN-L OEVE-Transformation.

Schnelle BURIER und Kosinustransformationen gibt es auchahéren
Dimensionen; insbesonderénen wir im Zweidimensionalen Btke

von 8 x 8 Pixel schnell so in eine neue Basis des 64-dimensionalen

Raums transformieren, daf3 sie praktisch u@algfig voneinander sind.

Die diskrete Kosinustransformation ist Teil fast allgingiger Nor-
men zur Bildkomprimierung: Sowohl der JPEG-Stand#@rdfhotogra-
phien, die Standards MPEG 1 undi® tligitale (Unterhaltungs-)Videos
als auch der Standard CCITT H.26irfVideokonferenzen enthalten
(neben anderen Bestandteilen) jeweils eine diskrete Kesi@ansforma-
tion; auch im mp3-Standard ist sie ein Teil der Kodierung.
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A
VIVEY

Der siebte Eigenvektor der Korrelationsmatrix

A A |
:RVRYEY

Der achte Eigenvektor der Korrelationsmatrix

Die Transformation allein ist nétlich noch keine Komprimierung:
Schlie3lich haben wir nur einen Vektor in einer anderen 8-
geschrieben, und die Anzahl der reellen Zahlen, die man escl@ei-
bung eines solchen Vektors liigt, ist unablngig von der Basis. Der
wesentliche Vorteil der neuen Basis ist, dal? man statistischt gute
Aussageruber die GblRe der Komponenten machen kann. Hier wollen
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wir auf exakte statistische Berechnungen verzichten wattbsissen in-
formell diskutieren, warum dies der Fall seiarinte.

Wie die Abbildungen der Basisvektoren zuskHUNEN-L OEVE-Trans-
formation und die Formelriif die Basisvektoren zur diskreten Kosinus-
transformation zeigen, werden die Basisvektoren, wenn sream der
hier angegebenen Reihenfolge betrachtet, immer hoclérgqu Von
einem hinreichend fein abgetasteten Bild- oder Audiodignaarten
wir, dal3 hochfrequente Schwankungen keine grof3e Rolléespisd
somit die entsprechenden Basisvektoren nur kleine Koeffien haben
oder in vielen Rllen sogar gleich gar nicht auftreten. Dementsprechend
geriigt es, fir die Ubertragung dieser Koeffizienten nur wenige Bits
bereitzustellen; bei nur geringen Abstrichen an die Qaigkann man
auf gewisse Koeffizienten sogar ganz verzichten.

Ein Kompressionsverfahren wird daher, je nach Anspruch i&n d
Qualitat, entweder alle Koeffizienten des Signals in der neuensBasi
Ubertragen und durch eine geeignete Darstellung der Datfém slor-
gen, dal3 Folgen von Nullen nur wenig Platz degen, oder aber es
wird nur eine Auswabhl der Koeffizientdibertragen und aucliif diese
jeweils festlegen, wie viele Bit daf in Anspruch genommen werden.
Diese Anzahl wird umso geringer sein, jgher die Frequenz des jew-
eiligen Basisvektors ist; bei einigen Verfahren wie etwaGR®nnen
die Anzahlen auch variabel in ABhgigkeit von einer Qualtszahl
gewahlt werden.

Zum SchluB sei noch ganz kurz eilant, daR die KRHUNEN-LOEVE-
Transformation und damit (mit ganz geringen Abstrichendhadie
diskrete Kosinustransformation zwar die Korrelationsi®ain opti-
maler Weise diagonalisieren, daf aber daraus nicht faddg,sie auch
optimale Kompressionsverfahren liefern: Ausf3er der Kiawer gibt es
noch weitere Quelleriir Redundanz eines Bildes.

Ein gewisser Nachteil der Kosinustransformation ist ad&er, daf3 man
fur abrupteUbergange, wie sie etwa bei Kanten immer wieder einmal
auftauchen, die hochfrequenten Basisvektoren brauahtjain aber
nicht nur die Kante selbst beeinflussen, sondern das ge<auaigrat,
auf das die Transformation angewandt wird.
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Eine bessere ®yglichkeit ware es daher, wenn man anstelle von Kos-
inusfunktionen Funktionen verwendearinte, die sowohl im Zeit- als
auch im Frequenzbereich lokalisiert sind. Solche Funktiogibt es

in der Tat, etwa die sogenanntéfaveletsHierbei handelt es sich um
schnell abklingende Wellen, und neuere Arbeiten deutesndain, dal’
diese fir gewisse Bildmodelle (die im Gegensatz zum hier betraghte
nicht mit Wahrscheinlichkeiten arbeiten) nicht zu weit v@ptimum
entfernt sein sollten. Im Rahmen dieser Vorlesung ist esgedeitlich
weder ndglich, auf diese Modelle einzugehen, noch ist an eine geneau
Behandlung von Wavelets zu denken.

Einen allgemein verandlichenUberblick iiber Wavelets findet man
etwa bei

BARBARA BURKE HuBBARD: Wavelets: Die Mathematik der kleinen
Wellen,Birkhauser1997;

das zitierte Optimalétsresultat ist beschrieben im Vortrag
STEPHANEMALLAT : Applied Mathematics meets signal processing

auf dem Internationalen Mathematikerkongress 1998 inBerachzu-
lesen in Band | der Proceedings, S. 319-338, oder untefivitpy.ma-
thematik.uni-bielefeld.de/documenta/xvol-icm/00/M&aMAN.html.

e) Datenkomprimierung bei JPEG

Als praktisches Beispiel eines Komprimierungsalgoritlsmwollen wir
zumindest kurz den des JPEG-Standardsdieit Photographers Expert
Groupbetrachten, der in vielen Digitalkameras verwendet wird.

Er beginnt damit, das Bild in Blcke von 8x 8 Pixel aufzuteilen und je-
den wie im vorigen Abschnitt beschrieben einer Kosinustiammation
zu unterziehen. Das Ergebnis ist eine neue®Matrix reeller Zahlen,
die zurachst quantisiert, d.h. auf Werte aus einer diskreten Mgage-
det werden. Gif3e und Aufbau dieser Mengéutigen sowohl von der
Position in der Matrix als von einemahlbaren Qualétsfaktor ab.

Der Matrixeintrag links oben entspricht dem Basisvektessen amt-
liche Eintrage gleich sind; dort steht also der Mittelwert der Eig der
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urspiringlichen 8x 8-Matrix. Er wird (abgesehen riatich vom ersten
Block) gespeichert als die Differenz vom Mittelwert des yamger-
blocks; Vorginger bezieht sich dabei auf die zeilenweise Anordnung.

Die Uibrigen 63 Eintage eines jeden Blocks werde@damderbrmig nach
dem Schema imachsten Bild durchlaufen:

Die so erhaltene Folge von 63 Werten wird meist viele Nullethal-
ten; gespeichert werden daher nur die von Null verschiat&verte
zusammen mit der Anzahl der Nullfelder vor so einem Wert.

Im letzten Schritt schlief3lich wird die gesamte so erh&t@eichenfolge
HUFFMAN-kodiert.



Kapitel 2
Der wirtschaftliche Wert von Information

In diesem Kapitel wollen wir sehen, wie wir den Wert der Imf@tion ei-
ner Zufallsvariablen quantifiziererdhnen. Dieser Wertdngt naiirlich
stark vom Umfeld ab und kann nur in Ahgigkeit davon betrachtet
werden.

81: Kellys Ansatz fur Wetten

Siebeneinhalb Jahre, nachderrnSNONs ArbeitA Mathematical Theo-
ry of Communicatioerschienen war, véffentlichte J.L. KELLY Jr., ein
anderer Mitarbeiter der (im Rahmen deffnung des amerikanischen
Telephonmarkts inzwischen aufgeteilt&gll Telephone Laboratories,
im Juli 1956 eine (heute auch im Internet zu findende) Arbéitdam
Titel A New Interpretation of Information Rat# der er einen neuen
Zugang zu 8ANNONS Ergebnissen vorstellte.

JOHN LARRY KELLY JR. (1923-1965) war @hrend des zweiten
Weltkriegs vier Jahre lang Pilot bei der US Air Force; nach
dem Krieg begann er ein Physikstudium an der University of
Texas in Austin, das er 1953 mit der Promotion abschlo. Nach
dem Studium arbeitete er bei den Bell Labs unter anderem
auf dem Gebiet der Sprachsynthese. Bei der Anwendung der
Informationstheorie auf die Spieltheorie arbeitete er enig
SHANNON zusammen, der die Resultate im GegensatzeauwK

auch wirklich in Las Vegas anwendete.

SHANNON hatte hatte seine Theorie insbesondere angewandt auf einen

gesbrten Kommunikationskanal. Darunter versteht man im eindéen
Fall eine Leitung oder sonstige Verbinduridher die Bitsiibertragen
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werden sollen. Da dies in der Praxis nie ganz ohmeustgen naglich
ist, gibt es eine gewisse Fehlerwahrscheinlichkgiieim sogenannten
symmetrischen Kanal ist diese undlolgig vomiibertragenen Symbol,
d.h. mit Wahrscheinlichkejt wird eine Null zur Eins und umgekehrt.

Mathematisch &nnen wir dies folgendermalf3en formulieren: Wir be-
trachten die zuibertragenden Nachrichten als eine Bitfolgex,, . . .
und betrachten eine zaigliche Quelle, die diedébetragung sirt. Diese
Quelle produziert ebenfalls eine Bitfolge, y,, . . ., und der Empdinger
erhalt an Stelle der ursfinglichen Nachricht eine Nachricht, z,, . ..
mit
_ = fallsy, =0
i { 1—u; fallsy,=1"

Dasi-te Bit wird somit genau dann vé@ndert, wenmy, = 1 ist; ansonsten
wird es korrektiibertragen. (Einfachertkante man obige Formel auch
schreiben als; =z, +y, mod 2.)

Da Fehler mit Wahrscheinlichkeitauftreten, produziert die Fehlerquelle
Einsen mit Wahrscheinlichkeip und Nullen mit Wahrscheinlich-
keitq = 1 — p; ihre Entropie ist alse-plogp — ¢logg.

Diese Information fehlt dem Emahger: Wenn wir davon ausgehen,
daf jedes gesendete Bit eine Information von einem Bitatist die
Information pro empfangenes Bit nur noch

r=1+plogp +qlogq Bit.

Diese Zahl- bezeichnet 8ANNON als die Informationsrate des Kanals;
er zeigt, dafl man durch geeignete fehlerkorrigierende £di@eNach-
richt so verschisseln kann, dal3 man dieser Rate beliebig nahe kommt:
Zumindest im Prinzip kann der Enfoiger also seine Nachricht so
kodieren, daf3 ihre &nge nur um einen Faktor/# steigt und dann
vom Empfinger mit einer Wahrscheinlichkeit beliebig nahe bei eins
rekonstruiert werden kann.

KELLY wollte diese Informationsrate unaduigig von Kodierung defi-
nieren und ging dazu von folgender Situation aus: Er betehatie
gesendeten Symbole als Ergebnis eines Zufallsprozeasedessen
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Ausgang gewettet werden kann. Der Wetteradtrauf diese Weise In-
formationeniiber den Ausgang des Ereignissevordiese allgemein
bekannt wird und kann daher noch Wetten abschliel3en untéicBe
sichtigung der erhaltenen Information.

Falls dieUbertragung stets@&tungsfrei verliefe, knnte er bedenkenlos
sein ganzes Veriilgenlj, einsetzen, denn eriwde ja auf ein Ereignis
wetten, von dem er mit Sicherheit weil3, daf? es eintrat. Beirdairen
Wette, bei dera priori beide Aus@nge gleich wahrscheinlich waren,
wilrde sein Einsatz verdoppelt. und falls er jedbgrtragene Bit ent-
sprechend Nutzen kann, und jeweils das gesamte vorhandgrieaK
einsetzt, vire nachn Bit sein Vernbgen angestiegen auf, = V; - 27,
wilrde also exponentiell wachsen.

Wenn derUbertragungskanal allerdings mit Wahrscheinlichkeitas
falsche Ergebnisibertigt, hat eriir p < % zwar immer noch einen
Informationsvorsprung, mufd aber damit rechnen, daf seisaEi mit
Wahrscheinlichkeip verloren geht. Der Erwartungswetirfden Multi-
plikator bei einmaligem Wetten &e 2;, nachn-maligem Wetten also
(29)",wasurp < % und damity > % immer noch exponentiell ansteigt.

Dieser Erwartungswert ist ein gewichtetes Mittel aus nueizéahlen:
Falls allen Symbole korrekt empfangen wurden, was mit Wahrschein-
lichkeit¢™ passiert, wird der urspingliche Einsatz mit2 multipliziert;
andernfalls wurde mindestens einmal auf den falschen Augsgawet-

tet, und das Kapital ist weg. Bei den nachfolgenden Wetterdere
hochstens noch Nullen verdoppelt.

Die Wahrscheinlichkeitir einen Totalverlust bedgt also 1— ¢, was
wegeng < 1 fur hinreichend groRe Werte vam der Eins beliebig
nahe kommt. In dieser Situation werden daher nur sehr hactkef ihr
gesamtes Kapital einsetzengi{y betrachtet stattdessen einen Wetter,
der bei jeder Wette nur einen gewissen Tades vorhandenen Kapitals
einsetzt. Falls er gewinnt, wird dieses Teil verdoppeh; i€apital K
wird also zu

24K+ (1- 0K =(1+)K.

Im Verlustfall ist der Anteil¢ verloren; das neue Kapital ist also nur
noch (1- ) K.
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Bein-facher Wiederholung mif Gewinnen und = n — g Verlusten ist
Vi = (L+07 - (1— L)'V,
Definieren wir die Wachstumate als
1 v
W= lim =log, =,
nl—>oo n % VO
so ist v
W= lim (2 log(1 +¢) + ~ log(1 — e)) .
n—oo \n n

Nach dem Gesetz der grof3en Zahlenistim Limes mit Wahrslitigoeit
einsg = gn undv = pn, also

W =qlog(1+£)+plog(l—¥).

KELLY schigtnun vor, diese Wachstumsrate zu maximieren: Sie ist zwar
auch nicht garantiert, wird aber auch und geradegfol3e Werte von
mit recht hoher Wahrscheinlichkeit nicht wesentlich ustéritten.

Wir wollen alsoW als Funktion vor¥ maximieren, wobel das abge-
schlossene Einheitsintervall duréhft. In den Intervallenden hat jeweils
einer der beiden Logarithmen das Argument 0, die Wachsatmgeht
also gegen-oo, wenn wir uns den Intervallenderahern. Wegen der
Stetigkeit der Funktion auf (QL) muf3 es daher ein Maximum in diesem
offenen Intervall geben; dort verschwindet

aw _ ¢ p _qd-0-pA+l) _q—p—(¢tp)!
dr 1+¢ 1-—¢ 172 172
Dap +q¢ = 1list, mul¥ = ¢ — p sein und damit

1+¢=1+qg—p=2¢ und 1-(¢=1—q+p=2p.
Im Maximum ist die Wachstumsrate daher gleich
Wmax = ¢l0og2q +plog2p = qlogq +plogp + (¢ + p) log 2
=1+plogp+qlogq,

also gleich der 8anNoNschenUbertragungsrateiif einen Kanal mit
gleicher Sbrungswahrscheinlichkeit

Fur Wetten auf Ereignisse mit mehrerefdgtichen Aus@ngen verall-
gemeinert kKLLY seinen Ansatz wie folgt:
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Wir betrachten ein Rennen, bei demPferde starte; die Wahrschein-
lichkeit fur den Sieg de-ten Pferds sep,. Vor dem Rennendénnen
Wetten auf den Sieger abgeschlossen werden. Dazu legt dieme-
ter fur jedes der Pferde eine Quatgfest: Wer einen Einsatz auf das
k-te Pferd setzt, verliert diesen Einsatz, falls ein andefesd gewinnt;
wenn er richtig getippt hat, bekommt er dgsfache seines Einsatzes
ausbezabhlt, hat also einen Gewinn vep € 1)e.

Um nicht gegebenenfalls alles zu verlieren, wird ein Spiskginen
Einsatz oft auf mehrere Pferde verteilen; diese Verteiloagchreiben
wir durch einPortfolio, d.h. einen VektorY, ... ,b,,) mit b, > 0 fur
allekund)_;%, b, = 1;dabeisolb, festlegen, dal vom Gesamteinsatz
der Teilb, e auf dask-te Pferd gesetzt wird.

Das Rennen selbst beschreiben wir durch eine Zufallsvarkdie den
Wert k annimmt, wenn dak-te Pferd siegt. Die weitere Zufallsvariable
S(X) gibt an, womit der Einsatz am Ende des Rennens multiptizier
wird; fur X = k ist dasS(k) = b0, denn nur der auf das-te Pferd
gesetzte Teil des Einsatzes wird mjt multipliziert; der Rest vellt.
Der Erwartungswertifr S(X) ist somit

E(S(X)) =) prbroy -
k=1

Eine noglicher Strategie zur Optimierung des Portfolios ist diaxi
mierung dieses Erwartungswerts; da sowohl die Zielfumkéits auch
die Nebenbedingungen an diglinear sind, handelt es sich hier um ein
Problem der linearen Optimierung, d.h. das Maximum wirdimem
Eckpunkt angenommen.

Die Eckpunkte des zabsigen Bereichs sind die Punkte, in denen ein
b, = 1 ist, wahrend der Rest verschwindeiy fdiese Portfolios ist der
Erwartungswert vorb(X) gleichp,o,. Bei dieser Strategie setzt man
also den gesamten Einsatz auf dasjenige Pferd, bei dematigd®s .o,
maximal wird. Rir jemand, der jede Woche eine kleinere Summe setzt,
deren Totalverlust er verschmerzen kann, ist das durclia@sianvolle
Strategie; man muf3 aber bedenken, dal3 die Wahrscheiritidikes
Totalverlusts mit 1— p, sehr grof3 sein kann: Das maximale Produkt
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kdnnte beispielsweise einem krassen Aul3enseiter entgpreahden,
da niemand mit seinem Sieg rechnet, eine groRe Quongeboten
wird.

Wir betrachten Pferderennen hier als Einstieg in das adfikbmplexere
Gebiet der Kapitalanlage; hier ist eine Strategie mit sefinnachein-
lichem Totalverlust ndlfrlich nicht akzeptabel, und wir ilssen unser
Optimierungsproblem anders stellen.

Der Ansatz, den wir hier verfolgen, geht #igk auf eine Arbeit von
J.L. KELLY JR. von den (im Rahmen de®ffnung des amerikani-
schen Telephonmarkts inzwischen aufgeteil8a)l Telephone Labo-
ratories, die dieser im Juli 1956 in deren Forschungszeitschrift unte
dem Titel A New Interpretation of Information Rateroffentlichte. Er
bringt Nachhaltigkeit dadurch ins Spiel, daf3 er von eineffachen
Wiederholung des Rennens ausgeht. Anstelle eines einRgenens,
beschrieben durch eine Zufallsvariallebetrachten wir also eine grof3e
Anzahln von Rennen, beschrieben durch unahgige Zufallsvariablen
X,...,X,, die allesamt dieselbe Verteilungsfunktion haben wie
Beim ersten Renne; setzen wir den Einsatz gé&fd dem ge@hlten
Portfolio, bei jedem folgenden Rennen setzen wir die Aulszahdes
vorigen Rennens gedl diesem Portfolio. Nach Rennen ist der ur-
spiingliche Einsatz dann multipliziert mit

Sp = ﬁ S(X5)
i=1

Eine nachhaltige Strategiéknte darauf basieren, d&R} als Funktion
von n zumindest im Mittel ndglichst schnell wachsen sollte. Strate-
gien mit hohem Risiko eines Totalverlusts sind dadurch figek aus-
geschlossen, denn sobald &) verschwindet, istS,, = 0 fur alle

n > i.

Das Wachstumsverhalten vaofi, kann am besten mittels des Er-
wartungswerts des Logarithmus vSiX) beschrieben werden:

Definition: Die Verdoppelungsrate eines Rennens mit Portfoliod
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Wabhrscheinlichkeitsverteilungist

W(b.p) = E(logS(X)) = > py 10gy(b0%) -
k=1

Lemma: S, wachst als Funktion vor mit Wahrscheinlichkeit eins
asymptotisch wie 2V,

Beweis:Da wir die hypothetischen Wiederholung&n als unabBngig
annehmen, sind auch die Zufallsvariablen,|8¢X;) unabfangig, und
sie haben allesamt dieselbe Verteilung wie,|6¢X). Nach dem Gesetz
der grof3en Zahl konvergiert

1 1<
- log, S(X) = - Z log, S(X))
i=1

daher mit Wahrscheinlichkeit eins gegen den Erwartungswer
E(log, S(X)) = W (b, p) ,

der Logarithmus vor$,, wachst also wiet (b, p). .

Wenn wir ein ndglichst schnelles Wachstum vd), wollen, missen
wir also die Verdoppelungsrat& (b, p) maximieren.

Definition: Ein Portfoliob™ hei3tlog-optimal,wennW (b, p) furb = b*
seinen maximalen Wert annimmt.

(Da die Bedingungeh, > 0 und>_ b, = 1 eine kompakte Teilmenge
desR™ definieren, ist klar, daR3 die stetige Funktitn(b, p) dort ein
Maximum annehmen muf3.)

Zur Berechnung eines log-optimalen Portfolios arbeiten wieder
mit LAGRANGE-Multiplikatoren; um die Ableitungen einfach zu halten,
maximieren wir anstelle voW/ (b, p) die dazu proportionale Funktion

fO) =W(.p)-In2=>"p,Inbd,o, .
k=1
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Ihre partielle Ableitung nach,, ist
9f() _ py .
ob, b’
die Nebenbedingungsfunktigith) = >~ b, — 1 hat partielle Ableitung
eins. Im Optimum muf3 es daher eire R geben mit
Pk _
by,

Da sowohl die Summe alley, als auch die alley, eins sind, muf3 =1
sein, d.hb;, = p,. In diesem Punkt™ = p ist

A oder p, =Xb, furallek.

W(b*,p) = W(p,p) = > _ p;log, pyoy,
k=1

m m
= Zpk log, oy, + Zpk log, py,
k=1 k=1

:Zpkk-)gZOk — H(p);

k=1

wir missen zeigen, daf3 dies der maximabgtche Wert fir W (b, p) ist.
Fur jedes Portfolid gilt

m m b
Wi(b,p) = Zpk log, by.0;, = Zpk log, <p_kpk0k>
k

k=1 k=1

m m m b
= Zpk log, o), + Z log, p;, + Zpk log, =
k=1 k=1 k=1 P

=Y pilogy 0, — H(p) — D(p[lb) = W (", p) — D(p|b)

k=1
< W™, p),
da die KULLBACK -LEIBLER-DistanzD(p||b) keine negativen Werte an-

nimmt. Sie verschwindet genau dann, weénm p = b* ist, also liegt
dort das einzige Maximum.
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Das optimale Wachstum va$i, wird also erreicht, wenn wir auf jedes
Pferd genau den Anteil des Einsatzes wetten, der seinerm@esahr-
scheinlichkeit entspricht. Bei der praktischen Umsetzdiggser wie
auch fast jeder anderen Strategie haben wir das Problemyidalie
Gewinnwahrscheinlichkeiten nicht wirklich kennen; wistknen sie nur
schatzen anhand voniiheren Rennen der beteiligten Pferde -
lichen Informationen. Genau das gleiche Problem hat étediuch der
Wettanbieter bei der Festlegung seiner Quoten: Auch ertkdierp,,
nicht.

Nehmen wir zuachst an, er wolle seine Quoten so bestimmen, dafi
jeder Wetterim Mittel gerade seinen Einsatz fiskbekommt, dal’ der
Wettanbieter alsom Mittel weder einen Gewinn noch einen Verlust
macht. kir einen Wetter, der einen Einsatauf dask-te Pferd setzt,

ist die erwartete Auszahlung gleigho,e; bei so einerfairen Wette
sollte alsoo,, = 1/p, sein. Da der Wettanbieter djg, nicht kennt,
mul er stattdessen mit einer gediben Wahrscheinlichkeitsverteilung
(rq,...,r,,) arbeiten untb, = 1/r, setzen; entsprechend nimmt der
Wetter als PortfolicseineSchatzung 64, . .., b,,) der Wahrscheinlich-
keitsverteilung. Die Verdoppelungsrate bei dieser Sgiatist

W(b,p) = pilog; brox =Y py log, <_k_k)
k=1 k=1

Pi Tk
_ “ Py < Pg
= Zpk log, E - ZP;@ log, a
k=1 k=1
= D(p“’f') - D(pr) ’

d.h. die Verdoppelungsrate ist positiv, wenn der Wettedirschein-
lichkeitsverteilung besser gesdit hat, und negativ, falls der Buch-
macher die bessere Sitaung hatte.

(Echte Sportwetten sind riatich nie fair; hier sind die Quoten deutlich
kleiner als ¥r,,, denn sowohl der Wettanbieter als auch das Finanzamt
und gegebenenfalls der Ausrichter des Rennens wollen ehergn
Gewinn einstreichen.)

Wer nicht professionell auf Pferde wettetjrfte im allgemeinen keine
realistische Chance haben, die Gewinnwahrscheinliohkdiesser zu
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schatzen als ein erfahrenes auf Pferdewetten spezialisiéaghiiro. Er
kdnnte aber seine Chancen @hlen, indem er den Rat von Fachleuten
einholt, also zum Beispiel Spezialzeitschriften oder Rurefe abon-
niert. Da diese nicht umsonst verteilt werden, stellt sialkilrich die
Frage, ob sich dieser Aufwand lohnt.

Abstrakt mathematisch betrachtéfit sich der Wert solcher Zusatz-
information einfach berechnen: Wir kodieren die Inforraatin einer
ZufallsvariablenY” und kbnnen nun die gemeinsame Wahrscheinlich-
keitsverteilung der beiden Zufallsvariabl&hund Y betrachten. Ohne
Zusatzinformation irrden wir mit einen Portfolid = (bq,...,b,,) ar-
beiten, das auf unserer Sithung des Vektors der Wahrscheinlichkeiten
beruht; mit Kenntnis vort” verwenden wir stattdessen ein Portfolio
b(y) = (bl(y), ey bm(y)), das auf den bedingten Wahrscheinlichkeiten
pp(y) = p(X = k|Y = y) unter der Nebenbedingurl§ = y beruht.
Die optimale Verdoppelungsrate ohne Kenntnis Yoist, wie wir oben
gesehen haben,

W*(X) =) p,log,0, — H(X);
k=1

mit Kenntnis vonY” erreichen wir

WHXY) =YY 1) 10g, pi()o = Y py.l0g, 0, — H(X[Y).
k=1 y k=1

Die Differenz zwischen den beiden Werten ist
AW =W*(X|Y)-W*(X)=H(X)— HX|Y) =I(X;Y);

der Zuwachs bei der optimalen Verdoppelungsrate ist alsadgedie
wechselseitige Information der beiden Zufallsvariablen.

§2: Portfolio Management

Wenn man Zeitungsberichte der letzten Jahre liest, bekanantdurch-
aus den Eindruck, als handelten selbst gro3e Banken amn/vhdiet
ahnlich wie Zocker, die bei Pferderennen alles auf einenefwsBiter
mit minimalen Gewinnchancen setzen. Trotzdem gibt es aug 8ines
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Mathematikers grof3e Unterschiede zwischen einem Pferdereund
einer Brse: Wahrend es beim Pferderennen immer nur einen Sieger
gibt, kann es an der@se durchaus vorkommen, daf3 an einem Tag alle
gehandelten Aktien gewinnen und an einem anderen Tag alleres.
Dabei gehtes, von eher seltenen Ausnahmen abgesehenyben@ed
Verlust nicht um alles oder nichts, sondern an den meistesdhtagen

um eher moderate Kurs\amnderungen.

Entsprechend komplizierter muf3 auch unser mathematiddiogel|
sein: Eine einzige Zufallsvariable, die den Gewinner desrRas
beschreibt, gdingt hier definitiv nicht mehr.

a) Das Modell

Wenn wir von einer Brse ausgehen, an der Aktien gehandelt wer-
den, brauchen wiriir jede einzelne Aktie eine eigene Zufallsvariable,
die deren Entwicklung beschreibt. Wir gehen der Einfadhhalber
davon aus, dalR wir unéifden Wert der einzelnen Aktien nur in gewis-
sen diskreten Zeitintervallen interessieren; der Anslitizkeit halber
wird im folgenden meist von einemiBsentag die Rede sein, beim com-
putergeditzten Handel an heutigeroBsen kann es sich bei diesem Zeit-
intervall aber auch durchaus um eine Minute oder einen nteghécen
Zeitraum handeln.

Fur jede demn Aktien betrachten wir eine Zufallsvariablé,, die an-
gibt, mitwelchem Faktor der Kurs dieser Aktie im betrachieteitraum
multipliziert wird. Wir miissen realistischerweise davon ausgehen, daf3
wir Uber die Verteilungsfunktionen dieser Zufallsvariablem wenig
wissen: Durch langfristige Beobachtungriaen wir zwar einige statis-
tische Kennwerte der Verteilung sitzen; da wir aber nicht davon aus-
gehen knnen, daf die Verteilungsfunktion langfristig stabilibiesind
selbst diese Sé@tzungen von begrenztem Nutzen, urmkr die exakte
Verteilungsfunktion werden wir nur in seltener@llen halbwegs zu-
verlassige Aussagen macheiininen. In diesem Paragraphen mufd es
daher zwang#glufig deutlich weniger konkret zugehen als im vorigen.

Trotzdem arbeiten wir wieder im wesentlichen mit denseBegriffen:
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Wir beschreiben das Geschehen an dérsB durch einen Vektor
X=(Xy,...,X,)

aus den Zufallsvariableriif die Wertentwicklung der einzelnen Aktien

und wahlen als Anlagestrategie wieder ein Portfdlie (b, ...,b,,),

das angibt, welcher Teil des Anlagekapitals wir in welcheti@kn-
vestieren.

Vom gesamten KapitaleinsatZ entfallt also der Teib, K auf diek-te
Aktie, und dieser wird am Ende de®Bentags mit dem Wert vai,,
multipliziert. Der Wert der gesamten Anlage ist dann also

Y b KX, =K-S(X) mit S(X)=) bX, = X).
k=1 k=1

Eine mbgliche Anlagestrategiedkinte darin bestehen, dal’ wir den Er-
wartungswert der Wertentwicklung(X') maximieren wollen; da

E(S(X)) = bE(X,)
k=1

linear in derb,, ist, wiirde dies bedeuten, daf3 wir alles Kapital in die Ak-
tie(n) mit dem lbchsten Erwartungswert investieren. Da diegeakdiche
Entwicklung der Aktie nicht durch den Erwartungswert, semddurch
den Wert einer Zufallsvariable bestimmt wird, ist klar, dal®ine Strate-
gie ihre Risiken hat.

b) log-optimale Portfolios

Eine nbgliche Alternative, die von manchen Grof3investoren agisch
nend auch wirklich angewendet wird, ist wieder der AnsatzKaLLy:

Wir wahlen die Strategie, bei der wir bei beliebigufiger Wiederho-
lung des Brsentags die @ifdte Wachstumsrate erzielen. Wir betrachten
also anstelle des einen Vekta¥seine Folge von Vektore& © von je-
weils m Zufallsvariablen, wobei di&f” voneinander unalingig sein
sollen, aber allesamt dieselbe Verteilungsfunkfibhaben. Wir suchen
ein Portfoliod, fir das die Folge der

S, = ﬁ S(X @)

=1
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zumindest im Mittel das gf3tnbgliche Wachstum hat. Man beachte,
dal wir bei diesem Ansatz zwar von einem festen Porttodiasgehen,
dal3 dieses sich aber nicht auf die Anzahl, sondern aufvdem der
Aktien bezieht. Da sich dieser Wertastdig andert, muf3 nach jeder
»Wiederholung” eines Brsentags der Aktienbestand neu ausbalanciert
werden, damit wieder der Antdi]. des vorhandenen Kapitals in Akiie
investiert ist.

Um in diesem Sinne optimale Portfolios zu charakterisighetrachten
wir wieder dieVerdoppelungsratals Erwartungswert des Logarithmus
vonS(X), d.h.

W(b, F) = E(log, S(X)) = E(log,((b, X)) = /Iog2 (b, X) dF(z).

Wie im Fall der Pferdewetten gilt

Satz: Mit Wahrscheinlichkeit eins achsts,, wie 2°" 1),

Auch derBeweisgeht im wesentlichen wie dort: Nach dem Gesetz der
grof3en Zahlen konvergiert

1 1< N _
~log, 5, = = > o s(x) = = > log, (b, X9)
=1 =1

mit Wahrscheinlichkeit eins gegen den Erwartungswert eggn b, X ),
also gegeiV (b, F).

Definition: a) Die optimale Wachstumsralé*(F') ist das Maximum
von W (b, F), wobeib alle Portfolios durclduft.
b) Ein Portfoliob hei3tlog-optimal,wennW (b, F) = W*(F) ist.

Da die Menge aller Portfolios kompakt ist, wissen wir, dai3 (F)
existiert und dalR es log-optimale Portfolios gibt; da Wimicht ken-
nen, konnen wir allerdings weder die Verdoppelungsratéf, F') noch
deren MaximalwertV * (#") wirklich ausrechnen. Trotzdendknen wir
einige Aussageiiber diese Funktionen machen:
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Lemma: a) W(b, F') ist linear inF" und konkav inb.
b) W*(F) ist konvex inF'.

Beweis: a)Die Linearitat in F' folgt sofort aus der Lineadt der In-
tegration. Da der Logarithmus eine konkave Funktion idt,fgir alle
A €0, 1]

l0g, {((1 — A\)by + Ab,y, X) > (1 — N)log, (b;, X) + Alog, (b,, X) ;
aus der Monotonie der Integration folgt damit auch die Kaitiéd von
W, F)inb.

b) F; und F, seien zwei Verteilungsfunktionen, urid(£}), b*(F5)
seien log-optimale Portfolios dazu. Dann igt fedes) € [1, 0] auch
(1 — N)F; + \F, eine Verteilungsfunktion; das log-optimale Portfolio
dazu seb* ((1 — A)Fy + AF,). Dann ist

W* (L= Ny + \F) = W(b* (1= NF, +AE), (1— NF, + /\FZ)
= (1- W (b* (1= N +AF), Fl) AW (b* (1= NF+AF), Fz)
< (A=W (0" (F), Fr) AW ((0*(F), F5) = A=W (F)+AW* (F) .

Im Gegensatz zur Situation bei den Pferdewetten gibt esnhiirlich
keinen Grundiir die Annahme, esabe nur ein log-optimales Portfolio;
es kann eine ganze Reihe davon geben. \diimen allerdings zeigen

Lemma: Die Menge aller log-optimaler Portfolios zu einer festen
Verteilungsfunktionf ist konvex.

Beweis:b undb’ seien zwei log-optimale Portfolios. Wegen der Konka-
vitat vonW (b, F) in b ist dann fir jedes\ € [0, 1]
W ((L— N)by + Aby) > (L= \)W(by, F) + AW (b, F)
=1L - NWHF)+ \W*(F)=W*(F).
Da W* nach Definition die maximal erreichbare Wachstumsrate ist,
muf3 aIsoW((l —A)by + /\bz) = W*(F) sein, d.h. auch (+ \)b; + \b,

ist ein log-optimales Portfolio. .
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¢) Eine erste Charakterisierung log-optimaler Portfolios

Da wir nur wenigiber die Verteilungsfunktiof' wissen, kann uns auch
ein analytischer Ansatz kein konkretes Gleichungssystefarh, an-
hand dessen wir ein log-optimales Portfolio berechriemken. Zusam-
men mit der Konkavit vonT (b, F) in b liefert er aber ein tzliches
Kriterium zur Charakterisierung log-optimaler Portfaio

Satz: a) Ein Portfoliob* = (b3, ...,b},) ist genau dann log-optimal
beziglich der Verteilungsfunktiof’, wenn fir jedes andere Portfolio

gilt:
(b, X)
E <1.
() =
b) Ein Portfoliod™ = (b7, ..., b}, ist genau dann log-optimal biégglich
der Verteilungsfunktior#, wenn

X ..
< .
E ((b*,X>) <1 fur allek

c) Ist fur ein log-optimales Portfolid™ die k-te Komponenté; von null
verschieden, so ist sogar

E(<bf,('3<>) i

Beweis: a)Wie immer, wenn wir differenzieren tissen, betrachten
wir die Wachstumsrate baglich des nairlichen Logarithmus, also die
Funktion

V(b)=W(b, F)-In2=E(In (b, X)) .

Da auch diese Funktion konkav ist, hat sie genau dann einriaxiin
einem Punkb* des zuassigen Bereichs, wenn ihre Richtungsableitung
entlang der Strecke vobi* zu irgendeinem anderen Portfoliostets
kleiner oder gleich Null ist. (Wegen der Konveiiitder Menge aller
Portfolios liegt diese Strecke im Agdsigen Bereich.)

Die Verbindungsstrecke besteht aus den Purikten(1— \)b™ + Ab mit
A € [0, 1]; da die Bildung des Erwartungswerts eine lineare Opamati
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ist und mit Grenzwertbildung kommutiert, ist
dV(b,) d

. = a]E(In(bA,X>) -
o In(by, X) — In (%, X)\ _ . 1. (b, X)
- )I\ITOE ( ) A > - ,l{noE (X In (b;\,X)>
o (1 —X) (6", X)+ A (b, X)
=M RE ('n (b, X) )

== (tm5n (1 (55 1)

Aus der RyLOR-Entwicklung von
2 .3 4

X x €T
n(l+xY=o2 — —+— — __ +
n+o)=e—Z+3-7
oder auch aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechrfolgg, daf?
im In(1 +\x) —
A—0 A

ist, also kbnnen wir die Ableitung weiter ausrechnen als

dv(b)\) =K <ba X> -1
d\ | y—or (b*, X)
b* ist somit genau dann ein log-optimales Portfolio, wenn fiiesalle
Portfoliosb kleiner oder gleich Null ist, und das wiederumasfuivalent

zur Ungleichung (<<bb)§<>>) <1l

b) Da alleb;, > 0 sind und
E -1=)» b,E{—%i+ | -1
(#37) = 2e (7w

ng’“ (E(<bf,(3(>> ‘1>

ist, gilt die Bedingung aus) genau dann, wenn aIlE(aff’;Q) <1
sind. '
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c) Falls b}, nicht verschwindet, betrachten wir jenes Portfdliodas
das gesamte Kapital in diete Aktie investierth™ ist dann ein innerer
Punkt auf dem Durchschnitt der Geraden durthindb mit der Menge
aller Portfolios; daher hat (b) auf diesem Durchschnitt genau dann ein
Maximum inb*, wenn dort die Richtungsableitung sogar verschwindet,
dh]E(@X—gQ) muR gleich eins sein. _

Die Bedingung aus) sagt inshesondere, daf3 log-optimale Portfolios
auch be#glich des Erwartungswerts des Quotienten der Gewinnent-
wicklung optimal sind; sie eifllen also auch ein kurzfristiges Opti-
malitatskriterium.

Nach der hier betrachteten Strategie wird nach jedéns@&tag das
vorhandene Kapital so reinvestiert, dal® der Ariteibuf diek-te Aktie
entfallt. Welcher Teil des Kapitals am Ende desrBentags in wel-
cher Aktie steckt, &ngt nailrlich von der konkreten Entwicklung am
jeweiligen Tag ab, abeiif ein log-optimales Portfolid* kdnnen wir
zumindest den Erwartungswert berechnen: Das gesamteaKapith
HandelsschluR? ist dg$*, X )-fache des Ausgangskapitdis und aus
dem Investment; K in die k-te Aktie wurde ein Betrag vob K X .
Der Anteil derk-ten Aktie ist daheb; X,/ (b*, X') mit Erwartungswert

H(125) o (5)

unabtangig davon, old; verschwindet oder nicht. Zumindest was die
Erwartungswerte betrifft, bleiben die Anteile also stabil

d) Asymptotische Optimalitat

Wenn wir von einer Brse ausgehen, bei der die Verteilungsfunktion
Uber einendngeren Zeitraum fest bleibiyknen wir die KeLLY -Strategie
statt auf hypothetische Wiederholungen einéssBntags auch auf die
Folge der Brsentage anwenden.

Da die Verteilungsfunktion konstant bleibt, ist auch dag-dptimale
Portfolio jeden Tag das gleiche; wir investieren also nanbra festen
log-optimalen Portfoli@*, wobei wir zu Beginn eines jedeBsentags
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dafur sorgen, dal3 unabhgig von der Kursentwicklung des \Vortags
wieder der Anteib;, des Anlagekapitals in Akti¢ investiert wird.

Diese Strategie erscheint recht unflexibel; wenn wir ststtén das

Portfolio jeden Tag neu festlegen in Adgigkeit von der bisherigen
Kursentwicklung der Aktien, &nnen wir nbglicherweise ein besseres
Ergebnis erzielen.

Definition: Einekausale Anlagestrategist eine Folge von Abbildun-

gen
' (R Gt W O (L R A G ,

die in Abrangigkeit von den Kurs Entwicklungen® = 2\ fur j < 4
das Portfolio @ir deni-ten Borsentag festlegt.

Eine einfache Abscitzung zeigt aber, da? man trotz ded@eren Fle-
xibilit at mit einer solchen Strategie zumindest im Mittel keinesbesn
Ergebnisse erzielt als mit der log-optimalen Strategie:

Lemma: BezeichnetS, = []i, S(X®) die Wertentwicklung nach
n Tagen fir eine kausale Anlagestrategie, soligtog, S,,) < nW*,
wobeil¥* die Verdoppelungsrate der log-optimalen Strategie ist.

Beweis:Der Erwartungswert von lags,, ist hbchstens gleich

A b, b

= (&) x (@)
max [E(logsS,,) max(n)E<Zl:logz<b X >>

—;rg(%lxﬂz(log2 (b, XDV) = n W .
Nun wissen wir freilich, dal’ der Erwartungswert allein noatht viel
aussagt; das gerade bewiesene Lemma schlief3t nicht ausjirdai®
einer geeigneten kausalen Strategie vielleicht doch ntieh&Vahr-
scheinlichkeit besser fahren als mit der log-optimalen. kinsehen,
daf auch das nicht der Fall ist, lidigen wir zurachst zwei Aussagen
aus der Wahrscheinlichkeitstheorie, als erstes eineadieh Spezial-
fall der Ungleichung von MRKoV:
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Lemma: Ist X eine Zufallsvariable, die nichtnegative reelle Zahlen als
Werte annimmt, so isiifr jedess > 0

p(Xza)S@.
a

Beweis:y, (z) sei die charakteristische Funktion der Menge aller reelle
Zahlen gb3er oder gleich. Dann ist, wenr® das Wahrscheinlichkeits-
mal bezeichnet,

E(X
p(X2a)=/xa(x)dP§/xa(a:)§dP§/gdP: (a )
]
Lemma von Borel und Cantelli: E;, E,,... sei eine Folge von

Ereignissen derart, dal" - p(E;) konvergiert. Dann ist die Wahr-
scheinlichkeit @ir das Eintreten von unendlich vielen dieser Ereignisse
gleich Null.

Beweis:Die Wahrscheinlichkeit déf, da3 irgendein Ereignig), mit

k > n eintritt, ist Bchsteng,, = >°= p(E;); wegen der vorausge-
setzten Konvergenz der Summe bilden glieeine Nullfolge. Falls un-
endlich viele der EreignissE; auftreten, tritt insbesonder@érfjedesn
mindestens eines mit > n ein; die Wahrscheinlichkeitf das Ein-
treten unendlich vieler der Ereignisse ist soriiitjfedesn kleiner oder
gleichp,,. Damit muf} diese Wahrscheinlichkeit gleich Null sein. .

EMILE BOREL (1871-1956) wurde in Saint-Affrique in
den Pyreéen als Sohn eines protestantischen Geist-
lichen geboren. Ab 1889 studierte er Mathematik an
der Ecole Normale in Paris, wo er 1893 promovierte.
Danach bekam er zéghst eine Stelle almdtre de
con&rencean der Universiit von Lille, drei Jahre sgier

an der Ecole Normale Sépeure; von 1899 bis 1902
lehrte er am Co#ige de France. 1909 richtete die Sor-
bonne speziellifr ihn einen Lehrstuhl ein, den er bis
1941 innehatte. Ab 1924 war er auch politisch ak-
tiv als Abgeordneter der Nationalversammlung (1924—
1936) und als Marineminister (1925-1940).alend
des zweiten Weltkriegsdmpfte er @ir die Resistance. Seine mathematischen Arbeiten
kommen aus fast allen Teilgebieten der Mathematik; begsiddkannt sind seine Beiige
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zur MaR- und Wahrscheinlichkeitstheorie sowie zur The@@ler und komplexer Funk-
tionen.

FRANCESCO PAOLO CANTELLI (1875-1966) wurde in
Palermo geboren und studierte an der dortigen Uni-
versitit Mathematik. Neben seinem Studium arbeitete
er auch am dortigen Observatorium unddfeentlichte
verschiedene Arbeiteitber Astronomie. Von 1903 bis
1923 arbeitete er als Aktuaiiif eine Versicherung und
besclaftigte sich mit Anwendungen der Wahrschein-
lichkeitstheorie; danach lehrte er Finanz- und Ver-
sicherungsmathematik zachst an der Universit von
Catania, ab 1925 in Neapel und ab 1931 bis zu sei-
ner Emeritierung 1951 in Rom. Neben vielen anderen
Arbeiten zur Wahrscheinlichkeitstheorie bewies er untefeaem auch das starke Gesetz
der groRen Zahlen.

AuRerdem sei noch an zwei Begriffe aus der Analysis erinnert

Definition: a) Eine reelle Zahlz heilt Haufungspunkider reellen
Zahlenfolge ¢,,),,cn, Wenn es zu jedera > 0 unendlich viele Fol-
genglieder:,, gibt mit |z — z,,| < €.

b) Der kleinste Hwfungspunkt einer Folge wird alimes inferior
lim =z, bezeichnet, der gRte ald.imes superiorlim z,,.

n—oo n—oo

Damit kdnnen wir nun beweisen, dal keine Strategie langfristiggntes
lich besser sein kann als die log-optimale:

Satz: XM X@ . sei eine Folge unalingiger Vektoren von Zu-
fallsvariablen, die allesamt Verteilungsfunktidn haben. Das log-
optimale Portfolio dazu séi*, undb®, 5@, ... sei irgendeine kausale
Anlagestrategie. & die beiden Wertentwicklungedj; = [Ti, (b*, X®)
unds, =T, (@, Xx@) ist dann mit Wahrscheinlichkeit eins

— 1

lim —log

_n
n—oo N 2 S;;

<0.

Beweis:Wie wir aus Abschnitt) wissen, ist der Erwartungswert von
S,,/ Sk kleiner oder gleich eins; nach der Ungleichung vomrRyov ist
daher

. S, 1
p(S, >n?S:)=p (S_;; > nz) <3
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Da " 2, -5 konvergiert, sagt uns das Lemma voDrELund CANTELLI,
dal3 mit Wahrscheinlichkeit null unendlich viele der Ungheingen

S,

_n

S

2log,n
n

1 S
2 - n
oder - log, TR

*
n

>n

erfullt sind. Es gibt daher mit Wahrscheinlichkeit eins éine N, so
daB fir allen > N gilt

21
_ |Og & < M .
n Sk n
Da rechts eine Nullfolge steht, kann der Limes superior tnpdsitiv

sein. -

e) Der EinfluR® zusatzlicher Information

Nicht nur bei Pferderennen, sondern auch an des8 wird viel mehr
oder weniger itzliche Zusatzinformation angeboten. Um deren Wert
abzuschtzen, betrachten wir zéchst, wie sich die Wachstumsrate
eines log-optimalen Portfolioandert, wenn wir von einer falschen
Verteilungsfunktion ausgehen. Bei Pferderennen hattegegiehen, dal3
dies mit der KULLBACK -LEIBLER-Distanz der Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen zusammeidngt; da wir hier kontinuierliche Zufallsvariablen
haben, nissen wir diese erst definieren:

Definition: a) Die KULLBACK -LEIBLER-Distanz zwischen zwei Wahr-
scheinlichkeitsdichterf undg ist

f@) 4.
g(@ )
b) Die wechselseitige Information zweier Zufallsvariabl&und Y

mit den Wahrscheinlichkeitsdichtgiy und fy- sowie der gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsdichtg ist

D(f|lg) = / f(z)log, V%)

f(x,y)

@i

I(X;Y) = / £ ) 10g,
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Satz: f(zy,...,x,,) sei die Wahrscheinlichkeitsdichte zum Veki&r
der ZufallsvariablerX, . . ., X,,,, undb, sei das log-optimale Portfolio
dazu.g(zy, . ...z,,) sei eine weitere Wahrscheinlichkeitsdichte, bpd
sei das log-optimale Portfolio zu Dann ist

AW =W (bg, F) = Wby, F) < D(f]l9).
Beweis:Nach Definition ist
AW = /f(;v) log, <bf,gc> dx — /f(;v) log, <bg,x> dx

= [ syros, G I; da
g’

_ (by,7) g(x) f(z)
_/f(a:)logg< byow) 12 9@) dx
by, x) g()

= [ 1 Iogz< o %) de+ D(/l9

Da f eine Wahrscheinlichkeitsdichte isthknen wir die Ungleichung
von ENSeENauf das letzte Integral anwenden und den Logarithmus nach
vorne ziehen; wir erhalten

/f(:v)|092<2 f’ ;?E ;)dw<|092/f()

by >

= |ng/g(x) dr <logl=0,
<bqa:v>

dab, das log-optimale Portfolio zur Wahrscheinlichkeitsdechtist.

SomitistAW < D(f||g), wie behauptet.

r) g(x)

@

Diesen Satz wollen wir nun anwenden auf den Fall, dal3 wigtzlishe
Informationerilber die Entwicklung der &se haben. Diese Information
beschreiben wir wieder durch eine ZufallsvariabBleDie gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsverteilung vakl undY sei durch die Wahrschein-
lichkeitsdichtef(z, y) gegebenfy und f,- seien die Wahrscheinlich-
keitsdichten zuX undY allein. Ohne Zusatzinformation definieren wir
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das log-optimale Portfolio anhand vgiy., mit der Zusatzinformation
Y =y verwenden wir stattdessghmit zweitem Argument.

Satz: Der AnstiegAW der Verdoppelungsrate durch dielinkodierte
Zusatzinformation ist ichstens gleicli(X;Y).

Beweis:Wenn wir das log-optimale Portfolio auf einen konkreten Wer
Y =y abstimmen, steigt die Verdoppelungsrate nach dem vorigen S
hochstens um

f@lY =y)

D(f(xlX =) || f()) :/f(l"yzy) %@

AW ist das mitf,- gewichtete Mitteliber diese Anstiege, also kleiner
oder gleich
flY

/ @) / ey =) log, 2=

- / [ sty = Iow(%gg;) da dy

f(z,y) _ .
//f(x oGy oy dody = I Y).

Man beachte, daR der Zuwachs hier im Gegensatz zum Fall der Pf
dewetten nicht gleich der wechselseitigen Information seif3, sondern
auch kleiner ausfallen kann.

dr .

dd

f) Verallgemeinerung auf stationare Markte

Bislang sind wir davon ausgegangen, daR3 die verschiedeimsei@age
(oder auch die hypothetischen Wiederholungen eirigséhtags) durch
voneinander unat@mgige Zufallsvariablen beschrieben werden. In letz-
ter Konsequenz bedeutet diese Annahme, daf? sich d@liseBam Tag
nach einem groRen Crash vattals sei nichts geschehen, dal es keine
Gewinnmitnahmen nachatenfligen einer Aktie gibt, und so weiter.

Fur den Rest dieses Paragraphen wollen wir daher unser Mershadi-
tern und die Kursentwicklung beschreiben durch einen stattsthen
Prozesst = XM, x®@ . aus Zufallsvariableix ¥ mit Werten inR™,
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wobei diek-te Komponente vorX ™ angibt, wie sich die Aktie: am
i-ten Bdrsentag entwickelt, d.h. mit welchem Faktor ihr Wert im feau
des Tages multipliziert wird. Dieser stochastische Proze# statiofr
sein, insbesondere haben also weiterhin &8 dieselbe Wahrschein-
lichkeitsverteilungF'; wir gehen aber nicht mehr davon aus, daR3 die
Wertentwicklungen der einzelnen Tage unaibgig voneinander sind.

Fur die Anlage betrachten wir weiterhin kausale Strategldndas Port-
folio b ami-ten Tag fangt ab von den Werten d&f) mit j < i. Um
herauszustellen, daf eine Funktion dieser Zufallsvariablen ist, schrei-
ben wir gelegentlich auchf?(X®, ..., X@~1): den Funktionswertifr
konkrete WerteX?) = 20 bezeichnen wir mib(z®, . .., z0—D),

Auch in der neuen Situation wollen wir den Erwartungswént die
langfristige Wertentwicklung der Anlage maximieren, alden Er-
wartungswert des Logarithmus von

S, = H <b(i)(X(1), L, XDy, X(i)> )

=1

Das Maximum dieses Erwartungswalter alle kausalen Anlagestrate-
gien ist die Summaéber die maximalen Erwartungswertie tlie einzel-
nen Tage; wirvithlen alsoifir jeden Tag dasjenige Portfolio, von dem wir
das maximale logarithmische Wachstum erwarten, d.h. daspdimale
Portfolio. Da die Zufallsvariable®X ® nicht mehr als unatingig vor-
ausgesetzt sind idfen wir allerdings nicht mehr einfach jeden Tag das
log-optimale Portfolio zur Wahrscheinlichkeitsverteitu’ nehmen,
denn wie sichX® entwickelt Hangt ja ab von den Entwicklungen der

\ortage. Das log-optimale Portfolid® (9, . . . z~1) muR daher be-
stimmt werdeniber die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung unter
der Voraussetzung, daR® = 2@, .. x0=D = ;=D jst. Den ent-

sprechenden Erwartungswait fleni-ten Borsentag bezeichnen wir als
die bedingte Verdoppelungsrate dieses Tages und schi@ials

WX O, 20) =
E(log, (b* (2, ... 207D), x@) | xW =0 X0 = 50-0)

Der Erwartungswert des Logarithmus veiiX @) ist der gewichtete
Mittelwert T7* (X @ | x @ . x@D) dieser bedingten Verdoppelungs-
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ratenuiber alle nibglichen Entwicklungen der erstén- 1 Tage, undiir
den Erwartungswert des Logarithmus v erhalten wir die Ketten-
regel

Wi (x®,.. xt) =E(log, 5,) = ) WHXOx®,. xEY),
=1
In Analogie zur Entropierate eines stochastischen Presessggen wir

Definition: Die optimale Wachstumsrate ist
WX ®, L X ™
Wi = lim C.SCTEE ),

def n—oo n

sofern dieser Grenzwert existiert.

Genau wie im Falle der Entropieraténen wir auch hier zeigen

Satz: In einen statioAren Markt existiert die Wachstumsrate und ist
gleich lim Ww*(x™|x® . x"-Dy,

Beweis:Da die Wachstumsrate bei mehr Information nicht kleiner-wer
den kann und wir einen statiaren Prozess vorausgesetzt haben, ist
WHX@D xD  xC)y > (x| x@ | x ™)
=W (x®| x®  xC-D),
die Folge ded?V*(X™|x®W . . x®=Y)ist also monoton wachsend.

Somit ist sie entweder konvergent oder divergiert bestigagen to.
Da nach der Kettenregel

*(y (1) (n) n
wH X, X)) EZW*(X@”X(D’”.’X(i—l))

n n
=1

ist, hat die linke Seite nach der Mittelwertsatz voes&ro (Kap. 1,

§4c), Schritt 2)denselben Grenzwert. .

Um auch bei staticiren Markten die log-optimale Strategie mit an-
deren Anlagestrategien vergleichen zinken, niissen wir uns an einen
Begriff aus der Stochastik erinnern:
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Definition: ¥ = Y,Y,,... und 2 = Z,,Z,,... seien zwei sto-
chastische Prozess€. heil3t Martingal beZiglich ), wenn fir alle
k < ¢ gilt E(Z,|Yy,...,Y,) = Z,. Er heiBtSupermartingalwenn
E(Z,|Ys,...,Y,) < Z, ist; entsprechend heil3t &ubmartingalfalls
EB(Z,|Y,,....Y}) > Z,.

(Tatsachlich betrachtet man in der Stochastik Martingale mdigea
meiner beiglich einer beliebigen Filtration auf dem Wahrscheindich
keitsraum; @ir uns geiigt aber dieser Spezialfall.)

Satz: X sei ein statioérer stochastischer Prozess usjfbeschreibe
die Wertentwicklung der erstem Tage einer Anlage béglich der be-
dingt log-optimalen Strategie;,, die beziglich irgendeiner beliebigen
kausalen Strategie. Dann ist die Fol@der QuotientensS,/S; ein
positives Supermartingal béglich X'

Zum Beweismiissen wir den Erwartungswert

E (% X ,X<">>
n+l
absclatzen. Da wir bei Kenntnis voX @, ..., X die Wertentwick-

lungensS,, und S;; kennen, Bnnen wir diese vor den Erwartungswert
ziehen und erhalten

(n+1) (n+1)
E(Sm|yo  xo)-g s, X0 S,
G* ’ ) b*(n+1)7X(n+1)> S,*;

n+l

x@ ,X(”)>

(
S <b("+1), X(n+1)>
_— S;; L

X ,X<">> < 5

dennwie wir in Abschnitt) gesehen haben, istder letzte Erwartungswert
fur das log-optimale Portfolio kleiner oder gleich eins. uktiv folgt
die entsprechende Aussade fndexn + k stattn + 1 und damit die

Supermartingaleigenschaft. .

Nach dem Martingalkonvergenzsatz vonsgrH DooB (1910—-2004)
folgt aus der Tatsache, da die Folge d&r/S;: ein Supermartin-
gal ist, dal} diese Folge gegen eine Zufallsvariable komeerderen
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Erwartungswert chstens gleich dem vof;/S; ist, also kleiner
oder gleich eins. Aus 8LMOGOROVs Verallgemeinerung der MRKOv-
Ungleichung folgt daraus wiederum, dal &llet > 1 gilt
su S >t) < 1
b npS;; - ) Tt
Die Wahrscheinlichkeit, dall irgendeine andere Strategigftistig

dramatisch bessere Ergebnisse liefert als die bedingteptighale ist
somit relativ gering.

Kurzfristig freilich gibt es Rlle, in denen andere Strategien mit hoher
Wabhrscheinlichkeit zumindest etwas bessere Ergebnistegrials die
log-optimale: An einer,Borse" mit nur zwei Aktien und

(1, 1T15) mit Wahrscheinlichkeit 1- ¢
(1,0) mit Wahrscheinlichkeit

ist fur das Portfolidb = (1, 0)

= () =5() =2 wne

(k) 2(x0) =52

nach dem Kriterium aus Abschnit) ist b also log-optimal. Trotzdem
erzielt man mit dem Portfolio (@) mit Wahrscheinlichkeit 1- ¢ ein
besseres Ergebnis. NaghBorsentagen ist allerdings die Wahrschein-

X = (leXZ) = {

lichkeit daflr, dal? man mit dieser Strategie noch nicht pleite gegangen

ist, gleich (1— )", was ir hinreichend gro3e eine ziemlich kleine
Zahl ist.

Zusammenfassendft sich sagen, daf log-optimale Portfolios relativ
sicher sind und auf lange Sicht die besten Wachstumsratemri mit
relativ hoher Wahrscheinlichkeit — aber keinesfalls sithdiefern sie
zumindest langfristig auch ein gutes Ergebnis. Wie altegdiunter an-
derem der Wirtschaftsnobelpreiésger von 1979 RL A. SAMUELSON
(1915-2009) mehrfach gegen sie argumentierte, hat jedegAnseine
eigenen Vorstellungen vom Umgang mit Risiken, so daf3 sk nicbe-
dingtdie Anlagestrategieifr jedermann sindRisikofreisind sie definitiv
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nicht; wie S\MUELSON in seiner ArbeitWhy we should not make mean
log of wealth big though years to act are lof@purnal of Banking and
Finance3 (1979), 305-307) sagt (Sei¥ ist unsem):

When you lose — and yagure canose — with NV large, you can
lose real big. Q.E.D.

83: Universelle Portfolios

Die log-optimalen Portfolios des letzten Paragraphen weediniert in
Bezug auf die Verteilungsfunktiofif die Wertentwicklung an derdse.
Wie bereits dort er@hnt, istiiber diese Funktionen nur wenig bekannt,
und wie wir gesehen haberijHrt eine falsche Sétizung schnell zu
einer deutlich kleineren Verdoppelungsrate.

In diesem Paragraphen wollen wir Age betrachten, die keinerlei
Informationeniiber die Verteilungsfunktionen voraussetzen und als In-
formation fir die Wahl eines Portfolios am-ten Tag lbchstens die
Wertentwicklungsvektoren®, @ ... 2"~ der Vortage benutzen.

Wir suchen somit ein kausales Portfolio, d.h. eine Familien Portfo-
lios b (2, ..., 2¢~1), deren Wertentwicklungen

n m
S, = H Z bg)(xl, e ,x(i_l))xg)
=1 k=1
in einem noch zu fzisierenden Sinngnoglichst gut’ sein sollen.

Entsprechende Anlagestrategien werdenualiverselle Portfoliodhe-
zeichnet; je nachdem, ob wir von einem festeusgehen oder uns
eher fir die Asymptotik vonS,, interessieren, reden wir von einem
universellen Portfolio mit festem Horizooder einemhorizontfreien
universellen Portfolio.

Wir wollen uns hier auf den einfachsten Fall begatken, ein von
THOMAS CoVvER vorgeschlagenes universelles Portfolio mit festem Ho-
rizont.

THoMAS M. Cover wurde 1938 im kalifornischen San Bernardino geboren. Histte

zunachst Physik am Massachusetts Institute of Technologyh samem Bachelorab-
schlul 1960 wechselte er zur Elektrotechnik an die Stanfinibersity, wo er 1961
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seinen Master und 1964 seinen PhD bekam. Er blieb in Star#arédchst als Assistant
Professor der Elektrotechnik, dann als Associate Profeabo1971 auchifr Statistik;
seit 1972 hat er einen LehrstuliirfElektrotechnik und Statistik, seit 1994 einemdowed
chair. Er war unter anderem schoné&Rident von IEEE, der internationalen Berufsorgani-
sation der Elektro- und Elektronikingenieure, und berdégerStatistiker der kalifornischen
Staatslotterie. Die meisten kennen ihn wohl als Autor deshBElements of Information
Theory(zusammen mitdy THOMAS), das den ersten beiden Kapiteln dieser Vorlesung
zu Grunde liegt.

CoveRrs Ansatz besteht darin, daf3 er Investoren betrachtet, dieimi
nem festen Portfolid = (b4, ...,b,,) arbeiten. Ein derartiger Investor
realisiert eine Wertentwicklung von

S, (b,x) = H (b, x(l) HZbkx(Z)
i=1

=1 k=1
die natirlich stark davon akingt, wie gut das Portfoliban den Brsen-
verlaufz = (z®, ..., () angepalftist. Er iithte sich mit dem erfolg-
reichsten dieser Investoren vergleichen, also mit einength Port-
folio b* anwendet, iir dassS,,(b*,x) > S, (b, z) ist fur alle mbglichen
Wahlen vonb. Ein solchesh™ existiert, da die Mengd& aller mbg-
licher Portfolios kompakt ist und, (b, ) stetig. Es garantiert zwar
keinen Gewinn — bei einem groRedBBencrash wie 1929, 1987 oder
2008 wird man auch mib* Verluste machen — aber man kann auch
im Verlustfall sicher sein, daf? kein anderes konstantetfdfioreinen
geringeren Verlust ergebestte.

Nun kann allerdings fioMAS COVER genauso wenig in die Zukunft
sehen wie der Rest von uns; er weifld also, daf’ seine Chaneem,di
mit vorheriger Kenntnis allez® realisierbare Strategig’ zu treffen,
aulerst gering sind. Stattdessen versucht er, eine katisategie zu
finden, bei der sich die Wertentwicklungdglichst wenig von der des
Portfoliosb™ unterscheidet.

Diese Wertentwicklungngt ebenfalls ab voramtlichenz®: im Vor-

aus kann mandchstens versuchen, beispielsweise den Erwartungswert
des Quotientery,, (b, z)/S,,(b*, ) zu optimieren. Dessen Berechnung
setzt jedoch voraus, daR wir die Wahrscheinlichkeitsitartg fir

die z® kennen, und in diesem Paragraphen wollen wir ja ohne deren
Kenntnis auskommen. Deshaltahlt CoveR ein anderes Kriterium:
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Selbst bei der aus Sicht unserer Strategie schlimiglichen Brsen-
entwicklung sollS,, (b, z)/S,,(b", ) moglichst klein sein.

Die Grundideeiir seinen Ansatz ist einfach: Falls wir im Voraugften,

wie sich der Markt entwickelt, iwden wir jeden Morgen das gesamte
Anlagekapital in die Aktie investieren, die an jeweiligeagldie beste
Wertsteigerung (oder, bei einem Crash, den geringstenveéférst)
bringt. Da wir diese Aktie aber erst am Abend kennen, beteschvir
stattdessealle Strategien, die jeden Tag das gesamte vorhandene Ka-
pital auf eine einzige Aktie setzenjrfjede dem™ Funktionen

74y . n}—={1,...,m}
also die Strategie, die amten Tag alles auf die Aktig(i) setzt; die
Menge alle dieser Funktiongrbezeichnen wir mit7.

Fir sich allein betrachtet kann jede dieser Strategien sskant sein;
mit einem, Portfolio", in demalle diese Strategien vertreten sind, sollten
wir aber in der Lage sein, einen vémftigen Kompromiss zwischen
Wachstum und Risiko zu erreichen.

Wir nehmen also an, daR3 witif jede dem™ Funktionen; einen ge-
wissen Anteilw(j) des Ausgangskapitals in die entsprechende Anlage-
strategie investieren. Dieser Anteil wirddwrend den-tagigen Laufzeit
multipliziert mitz ), - - 2%) ; das Gesamtkapital wird also multipliziert
mit

S(’LU, x) d:ef Z w('])xg](.?'-) 27(%)

jeg

Das Kapital eines Investors, der auf ein festes Porttotdb,, . . ., b,,)
setzt wird multipliziert mit

n m

_ @ .
SO = ][> bwai) =D H som5) = 2 [T bio [T
=1 k=1 JET =1 jeT i=1 =1
das Verliltnis zwischen den beiden Wertentwicklungen ist also

> w@ ][],

S(w, x) _ Jeg i=1
S(b, x) " moo
’ (@)
> IToio I =5
jeT i=1 i=1



129 Mathematik und Information HWS 2012

Dieses Verhltnis mbchten wir selbstifr das beste feste Portfolid
maoglichst gro3 werden lassen; wilissen allerdings realistischerweise
davon ausgehen, dal3 es praktisch immer kleiner als einswgedn

b* wird schlief3lich im Nachhinein berechnet aufgrund deiéeitdichen
Wertentwicklung der Aktien, und obwohl wir mit unserem kales
Portfolio eine gofRRere Flexibiliat haben als ein Investor mit einem
konstanten Portfolio, wird dasptimalekonstante Portfolio eine Wert-
steigerung haben, die wir mit unserer fehlenden Infornmaiiiber die
kinftige Entwicklung der Aktien nur mit einer verschwindegetingen
Wabhrscheinlichkeitibertreffen knnen. Wir reden hier also von der Ma-
ximierung einer Gif3e, die im Allgemeinen deutlich unter eins liegen
wird.

Wir kdnnten uns als eventuell realisierbares Ziel setzen, dafag

fir Tag im Durchschnitt wenigstens einen gewissen Prozentka
Wertsteigerung des optimalen konstanten Portfolios @resi lonnen,
aber zumindestifr grol3en ware selbst das ein sehr unbefriedigendes
Ergebnis: Auch die Folgen,@* und Q 99" konvergieren schlief3lich
recht schnell gegen null.

Auch die Strategie von @/eR fuhrt auf eine Wertentwicklung, die fast
sicher langfristig schlechter sein wird als die mit dem imchlainein
berechneten optimalen konstanten Portfolio, aber dasaiteis der
Wertentwicklungen geht zumindest langfristig sehr vietisamer gegen
null als jede Folge("),,y fur irgendeing < 1.

Genafld der Philosophie von@er wollen wir auch im schlimmsten
Fall noch einen raglichst grof3en Quotienten haben. Eine Aligzhng
fur diesen schlimmsten Fall liefert uns das folgende

Lemma: p;,q; > O seien reelle Zahlen, undif mindestens ein sei
(ps» ;) 7 (0,0). Dann ist

n
> _p;
=1 > min?:

- ioq;
q.
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wobei fur die Minimumsbildung nur Indizes bericksichtigt werden
mit (p;, ¢;) 7 (0, 0).

Beweis;j sei der Index,dir denp, /q; minimalist. Fallsy; verschwindet,
istp;/q; = oo, und wir niissen nichts beweisen. Fallsverschwindet,
haben wir die triviale Aussage, daf’ der Quotient links megativ sein
kann. Somit bnnen wir uns beschnken auf den Fall, daf3, und ¢;
beide positiv sind. Dann ist

n n )
p >
i=1

Z 4; K Z &
i=1 =1 i
Nach Wahlvoryistp;/q; > p;/q;, alsoauchy, /p; > g;/q;;im zweiten
Bruch ist daher der @hler gbRer oder gleich dem Nenner, woraus die
Behauptung folgt.

Auf unsere Situation angewandt, liefert dieses Lemma digchitzung

> w5,

S(w, x) _ J€J i=1
S(b, x) " "o
’ (@)
I ED
jeg i=1 i=1
. (@)
w(])ij(i) w(j)
> min ——=5—— = min =
JE ; je
(2)
IR IED IT00
=1 i=1 =1

Da wir nicht wissen, iir welchesj das Minimum angenommen wird,
miissen wir dair Sorge tragen, daR3 die Quotient&ber die wir hier das
Minimum bilden,allesamtnicht zu klein werden. Dies erreichiD8ErR
dadurch, daB en(j) proportional zum Maximalwert des Nennerahit:
n
wi) g ma gbm) :
byt +by, =1
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wobei die Proportionalittskonstante natlich so gevahlt werden muf3,
dal die Summe aller(j) gleich eins ist.

Bezeichnetn,, = n,(j) die Anzahl der Tage, an dengli) = k ist,
konnen wir den Nenner auch schreiben als

[I0/m=TT0%":
i=1 k=1

wir milssen also die Funktiofi(b) = [],., b.* maximieren unter der
Nebenbedingung(b) = ", b, = 1. Der Gradient vory ist der kon-
stante Vektor mit lauter Einsen; im Maximuniissen daher nachak
GRANGE alle partiellen Ableitungen

af ne—1 n nk

bt bk = b

Ty H 7 O
é?’k

Ubereinstimmen, d.h. alle Quotienten /b, mussen gleich sein. Da

die Summe dern, gleich n, die derb, = 1 ist, folgtb, = =&; der

Maximalwert vonf ist also

7%, ) s

Der Logarithmus hiervon ist

i n Ui n n
— k k
n,log— =n —log—;
>y log o > 109
k=1 k=1
wir konnen den Maximalwert also auch schreiben als

n Ny

s

Ny \ "k
(—k) =n " H k.
n

1 k=1

el
1

mit der SHANNONschen Entropiefunktion
H(py, ... .pp) = — Zpk log, py, -

Damit setzen wir also

mn 1k (4)

k=1
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und um das auch wirklich berechnen ziinkien, niissen wir noch die
Konstante: bestimmen.

Unter denm™ Funktionery: {1,...,n} — {1,...,m} gibtes

( n )_ n!
Nyyee s My, nql-oomn,,!

Funktionen, dien,-mal den Wert 1n,-mal den Wert 2, .., n,,-mal
den Wertm annehmen; somit ist

1= wl)=c ), #

je] NlyeeesMm

und

= Y ni'(ﬂ)(”_m)m

. l... | !

v S LR LB L n
nyt---+tn,=n

wobei natirlich alle Summationsindizesj > 0 sein niissen.

Damit kdbnnen wir die Zahlenw(j) berechnen; tagehlich arbeiten wir
aber nairlich nicht mit m™ verschiedenen Anlagen, von denen wir
taglich (fast) jede von Aktig(¢) auf Aktie j(: + 1) umschichten; hand-
habbar wird die Strategie erst, wenn wir wissen, wie wir jedlag das
gesamtevorhandene Kapital auf die Aktien verteilen.

Der Teil des Anfangskapitals, der nach Strategée 7 investiert wird,
tragt genau dann am Taigzum Portfolio fir die Aktie & bei, wenn
4(2) = k ist. Zu Beginn deg-ten Tages ist der nach dieser Strategie al-
lerdings nicht mehr einfach der Anteil(j) des Ausgangskapitals, denn
derwurde ja an jedem der Vortage multipliziert mit der Wettécklung
jeder Akte, diej fiurr diesen Tag aussucht. Das Kapital, das zu Beginn
desi-ten Tages in Aktig investiert wird, ist somit das Ausgangskapital

mal
i—1
. {

> wi) [T5%) -

jeg =1

J(@)=k
Damit kennen wir den absoluten Betrag des Investments iieAktum
das Portfolio @ir deni-ten Tag zu bekommen, iissen wir noch durch
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den gesamten zur Vérflung stehenden Betrag dividieren und erhalten

i—1
> wO T3
=1

jeT
2(3) — J)=k
bgf) B i—1 '
. ¢
> wi) [T
jeT =1

wobeiw(j) aus der obigen Definitioilbernommen wird.

Dies definiert ein kausales Portfolip denn um das Portfolicif den
i-ten Tag zu berechnen, hiigen wir nur Informationefiber die Kurs-
entwicklung der Vortage; auRerdem wissen wir, dafj¢des, konstante
Portfoliod, insbesondere aucbifdas Portfolid™, das sich nach Ablauf
dern Tage als das beste herausstellt, das &énfs der Wertentwicklun-
genS(lS, x) und S(b*, x) fur jeden Brsenverlauf: groRer oder gleicla
ist.

Was dieses Resultat wert istytknen wir freilich erst beurteilen, wenn
wir wissen, wie sichke als Funktion vorm undm verhalt. Im Buch von
CoveErRund THOMAS wird zitiert, dal3 sicle asymptotisch verdit wie ein
konstantes Vielfaches vom @ 1)~ ("~1/2: zumindest @ir hinreichend
groRRe Werte vom ist das besser als jede Folgemit ¢ < 1.

Speziell firm = 2 ist
S ARIONCON
1= r
= k n n

Fur Borsen mit (im allgemeinen deutlich) mehr als zwei Aktiendsin
die hier angegebenen Formeln nicht wirklich praktikabel3erdem
beziehen sie sich nur auf den Fall eines festen Zeithorizddgide
Probleme sinddsbar: Im Buch von GvER und THOMAS werden auch
universelle Portfolios ohne festen Zeithorizont behandgid in ver-
schiedenen Arbeiten vond?ErR und anderen werden auch Algorithmen

aufgestellt, mit denen man universelle Portfolios sowdilfestem als
auch bei unbestimmtem Horizont effizient berechnen kann.
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Viele wichtige Arbeiteruiber KELLY s Wettstrategie, ihre Weiterentwick-
lungen und auch einige hier nicht behandelte Anwendungea atf
Glucksspiele sind gesammeltim Buch

LEONARD C. MACLEAN, WiLLIAM T. ZIEMBA, EDWARD O. THORP
[HRsd: The Kelly Capital Growth Investment Criterion: Theorydan
Practice World Scientific2012

Wer also mehiiber die inn diesem Kapitel angeschnittene Thematik
wissen ndchte, finden hier (und auch im Buch voo\&ERund THOMAS)
einen guten Ausgangspunkirfweitere Lekiire.



Kapitel 3
Information erschlief3en

Im Februar 2011 véffentlichten MARTIN HILBERT von der University
of Southern California undisciLA LOPEzvon der Open University of
Catalonia eine Arbeit mit dem Titdlhe World’s Technological Capac-
ity to Store, Communicate, and Compute Informatidarin sclatzen
sie, dalR die Menschheit im Jahre 2007 bei optimaler Datepkiome-
rung 2,919°° Byte Information speichern konnte und daR die Summe
aller kommunizierten Information in diesem Jahr sogar beilg?!
Byte lag. Unter der gespeicherten Information befinden safrlich
auch viele Musiksicke auf privaten mp3-Playern und Filme auf pri-
vaten DVDs, aber auch die allgemein amgliche Information liegt
weit Uber dem, was ein Einzeln&berblicken kann. Siiestens seit der
Jahrtausendwende ist allein das World Wide Web so grof3 gamor
daR3 keine Suchmaschine mehr seinen Inhalt von einer Redaktis
menschlichen Spezialisten ordnen lassen kannjtigirwerden Algo-
rithmen, mit denen dies Computer automatisch erledigemin. Da die
verfugbare Information zumindest bislang ungigfim gleichen Tempo
anstieg wie die Rechenkraft pro Euro der jeweils aktuellem@uter, hat
ein solcher Ansatz Chancen, auch langfristig duiibnibar zu bleiben.

Kinstliche Intelligenz, Computerlinguistik uatinliche Forschungsge-
biete sind allerdings noch weit davon entfernt, einen Caepaillge-
meine Texte,verstehen" zu lassen; lediglich bei experimentellen Sys-
temen mit sehr reduziertem Vokabulayinen Computer ein gewisses
Textverséindnis simulieren.

Reale Systemédif praktische Anwendungenirasen daher mit ziemlich
groben und einfachen Methoden arbeiten; perfekte Ergebhann man
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unter diesen Umanden zwar nicht erwarten, aber — wie der Erfolg von
Suchmaschinen wie Google zeigt — sind die Resultate dotiumigch
gut.

§1: Vektorraummodelle

Das erste funktionierende System zur Informationssuchiextdaten-
banken hieSmart;es wurde zwischen 1962 und 1965 unter Leitung von
GERARD SALTON an der Harvard University entwickelt. Damals arbei-
tete es im wesentlichen mit reiner Textsucheéitepan der Cornell Uni-
versity entwickelten S.ToN und seine Mitarbeiter wesentlich feinere
Methoden. Insbesondere verwendeten sie ab Anfang deri§éejahre
zunehmend Methoden aus der Linearen Algebra.

Grundlage fir den Einsatz entsprechender Algorithmen ist die Term-
Dokument-Matrix der Dokumentsammlung: Wir betrachteneejre-
wisse Menge von Begriffen; bei Fachdatenbanken kann esdsibhbi

um eine vordefinierte Liste von Stichworten handeln, beermét-
suchmaschinen aber auch um die Menge allégioher Worter einer
Sprache (etwa drei8ig Tausend) und eventuell auch nochHhzalsrei-
bungen, Eigennamen und so weiter.

Gerade bei Internetsuchmaschinen wird vorher oft auch dashso-
genanntestemmingpraktiziert: Als nbgliche Terme gelten nicht die
Worter, sondern die Wortstinme, so daf? Flektionsendungen, Verwen-
dung als Substantiv, Adjektiv oder Verb keine Rolle spieReispiels-
weise werden Information, Informationen, informiereripimierte, in-
formativusw.alsein einziger Suchbegriff behandelt.

Manche Suchbegriffe wie Artikel odeahfige Pépositionen sind so un-
spezifisch, daf3 sie kaum zum Auffinden geeigneter Dokumesitieab
gen ldnnen; diese werden oft auf eifoplistegesetzt und zumindest
bei Suchanfragen, die auch noch andere Begriffe enthailtght befick-
sichtigt. (Google findet allerdings auch auf die Anfrad&" noch Sei-
ten; ganz unter den Tisch fallen sie also zumindest dorttiitkas
auf die Stopliste kommt,dngt naiirlich von der Art der Anwendung
ab; einer der Pioniere der automatischen Textsuche, dieaH8oeing,
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erschlief3t ihren Serviceingenieuren dérglichen Handbcher durch
eine Suchmaschine, die beispielsweise das Wegzeug* auf ihrer
Stopliste hat — die Firma stellt schlief3lich keine Raséher her.

Zur Menge aller verbliebener Begriffe wirdblicherweise zuachst
ein sogenanntanvertierter Indexgebildet, d.h. fir jeden Begriff wird
die Liste aller Dokumente zusammengestellt, in denen dtormomt,
gegebenenfalls mit Zusatzinformationen wo und wie oft.sBrdndex
wird von sogenannte@rawlern zusammengestellt, die periodisch das
world wide wetmach Dokumenten durchsuchen.

Die Term-Dokument-Matrix hatifr jeden ndglichen Suchbegriff eine
Zeile und fir jedes Dokument eine Spalte; der Eintrag in déen
Zeile undj-ten Spalte gibt an, wie wichtig defte Begriff fur dasj-te
Dokument ist.

Im einfachsten Fall sind alle Eirtge entweder 0 oder 1, je nachdem, ob
der Begriff vorkommt oder nicht; es gibt aber eine ganze Reibiterer
Strategien, von denen wir noch einige betrachten werdenwé&fden
auch die Spalten aufdnge eins normiert; der Grund dafwird gleich
klar werden. In jedem Fall ist die Matrisparlich besetztd.h. nur ein
Bruchteil der Eintége ist von null verschieden.

Eine Suchanfrage kann als Vektor betrachtet werden, iglejeflen

maoglichen Suchbegriff einen Eintrag hat; die nicht verseideinden
Eintrage geben an, welche Begriffe, gegebenenfalls mit welchenW
tigkeit, in der Anfrage vorkommen.

Suchanfrage und Dokumente werden also dargestellt durktoiém
aus ein und demselben Vektorraum; ein Dokument paf3t umsetas
Anfrage, jeahnlicher die beiden Vektoren zueinander sind.

Um die ,Ahnlichkeit zweier Vektoren in diesem Zusammenhang zu
definieren, betrachten wir ein Beispiel:

Wir haben vier Dokumente und die drei Suchbegriféan, Paulund
Sartre.Im ersten Dokument kommefeanund Paul je zweimal vor,
im zweitenJeanzweimal undPaul dreimal; vonSartreist in beiden
Dokumenten nicht die Rede. Im dritten Dokument kommen ailé&g d
Begriffe je zweimal vor, im vierten schlie3lidieanundPaulje zweimal,
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Sartredreimal. Die Suchanfrage séean Paul;wir interessieren uns
also fur den deutschen SchriftstelleydANN PauL FRIEDRICH RICHTER
(1763-1825), der unter dem PseudonyannNJPauL publizierte.

Es ist ziemlich klar, daf3 wohl nur die ersten beiden Dokuméntdiese

Anfrage relevant sind; die letzten beiddirfien von dem fransischen
Philosophen und SchriftstelleEAN PauL SARTRE (1905-1980) han-
deln, nach dem man wohl eher nicht mit der Anfrdgan Paukuchen

durfte.

Die heute gelituchlichen Suchmaschinen erkennen dies und liefern in
erster Linie Dokumentaber EAN PauL ; es gibt aber immer noch online
Buchhandlungen (bei meinem Test im Mai 2011 etwa libri.d&,bei

der Suche nacteaN PauL hauptéchlich Bicher von 8AN PAUL SARTRE
finden.

Um zu sehen, wie sich das vermeidé&fi, stellen wir zuachst die
Term-Dokument-Matrix auf, wobei wir hier aldfichtigkeiteinfach die
Anzahl der Vorkommen nehmen:

2 3

Jean 2 2

Paul 3 2

Sartre 0 2

Die Suchanfrage entspricht dem Spaltenvektor zd,(Q).
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Die Abbildung zeigt die vier Spaltenvektoren der Dokumentderen

jeweiligen Farben sowie den schwarzen Vektor der Suchgefrida-

turlich sind die Dokumentenvektoren allesamt deutlighder als der
Fragevektor, aber wie man sieht, unterscheiden sicRitietungerder

ersten beiden Dokumentenvektoren gar nicht oder kaum vorleke
Anfragevektors, wohingegen der dritte und der vierte deluthndere
Richtungen haben.

Somit bietet sich als eine einfache Strategie zum Verglewischen
Anfrage- und Dokumentenvektoren an, die Berechnung dekéidan.
Da es uns nicht wirklich auf die genauen Werte der Winkel amk,
sondern nur darauf, ob sie nahe beim Nullwinkel liegeimden wir
stattdessen auch die einfacher zu berechnenden Kosirtesvetrmen
und ein Dokument dann als relevant im Sinne der Suchanfreigadh-
ten, wenn dieser Kosinus hinreichend nahe bei eins lieger8avir alle
Spaltenvektoren der Term-Dokument-Matrix sowie auch dets der
Suchanfrage aufange eins normierenpkinen wir diesen Kosinuswert
einfach als Skalarprodukt der beiden Vektoren berechmerrdlle ei-
ner Suchmaschine handelt es sich dabei zwar um Vektoreméamei
Vektorraum, dessen Dimension bei rund drei3ig Tausendriegrfte.
Da kaum eine Suchanfrage mehr als drei Terme a@thiissen wir
tatsachlich nur wenige Produkte berechnen und aufaddieren.

§2: Glatten durch orthogonale Projektion

In der Term-Dokument-Matrix ist jedes Dokument répentiert durch
einen Vektor, der angibt, mit welchem Gewicht welche Term®ioku-
ment vorkommen. Offensichtlich steckt in der Wahl diese&tdfes

viel Willk ir, und auch wenn man nach einem einheitlichen Verfahren
arbeitet, lbnnen inhaltlich seh&hnlichen Dokumenten recht unter-
schiedliche Vektoren zugeordnet werden. Hinzu kommt, dah&n-
fragen zwang$iufig zu sehr einfachen Vektoreihiren, die in ein sehr
viel groberes Raster passen als die Dokumentenvektoren. iimdn
hoffen, daRR die Qualit der Suchergebnisse steigt und der Speicher-
platzbedarf fir die Term-Dokument-Matrix sinkt, wenn wir die Doku-
mentenvektoren zAquivalenzklassen zusammenfassen.
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Eine solche Zusammenfassung muRuriath automatisch erfolgen;
alles andere @re bei wirklich umfangreichen Sammlungen von Doku-
menten vllig unrealistisch.

Wir konnen zumindest informell so tun, als sei der Dokumentaiavek
zusammengesetzt aus zwei Komponenten: geirklichen® Inhalt des
Dokuments und einer ArfRauschen”, das von Zalligkeiten der Wort-
wahl undAhnlichem abkngt. Auch wenn zumindest ich keine Chance
sehe, diese beiden Komponenten auch nur einigermaBeis@rzu de-
finieren, befinden wir uns damit doch in einer Situation, reitwir von
anderen Anwendungen her vertraut sind:

a) LotfuBpunkte

Auch hier zerlegen wir einen Vektor in zwei Komponenten: YWem
einfachsten Fall, ein Vektaw € R? senkrecht projiziert werden soll
auf die Gerade durch den Nullpunkt mit Steigungsvektpmwollen
wir w darstellen als Summe eines Vektors parallel:aind eines auf
senkrecht stehenden Vektars

w=Au+v mit AXeR und v Lu.

Bilden wir auf beiden Seiten das Skalarprodukt mierhalten wir die
Gleichung

(w, u)

(w,uy = X{u,u) +{v,u) = A({u,u) oder A= )
Entsprechenddnnen wir auch im Bherdimensionalen vorgehen: Um
einen Vektorw € R"™ zu projizieren auf den Unterraum, der von den
Vektorenuy, ..., u,. aufgespannt wird, zerlegen wir in eine Linear-
kombination dew:; sowie einen Lotvektow, der auf aller:; senkrecht
steht:

w=Augteoc+t A u o mit v Lug,..o,v L,
Skalarmultiplikation mit:; macht daraus

(w,uz) = Ay Qug, ) + -+ A (ug, uy)

und dier so erhaltenen linearen Gleichungen bilden ein lineares Gle
chungssystenii die gesuchten Parametey, ..., A

e
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Besonders einfach wird die Situation, wenn djeeine Orthonormal-
basis des betrachteten Unterraums bilden, wenn(ad§mlj> furi # 5
verschwindet undifr i = j eins ist. Dann werden die Gleichungen ein-
fach zu(w, ;) = A,. Man beachte, daf’ wir in keinem Fall den Vektor
wirklich ausrechnen iinssen.

b) Uberbestimmte lineare Gleichungssysteme

Wenn in einem linearen Gleichungssystem
ayy®g + - ag, T, = by

ap®y * - +ag,r, =b,

Am1ly teeet ATy, = bm

die Anzahlm der Gleichungen @fer ist als die Anzahl der Unbekann-
ten, gibt es im allgemeinen keinéktung. Nun kann es, je nach Anwen-
dung, allerdings vorkommen, daf3 das Gleichungssystentesiialis-
chen oder sonstigen Gnden eine bsung haben iifdte, dal’ aber die
a;; und oderb, durch MeR- oder Rundungsfehler \@echt sind und
das Gleichungssystem erst dadurchidsblr wird. Unsere Aufgabe in
solchen fallen besteht darin, eingdsung* ¢4, . .., x,,) zu finden der-
art, daf3 die Unterschiede zwischen den linken und den ne@eéen
moglichst gering sind.

Fassen wir die Koeffizientea,;, ..., a,,; zusammen zu einem Vek-
tora; € R™ und die rechten Seiten zu einem Vektoe R™, suchen
wir also Zahlenz, . .., z,, derart, da¥,a, +- - - +z,,a,, moglichst nahe
beib liegt.

Das Gleichungssystem ist genau dann exadvar, wenrd im von den
Vektorena; erzeugten Unterrauii von R™ liegt. Andernfalls besteht
unsere beste Strategie darin, dafd ivgenkrecht in diesen Untervek-
torraum projizieren und das Gleichungssystem mit dem ziesfen
Vektor ¢ als neuer rechter Seitéden. Dav = b — ¢ senkrecht aut/
steht, ist das wiedeiquivalent dazu, daf? wir reelle Zahlensuchen,
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fur die gilt
zqaqt---tx,a,tv=b mit vlay,...,vLla,.
Das ist genau das Problem, das wir im vorigen Abschnitigidiaben.

Besonderdibersichtlich wird die Bsung, wenn wir das Gleichungs-
system in Matrixform schreiben al&z = b, wobei A diejenigem x n-
Matrix bezeichnet, deren Spalten die Vektorgrsind. Da dieses Glei-
chungssystem uasbar ist, suchen wir taashlich eine Bsung von

Ax+v =0,

wobeiv auf allena; senkrecht stehen soll; die Skalarprodute, v)
missen alsoifr j = 1, ..., m verschwinden.

Diese Orthogonalittsbedingungi3t sich ebenfalls kompakter mit Mat-
rizen schreiben: Die transponierte MateX hat in derj-ten Zeile die
Eintrage des Vektors; stehen; digj-te Komponente vo Ty ist al-
so das Skalarprodul(tzj,v>. Somit muf3 @ir den obigen Vektor das
ProduktAT v gleich dem Nullvektor sein. Multiplizieren wir daher die
GleichungAz + v = b von links mit der MatrixA”, erhalten wir das
neue, dsbare Gleichungssystem

(AT A)z = AT,

dessen bsungsvektor(en) fur dasiiberbestimmte Gleichungssystem
das beste ist (sind), was wir beglich der EukLIDischen Norm bekom-
men ldnnen.

c) Lineare Regression

Hauptanwendung solchéberbestimmter linearer Gleichungssystem ist
die Ausgleichsrechnung; das bekannteste Beispiel daziewien sind
Ausgleichsgeraden: Hier haben wir zwei Me&@enx,y, zwischen
denen wir einen Zusammenhang der Fayns az + b erwarten mit
unbekannten Parametednund b. Fir = und y haben wir eine Reihe
von Messungena(;,y;) fur< = 1,..., N, und natirlich wird es im
allgemeinen keine zwei reellen Zahlerb geben, so dallif alles gilt

y; = azx; +b.
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Die N Gleichungery; = ax; + b bilden fur N > 2 ein solchesiberbe-
stimmtes lineares Gleichungssystem au&leichungeniir die beiden
Unbekannterw und b. (Im Gegensatz zu sonst sind hier als® un-

bekannt, viahrend dier;, y, bekannt sind.)

Die Matrix A dieses Gleichungssystem hat zwei Spalten: In der ersten
stehen dier;, in der zweiten stehen lauter Einsen. Der Vektor auf der
rechten Seite ist der Vektgr dessen Komponenten djgsind.

AT hat entsprechend zwei Zeilen, wobei in der erstencgigehen und
in der zweiten lauter Einsen. Somit ist

Sa? S >
ATA - =1 =1 und ATb - =1

N N

;xi N Z_:lyz

a undb sind somit Losungen des linearen Gleichungssystems

N N N N N
fo-a+2xi-bzzxiyi und Z%"CH'N'b:Zyw
i=1 i=1 =1 puvy =1

die man auch leicht als geschlossene Formel angeben kann.

Entsprechend lassen sich auch ifhdrdimensionalen zu vorgegebenen
Datenpunktens;y, ..., z; ,y;) € R™*! beliebige lineare Regressions-
ansitze der Form

m
Y=Y aif (@i, T
j=1

mit unbestimmten Koeffizienten,; auf Uberbestimmte lineare Glei-
chungssysteme Zzickfiihren, die nach Multiplikation mit der Trans-
ponierten der Matrix des Gleichungssystems ein neues8\séern,
dessen bsungen die nach der Methode der kleinsten Quadrate best-
moglichen Koeffizienten sind. Man beachte, daf3 der AnsatZn den

a; linear sein muf3; die Funktionef) kdnnen beliebig geahlt werden.

d) Projektion auf optimale affine Teilrdume

Oftmals haben wir in unserem Modell keine expliziten Gleieben,
die eine der Variablen als Funktion der anderen darstefiendern
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wir suchen einfach eine Relation, die eine Wolke von DateRpan
mdoglichst gut beschreibt. Hier wollen wir uns auf den einfteh Fall
einer linearen Relation bes@mken; wir suchen also einen affinen Teil-
raum einer vorgegebenen Dimension, in desd&rhe” die Datenpunkte
liegen. Da alle wesentlichen Ideen schon im Eindiemsionaigtreten,
wollen wir zuréchst der Fall einer Geraden aiisflich betrachten.

Wir haben alsaV Punktep,,...,py € R"™ und suchen dazu eine im
Sinne der kleinsten Quadrate optimale Geradeine Geraded(3t sich
schreiben in der Form

g:{a+tm’t€R},
wobei wir annehmendnnen, dal der Vektor. die Lange eins hat.

Ist g; = a +¢,m die orthogonale Projektion vop, auf g, so steht der
Differenzvektomp, — ¢; senkrecht auf, d.h.
(p; —a—t;m,m)=(p, —a;,;m)—t;=0;

somitistg; = a + (p, — a,m) m.

Gesuchtist jene Geragefiir die die Summe der Abstandsquadrate zu
minimal wird; mit ||z|| = v/ {x, x) soll also
e

N N

2 _ 2
Z”pi_qu —Z||(pi_a_<pi_aam>m”
i=1 i=1

minimal werden.

Wir Uberlegen uns zithst, dal dann das arithmetische Mittel (der
Schwerpunkt) dep, auf g liegen muf3: Er

N
1
v d;fﬁzl(pi —¢;) und r; Pi G
i=
ist
N N N N
2 _ 2 _
Z p; — all” = Z [v+rll”=N <Uav>+2<va ZTi>+Z (risr;)
i=1 i=1 i=1 i=1
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N N

Dabeiist) ;= (p; — ¢;) — Nv =0, also
i=1 i=1

N N
2 2 2
D llps = aill* = Nl + > |l
=1 =1
Geometrisch betrachtetist= p, — (g, +v) der Differenzvektor zwischen
p; und dem Vektog;, + v auf der Geraden
g={a+v+tm‘t€R}.

Der Abstand vorp, zur Geradety ist also fochstens gleich derdnge
von r;, und warev nicht der Nullvektor, so dre die Summe der Ab-
standsquadratéf g kleiner als fir g. Nach Wahl vory muf somitv = 0

sein und
N
def N sz Z q’L
=1

liegt als Schwerpunkt von Punkten auf der Geraglsnlbst auf.

Wir kdnnen daher in der Geradengleichung s setzen und rssen
nun noch einen Vektan der Lange eins findeniif den die Summe der
Abstandsquadrate zuminimal wird.

Schreiben wir zur Ab#irzungb,; = p;, — s, so ist

qi:S+<pi_57m>m:5+<bi7m>m'

a|SOpi— -:b-—<b- m)m und
lepz gill” —Zl\b m)m|®
N N N
2
=3 Iill* =2 (byem) (b m) + Y [1(by, m) ml|?
i=1 i=1 i=1

—Zl\b I” —ZH m)m|®.

Da die erste Summe in der zweiten Zeile nicht vembhangt, mul3 der
gesuchte Vektom die zweite Summe dort maximal machen.
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BezeichnetB die N x N-Matrix, deren Zeilen die Vektoreb, sind,
so istBm der Spaltenvektor mit Eirdigenb,m, und das Skalarprodukt
dieses Vektors mit sich selbst ist gleich der zu maximieegriumme.

Identifizieren wir Vektoren mit einspaltigen Matrizen, sbdas Skalar-
produkt zweier Vektorem, v gleich dem Matrixprodukt” - v, wobei
u”T die transponierte Matrix bezeichnet vanbezeichnet, also den
zugetdrigen Zeilenvektor. Das Skalarprodukt véim mit sich selbst
ist somit gleich

(Bm)T'(Bm) = (m* BT)(Bm) = m* (BT B)m .

BT B ist eine symmetrische reell§ x N-Matrix; wie wir wissen, sind
alle ihre Eigenwerte reell, und d&" hat eine Basis aus Eigenvektoren
von BT B.

Wenn wir in dieser Basis rechnen, wiigf’ B zur Diagonalmatrix mit
den Eigenwerten\,, ..., Ay als Eintédgen, und sindn,, ..., m, die
Komponenten vom: beZiglich der Basis aus Eigenvektoren, so ist

0 )\2 s 0 my
mT(BTBym=(m;m, ... my) | . 7 ) )
= Z)\im
=1

Dam® (BT Bym als Langenquadrat des VektaBsn nicht negativ wer-
den kann, sind dabei alle Eigenweie> 0.

Damit ist klar, daf3 der gesuchte Vektar Eigenvektor der Bnge eins
zum gbRten Eigenwert vorBT B sein muR. Falls dieser Eigenwert
Vielfachheit eins hat, istn bis aufs Vorzeichen eindeutig bestimmt,
und es gibt nur eine dsungsgerade; andernfalls sind alle Geraden im
affinen Teilraum durclh mit einem Richtungsvektor aus dem Eigenraum
Losungen.

Mit minimalen Veanderungen bei den obigen Argumenten ist nun auch
klar, was der optimale-dimensionale affine Teilraum

A:{a+tlml+~-~+trmr|t1,...,tT€R}
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zu den vorgegebenen Punkten igir E konnen wir wieder den Schwer-
punkt derp, nehmen, undn,, ..., m, sind die Eigenvektoren zu den
r groRRten Eigenwerten voB” B.

e) Orthogonalitat bei Matrizen

Bei den bisherigen Beispielen wuldten wir stets, in welchentetd
vektorraum die gesuchte Projektion liegen sollte; im Fdie Term-
Dokument-Matrix war bislang nur vage die Rede von einénhalt,
der nie exakt definiert wurde.

Angenommen, wir haben zwei Dokumente, die&wmlich sind, daf}

wir ihre Inhalte be#glich praktisch jeder Suchanfrage @quivalent
betrachten. Angesichts der automatischen und rein fomzalerdnung

von Dokumentenvektoren wird es selbst dann immer wiedekoror
men, dal iir die beiden Dokumente verschiedene Vektoren berechnet
werden. Wenn wir die &nge der Vektoren auf eins oder eine sonstige
Konstante normieren, bedeutet diese Verschiedenhe#sosidere, dal

die Vektoren linear unal@mgig sind.

Fur die gesamte Term-Dokument-Matrix hat dies zur Folge, €&}
viel mehr linear unabfingige Spalten gibt als eigentlich notwendig.
Von daher bietet sich an, auf einen Raum von Matrizen niedeig
Ranges zu projizieren; um konkrete Zahlenwerte wollen wis im
Augenblick noch nicht @mmern, und auch die Tatsache, dafl} Matrizen
eines vorgegebenen Rangs (oder audbhistens eines vorgegebenen
Rangs) nur in den seltensteallen einen Untervektorraum bilden, soll
uns nicht gbren.

Von orthogonalen Projektionerdoknen wir erst reden, wenn wir einen
Orthogonaliatsbegriff, d.h. also ein Skalarprodukt haben. Wahien
dazu die einfachste Bglichkeit: Wir fassen eina x m-Matrix auf als
einen Vektor au®™™ und nehmen dort dagbliche Standardskalarpro-
dukt, d.h.

(4, B) fof

m
E a;;b;; -

n
=1 j=1

(=5
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Wer will, kann das auch kompakter formulieren: Wie stumpfigjes
Nachrechnen zeigt, ist

(A, B) = Spur@d” By,

was wir allerdings im folgenden nicht brauchen werden. Dl
||A]l = \/(A, A) zu diesem Skalarprodukt wird, um sie von den vielen
anderen riglichen Matrixnormen zu unterscheiden, aBOBENIUS
Norm bezeichnet.

f) Orthonormalbasen im Vektorraum der Matrizen

Da wir den VektorraunR™*" derm x n-Matrizen mit dem Vektor-
raumR™" identifizieren, haben wir eine Standardbasis, bestehesid au
Matrizen, bei denen genau ein Eintrag gleich eins ist urelalderen
gleich null; wie jede Standardbasis eirie¥ ist das ndirlich eine Or-
thonormalbasis. Wir wollen unisberlegen, da wir uns auch aus zwei
beliebigen Orthonormalbasen v und R™ eine Orthonormalbasis
vonR"™*™ konstruieren knnen.

Dazu definieren wir zuichst fir zwei Vektoren
U1 Wy
v=| : JeR™ und w=| : | €R"

Um, Unp,

derenTensorprodukals die Matrix

V1Wwq V1Wy oWy,
Vo Wy Vo Wy . Uwy,

v ® w = . . ) . c Rmxn .
VW, UV, Wy ...0,W,

(Das Zeichen,®" wird in diesem Zusammenhang ausgesprochen als
»Tensort).

Lemma: (vq,...,v,,) und @y, ...,w,) seien Orthonormalbasen von
R™ bzw.R™. Dann bilden die Vektoren; @ w; eine Orthonormalbasis
des Vektorraumg&™ <™.
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Beweis:Wir bezeichnen die Komponenten der Vektorgmit v, ,, die
der Vektoreno,; mit w;,. Dann ist

<vi Qw;, v @ wz> = Z Z(’Uipwjy)(vk,uwév)

p=1 v=1

m n
= E 1ﬁu1uku E 1UjVUéU
pn=1 v=1

= (v;, vg) <wj,wg> .
Isti # k oderj Z ¢, so verschwindet rechts mindestens einer der beiden
Faktoren, also auch das Produkt. Ist aberk undj = ¢, so sind beide
Skalarprodukte rechts gleich eins, also auch das Skalugtdinks. .

§3: Die Singularwertzerlegung

Unser rachstes Ziel ist es, zu einer gegebenen Matrig R™*" Or-
thonormalbasen;, ... v,, vVonR™ undw,, ..., w, vonR"™ zu finden,
derart, dal4 in der Orthonormalbasis aus den Matrizgnz w,; eine
moglichst kurze Basisdarstellung hat. Offensichtlich ledgjder Matri-
zenv; ®w; den Rang eins, denn jede ihrer Spalten ist proportional,zu
und jede ihrer Zeilen ist proportional zy. Eine Matrix vom Rang muf3
daher eine Linearkombination von mindestemasismatrizen sein; wir
wollen eine Basis finden, in der wir mit genaauskommen.

Satz: Zu jeder linearen Abbildung

| R™ >R
SD' vi— Av
gibt es Orthonormalbasen, ...v,, von R™ und u,, ..., u, vonR"

derart, dal? in der Abbildungsmatrix von ¢ bediglich dieser Basen

alle Eintiages;; mit i # j verschwinden undir die Eintéageo;; gilt:
011202 2 Opp -

Fur n = m ist 3 also eine Diagonalmatrixif n > m eine durch

Nullspalten undiir m > n eine durch Nullzeilen erweiterte Diagonal-
matrix.
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DenBeweidiihren wir durch Induktion nach dem Minimum der beiden
Zahlenm undn:

Ist dieses Minimum gleich eins, so ist = 1 odern = 1 oder beides.

Im Fallern = 1 nehmen wir fir R™ = R die Orthonormalbasis beste-
hend aus der Eins. Fall4 die Nullmatrix ist, lonnen wir fir R™ eine
beliebige Orthonormalbasisalilen; andernfalls nehmen wir als ersten
Basisvektor den Vektap(1) dividiert durch seine &nge und ergnzen
ihn zu einer Orthonormalbasis v@f'.

Istn = 1, nehmen wir entsprechenidrfR™ = R die Orthonormalbasis
bestehend aus der Eins.IRf* nehmen wir irgendeine Orthonormalba-
sis des Kerns und eégzen sie durch einen weiteren Vektor zu einer
Orthonormalbasis von gariZ*; diesen weiteren Vektor betrachten wir
als ersten Basisvektor.

Wenn das Minimum gi3er als eins ist und die Nullmatrix, kbnnen
wir fur R™ undR™ beliebige Orthonormalbaserévlen und aller, = 0
setzen.

Fur alle anderen Matrized betrachten wir irR™ die Einheitsspére
S={veR™| =1}

bestehend aus allen Vektoren démige eins, und darauf die Abbildung

;ZJ'{SHR
o o)

die jedem Vektow € S die Lange des Vektorg(v) = Av € R™ zuord-

net. DaS kompakt ist, nimmt) sein Maximum an; dieses sej und

werde fir den Vektory; € S angenommen. D& nicht die Nullmatrix

ist, kanno; nicht verschwinden; wir&nnen daher dividieren und setzen
- o(v1)

1 o1 .

Dann isty(v,) = oqu4, undu, ist wie v, ein Vektor der lange eins.

Nach dem Basiseamzungssatz in Verbindung mit dem Orthogonali-
sierungsverfahren von @M und SHMIDT kdnnen wir dazu weitere
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Vektorenuv,, ..., v, undu,,...,u,, finden derart, daf? die Vektoren
eine Orthonormalbasis vati" bilden und die.; eine vorR™. BeZiglich
dieser beiden Basen habealie Abbildungsmatrix4,.

Da die Spaltenvektoren der Abbildungsmatrix die Koeffirgerder Ba-
sisdarstellung der Bildvektoren sind ungausc,u,; abgebildet wird,
hat die erste Spalte va#, in der ersten Zeile den Eintrag, und alle
anderen Eintige verschwinden. Wir wollen uiiberlegen, daf3 auch in
der ersterZeilevon A, alle anderen Einéige verschwinden éissen.

Wir schreiben

01 bo]_ N bo’m_l

0 bll e bl,m—l
A= . . . .

0 bn—l,l cee bn—l,m—l

und betrachten den Vektor
v = UlUl + b01’l}2 +-.--+ bo’m_lv,,n S Rm .

Da er beiglich einer Orthonormalbasis dargestellt isinken wir das
Quadrat seiner &nge einfach als Summe der Koeffizientenquadrate
berechnen, d.h.

m—1
2
[v]*=oF+ " b5
J=1

Sein Bild untery ist

©(v) = a1p(v1) + borp(va) + - -+ +bg 1y _10(V, 1)
= ofuy + bogp ™ + - by 1Y,
wobeib"? den (j — 1)-ten Spaltenvektor voA, bezeichnet. In Koordi-
naten ausgedckt ist somit
oF +bgy+ e+ b(z),m—l
boabia * -+ bo 101 m—1
p(v) = :

bo1by,—11* -+ bg m_1b

n—1m—1
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Das Langenquadrat dieses Vektors ist Quadratsumme deidgatd.h.
2
lp@)|[? > (0F + b+ +b5 1) -

Der Einheitsvektor

v v
/UO:_

el Jo ot 4 s

wird dementsprechend abgebildet auf den Vekt¢r)/||v|
Lange gbler oder gleich

-

, dessen

2,42 2
oy +bgy++bg,, 1

2. 12 2
\/01+b01+"'+bo,m—1

ist. Diese lange kann aberdthstens gleiclyr; sein, denn nach Kon-
struktion ist das ja die gf3tngliche Lange fir das Bild eines Vektors
der Lange eins. Somit frssen allé,; verschwinden; die Matrix!; hat

also die Form
_ O'l O
w= (5 5)

mit einer @@ — 1) x (m — 1)-Matrix B. Dies zeigt, daf® den vonv, bis
v,,, erzeugten Untervektorraum d&&' auf den vonu, bisu,, erzeugten
Untervektorraum deR"™ abbildet. Schiinken wir die Abbildungy ein
auf diese beiden Untervekt@urme, haben wir jeweils um eins kleinere
Dimensionen; nach Induktionsannahme gibt es also Ortmoalasen
dieser Untervektodume, beiaglich derer die Einsclankung vonpy Di-
agonalgestalt hat. Nach Wahl ven ist klar, daf? alle Diagolaneiréige
kleiner oder gleicly,; sein missen.

2.2 2
2 \/U1+b01+"'+bo,m—1

Ersetzen wirv,,...,v,, und u,,...,u, durch die Vektoren dieser
Basen, erhalten wir zusammen mijtundu, Orthonormalbasen vaR™
undR"™, bediglich derer die Abbildungsmatrix von ¢ keine Eintége
o,; miti 7 j hatund fir dieo;; = o, gilt oy > 0, > --- > o,,, wobeir
das Minimum der beiden Dimensionenundn bezeichnet. .
Der Wechsel von der Standardbasis zu dieser Orthonornisiésl
jeweils durch eine orthogonale Matrix beschrieben; soraltém wir
bewiesen:
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Satz: Jede reellen x n-Matrix A 1aRt sich als ein Prodult = UXVT
schreiben mit orthogonalen Matrizéhe R™*™ undV € R™*" sowie
einer Matrix: € R™*", in der alle Eintégeo,; miti 7 j verschwinden

und fur die restlichen Eintige gilto; > 095 > -+ > 0,.,..
]

Definition: Die Zahleno, = T heiRensinguire Wertevon A; die

e
Spaltenvektoren voli und vonV bezeichnen wir alsingufre Vektoren
von A. Die Zerlegungd = UXV7T heift Singukirwertzerlegungder
Matrix A.

Da die MatrizenU und V' orthogonal sind, sind ihre inversen Matrizen
einfach die transponierten. Dieghnen wir ausiitzen um die singdren
Werte und Vektoren mit bekannten&®en in Verbindung zu bringen:

AAT =uxvTyveTuT =usxTuT =uAUT =UAU?,

wobei A eine Diagonalmatrix mit Einigenc? ist. Somit sind dieo;
die Wurzeln der Eigenwerte vaaA” .

Multiplizieren wir die Gleichungd = UX VT von rechts mit/, erhalten
wir die GleichungAV = UY, denn fir eine orthogonale Matri¥ ist

VTV = v VT gleich der Einheitsmatrix. i deni-ten Spaltenvektar,

vonV ist daherdv,; = o,u;.

Entsprechend dnnen wir AT = VXTUT von rechts mitU multi-
plizieren und erhaltemd” U = VX7, fir deni-ten Spaltenvektor;
vonU ist daherd” u; = o,v;.

Fassen wir beides zusammen, erhalten wir die Gleichungen
AT Av; = o?v; und AATw, = o?u,;
die singufiren Vektoren sind also die Eigenvektoren vidmd bzw.A AT .

Als orthogonale Matrizen sintf und V' insbesondere invertierbar; der
Rang der Ausgangsmatri® ist daher gleich dem der Matrix, d.h.
gleich der Anzaht der nicht verschwindenden Singmiverte.

Da die Eintage der Matrix- hochstens dann von Null verschieden sein
kdnnen, wenn der Zeilenindex gleich dem Spaltenindex istd v
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ProduktU Y deri-te Spaltenvektor voty mit o; multipliziert. Entspre-
chend wird im ProdukEV T deri-te Zeilenvektor vorv' ', d.h. also die
i-te Spalte vori/, mit o, multipliziert. Rir ¢ > r ist o, = 0, die ent-
sprechenden Spalten véhund V' spielen alsolir die Berechnung von
A =UxVT keinerlei Rolle und riissen somit auch nicht abgespeichert
werden. Bezeichndt,; die n x r-Matrix aus den ersten Spaltenvek-
toren vonU, V; die m x r-Matrix aus den ersten Spaltenvektoren
vonV undX, dier x r-Diagonalmatrix mit Eintageno, . . . .o,., so ist
also auch

A=U 2, V{5 mit U e R Ve R™ und %, € R"™*".

Ausgediickt durch die Spaltenvektorer), v, von U; und V; kdnnen
wir dies auch schreiben als

T r
_ T _
A= E ouv; = E ou; @,
i=1 i=1

mit dem in§2f) eingefihrten Tensorprodukt.

Die Projektion auf den Raum aller Matrizen vom Rarighstens fur
eins < r liefert uns der folgende

Satz: A sei eine Matrix vom Rang; ihre Singulrwertzerlegung sei

A=UxvT = Zcriui ®v; .
=1
Dannist fir jedess < r die Matrix

S
AS = E O-iui ® 'Ui
=1

eine orthogonale Projektion vafi auf einen Vektorraum von Matrizen
mit Rang fdchstenss, und fur jede Matrix B vom Rank lbchstenss
gilt: [|A — B > || A, — Al

(Als Matrix konnen wirfld, wie folgt definieren: Die Matrix., entstehe
ausX. dadurch, daB alle,; miti > s auf Null gesetzt werden. Dann ist
A, =Ux,VT. Die Matrix A, ist genau dann eindeutig bestimmt, wenn
o, > 0,1 ist; andernfalls gibt es mehrer&sungen.)
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BeweisDa die é@mtlichenu; bzw.v; jeweils eine Orthonormalbasis des
zu Grunde liegenden Vektorraums bilden, bildenwies v; nach§2f)
eine Orthonormalbasis des entsprechenden Vektorraumslatizen.
Wir betrachten eine beliebige Matrix aus diesem Raum und schreiben

sie als
n m
B= Zzbij“i ®v; .

=1 j=1
Da das Quadrat derdkLIDischen Norm beizglich einer Orthonormal-
basis einfach als Summe der Koeffizientenquadrate berearerden
kann, ist

min(m,n)

1B - A|* = Z (bsy — o)+ D bZ;

i7j

Wenn dies minimal werden soll, iissen also zuchst alleh;; miti 7 j
verschwinden.

Von den Koeffizientenb,, konnen fir eine Matrix B vom Rang
hochstenss < r» < min(n, m) nicht mehr alss von Null verschieden
sein; wir kbnnen daher nicht alle Koeffizientenb;, = o, setzen, son-
dern nussen einige auch auf null setzen. Ein solcher Koeffiziefet
dann einen Beitrag vas? zur obigen Summe. Da dig der GBRe nach
geordnet sind, setzen wir somjt = o, firi < s undb,; = 0 sonst. .

84: Latente semantische Analyse

Wir haben orthogonale Projektionen und die Siggwertzerlegung be-
trachtet, um damit die Term-Dokument-Matrix zentrauschen®; wir
wollen also den Vektow zu einem Dokument auffassen als Summe
zweier Vektoren, von denen der eine davirklichen” Inhalt des Doku-
ments beschreibt, &hrend im anderen all die Zaifigkeiten stecken,
die individuelle Wortwahl (Karotte/Nhre, Auto/PKW) und Stil mit
sich bringen. Wenn wir diese Zerlegung wirklich definierem wauch
durchfuhren lonnten, fatte die Matrix der,Inhaltsvektoren” sicherlich
einen kleineren Rang als die Term-Dokument-Matrix.
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Ansatzpunkt der latenten semantischen Analyse ist diesébgun-
zulassige, aber praktisch bahrte Umkehrung dieser Aussage: Wenn
wir die Term-Dokument-Matrix durch eindsenachbarte” Matrix nied-
rigeren Rangs ersetzen, steht zu hoffen, daf? deren Sphiteden,In-
haltsvektoren“ entsprechen als die Spalten der Term-Deki+inlatrix.

Ein&hnliches Problem hat auch die numerische Mathematik beith-R
nen mit Gleitkomma-Matrizen: Falls die Spaltepeiner Matrix einer
linearen Gleichung_ A;a; = 0 geriigen sollten, wird durch aliflige
Rundungsfehler die rechte Seite &atllich oftmals verschieden vom
Nullvektor; der Rang der Gleitkomma-Matrix wird alscoger als der
Rang der exakten Matrix.

Betrachtet man die singislen Werte einer solchen Matrix, so werden
diese meist hinter einem festen Inde&tzlich sehr viel kleiner. Diesen
Index bezeichnet man als den (nicht wirklich exakt defieigytu-
merischen Rander Matrix.

Als Beispiel betrachten wir die Matrix
1 2 3 14 32 50
A:<4 5 6) mit AAT:<32 77 123)
7 8 9 50 122 19

Die Eigenwerte vomiA” sind 0 und}(285+ 31/8881), und tatschlich
hat A natirlich nur den Rang zwei.

Ein Programm wie MatLab berechnet jedoch auchizeine,inverse*
Matrix (wenn auch mit Warnuniber die schlechte Konditionszahl) und
kommt auf die singudren Werte 16,85, 1,07 und 4,420, Hier ist
der numerische Rang offensichtlich gleich dem Rang zweéegakten
Matrix.

So extrem wie in diesem Beispiel ist der Abfall der sirigeh Werte im
Falle von Term-Dokument-Matrizen riatich nur selten; trotzdem ist
meistungeéhr klar, ab wann sie klein genug werden, um vernaskigt

zu werden. Der wohl popatste Ansatz zur latenten semantischen Ana-
lyse besteht daher darin, die Term-Dokument-Matrix so and Blatrix
niedrigeren Rangs zu projizieren und mit dieser zu arbeiten

Als Beispiel fir eine latente semantische Analyse betrachtet
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LARS ELDEN: Matrix Methods in Data Mining and Pattern
Recognition, SIAM, 2007

funf Dokumente folgenden Inhalts:

1. The Googlé™ matrix P is a model of the internet.

. P,; is nonzero, if there is a link from Web pageo i.

. The Google matrix is used to rank all Web pages.

. The ranking is done by solving a matrix eigenvalue problem

. England dropped out of the top ten in the FIFA ranking.

a b~ wN

Wenn wir die zehn Suchbegriffeigenvalue, England, FIFA, Google,
internet, link, matrix, page, rank, Wetnlassen, erhalten wir die Term-
Dokumentmatrix

i

QOO PFrPORFrRPFPFOOOo
PORFRPORFRPOOOOO
PRPPRPPOOPFPOOO
OPrRPOPFPOO0OO0OO0OO0OFR
el NeolNoNeNeNel

Die SuchanfrageRanking of Web Pages" entspricht dem Spaltenvek-
tor zu (00,0,0,0,0,0,1,1,1); berechnen wir den Kosinus seines
Winkels mit den @inf Spaltenvektoren vod erhalten wir die Werte
0,2, \/—3’?5 ~ 0,775 und fir die beiden letzten Spalten jeweds Dem-
nach vare das dritte Dokument das passendste, gefolgt vom zweiten
danach gleichrangig das vierte und dasfte und am unpassendsten das

erste.

Tatsachlich ist klar, daRifr diese Anfrage das letzte Dokumeritihig
irrelevant ist, viahrend das erste trotz disjunkter Suchbegriffe durchaus
eine gewisse Bedeutung hat.

Die Singurwertzerlegung vor ist A = U; XV mit

~0,142
~0,0787
~0,0787
~0,392
~0,130
-0,102
~0,535
~0,365
~0,484
~0,365

und

~0,370
~0,291
V=] -0750
~0,407
~0,225

2,85

0,243
~0,261
~0,261
00274
~0,0740
0373
~0,216
Q475
~0,402
Q475

0
0 18
0 o0
0 o0
0 o0

~0,139
Q703
Q191

0,457

0,491

8

Kap. 3: Information erschlieRen

158

0 -0578 Q364
~0385 0392 Q168
~0385 0392 Q168
0385 Q399 0251
0385 Q375 Q495
~0,192 —0,0346 Q654 |-
0385 -0,179 Q113
~0,192 —0,0102 —0,0917
~0385 -0161 -0215
~0,192 —0,0102 —0,0917
0 o0 0
0 o0 0
173 0 0
0 126 0
0 0 0848
0667 Q472 Q420
~0,333 —00436 Q555
0 00308 0,633
0 -0728 Q309
~0,667 Q494 Q142

Setzen wir zur latenten semantischen Analyse die letztendieser
Diagonaleintéage auf Null, erhalten wir die neue Matrix

~0,142

~0,.0787

~0,.0787
~0,392
~0,130
~0,102
~0,535
~0,365
—0,484
0,365

0,243
~0,261
~0,261
00274

~0,0740 (235 0

0373
~0,216
0475
—0,402
Q475

0 188

)

~0,370

~0,139
0,667
0,472
0,420

-0,291
Q703
~0,333
0044
0555
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0214 -0203 Q218 Q375 Q316
0,152 -0280 Q0748 0316 Q0291
0,152 -0280 Q0748 0316 0291
0407 0362 0850 Q432 0226
0,156 Q00992 0251 Q214 Q152
0,00992 0579 Q353 -0,203 —0,280
0,622 Q159 107 0807 Q542
0261 Q932 Q951 Q0147 —-0,205
0,617 -0130 0891 Q908 (0682
0261 Q932 Q951 Q0147 —0,205

Berechnen wir nun die Kosinuswerte der Winkel zwischen deadtén
und den Suchanfragen, erhalten wir die neuen Werte

0.604 0.640, 0.743 0.374 und 0140,

nach zwar weiterhin das dritte Dokument die beste Antwaytaber-
dings liegen nun sowohl das erste als auch das vierte dewtlicdem
irrelevanten @inften. Der Grund liegt nétlich darin, daf3 die Projektio-
nen der entsprechenden SpaltenvektorenA@uf den von den ersten
beiden Spaltenvektoren véf aufgespannten Untervektorraum a8
weitaus bessdibereinstimmen als die Originale iRf°.

85: Der PageRank von Google

Google begann als studentisches Forschungsprojekt deéerb&ok-
toranden 8RGEYBRIN und LAWRENCE PAGE an der Stanford University
im kalifornischen Palo Alto; seine ersten \é@wlfer waren auch nur dort
auf dem Campus zagglich. Als Stanfords Rsident ®HN HENNESSY,

ein technischer Informatiker, Mitte der neunziger Jahineals von
der neuen Suchmaschinérte, tippte er seinen Namen ein und erhielt
gleich als erstes eine Seite von Stanford. Das war ihm bedaerals
fihrenden Suchmaschine AltaVista noch nie passiert undtcherlich
mit dazu bei, daR Stanford &er die Kommerzialisierung von Google
nach Kiaften trderte.

Die ersten Prototypen higeksichtigten zur Anordnung der Suchergeb-
nisse selbstverandlich noch nicht die heutglicheniuiber zweihundert
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»Signale”; damals gab es im wesentlichen nur ein KriteriuemRhage-
Rank Er ist benannt nachAWRENCE PAGE und patentiert als US Patent
6285999 vom 4. September 2001 mit Anschlu3patent 7 058 628 vo
6. Juni 2006*) Inhaber der Patente ist die Stanford Unitxrals Erfin-
der ist jeweils IAWRENCE PAGE angegeben.

Im Gegensatz zu den meisten anderen Kriterien ist der Padelta
abhangig von jeder Suchanfrage: Durch ihn solidlie (dem System be-
kannten) Webseiten nach ihrer Wichtigkeit geordnet wer@etreu der
allgemeinen Philosophie von Google mul diese Wichtiglahreinem
gut skalierbaren Verfahren ohne menschliche Intervert@eachenbar
sein.

Die Grundidee dazu ist einfach und auch nicht neu: Seit langied im-
mer wieder versucht, die Wichtigkeit wissenschaftlichebditen rein
mechanisch zu bestimmen. Ein einfacher und deshalb gemende-
ter Ansatz besteht darin, eine Arbeiten nach der Anzahlrjaenderer
Arbeiten zu beurteilen, in denen sie zitiert wird. Mit HillesScience
Citation Indexund inzwischen auclCiteSeer(citeseer.ist.psu.edu)
und ahnlichen Datenbanketaf®t sich diese Anzahl leicht feststellen
(oder zumindest s@tzen, denn siedngt naiirlich ab vom Umfang der
verwendeten Datenbank), und mandtlein objektives Mal3.

Weniger klar ist, was durch dieses MalR gemessen wird, derdean
Spitze stehen praktisch nie Arbeiten, die ein Fachwisseftder der
entsprechenden Disziplin zu den wichtigsten aus dem lietedn
Zeitraum rechnen irde. Der Grund ist ziemlich klar: Ein kleines Licht
mit einer grofRen Schar mitteliiger Schiler, die allesamt &ndig den
grof3en Meister zitieren, schneidet hier besser ab als eforAder nur
von wenigen hochkdtigen Spezialisten zitiert wird.

Ahnlich sieht es aus, wenn man diese Vorgehensweise auVdas
Wide Welilbertigt. Da eine Volltextsuchmaschine ohnehin Kopien aller
ihr bekannter Webseiten im Speicher hat, kann sie zu jedsedBeiten

*) US-Patente sind auf dem offiziellen Servestft.uspto.gov des
United States Patent and Trademark OffineHTML zu finden, pdf-
Dateien beiwww.pat2pdf.org.
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leicht ermitteln, wie viele andere Seiten darauf verweigsshkann dann
als Wichtigkeitsmalifr eine Seite5 definieren

wp(S) = Anzahl der Seiten, die auff verweisen .

Die Probleme mit diesem Malf3 sind im wesentliche dieselberolén:

1. Ein Verweis von einer wichtigen Seite sagt mehr aus, al¥&iweis
von einer unwichtigen.

2. Wenn eine wichtige Seite auf hundert andere Seiten vetwainn
man das nicht vergleichen mit einem Verweis auf nur eineiginz
Seite.

3. Durch Massenproduktioninhaltsleerer Seiten, dereziggn Zweck
der Verweis auf eine zu pushende Webseite &}t kich das Mald
leicht manipulieren.

PAGE benutzt trotzdem die Informationen, die in der Verweiddiu
des World Wide Web steckt, allerdings mit einer Modifikatidie den
ersten beiden Problemen entgegenwirkt und damit zumineiéseise
auch das drittedst: Eine Seite ist wichtig, wenn wichtige Seiten auf sie
verweisen, inshesondere dann, wenn diese nur auf wenigesaBditen
verweisen.

Ein erster Ansatz, dies in eine mathematische Formel unzrse
konnte folgender sein: Jede Seleerhalt eine Wichtigkeitw(S), fur

die folgendes gilt: Sindz,, .. ., R,, die Seiten, die au$ verweisen und
verweistR, aufm, Seiten, so ist
— - w(R,)
w(S) = Zl _— (+)

Dies ist sicherlich eine sinnvolle Forderung, jedochagpriori nicht
klar, ob dadurch eine eindeutige Rangordnung definiert:védrdt ein-
mal mul3 untersucht werden, obigserhaupt eine von der Nullfunktion
verschiedene @sungsfunktionw gibt, danach stellt sich noch das Prob-
lem der Eindeutigkeit.

Diese FragedRt sich einfach beantworten, denn die obige Formel
definiert offensichtlich ein lineares Gleichungssystdém die Unbe-
kanntenw(S). Um es in einelblichere Form zu bringen, bezeichnen
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wir die der Suchmaschine bekannten DokumenteSuit . ., Sy, die
Anzahl der von Seité; ausgehenden Verweise mit; und setzen

- { L falls es einen Verweis; — S; mit j 7 i gibt

aij - J
0 sonst
Dann wird die obige Gleichung zu
N
w; =Zaijwj furi=1,...,N.
j=1

Bringen wir hier nochw; auf die andere Seite, haben wir die Standard-
form eines homogenen linearen Gleichungssystems:

"~ bow, = it 5 =Jay fallsi?;

wawj 0 mit b, {_1 fallsi = j

7=1
Ein solches System hat immer den Nullvektor aidsung; weitere

Losungen gibt es genau dann, wenn die Gleichungen lined@magimh
sind.

Fur eine Seites;, von der mindestens ein Verweis ausgeht, ist

N 1 N
;aij =m; - m—j =1 unddamit ;bij =0;

falls von jeder Seite mindestens ein Verweis ausgeht,gstdie Summe
aller N linker Seiten gleich Null. In diesem Fall sind daher die Glei
chungen linear aliingig und es gibt auch nichttrivialésungen.

Nun gibt es allerdings viele Seiten, die auf keine anderéateseer-
weisen, zum Beispiel die pdf-Datei mit dem Text dieses Sunys. Um
trotzdem die Existenz nichttrivialerdsungen zu garantieren, werden
vor allem zwei Strategien angewandt:

1. Manignoriert zuachst alle Seiten, die auf keine anderen verweisen.
Fur den Restdst man das lineare Gleichungssystem und setzt die
Ldsung dann mittels der Formel)(fort auf die restlichen Seiten.
Da diese Seiten auf nichts verweiseanken sie nie auf der rechten
Seite von §) auftreten; rechts stehen immer nur bereits aus dem
ersten Schritt bekannte Gewichte.
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2. Man behandelt diese Seiten so, alggen sie aufedeandere Seite
verweisen, setzt alsdif eine solche Seité; den Wert vona,;
fur jedesi auf 1/N. Dann ist auchir solchej die Summe allet,;
gleich eins, so daR obiges Argumentdie Existenz einertniciaien
Losung zeigt.

Ein weiteres Problem sind Verweise auf nicht (mehr) existeader
einfach nur unzugngliche Seiten, z.B. solche mit PalRwortschutz oder
Geliihr. Diese mul3 die Suchmaschine entweder ignorieren oder ab
wie eine Seite ohne ausgehende Verweise behandeln.

Nachdem die Existenz nichttrivialerdsungen geldrt ist, stellt sich
als rachstes die Frage der Eindeutigkeit. iéich erfullen mit jedem
Losungsvektor auch desseangdliche Vielfachen das Gleichungssys-
tem; sofern es aber einékung mit ausschliellich nichtnegativen Wich-
tigkeiten gibt, fihren alle positiven Vielfachen davon auf dieselbe Rang-
ordnung. Wir niissen also sicherstellen, daf3 désungsraum erstens
eindimensional ist und zweitens Vektoren ohne negative fammnten
enthalt.

Leider kann die Dimension destsungsraums deutlich @ger sein als
eins: Wenn wir die WebseiteS,, ..., Sy einteilen lonnen in zwei
KlassenA und B mit der Eigenschaft, da keine Seite aligauf eine
Seite aud3 verweist und umgekehrt, sind die Gleichungéndie Seiten
ausA und die fir die Seiten au® offensichtlich unab&ngig voneinan-
der und jedes der beiden Teilsysteme hat nach obiger Diskusimen
mindestens eindimensionalegdungsraum, undlit sich jede bsung
des ersten Teilsystems mit jedéydung des zweiten zu einebtung des
Gesamtsystems kombinieren, so dal3 dessemuhgsraum mindestens
zweidimensional ist. Bei mehr als zwei Klassen, die nur ihalb der
eigenen Klasse zitieren, wird die Dimension nochftgr, und fir die
Praxis am schlimmsten ist die Tatsache, daf3 uns das Glejsbyst
tem keinerlei Anhaltspunkte gibt, wie wir die relative Wiigfkeit der
einzelnen Klassen festlegen sollen.

Aus diesem Grund muf3 Gleichung erweitert werden um einen Term,
der die Existenz disjunkter Klassen verhindert. Die IdesudarkBren
BRIN und RGE folgendermalien:
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Gleichung ) lafdt sich auch stochastisch interpretieren: Angenommen,
ein Surfer beginnt mit einer zallig ausgevahlten Webseite und klickt,
sobald er sie auf dem Bildschirm hat, alliig auf irgendeinen der dort ge-
fundenen Verweise. Mit der nun erscheinenden Seitéterer genau-
so, und so weiter. Falls dieses Experiment hinreichend itierholt
und hinreichend lange durchgeifrt wird, ergibt sich als Grenzwert eine
Wahrscheinlichkeitsverteilungper alle Webseiten, d.h. wibknen fir
jede SeiteS die Wahrscheinlichkeip(S) ermitteln, dafd der Surfer dort
ankommt. Offensichtlich gargt auch die Funktiop der Gleichung+).

Nun wird das Modell etwas modifiziert: Der Surfer klickt ntalnehr

unbedingt auf einen der Verweise der aktuellen Webseitejesm nur
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit Alternativ geht er mit Wahr-
scheinlichkeit 1— « zu irgendeiner zi#llig ausgeviahlten Webseite.
Jetzt wird die Wahrscheinlichkeitif das Ankommen auf einer Seite

beschrieben durch eine Funktion, die der Rekursionsbeding

“p(R) 11—«
p(S):aZ—mlj +—N .
=1

Laut BRIN und RGE ist « ~ 0,85 eine veriinftige Wahl.

Auch gen@R dieser Rekursionsvorschrifbnen wir wieder Wichtig-
keitenw(S) definieren, die einem linearen Gleichungssysteniigen:
Sind Sy, ..., Sy die samtlichen Webseiten (wobei wir annehmen, dal3
entweder nur Webseiten himksichtigt werden, die auf andere ver-
weisen, oder aber, dal3 eine Webseite ohne externe Verwdishandelt
wird, als verwiese sie auf alle Webseiten) und sbltlie Wichtigkeitw;,
bekommen, so mul3 nun gelten

N
_ l-a
w; =« E aijwj+T,
J=1

wobei die Koeffizientem,; wie oben definiert sind. Im Gegensatz zum
dortigen Ansatz haben wir hier abérfx # 1 ein inhomogenes lineares

Gleichungssystem,

Dieses Gleichungssystem kaniirf0 < « < 1 hdchstens eine
Losung haben: Sindamlich @, ..., wy) und (uq,...,u,) beides
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Losungsvektoren, sdknen wir einen Indexfinden, fir den|w, — u;
maximal ist. fir dieses ist dann

N
-— 1_
lw; — ug| = QE:aijwj+ N | QZQWJ
J=1

N N
= aZaij(wj —u;)| < aZaij |wj —u
Jj=1 Jj=1

IN

N N
azaij|wi_ui|: azaij lw; — u;
J=1 J=1

N
= alw; —u,;| , denn Zaii =1
J=1

Dasistaber nur figlich, wennw, — u,| verschwindet und damit, wegen
dessen Maximaleigenschaft, auch alle anderen Differenzen ;. Dies
zeigt, dal die beidendsungeriibereinstimmen,

Noch nicht gezeigt ist di€&xistenzeiner Losung, aber jeder, der mit
dem BaNAcHschen Fixpunktsatz vertraut ist, wird wohl wissen, wie es
nun weitergeht: Wir starten mit irgendeineN+tupel (w(o) . (0))
positiver Zahlen und konstruieren dazu sukzessive mé{uepel genaB
der Vorschrift

al 1
w7(lk+1) - Z al] .gk) J_Va '
J=1
Falls das Tupeh(;(l’“), Ceey wﬁf})) eine Losung ist, stimmt es niatlich mit
seinem Nachfolgery{**V, ... w{*Y) tiberein, aber dassknen wir
nicht realistischerweise erwarten.

Als MaR der Abweichung zwischen den beiden Tupeln betrachie
wie oben einem Index, fur den |w®** — w®)| maximal wird. Fir
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k > 1ist dann nach einerdllig analogen Rechnung

1 (0% 1-«
k+1 k)| — § : k § : k—1
"U}[E +1) U}E )‘ - « alj g )+ alj § ) —

& _ w(_k—l)‘
J

N N
- k k—1
= | E aij(wg)—wg N < a E a;; |w
J=1 J=1

IN

ag a;; (w

K3

N
k k—=1)| — k k—1
wh — )‘_ o> ay ‘w()_wg )‘
i=1

N
a ‘wgk) _ wgk—l)‘ , denn Zalj = 1

Da wir a < 1 vorausgesetzt haben, werden die Abweichungen also
immer kleiner, und im Limes erhalten wir einé$ung.

Damit ist bewiesen, dal3 es genau eifdsling gibt, und nach dem, was
wir in der Linearen Algebra gelernt habergrinen wir diese mit dem
Gauss-Algorithmus bestimmen.

Es gibt allerdings einen wesentlichen Unterschied zwiscleen hier zu

ldsenden Gleichungssystem und den@isngsbattern und Klausuren
bekannten: Zwar geht es in beidedlen (meist) umV Gleichungen in

N Unbekannten, aber im Studium iat selten mehr als vier, &hrend

es bei Google im Augenblick bei etwaber 80 Milliarden liegt.

Um den GQuss-Algorithmus fir ein Gleichungssystem absGleichun-
gen mitV Unbekannten durchzikhren, braucht man asymptotisch etwa
N3 Rechenoperationen. Bai ~ 8- 10° sind das ungéihr 2 - 10?7, mit
der Naherung 2° ~ 10 also ungeiihr 2°.

Bei der Beurteilung der Sicherheit elektronischer Unterifien geht
das Bundesamiif Sicherheitin der Informationstechnik derzeit aus von
einem Sicherheitsnivead?®; ein Verfahren gilt somit als sicher, wenn
anzunehmen ist, daR ein Gegner mindestéMfs\v&rsuche betigt, um
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das Verfahren zu knacken. Diegéersuche” sind zwar etwas komple-
xer als einfache Rechenoperationen; andererseits mu3beabei der
Beurteilung der Sicherheit von Kryptoverfahren auch Gedpeaiick-
sichtigen, die einen Rechenaufwand von einem Jahr oderefarmicht
scheuen, was weit jenseits dessen liegt, vilaglie periodisch zu aktua-
lisierende Rangfolge der Webseiten liegt. Dahinken wir davon aus-
gehen, daR%® Rechenoperationen zumindeit fliese Aufgabe derzeit
nicht im Bereich des Realisierbaren liegen.

Andererseits sind wir hier auch nicht im Bereich der Reineathé-
matik, sondern es geht um eine Anwendung der Mathematikesalé r
Probleme. Dabei fissen wir uns gerade bei so einem Thema auch stets
bewul3t sein, daf unsere Modelle mit ziemlicher Sicherlueieime Ap-
proximation an die Wirklichkeit sind — falls es higberhauptirgendeine
~Wirklichkeit* geben sollte.

Von daher viare es Unsinn, mit riesigem Aufwand ein Problem, das
bestenfalls eine grobe Approximation an eine vielleichtgeht vorhan-
dene Wirklichkeit beschreibt, mathematisch exakt®eh: Eine appro-
ximative LOsung reicht vollkommen.

Diese wiederum bietet uns gerade der theoretische Ansétdem wir

die Existenz einer isung bewiesen haben: Die dazu verwendete Itera-
tion gestattet uns schlief3lich eine beliebig genauedhenung an die
L6sung. Da wir von acht Milliarden Gleichungen in genausteviéJn-
bekannten ausgehen, ist schlie3lich auch die Iteratioaskiaft keine
Aufgabe fir das Rechnen mit Bleistift und Papier: Um die Gleichung

N
1._

WD = o E aw; (k) + Ta

j=1

fur allei auszuwerten, brauchen wirdaenordnungséRigN2 Rechen-
operationelje Iteration.

Hier hilft uns eine praktische Beobachtung, die wohl keiSemnfer im
World Wide Web erstauneridfte: Bekanntlichist,; = 0, wenn digj-te
Webseite nicht auf die-te verweist, und nétlich gibt es kaum Web-
seiten, die auch nur auf einen Bruchteil aller vorhandeneb&iten
verweisen. Experimentelle Untersuchungen zeigen, da3\Webseite
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im Durchschnitt nur sieben externe Verweise hat. In derabigumme
Uber acht Milliarden Summanden sind also im Durchschnittsieben
von Null verschieden, wir brauchen also tatklich nur etwa & Ad-
ditionen und Multiplikationen. Damit sind wir wieder im Bsich der
fur die langfristige Existenz von Google so wichtigen Skalgkeit:
Die Zahl N wird natirlich im Laufe der Jahre ziemlich ansteigen, aber
zumindest nach bisheriger Erfahrung wird die Rechenknaftpollar
(oder Euro) ungéthr im gleichen Mal3e steigen. Bei der Anzahl sieben
fur den Durchschnittifr die Verweise auf andere Webseiten sind zu-
mindest mittelfristig keine wesentlichénderungen zu erwarten: Die
Erzeuger von Webseiten werden wohl auch in Zukunft nichienth
mehr Verweise auf ihren Seiten anbringen, der Aufwand mation
bleibt also ungethr derselbe, wenn auchikftig der Umfang des World
Wide Web im selben Mal3e ansteigt wie die Rechenkraft der Goenp
einer festen (inflationsbereinigten) Preisklasse.

Was die Anzahl der lIterationen betrifft, did€irf ein vorgegebenes
Genauigkeitsniveau notwendig sind, sagt uns die Summeefofiir
geometrische Reihen, dal} es nicht auf die Anzahl der Welseit
ankommt: Sei 4, ..., w,) die Losung des linearen Gleichungssys-
tems, {7, ..., w%) die k-te Iteration und derjenige Index,dr den

’wi — w®| maximal ist. Dann ist
o0 o0
Ml _ 1) (0 1)
‘wi—wg) = Z(w§+ )—wg) SZ’wE”—wE)’
=k =k
N (k1) _ )
< ol oy | o 1 i
~ ;g;(l w; —w; = 1_o

nach der Summenformeif die geometrische Reihe. Wibknen daher
nach jedem Iterationsschritt absthen, wie grol3 der maximale Fehler
istund abbrechen, sobald dieser eine akzeptalii8&rordnung erreicht
hat.

In der Arbeit von BRIN und RGE von 1998

SERGEY BRIN, LAWRENCE PAGE: The Anatomy of a Large-Scale
Hypertextual Web Search Engit@gmputer networks and ISDN
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systems, 1998, Elsevier;
http://db.stanford.edu/pub/public_html/papers/google.pdf

ist davon die Rede, dal} die Berechnuiig dlas damals untersuchte
Netz von 26 Millionen Seiten auf einer (nach damaligen Stacis)
mittelgrofRerworkstationeinige Stunden dauerte. In

LAWRENCE PAGE, SERGEY BRIN, RAJEEV MOTWANI, TERRY
WINOGRAD: The PageRank Citation Ranking: Bringing Order
to the Welilechnical Report. Stanford InfoLab 1999,
http://ilpubs.stanford.edu:8090/422/

wird das Konvergenzverhalten genauer untersucht und giezail fir
ein Web mit 322 Millionen Links etwa 45 Iterationen ausreichNeuere
Zahlen werden von Google nichtvdfentlicht; nach externen Satzun-
gen soll Google einige Tage b&igen, um den PageRank komplett neu
zu berechnen.

Die Werte fir die Wichtigkeiten knnen betichtlich schwanken: der mi-
nimale Wert ist offensichtlich gleich-4 d, also fird = 0,85 gleich Q15;

die theoretische Obergrenze liegt kEYV, also im Milliardenbereich.
Google zerteilt diesen Bereich in elf Teilintervalle, dendie Page-
Ranks null bis zehn zugeordnet werdésber die Definition dieser
Intervalle ist nichts bekannt, allerdings wird vermutedf3ddie Inter-
vallangen ungedhr in einer geometrischen Progression ansteigen, so
dal3 der PageRank un@éf gleich einem Logarithmus der gerade be-
stimmten Wichtigkeit ist, dessen Basis in der Gegend vohseder
sieben liegen irfte (6'° = 60466 176 und % = 282475 249). Auch
wenn fr interne Berechnungen die exakten Werte dewverwendet
werden, vedffentlicht Google nur die Grobwerte —wahrscheinlich auch
dies wieder, um Suchmaschinenoptimierern nicht zuvigrimftion an
die Hand zu geben.

§6: Der HITS-Algorithmus

Zur gleichen Zeit, als BIN und RGE in Stanford im Rahmen ihres
Dissertationsprojekts den PageRank-Algorithmus entgliekwar rund
zwanzig Kilometer &dlich N KLEINBERG von der Cornell University
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alsvisiting professomam IBM Almaden Research Center bei Sanélos
und befal3te sich ebenfalls mit dem Problem, Webseiten naatitigkeit
und Relevanz zu ordnen. Sein Ansatz war etwas komplizierter

Nach dem Ansatz von BN und RGE gibt eine Webseite mitn Ver-
weisen an jede der aufgéfrten Webseiten eim-tel ihrer eigenen Wich-
tigkeit weiter, bei groRen Werten von also fast nichts.

Im Falle einer Seite, die wahllos so ziemlich alles zitisttdies sicher-
lich sinnvoll; gerade damals gab es aber auch noch eine gailze von
Webseiten, auf denen ein oder mehrere Autoren mit grofigreMeine
Sammlung von Referenzeiirfein bestimmtes Thema zusammengestellt
hatten, teilweise sogar mit Kommentaren zu den einzelngarS&Venn
eine solche Seite gut gemacht ist, verweist sie auf wicl8gjeen, und
das sollte bederenBeurteilung auch gdthrend gewrdigt werden.

In seiner Arbeit

JON M. KLEINBERG: Authoritative sources in a hyperlinked en-
vironmentJournal of the ACM Volume 46 Issue 5, Sept. 1999
http://portal.acm.org/citation.cfm?doid=324133.324140

betrachtet er Webseiten deshalb unter den beiden Gesicigmhub
undauthority.

Das englische Worhub hat viele deutsch&bersetzungen; unter an-
derem bezeichnet esim Luftverkehr ein Drehkreuz, d.hneithgéghafen,
Uber den eine Gesellschaft beispielsweise die Passagierd-ernflige

auf die AnschluR3fige zu den weniger zentralen Zielen verteilt, und ent-
sprechend auch die Verteilzentren von LogistikunternehaRerdem
steht das Wortifr die Nabe eines Rads (von der nach allen Richtungen
die Speichen ausgehen), und nicht zuletzt bezeichnet st KLEIN-
BERGS Geburtsstadt Boston ahaib of the universdyei Ubersetzt also
als Nabel der Welt.

Auch das Wortauthority hat viele ndgliche Ubersetzungen, unter an-
derem Bebrde, Berechtigung, Befehlsgewalt, Exaintigung, Obrigkeit,
Vollmacht; was KEINBERG meint sind allerdings die alternativen Be-
deutungen im Sinne von Fachmann oder Fachkompetenz.
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Die Ideeist also, daRubszentrale Anlaufstellen sind, die aatfithorities
verweisen, die etwas zu einem bestimmten Thema zu sagen.Hade
Prinzip, nach dem er Webseiten ordnet, fadt er in der ztieftrbeit so
zusammen:

A good hubis a page that points to many good authorities; a
goodauthorityis a page pointed to by many good hubs.

Wie bei den Maximen ifr den PageRank ist auch diese Definition
zirkular, und wie dort kann die Zirkulaét mit Hilfe der Linearen Al-
gebra leicht aufgéist werden:

KLEINBERG ordnet jeder der Seit§, zwei Gewichte zu: Dagwuthor-
ity-Gewichtz,; und dashub-Gewichty;; sie sind so normalisiert, dafl
der Vektorz mit Komponenten:; und der Vektory mit Komponen-
teny, jeweils die (EUKLIDische) Lange eins haben. Die obige Maxime
wird im wesentlichen so umgesetzt, daf? dighority-Wichtigkeit ei-
ner Seite proportional zur Summe darb-Wichtigkeiten aller darauf
verweisender Seiten ist, wohingegen Hig>-Wichtigkeit proportional
zur Summe deauthority-Wichtigkeiten jener Seiten ist, auf die sie ver-
weist. Die Proportionalittskonstanten sind jeweils dadurch bestimmt,
daf? sowohk als auchy Einheitsvektoren mit nichtnegativen Eiagen
sind.

Bezeichnen wir mitd die Matrix mit Eintagen
— { 1 falls es einen VerweiS; — S; mit j 7 gibt '
0 sonst
soll es also Konstantem, 5 € R, geben, so dal

©j

y=adAz und z=pATy

ist, d.h.

r=afBAT Az und y=aBAATy.
Somit istz ein Eigenvektor vom” A undy einer vonA AT, beide zum
selben Eigenwert.

Tatsachlich geht KEINBERG nicht von dieser Charakterisierung der bei-
den Vektorenz undy aus, sondern gibt stattdessen eine Methode zur
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Konstruktion der beiden Vektoren an: Er startet mit zweidi@en
Vektorenz©@, y© mit nichtnegativen Eintigen und setzt sukzessive

2® = ATy*=D ynd y*) = Az®)

Nach einer gewissen Anzahl von Iterationen, wenn sich diatehgen
von z*) und z*~Y sowie die vony® undy*~Y nicht mehr wesent-
lich voneinander unterscheiden, nimmt &@r & den Einheitsvektor in
Richtungz® und furr y den in Richtung,®.

Dieses Vorgehen erinnert an die Berechnungsmethiadddn Page-
Rank. Um zu sehen, ob und wohin®NBERGS Folgen konvergieren,
beachten wir, daf3

2® = AT A1 und y(k) = AATy(k_l)

ist; wir missen uns also niitberlegen, wohinifr eine symmetrische
Matrix M die durch:® = M 2~ definierte Folgeiir einen gegebenen
Anfangsvektor© konvergiert.

Wie wir wissen, gibt es zu einer symmetrischen Matrix einesiBa
aus Einheitsvektoren, bigglich derer sie Diagonalgestalt hat; durch
Umordnen erhalten wir eine Basi&™, ..., 50, bediglich dereri/
Diagonalgestalt hat mit Diagonaleiagen\; > A, > --- > A\y. Fur
20 =2 6W + .+ 2 0™ mit 2, > 0istdann

2B = 2\ b® e K2 B

Furalle\; < \; geht der Quotienk? /\} gegen null; im Einheitsvektor
zu 2 kommen dahelifr groRe Werte vok praktisch nur noch die Ko-
effizienten vor, die miff multipliziert wurden. Ist\; > \,, bekommen
wir somit als Ergebnis nach Normalisierung den Eigenvelforzum
groRten Eigenwerk,; ansonsten erhalten wir einen vef? abhangigen
Vektor aus dem Eigenraum zum Eigenwgyt Wie im Falle von Page-
Rank kann man letzteres ausschlief3en, indem man die Mdtexsetzt
durch eine konvexe Linearkombination mit der Matrix, desémtliche
Eintrage eins sind, allerdings zeigen experimentelle Untersugén,
dald man auch ohne diese Mal3nahme auskommt.

Das Verfahren von KEINBERG unterscheidet sich noch in einem zwei-
ten Punkt von PageRank: Dort werden bekanntlémtiche von den
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Crawlern gefundene Webseiten unahbig von jeder Suchanfrage glo-
bal nach ihrer Wichtigkeit geordnetLKINBERG dagegen betrachtet nur
einen Ausschnittdes Webs: In der oben zitierten Origimelschgt er
vor, beispielsweise mit den ersten zweihundert Ergebnideedamals
popubiren Suchmaschine Altavista zu starten; in heutigen Danste
gen ist die Rede davon, mit allen bekannten Seiten anzufadgedie
Suchbegriffe enthalten.

In einem rachsten Schritt wird diese Ausgangsmenge erweitert um alle
Webseiten, die entweder einen Verweis auf eine der betterhSeiten
enthalten oder aber Ziel eines Links von einer derartigdate Sénd.
(Dieses Verfahren kann man gegebenenfalls noch ein oderemeeh
Male wiederholen.) Danach wird die Matri® fur das so erhaltene
Teilnetz aufgestellt, und nuiif dessen Seiten werden dieib- und
authority-Wichtigkeiten aufgestellt. Man beachte, daR durch die Er-
weiterung der ursiinglichen Menge von Webseiten auch Seiten ein-
bezogen werden unddaglicherweise sogar hohe Wichtigkeiten bekom-
men, dieliberhaupt keinen der Suchbegriffe enthalten. Auf dieses§Vei
erreicht der Algorithmus auch ohne Untersuchung der Teokeihent-
Matrix eine Art latente semantische Analyse.

§7: Die Gewichte der Terme

Kehren wir zutick zur Term-Dokument-Matrix. Ihr Eintrag; soll eine
Art Gewicht desi-ten Term imj-ten Dokument sein. Im einfachsten
Fall nimmta,; nur die beiden Werte O und 1 an, je nachdem ob der der
Begriff im Dokument vorkommt oder nicht; eine andere offehtliche
Losung vare, dafk,; zahlt, wie oft der Begriff auftritt. Beides ist zwar
einfach, fihrt aber auch zu offensichtlichen Problemen: Nicht jedes
Wort, das irgendwo in einem Dokument vorkomnét3t auf den Inhalt
des Dokuments schlieBen, und wenn ein Wort sétufig vorkommt,
kann das auch einfach nur bedeuten, da das Dokument entsedute

lang oder sehr gesclatzig ist.

Seit es Textdatenbanken gibt werden daher auch kompéréBichema-
ta diskutiert und immer weiter verfeinert; Google etwa kehnach
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eigenen Angaben rund zweihundert sogenap8ignale”, um die Re-
levanz eines Dokumentaifeine Suchanfrage zu bestimmen.

Schon bei deutlich einfacheren Vorgehensweisen empfigkith, zwi-
schen detokalenund derglobalenWichtigkeit eines Begriffs zu unter-
scheiden. Dabei soll die lokale Wichtigkeit messen, welettative Be-
deutung ein Begriff innerhalb eines speziellen Dokumeatswahrend
die globale Wichtigkeit angibt, wie wichtig der Begriffif die gesamte
Dokumentensammlung ist. Der Eintrag in der Term-Dokunidatrix
ist das Produkt der beiden Wichtigkeiten, wobei anschhe@ventuell
noch alle Spalten in geeigneter Weise normalisiert werden.

Beginnen wir mit der lokalen Wichtigkeit. Die beiden einfiaten
Schemata wurden bereits &tlant: Wir setzten die lokale Wichtigkéi;
desi-ten Begriffs fir dasj-te Dokument entweder nur auf O oder 1, je
nachdem ob der Begriff im Dokument vorkommt, oder aber wiztes
¢;; auf die Anzahlf;; der Vorkommen des Begriffs im Dokument. Um
die damit verbundene Bevorzugung langer Dokumente abdemi)
wird teilweise auch der Logarithmus verwendet; da die§edén Wert
null nicht definiert ist, setzt man hier

£;; =10g(1+f,;) .
Um vollig unablangig von der Dokumerithge zu werden, kann man
auch diedurchschnittlicheHaufigkeit f; der Terme imj-ten Dokument
betrachten: Ist; die Anzahl verschiedener Terme im Dokument, so
setzten wir

1 & log(1 + f;;)
fi=—>Y f. und ¢, =—"2°
Ty 21: ’ 77 log(1+f))
HieristZ;; = 1 fur jeden Begriff, der genau die mittlereatifigkeit hat:
kommt der Termiberdurchschnittlich oft vor, ist;; > 1, ansonsten
kleiner.

Ein Kompromiss zwischen bloem Vorkommen und (relativeyfiy-
keitist die bereits von 8 TON vorgeschlagene vergBerte normalisierte
Haufigkeit

1 i : _f1 fallsz#0
=3 (X(fia‘) ¥ max, f,,j> mit x@={5 Gier o
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Die globale Wichtigkeity, hangt nur vom Suchbegriff ab. Durch sie
soll beficksichtigt werden, daf? eher seltene Begriffe meist dgusipe-
zifischer sind als Allerweltsbegriffe, die in praktisch ggd Dokument
vorkommen. Das extremste Beispiel dakind die bereits eriahnten
Nullenauf der Stopliste, diéiberhaupt nicht béicksichtigt werden; im
Rahmen der jetzigen Betrachtungsweisaiken wir sie definieren als
die Worter mitg; = 0.

Ein Begriff ist unter dem Gesichtspunkt der Informatiordsiumso
spezifischer, je ungleichafdiger erliber die Dokumente verteilt ist. Da
die SHANNONsche Entropie derartige Ungleickigkeiten quantifiziert,
liegt es nahe, sie aucliif die Definition einer globalen Wichtigkeit
einzusetzen. Wir betrachten alle Vorkommen désn Begriffs in den
n Dokumenten der Sammlung und definieren als

A=Y

den Anteil dieser Vorkommen inrten Dokument. Die Summe

n
- Zpij logp;;
j=1

hat ihren maximalen Wert lag, wenn der Begriff in jedem Dokument
gleich haufig auftritt; den minimalen Wert Null nimmt sie an, wenn er
nur in einem einzigen Dokument vorkommt. Damit bietet sich

Z?:l p;; 109p;;

=1+
9i logn

als eine Mglichkeit zur Definition der globalen Wichtigkeit an: Im
Falle der gleichraBigen Verteilung erhalten wir den Wert Nulljrf
einen Begriff, der nur in einem einzigen Dokument vorkomeagegen
den maximal mglichen Wert eins.

Fir ein einfacheres MalRdkinen wir auch einfach nurmhlen, in wie
vielen Dokumenten der Begriff vorkommit. Is} diese Anzahl, so ist

_ n
g; =log—
n,

3
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gleich Null fur einen Begriff, der in jedem Dokument vorkommt,
wohingegen der Maximalwert logangenommen wird. falls das Wort
nur in einem Dokument steht. Diese sogenaimterse Dokumentu-
figkeit wird vor allem gerne eingesetzfif Sammlungen, deren Inhalt
sich nicht allzu Rufig andert. Alternativ wird auch gelegentlich das
sogenannte probabilistische Inverse

n-—n;

g; = log )
(2
verwendet, das die Anzahlen von Dokumentertmit.ohne den Begriff
zueinander in Beziehung setzt.

Eine \llig andere Strategie besteht darin, die Wichtigkeit siBegriffs
danach zu beurteilen, wie oft er in den Dokumenten aufimitienen er
Uberhaupt vorkommt; damiétten wir also

1 n
gi:E E fij'
i=1

Dieses MaR ist offensichtlich nur sinnvoll, wenn Nullen lver aus-
geschlossen wurden, denn edrde auch beispielsweisarfbestimmte
Artikel eine hohe Wichtigkeit liefern.

Mochte man die globalen Wichtigkeiten nach Seltenheit dehiSer
griffs festlegen, bietet sich auch an, den Vektgy (..., f;,) € R”

der Anzahlen zu betrachten; da seltene Begriffe kurzen ovekt
entsprechen, kann die globale Wichtigkeit als Kehrwert

1
Sl

der EuKLIDischen lange definiert werden.

9; =

Durch Multiplikation der lokalen und globalen Wichtigkeit ertalt man
erhaltman ein Maf3iir die Relevanz desten Terms iny-ten Dokument.
Bei den meisten Wahlen eiht man dabei Werte, die lange Dokumente
gleich in zweierlei Hinsicht bevorzugen: Einmal steheniireen langen
Dokumentim allgemeinen mehr verschiedene Begriffe; dibM&hein-
lichkeit, dal3 ein Begriff aus der Suchanfragkerhaupt vorkommt,



177 Mathematik und Information HWS 2012

ist also gbRer. Zum andern wird ein fester Begriff, so i@verhaupt
vorkommt, in einem langen Dokument meistufiger vorkommen als
in einem kurzen.

Diesen Effekt kann man durch Normalisierung abmildern csteyar
aufheben. Wir kennen bereits diaufig angewendete Strategie, den Ko-
sinus des Winkels zwischen dem Spaltenvektor des Dokumapdtgem
Anfragevektor alsAhnlichkeitsmaR zu verwenden; dies entspricht der
Normierung der Spalten autlLID ische Lange eins und der Skalarpro-
duktbildung zur Berechnung der Relevanz. Wie experimentdhter-
suchungen zeigeniifirt diese Strategie zu einer Bevorzuguagzer
Dokumente. Auch der Vergleich mit Mittel- oder Maximalwamtkann
zur Normierung eingesetzt werden — ein Beispiel haben weitseoben

bei den lokalen Gewichten betrachtet.

In der Arbeit

AMIT SINGHAL . CHRISBUCKLEY, MANDAR MITRA: Pivoted Doc-
ument Length NormalizatiorRroceedings of the 19th annual
international ACM SIGIR conference on Research and develop
ment in information retrieval, 1976
http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/
download?doi=10.1.1.50.9950&rep=replé&type=pdf

wird untersucht, wieiir funfzig Suchanfragen an eine Datenbank mit
741856 Dokumenten einerseits, wie jeweils einerseits dizafl der
relevanten Dokumente und andererseits die der gefundeslamiente
von der Dokumen#inge abhngt. Als Ergebnis erhielten die Autoren
zwei Kurven, die sich in einem bestimmten Punkt schneidergliesem
Punkt liegt die eine Kurve oben, danach die andere.

Idealerweise sollten nitlich beide Kurveriibereinstimmen; diéber-
einstimmung kann verbessert werden, indem durch geeidteter-
mierung die Kurve der gefundenen Dokumente um den Schnittpu
so gedreht wird, daf3 die Tangenten beider Kurven dbgreinstim-
men. Dazu werden verschiedene Atre diskutiert, beispielsweise die

Definition _
_ (@ +logf;;)/(1+logf;)
- (1—8)p+su; '

aij
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wobei Wiederfj die mittlere Anzahl der Vorkommen eines Worts im
j-ten Dokument istp ist die mittlere Anzahl verschiedener Begriffe
pro Dokumentund; die Anzahl verschiedener¥vter in Dokumeny.
Der Slopes definiert den Winkel, um den gedreht wird, z8=~ 0,2.
Damit erhielten sie um 13,7% bessere Ergebnisse als mitldehen
Kosinusstrategie.

Natiirlich sind die hier vorgestellten Maf3e nur ein kleiner Aulnsstt
aus der Vielfalt aller denkbarer dglichkeiten, und es sind vor allem
die in der akademischen Welt diskutierten. Die kommerzelblg-
reichen Suchmaschinen und sonstigen Textverwaltungsegdiirften
wohl deutlich kompliziertere MalRe verwenden, deren Eineiéén sie
aus gutem Grundif sich behalten. Publizierte experimentelle Tests
gibt es im wesentlichen nuiif kleine Systeme; ihre Ergebnisse lassen
sich nur sehr bedingt auf groRe Zeitschriftendatenbanklen gar das
gesamte World Wide Wekibertragen — insbesondere da im letzteren
mittlerweile viele Webseitenoptimierer damit beé&ttigt sind, Rangfol-
gen zu analysieren und die Seiten ihrer Kunden nach vornezgen.
Bevor das Problem der optimalen Gewichtung wirklich varden ist,
sind sicherlich noch viele theoretische wie auch experteienStudien
notwendig.

88: Mehr Uber Matrixzerlegungen

Wir haben bislang nur die Singarwertzerlegung einer Matrix betrachtet
und gesehen, daf? wir mit ihrer Hilfe die im Sinne deOBENIUSNoOrm
nachstgelegene Matrix finderdknen, deren Rang eine vorgegebene
Schranke nichilberschreitet; dies war der Ausgangspunkt zur latenten
semantischen Analyse.

Sowohl in der theoretischen Literatur als auch in praktisgplemen-
tierten Systemen werden daneben noch eine ganze Reiheexeitr-
legungen diskutierbzw. angewendet, die teils einfacher zu berech-
nen sind (die Singélrwertzerlegung der Term-Dokument-Matrix des
gesamterworld Wide Welst mit den heute zur Veiiigung stehenden
Computern und Algorithmen definitiv nicht berechenbarilstauch
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theoretische oder — zumindegir fyewisse Anwendungen — auch expe-
rimentell gezeigte praktische Vorteile haben.

Einige dieser Zerlegungen sollen hier zumindest kurz diskuwerden;
fur eine audihrliche Betrachtung sei auf das Buch

DaviD SKILLICORN: Understanding Complex Datasets — Data
Mining with Matrix DecompositionsChapman & Hall/CRC,
2007

verwiesen.

a) Allgemeines tber Matrixzerlegungen

Genau wie bei der Singaitwertzerlegung betrachten wir Produktdarstel-
lungen (oder Approximationen davon) einer Matrixn der Form

A=UDV oder A~UDV.

Dabei sollU einem x r-Matrix sein, V' einer x n-Matrix und D
einer x r-Diagonalmatrix. Bei der zweiten Form soll die MatfixDV
in irgendeinem Sinne einfacher sein als aber sich nicht allzu we-
sentlich vonA unterscheiden. Im Falle der Singulvertzerlegung etwa
konnten wir hier die im Sinne demBBENIUS-Norm bestnagliche Ap-
proximation durch eine Matrix nehmen, deren Rang eine \gghene
Schranke nichfibersteigt. Da- in den meisten &llen deutlich klei-
ner ist alsn und m, nehmen die drei Faktordi, D, V' zusammen oft
weniger Speicherplatz in Anspruch als die AusgangsmaitriRies gilt
insbesondere dann, wemhnur ungeéihr gleich der rechten Seite ist,
da wir dann (wie bereits bei der latenten semantischen Apalya
Singukrwertzerlegung) noch einmal reduzieren.

Interpretieren wirA als die Term-Dokument-Matrix einer Textsamm-
lung oder einer Suchmaschine, so entsprechen &ipalten vonA den
vorhandenen Dokumenten, dieZeilen den ndglichen Suchbegriffen.

Auch V hatn Spalten; daher sollten auch diese etwas mit den Doku-
menten zu tun haben. &tirend die Spalten vaa Vektoren imR™ sind,
liegen die Spalten vo#r in R", liefern also eine andere Beschreibung.
Die Komponenten der Spaltenvektoren vdentsprechen den Wichtig-
keiten der Suchterme innerhalb des Dokuments; die Komgenetes
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entsprechenden Spaltenvektors Yostehen in einem linearen Zusam-
menhang damit. Bei einer guten Matrixzerlegung sollterdsieWich-
tigkeit von ,Konzepten® innerhalb des Dokuments entsprechen; man
spricht gelegentlich auch vapatenten Begriffen”.

Die Matrix U hat dieselbe Anzahl von Zeilen wi¢, und die Zeilen
von A entsprechen dendglichen Suchbegriffen. Es liegt daher nahe,
die Spalten voit/ als, latente Dokumente® zu betrachten.

Nach den Regeln der Matrixmultiplikation ist

a5 = Z Uik ey, Vg 5

k=1

der Eintrags,; der Term-Dokument-Matrixist also eine Art gewichtetes
Skalarprodukt aus demten Zeilenvektor vor/ und demj-ten Spal-
tenvektor vonl’; dabei wird derk-te Summand mit/,;, gewichtet. Im
j-ten Spaltenvektor voli stehen die Wichtigkeiten der latenten Begriffe
fur dasj-te Dokument; jede von diesen wird mit einem globalen, nanvo
latenten Begriff abingigen Gewichtsfaktor aus der Diagonalmatfpix
multipliziert. Die Eintiage des-Zeilenvektors vory schlie3lich kknnen
wir dann interpretieren als Gewichtsfaktoren, die die Wglteiten der
latenten Begriffe kombinieren zur Wichtigkeit deten Terms.

Diese Interpretationen sind ialich nur das, was wir gernéitten;a pri-

ori spricht nichts dair, daf3 eine vorgegebene Matrixzerlegung sinnvoll
auf diese Weise interpretiert werden kann, dafl3 alsg,ldienten Be-
griffe* zumindest ungeghr sinnvollen Konzepten entsprechen, an denen
Anwender interessiert sind. Bei der Singuertzerlegung hatten wir
eine gewisse Heuristik (die Rangreduktion), die so etwds seheinlich
machte, aber hier wie bei anderen Zerlegungen kann letatbmair der
praktische Einsatz zeigen, wie erfolgreich sie wirkliamdsi

Im folgenden seien einige Zerlegungen, die zumindest casueise
schon eingesetzt wurden, kurz vorgestellt.

b) Die QR-Zerlegung

Diese Zerlegung wird in der Linearen Algebrauiig verwendet und
ist beispielsweise auch die Grundlage einiger numerisebeahren



181 Mathematik und Information HWS 2012

zur Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren einer ikldhie
hat die FormA = QR oder A = Q,R;, wobei in der ersten For)
eine orthogonaler x n-Matrix ist und R einen x m-Matrix, deren
Eintrager,; furi > j verschwinden; im Falle. = m ist R also eine
obere Dreiecksmatrix. Die Diagonalmatri® ist in diesem Fall die
Einheitsmatrix.

Die Spalten vorQ) bilden eine Orthonormalbasis dB&$; falls der von
den ersterf Spalten vonA aufgespannte Untervektorraum dg's die
Dimensionk hat, sollen die ersteh Spalten vonQ eine Basis dieses
Untervektorraums sein.

Fur den Fall, daf3 der Rangvon A kleiner alsn ist, werden die Spalten
von @ hinter derr-ten sowie die Zeilen vomRR unter derr-ten nicht
gebraucht, um die Spalten voh zu erzeugen; daher reicht es, die
n x r-Matrix @, aus den ersten Spalten vor() zu betrachten und die
r x m-Matrix R, aus den ersten Zeilen vonR; dies ist die zweite,
kompaktere Form der Zerlegung.

In beiden Formen kann die QR-Zerlegung relativ einfach daret
werden durch jedes Verfahren, das zu einer gegebenen Baetslén-
tervektorraums eine Orthonormalbasis liefert, also beisweise nach
GRAM-SCHMIDT. Da dieses Verfahren allerdings numerisch eher instabil
ist, verwendet man beim numerischen Rechnen meist aliesriétr-
fahren wie FbuseHOLDER Transformationen oderi@Ns-Rotationen.

Da(@ eine orthogonale Matrix isgndert die Multiplikation mit) nichts
an den Winkeln; inshesondere ist der Winkel zwischen éeen Spal-
tenvektor vonA und v gleich dem Winkel zwischen dertten Spal-
tenvektor vonR,; und Q@ *v = QTv. Zusatzlich ERt sich mit der QR-
Zerlegung auch eine Rangreduktion erreichen, indem mdervenR,
in denen nur betragskleine Zahlen stehen, durch Nullzeilsetzt.

c¢) Die semidiskrete Zerlegung

Diese Zerlegung wird meist alsésherungsweise Zerlegung

A~UDV
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berechnet, wobdV einem x r-, V einer x n und D einer x r-Matrix

ist. Dabei sollD wie Ublich eine Diagonalmatrix sein; von den Matrizen
U undV verlangen wir, daf sie nur O uagl als Einthge habeniarfen.
Wegen dieser gravierenden Eins@hkung mul3 hier fur eine gute
Approximation oder gar Gleichheit oft @8er sein als: und m; aus
dem gleichen GrunddnnenU undV auch mehrere identische Spalten
oder Zeilen enthalten.

Bezeichnet;;, denk-ten Spaltenvektor volt, v, denk-ten Zeilenvek-
tor vonV undd,, denk-ten Diagonaleintrag vo, so liefern alle drei
zusammen einen Beitrafju, ® v, zuU DV'; dabei handelt es sich um
einem x n-Matrix, deren nichtverschwindende Eiage allesamt den
Betragd,, haben. Die semidiskrete Zerlegung stellt eine Matrix akso d
als Summe von Ricken konstanter absolutebHe. Ordnet man diese
der Gl3e nach, verlangt also, dd3> d, > d; > - - - sein soll, appro-
ximiert man die MatrixA durch eine Matrix, in der die Blcke gering-
ster Hbhe fehlen. Diese sollten sich als eine Art Rauschen indéigren
lassen, so dafl} auch die semidiskrete Zerlegung zu eineraterter
semantischer Analyséifirt, hier allerdings nicht durch Rangreduktion,
sondern durch die spezielle Form der MatriZémnd V. Obwohlr bei
der semidiskreten Zerlegungdfder sein kann als und m, ist diese
trotzdem recht speichereffizient, da die MatriZzémnd V' nur Eintiage

0 und=+1 haben und somit sehr kompakt gespeichert werdemén.

d) Die nichtnegative Zerlegung

Auch hier ist wieder die Diagonalmatri® gleich der Einheitsmatrix;
wir suchen also nach Zerlegungen der Fotmm W H, wobeilV und H
nur nichtnegative Einige habenigtfen. Beiglich der allgemeinen In-
terpretation einer Matrixzerlegung aus Abschajtbedeutet dies, dal3
wir unsere latenten Begriffe und latenten Dokumente ohrgatiee
Koeffizienten aufbauen. Es gibt verschiedenegms zur Berechnung
solcher Zerlegungen; einige davon haben (im Gegensatzvardkeren
bislang betrachteten Zerlegungen) die@uh Eigenschaft, dafif eine
sparlich besetzte Matrix (was die Term-Dokument-Matrix giséh im-
mer ist) auch die Faktoren &gich besetzt sind.



