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4. Übungsblatt Mathematik und Information

Aufgabe 1: (6 Punkte)
X und Y seien Zufallsvariablen mit Werten in {0, 1}; ihre gemeinsame Wahrs
heinli
hkeits-verteilung sei gegeben dur
h p(0, 0) = 1

2
, p(0, 1) = p(1, 1) = 1

4
und p(1, 0) = 0.a) Bestimmen Sie die Wahrs
heinli
hkeitsverteilungen pX und pY der beiden Zufallsvariablen!b) Bere
hnen Sie H(X), H(Y), H(X, Y), H(X|Y), H(Y|X) und I(X;Y) !
) Was sind die Kullba
k-Leibler-Distanzen d(pX‖pY) und d(pY‖pX) ?

Aufgabe 2: (4 Punkte)a) Ein fairer W�urfel wird geworfen; die Zufallsvariable X mit Werten in {1, 2, 3, 4, 5, 6} gibtan, wel
he Zahl oben liegt, Y sagt, wel
he unten liegt, und Z, wel
he na
h vorne zeigt.Bestimmen Sie die we
hselseitigen Informationen I(X;Y), I(X,Z) und I(Z;Y) !b) Was sind die bedingten we
hselseitigen Informationen I(X;Y|Z) und I(X;Z|Y) ?Hinweis: Die Zahlen auf gegen�uberliegenden Seiten eines W�urfels erg�anzen si
h stetszu sieben.
Aufgabe 3: (6 Punkte)a) X sei eine Zufallsvariable mit Werten im Alphabet A und f:A → B und sei eine Abbildung.Zeigen Sie, da� die Entropie der Zufallsvariable f(X) h�o
hstens glei
h H(X) sein kann!(Hinweis: Bere
hnen Sie die gemeinsame Entropie H

(

X, f(X)
) mit Hilfe der Ketten-regel auf zwei Arten!)b) Geben Sie ein Beispiel an, bei dem H

(

f(X)
)

< H(X) ist!
) Zeigen Sie: Ist Y eine Zufallsvariable mit Werten in einem Alphabet B und ist H(Y|X) = 0,so gibt es eine Abbildung f:A → B, so da� Y = f(X) ist. Sie k�onnen dabei annehmen, da�sowohl X als au
h Y jeden Wert aus ihrem Alphabet mit einer positiven Wahrs
heinli
hkeitproduzieren.
Aufgabe 4: (4 Punkte)Die Markov-Kette X1, X2, . . . habe die �Ubergangsmatrix A und v =

(

p(1), . . . , p(n)
)sei der Vektor der Wahrs
heinli
hkeiten, mit denen X1 die Elemente des gemeinsamenAlphabets {1, 2, . . . , n} annimmt. Finden Sie eine notwendige und hinrei
hende Bedingungan A und V , die die Stationarit�at der Markov-Kette garantiert!
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