
Kapitel 0
Wasist Inf ormation?

Wir leben bekanntlichim Informationszeitalter, der
”
Rohstoff Infor-

mation“ ist ein wesentlicherWirtschaftsfaktor, undauchfür unserZu-
sammenlebenist Informationso wichtig, daßseit einigenJahrzehnten
viele im GefolgedesamerikanischenMathematikersNORBERT WIENER

(1894–1964)unddesamerikanischenSoziologenD. BELL (1919–2011)
voneinerInformationsgesellschaftreden.Wasaberist Information?Und
wie kannmansiemessen?

ErstaunlicherweisegibtesaufkeinedieserbeidenFrageneineallgemein
akzeptierteAntwort.

§1: Ein Beispiel

EsistWahlkampfzeit,undvielePolitikerbem̈uhensich,unsereStimmen
zubekommen.DeshalblädtauchAmadeusWohlgeratenvonderPartei
für GesundheitundWohlstand(PGW)zu einerInformationsveranstal-
tung,wo ersichundseineZielevorstellenmöchte.WelcheInformation
erhaltendieTeilnehmerdieserVeranstaltung?

Aus der Sicht von AmadeusWohlgeratensollensie lernen,daßnur er
undseineParteisichwirklich für ihre Interesseneinsetzenunddaßnur
sieim FalleeinesWahlsiegsGesundheitundWohlstandfür alleBürger
bringenwerden;die Gegenparteienhabennur KrankheitundArmut zu
bieten.DasbetrachteteralsdiewesentlicheInformationin seinerRede.

SeineAnhänger, dieallesdasschonlängstwissen,wartenaufdiegriffi-
genSlogans,diediePGWfür solcheZweckeentwerfenließ,umanden
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richtigenStellenihre Begeisterungzu zeigen;als einzigeInformation
nehmensiemit nachHause,daßsiedieStimmungim Saaldominierten.

Der RedakteurderLokalzeitungmußteim LaufeseinesLebensschon
viel zu viele Wahlversammlungenbesuchen;er kann sich bereitsim
Vorausziemlichgenaudenken,worumesin derRedegehenwird. Ihn
interessiertnur, ob AmadeusWohlgeratenauf demWeg zum Podium
stolpert,ob es lustige Versprechergibt oder, idealerweise,eine Saal-
schlacht;dieseInformation gen̈ugen,um seinembereitseine Woche
zuvor geschriebenenBerichtdieendg̈ultigeForm zu geben.

Das Modehaus,daszu den Sponsorender Partei für Gesundheitund
Wohlbefindenzählt, ist vertretendurch den für die Kundenzeitschrift
zusẗandigenMitarbeiter. Waser überdiegesundenundgünstigenStoff-
qualiẗaten der angebotenenWaren schreibenwird, ist naẗurlich un-
abḧangig vom Verlauf der Versammlung;er möchte aber zumindest
nocherwähnen,welchenAnzugmit optimalpassenderKrawatteAma-
deusWohlgeratenfür diesenAbendausdemgroßenAngebotdesMo-
dehausesausgewählt hat.

Der Vorsitzendedesörtlichen Vereinsder Kaulquappenfreundekann
sichnicht erklären,wie sich jemandmit Politik bescḧaftigenkann,ob-
wohl esnochsoviele offeneFragenüberKaulquappengibt. Trotzdem
mußer alle Wahlveranstaltungenbesuchen,dennwer auchimmer die
Wahl gewinnt, wird seineKaulquappenpolitikmöglicherweisedanach
ausrichten,ob er sich von denKaulquappenfreundenuntersẗutzt fühlt
odernicht. Den Vortragfaßter kurz als

”
üblichesPolitikergeschẅatz“

zusammen;dochin dernächstenAusgabedesKaulquappenfreundskann
er in denInformationenausdemVorstandstolzvermelden,daßer mit
demPGW-KandidatenAmadeusWohlgeraten̈uberdie wichtigeRolle
derKaulquappenzuchtfür GesundheitundWohlstandderBevölkerung
gesprochenhabe.

Die Parteifür SorgenfreiesWohlbefinden,einerderHauptkonkurrenten
der Partei für Gesundheitund Wohlstand,möchteWohlgeratensRede
naẗurlich genauanalysieren;dajeglicheArt vonTon-undVideoaufnah-
menverbotensind,schickensieeinenStenographen,derdieRedeWort
für Wort mitschreibt.Da dieserzum Mitdenken keineZeit hat, ist für
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ihn der Informationsgehaltder Veranstaltungeinfachdie Folge der zu
notierendenWorte.

DerOrganisatoreinerWahlwettemöchtewissen,wiesichdieWahlchan-
cenvon AmadeusWohlgeratendurchdie Veranstaltungver̈andern,so
daßerdieWettquotengegebenenfallsneufestlegenkann.Die Informati-
on,dieermitnimmt,ist eineneueScḧatzungfür dieWahrscheinlichkeit
einesSiegsderParteifür GesundheitundWohlbefinden,basiertaufdie
bekanntenUmfrageergebnisseundseineEinscḧatzungvonStimmungs-
wandelnim Saal.

Der Mathematiker, dersichmit Informationbescḧaftigt, darf sichnicht
daraufbeschr̈anken,diesesGescheheneinfachin einenmehroderwe-
nigernützlichenFormalismuszwingen;ermöchtequantitativbeschrei-
ben,washier geschehenist; zumindestfür denWettanbietersollte es
sogarmöglichsein,diegewonneneInformationdirekt in EuroundCent
umzurechnen.

Angesichtsder Vielzahl von Interessender Beteiligtenwird es dabei
sicherlichnicht reichen,die an diesemAbendvermittelteInformation
durch eine einzigeZahl zu beschreiben;bei jedemeinzelnenmüssen
wir sowohl seinVorwissenalsauchseinenUmgangmit demGesagten
ber̈ucksichtigen.Wasbei ihm ankommt,wurdemöglicherweisebereits
einigenVerarbeitungsschrittenentworfen,z.B. weil er dankdesLärm-
pegelsnur einenTeil derRedehörenkann,undaucher verarbeitetdie
ankommendeInformation weiter (War von Kaulquappendie Rede?),
bevor ein Teil desErgebnissesin seinGed̈achtniswandert.Schonjetzt
könnenwir einenwesentlichenAspektdieserInformationsverarbeitung
festhalten:Wie auchimmerwir Informationquantitativ fassenwerden
mußoffensichtlichgelten,daßsie durchdieseVerarbeitunghöchstens
abnehmenkann.Dasheißtallerdingsnicht unbedingt,daßsiedadurch
wenigernützlich werdenmuß:EineungeordneteSammlungvon meh-
rerenMillionen Datens̈atzenist oft deutlich wenigernützlich als ein
SatzvondarausabgeleitetenstatistischenKenngr̈oßen.Die Information
dar̈uberist zwarnaẗurlich in denDatens̈atzenenthalten,siezuextrahie-
ren kannaberaufwendigsein.Auch mit solchenFragenmußsich ein
Mathematiker bescḧaftigen.
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Am einfachstenzu fassenist wohl nochdie InformationausSicht des
Stenographen:In ersterNäherungkönntenwir einfachzählen,wie vie-
le Zeichener zu Papiergebrachthat.Aber selbstdasist nicht wirklich
wohldefiniert,dennStenographenarbeitenschließlichauchmit Kürzeln,
dieverwendetwerdenkönnen,abernichtmüssen,undwennsichAma-
deusWohlgeratenzuoft wiederholthabensollte,erfandderStenograph
vielleicht auchnoch ad hoc neueKürzel für einige besondershäufi-
ge Phrasen.Die Frage,wie weit der dabeioptimierenkann,führt uns
zurSHANNONschenInformationstheorieund,in letzterKonsequenz,zur
algorithmischenInformationstheorie.

Um dasVorwissendesLokalredakteursins Spiel zu bringen,können
wir die Information,die er bereitsvor derVeranstaltunghatte,verglei-
chenmit seinemInformationsstanddanach;die Differenzist die neu
gewonneneInformation.Dies führt unsauf denBegriff der bedingten
Information.

Im Falle desBuchmachersmüssenwir zwei Wahrscheinlichkeitsver-
teilungenmiteinandervergleichen:Die Siegwahrscheinlichkeiten der
einzelnenKandidatenso,wie er sie vor der Veranstaltungeinscḧatzte,
unddieentsprechendenZahlen,nachdenenerkünftigseinePr̈amienbe-
rechnet.Die gewonneneInformationausseinerSichtist somiteineArt
Distanzzwischenzwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen,die wir sp̈ater
als KULLBACK-LEIBLER-Distanzformalisierenwerden;der finanzielle
Wert der Information läßt sich über die Erwartungswertefür seinen
Gewinn bez̈uglichderbeidenVerteilungenquantifizieren.

Die Analystenin der Zentraleder Partei für SorgenfreiesWohlbefin-
den wertennicht nur den (nachder Veranstaltungin ihren Computer
übertragenen)BerichtdesStenographenaus,sondernzahlreicheweite-
re Berichtevon ähnlichenVeranstaltungen.Siemüsseneinerseitsdiese
Berichte nach Gemeinsamkeiten gruppieren,um so einen Überblick
überdie gegnerischeStrategie zu bekommen;andererseitsmüssensie
aberauchAusreißerfinden,die sichvielleicht alsWahlkampfmunition
eignenkönnten.Da sie auchdie entsprechendenDatenandererpoliti-
scherGegnerauswertenmüssen,habensieviel zu tun undwollen ihre
Arbeit möglichst automatisieren.Die mathematischenVerfahren,die
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siedabeianwendenkönnen,werdenunsim zweitenTeil derVorlesung
bescḧaftigen.

§2: Inf ormation in sprachlicher Sicht

Die Etymologie des Wortes Information trägt leider nur wenig zum
VersẗandnisdiesesBegriffs bei: Daslateinischeinformatioentḧalt den
Wortstammforma,Form oderGestalt,und informatiowurdeim Sinne
von Bildung oderUnterrichtgebraucht.Bei der AufnahmedesWorts
in die deutscheSpracheim 15. bis 16. Jahrhundertverschobsich die
Bedeutungzu Nachricht oderUnterrichtung(übereinenSachverhalt),
unddiesenSinnhatdasWortheuteauchin anderenmodernenSprachen.

Informationhat also etwas mit der Übermittlungvon Nachrichtenzu
tun; einemathematischeTheorieder Informationmußsich daherins-
besondereauchmit der Strukturvon Nachrichtenbescḧaftigen.Dafür
interessiertsich selbstversẗandlichnicht nur die Mathematik;schonin
der Logik von ARISTOTELES (384–322)findensich Überlegungen,die
in dieseRichtunggehen,undauchdieGrammatikerbefassensichschon
seitweit überTausendJahrenmit entsprechendenFragen.

Einen wesentlichenSchritt in Richtung auf eine mathematischeBe-
schreibungvonSpracheleistete1879derPhilosophFRIEDRICHLUDWIG

GOTTLOB FREGE (1848–1925)mit seinerBegriffsschrift, in der er die
mathematischeLogik in ihrerheutigenFormbegründete.SeinVersuch,
diegesamteMathematikaufLogik zureduzieren,scheitertezwar, führte
aberzurEntwicklungalternativerAnsätzesowohl zurGrundlegungder
Mathematikalsauchzur allgemeinenUntersuchungformalerSysteme
undschließlichauchnaẗurlicherSprachen.

VorallemdurchdieArbeitendesamerikanischenPhilosophenCHARLES

WILLIAM MORRIS(1901–1979)entstandabEndederDreißigerjahredie
SemiotikalsallgemeineLehrevon denZeichenundihrer Verwendung.
Er unterscheidetdrei Aspekte:

1. Die Syntax,in deresum die Zeichenselbstunddie Regeln für ihre
Aneinanderreihunggeht.
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2. Die Semantik,die sich mit der Bedeutungvon Zeichenfolgen
bescḧaftigt.

3. Die Pragmatik,in deresum derenGebrauch geht:Dazuzählenbei-
spielsweiseunterschiedlicheBedeutungsebenen(Kopf, Haupt,Rübe),
aberauchunterschiedlicheZiele,diemit einemWort oderSatzerreicht
werdensollen: Der Ausruf Feuer! etwa kann zwar bedeuten,daßes
brennt,kannaberbeimMilit är auchderBefehlzumSchießenseinund
beieinemRaucherdieBitte, ihm dieZigaretteanzuz̈unden.

DieklassischeInformationstheoriebeschr̈anktsichaufreinsyntaktische
Aspekte;bei der SuchenachInformationstehendagegensemantische
Aspekteim Vordergrund.Pragmatikspieltbei dermathematischenBe-
handlungvon InformationbislangkeineRolle.

Sobald wir von praktischenAnwendungender Information reden,
kommt allerdingsein neuer, bislang noch nicht erwähnterGesichts-
punkt ins Spiel: Informationkanneinenteilweisesogar betr̈achtlichen
wirtschaftlichenWertdarstellen.InformationenüberdenZustandeines
LandesodereinenUnternehmensbeeinflussenbeispielsweisediePreise
von Aktien, undje nachdemwie früh odersp̈at jemanddaraufreagiert,
kannerviel Geldgewinnenoderverlieren.

DerWertsolcherInformationenkannallerdingsnichtobjektiv beziffert
werden:Die Nachricht,daßin einer südafrikanischenGoldmineeine
neuestarkerzführendeAder entdecktwurde,ist wertlosfür jemanden,
derkeinGeldfürAktienkäufehatodergrunds̈atzlichnurin Europainve-
stiert;für einensüdafrikanischenInvestordagegenkanndieInformation
einenbetr̈achtlichenWerthaben.

Auchfür ihnkanneineentsprechendeMeldungallerdingsvöllig wertlos
sein,etwa weil er sieschonseitTagenkenntundlängstdaraufreagiert
hat.Wennwir vomWerteinerInformationsprechenwollen,kannessich
daherimmernur um denWert für einebestimmtePersonmit bestimm-
tenInteressenhandeln;insbesondereist derenVorwisseneinwichtiger,
wennauchbei weitemnicht dereinzigeAspekt.Wir werdendaherei-
ne ganzeReiheweitererMaßeben̈otigen,um auchsolcheSituationen
mathematischzubeschreiben.
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ShannonsInf ormationstheorie

Die bekanntestequantitative Definition von Information geht zurück
auf CLAUDE SHANNON; Büchermit Titeln wie Informationstheoriebe-
fassensich meist ausschließlichdamit. Die inhaltliche Interpretation
von Informationspielt hier keinerleiRolle, esgehtnur um ihre siche-
re Übermittlung.Sicherheitbeziehtsich dabeisowohl auf denSchutz
vor Übertragungsfehlern(durch fehlererkennendeund -korrigierende
Codes)alsauchaufdieGeheimhaltung(Kryptographie).

CLAUDE ELWOOD SHANNON (1916–2001)wurdein Pe-
toskey im US-BundesstaatMichigangeboren;1936ver-
ließ er die University of Michigan mit sowohl einem
BachelorderMathematikalsaucheinemBachelorder
Elektrotechnik,um am M.I.T. weiterzustudieren.Sei-
ne1938geschriebeneDiplomarbeitA symbolicanaly-
sisof relayandswitching circuitsbildet die Grundlage
der digitalenInformationsverarbeitungauf der Grund-
lageder hier entwickeltenSchaltlogik;seineDisserta-
tion 1940befaßtesich mit Anwendungender Algebra
auf die MENDELschenGesetze.Danacharbeiteteer bis
1956 bei den Bell Labs, wo er währenddeszweiten

Weltkriegs insbesonderëuberdie SicherheitkryptographischerSystemeforschte.Seine
Mathematicaltheoryof cryptographywurdeausGeheimhaltungsgründenerst1949zur
Veröffentlichungfreigegeben.Seinewohl bekanntesteArbeit ist die 1948 erschienene
Mathematicaltheoryof communication,in derer die fehlerfreieÜbertragungvon Nach-
richtenübereinengesẗortenKanaluntersuchte.Von1956biszuseinerEmeritierung1978
lehrteeramM.I.T., daserdadurchzurführendenUniversiẗataufdemGebietderInforma-
tionstheorieund Kommunikationstechnikmachte.Zu seinenzahlreichenArbeitenzählt
aucheine über die mathematischeTheorieder Jongliermuster, anhanddererJongleure
eineReiheneuerMustergefundenhaben;auchkonstruierteermehrereJonglierroboter.
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§1: Die Entr opieeiner Quelle

Geradeweil derSHANNONscheInformationsbegriff der in denWissen-
schaftenamweitestenverbreiteteist, müssenwir unsalsallererstesklar
werden,waser nicht ist: Es gehtnicht darum,denInformationsgehalt
einereinzelnenNachrichtzu messen.

Im 1949erschienenenBuchThemathematicaltheoryof communicati-
on,dasSHANNONs gleichnamigeArbeit von 1948zusammenmit einer
ausf̈uhrlichenEinleitungvonWARREN WEAVER entḧalt, schreibtletzte-
rer zu Beginn von � 2.2:

Theword information,in this theory, is usedin a specialsensethatmusnot be
confusedwith its ordinaryusage.In particular, informationmustnotbeconfused
with meaning.

In fact,two messages,oneof whichis heavily loadedwith meaningandtheother
of whichispurenonsense,canbeexactlyequivalent,from thepresentviewpoint,
asregardsinformation.It is this,undoubtedly, thatShannonmeanswhenhesays
that"’ thesemanticaspectsarenecessarilyirrelevantto theengineeringaspects."‘
But this doesnot meanthattheengineeringaspectsarenecessarilyirrelevantto
thesemanticaspects.

To besure,this word informationin communicationtheoryrelatesnot somuch
to whatyou dosay, asin whatyou couldsay.

SHANNON betrachtetNachrichtenalsostetsvor demHintergrundeiner
Auswahl; waser messenwill, sinddie WahlmöglichkeitendesSenders
unddieUngewißheitdesEmpf̈angersvor ÜbermittlungderNachricht.

Ein solcherAnsatzkannnur funktionieren,wennsowohl für denSen-
deralsauchdenEmpf̈angerklar ist, welcheNachrichtengrunds̈atzlich
übertragenwerdenkönnten.Zu diesemZweckgehtSHANNON ausvon
einemfestenAlphabet� . DarunterverstehterirgendeineendlicheMen-
ge, derenElementezwar als Buchstabenbezeichnetwerden,die aber
auchelektrischeSignale,ASCII-Zeichen,Ereignisseundvielesandere
seinkönnen.

DerSenderwird modelliertdurcheineNachrichtenquelle, dieeineFol-
gevonBuchstabendesAlphabets� produziert.In denseltenstenFällen
werdendabeialleBuchstabenmit dergleichenHäufigkeit vorkommen;
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in SHANNONs Ansatzist daherjedemBuchstaben	�
��� eineHäufig-
keit ��
 zugeordnet.Natürlich müssenalle ��
�� 0 seinundihre Summe
gleich eins;bei einemAlphabetaus � Buchstabenliegt dasTupel der
Wahrscheinlichkeitenalsoin derMenge���

=
�

(� 1 ��������� � � ) �� � 
 � 0 für alle � und

�� 
 =1

� 
 = 1 � .

Mathematischgesehenist eineNachrichtenquellealsoeinediskreteZu-
fallsvariable,dieWerteaus� annimmt.

Ausgangspunktfür die Quantifizierungvon Informationist der mittle-
ren InformationsgehalteinesBuchstabens.Da dieserInformationsge-
halt sicherlichnicht von denNamender Buchstabenabḧangt,können
wir  einfachalseineFunktionderBuchstabenwahrscheinlichkeiten� 

betrachten;wir suchenalso für jede naẗurliche Zahl � eine Funktion :

�!� " #%$
0, so daß  (� 1 �������&� � � ) der mittlere Informationsge-

halt einesBuchstabensauseinem � -elementigenAlphabetist. wobei� 1 �������&� � � dieHäufigkeitendereinzelnenBuchstabensind.

Eine solcheFunktionsollte nachSHANNON vernünftigerweisedie fol-
gendenBedingungenerfüllen:
1.  ist stetig,dennnaẗurlich sollenkleineÄnderungenanden��
 nicht

zusprunghaften̈AnderungenamInformationsgehaltführen.
2. Die Funktion ' ( � ) =  )( 1� ��������� 1�+* ist monotonwachsend,d.h.

wennwir eineQuellehaben,diedieBuchstabenihresAlphabetsmit
gleicherWahrscheinlichkeit aussẗoßt,steigtder Informationsgehalt
pro Buchstabemit derBuchstabenanzahl.Beispielsweiseliefert ein
MeßfühlermehrInformation,wenner einegrößereAuflösunghat.

Etwastechnischerundschwererzu verstehenist SHANNONs dritte For-
derung:Vor jederÜbertragungeinesBuchstabensstehtderSendervor
einerWahl.WennerdieseWahl in mehrereTeilentscheidungenzerlegt,
soll sichdadurchnichtsanderGesamtinformation̈andern.Konkret:Ist,

eineTeilmengedesAlphabets� , sokannderSenderin einemersten
SchrittentwedereinElementvon �.- , ausẅahlenodersichdafür ent-
scheiden,ein Elementaus

,
zu senden.Im letzterenFall mußer dann

in einemzweitenSchritt konkretisieren,welchesder Elementeaus
,

er sendenwill. Wennwir derEinfachheithalberannehmen,daß �/- ,
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die ersten3 der � Elementevon � entḧalt unddie SummederWahr-
scheinlichkeiten für die Elementeaus

,
gleich �54 ist, soll dannalso

gelten
3.  (� 1 ��������� � � ) =  (� 1 ��������� ��6 � �54 ) + �547 (98&: +18<; ��������� 8�=8<; * , falls�54 = > �
 = 6 +1 � 
@? 0 ist. (Der Faktor �54 vor dem zweitenSum-

mandenkommtdaher, daßnurmit Wahrscheinlichkeit � 4 überhaupt
eine zweite Entscheidunggetroffen wird, und die Nennerin den
Argumentensind notwendig,da der BuchstabeAB
 mit � ? 3 die
Wahrscheinlichkeit ��
DCE�54 hat, falls bereitsfeststeht,daßein Buch-
stabeaus

,
gesendetwird.)

Vielleicht hilft der folgendeSpezialfall, dieseBedingungetwasbesser
zuverstehen:

Lemma: � = FGA 1 ��������� A 6IH und J = FLK 1 ��������� K � H seienzwei endli-
cheAlphabete,wobei AM
 mit Wahrscheinlichkeit ��
 und KON mit Wahr-
scheinlichkeit P N auftrete.Gibt mandemElement( A 
 � K N ) �Q� RSJ die
Wahrscheinlichkeit � 
 P N , soist ( ������� � 
 P N ������� ) =  (� 1 ��������� ��6 ) +  ( P 1 ��������� P � ) ,

beizweiunabḧangigenZufallsvariablenaddierensichalsodiemittleren
Informationsgehalte.

Beweis:Wir wendenForderung3 anaufdieTeilmenge
,

= FGAM6 H RTJ
von � RUJ . Hier ist �54 = > �N =1 � 6 PEN = � 6 , alsofolgt ( ������� � 
 P N �������V W�X YZ

=1 []\]\]\^[ :_
=1 []\]\]\][ = ) =  ( ������� � 
 P N �������V W7X YZ

=1 []\]\]\^[ :a` 1_
=1 []\]\]\^[ = � ��6 ) + ��6b ( P 1 ��������� P � ) .

Auf denerstenSummandenlinks könnenwir dasgleicheArgumentan-
wendenunddiePaaremit A 6dc 1 abspaltenusw.; wir erhaltenschließlich ( ������� ��
ePfN �������V W�X YZ

=1 []\]\]\][ :_
=1 []\]\]\][ = ) =  (� 1 �������&� � 6 ) +

6� 
 =1

��
g ( P 1 �������&� P � )

=  (� 1 �������&� ��6 ) +  ( P 1 �������&� P � ) .
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Satz: Zu jederFamilie von Funktionen :
� � " # $

0, die obigedrei
Bedingungenerfüllt, gibt eseinereelleZahl A ? 1 sodaß (� 1 ��������� � � ) = i �� 
 =1

� 
 logjk� 

ist, wobei ��
 log ��
 für ��
 = 0 alsNull interpretiertwerdensoll. Insbe-
sondereist  bis aufeinenpositivenFaktoreindeutigbestimmt.

Beweis: In einemerstenSchritt beschr̈ankenwir unsauf denFall, daß
alle � 
 gleichsind,betrachtenalsofür jedes�.�ml nur deneinenWert' ( � ) =  ( 1� ��������� 1� * .� 1 bis � 6 seien 3 voneinanderunabḧangigeQuellen,die jeweils n
verschiedeneBuchstabenmit gleicherWahrscheinlichkeit 1CLn liefern;
der InformationsgehaltjederdieserQuellenist also ' ( n ). DasProdukt� 1 Rpo�o�oqRr�%6 entḧalt n 6 tupel,dieallesamtmit derselbenWahrschein-
lichkeit 1CLn 6 auftreten;dieGesamtinformationist also s 1n 6 ��������� 1n 6Tt = ' ( n 6 ) .

AusdemgeradebewiesenenLemmafolgt induktiv, daßdiesdieSumme
derInformationsgehaltederQuellen�%
 ist, d.h. ' ( n 6 ) = 3u' ( n ).
Nun betrachtenwir naẗurlicheZahlen n �fvw� 3 � � mit n 6 x v � x n 6 +1;
dannist (unabḧangigvonderBasisdesLogarithmus)3 log n x � log v x ( 3 + 1) log n oder

3 � x log v
log n x 3 + 1� .

Wegenderin ForderungzweipostuliertenMonotonievon ' gilt dieUn-
gleichung' ( n 6 )

x ' ( v � )
x ' ( n 6 +1); wie wir geradegesehenhaben,

könnenwir dieseauchschreibenals3u' ( n ) x �y' ( v ) x ( 3 + 1)' ( n ) .

Division durch �z' ( n ) machtdaraus3 � x ' ( v )' ( n ) x 3 + 1� ,



Kap. 1: Shannons Informationstheorie 0 �' ( v ) C{' ( n ) undlog v C log n liegendaherbeideim Intervall | 6 � � 6 +1� }
, so

daß ���� ' ( v )' ( n ) i log v
log n ���� x 1�

seinmuß.Da � beliebiggroßgewählt werdenkann,gilt dies für alle�~�ul , d.h. ' ( v )' ( n ) =
log v
log n oder ' ( v ) =

' ( n )
log n o log v .

Somit ist ' ( v ) proportionalzu einemLogarithmus,wobei die Propor-
tionalitätskonstante' ( n ) C log n wegenderMonotoniesowohl von ' als
auchdesLogarithmuspositiv seinmuß.Mithin gibt eseinereelleZahlA ? 1 mit ' ( � ) = logj2� für alle �~�ul .

Im speziellenFall von Quellen,die alle Buchstabenmit gleicherWahr-
scheinlichkeit ausgeben,ist derSatzdamitbewiesen.

Im zweitenSchritt verlangenwir von denWahrscheinlichkeiten � 
 nur
noch,daßessich dabeium positive rationaleZahlenhandelt.Wir be-
trachtenalsoein Alphabet � = FGA 1 ��������� A � H aus � Buchstaben,deren� -ter die Wahrscheinlichkeit ��
 = �w
DCq� habemit ��
��ul . Da die Summe
aller ��
 gleicheinsist, mußdabei > �w
 = � sein.

Weiterbetrachtenwir ein Alphabet J aus� BuchstabenK 1 ��������� Kf� , die
allesamtdie gleicheWahrscheinlichkeit 1Cq� haben.DieseBuchstaben
verteilenwir auf � disjunkteTeilmengenJ 
�� J derart,daß J 
 aus� 

Buchstabenbesteht.Durch � -facheAnwendungder dritten Forderung
erhaltenwir dieGleichung

 � 1� ��������� 1�a� =  (� 1 �������&� � � ) +

�� 
 =1

��
g � 1� 
 ��������� 1� 
 � .

Die Funktionenmit lautergleichenArgumentenkönnenwir durchLo-
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garithmenausdr̈uckenunderhaltendann (� 1 ��������� � � ) =  � 1� ��������� 1�a� i
�� 
 =1

��
g � 1� 
 ��������� 1� 
 �
= logj���i �� 
 =1

� 
 logj�� 
 =

�� 
 =1

� 
&( logj��Ii logj+� 
 *
= i �� 
 =1

��
 logj � 
� = i �� 
 =1

��
 logj ��
 ,
wie behauptet.

Als dritten Schritt betrachtenwir denallgemeinenFall. Wir gehenal-
so ausvon einer Familie von Funktionen  :

� � " #
, die alle drei

ForderungenSHANNONs erfüllt. Wie wir bereitswissen,ist dann (� 1 �������&� � � ) = i �� 
 =1

��
 log ��
 ,
falls wir für alle � 
 positive rationaleZahleneinsetzen.Auf derrechten
Seitestehteine Funktion, die für alle positiven reellenWerte der � 

stetig ist; die Funktion links muß nach SHANNONs ersterForderung
stetigauf

� �
sein.Da zwei stetigeFunktionen,die für alle rationalen

WerteauseineroffenenMengeübereinstimmen,dort gleich sind,gilt
obigeGleichungim Innernvon

� �
, alsofür allepositivenreellenWerte

der ��
 .
Bleibt nochder Fall, daßeinesodermehrereder ��
 verschwinden.In
diesemFall ist die rechteSeitenicht definiert,denndie Logarithmus-
funktionhatanderStelleNull einenPol.Im Satzwarvereinbart,daßwir
für ��
 = 0 denTerm ��
 log ��
 als Null interpretieren;wennwir zeigen
können,daßdadurchdie Funktionstetigauf

� �
fortgesetztwird, folgt

Gleichheitauchin diesemFall.

Offenbargen̈ugt es,eineneinzelnenSummandenzu betrachten;nach
derRegel von DE L’H ÔPITAL ist für dennaẗurlichenLogarithmus

lim8G� 0
� log � = lim8q� 0

log �
1CE� = lim8G� 0

1CE�i 1CE� 2
= lim8q� 0

( i�� ) = 0 ,
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unddajederandereLogarithmusproportionalzumnaẗurlichenist,haben
wir diesenGrenzwertauchfür Logarithmenzu einerbeliebigenBasis.
Damit ist derSatzvollständigbewiesen.

Damit sindwir allerdingsnochnicht ganzfertig: Zwar wissenwir nun,
daßjedeFunktion,die SHANNONs drei Bedingungengen̈ugt, die ange-
gebeneForm habenmuß,wir wissenabernochnicht, ob esüberhaupt
solcheFunktionengibt. Dazu müssenwir noch nachpr̈ufen, daßdie
Funktionen  (� 1 ��������� � � ) = i �� 
 =1

��
 logj ��

alledrei Bedingungenerfüllen.

Die Stetigkeit ist klar, da  nur durch Grundrechenartenund Loga-
rithmen definiert ist. Auch mit der zweitenBedingunggibt es keine
Probleme,denn' � 1��� =  � 1� ��������� 1��� = i �� 
 =1

1� log
1� = log �

ist einemonotonwachsendeFunktion.Die dritteBedingungschließlich
ist erfüllt, dennfür 3 �/� und �54 = � 6 +1 + o�o�o + � � ist (� 1 ��������� � � ) = i �� 
 =1

� 
 logjk� 

= i 6� 
 =1

� 
 logjk� 
 iU�54 logjk�54 + �54 logj��54i ��
 = 6 +1

� 
 logj�� 

=  (� 1 ��������� ��6 � � 4 ) +

��
 = 6 +1

� 
 (logj�� 4 i logjk� 
 )
=  (� 1 ��������� ��6 � � 4 ) i ��
 = 6 +1

� 
 logj � 
� 4
=  (� 1 ��������� � 6 � �54 ) + �547 � � 6 +1� 4 ��������� � �� 4 � .

Damit habenwir für die Definition desInformationsgehaltsnur noch
die Freiheit,die Basis A desLogarithmusfestzulegen;die traditionelle
Wahl ist A = 2.
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Definition: DieEntropieeinerQuelle� mit einem3 -buchstabigenAl-
phabetundWahrscheinlichkeit ��
 fürdasAuftretendes� -tenBuchstaben
ist  ( � ) = i 6� 
 =1

��
 log2 ��
 .
Der Name Entropie ist ein Kunstwort, das der deutschePhysiker RUDOLF CLAUSIUS

(1822–1888)in seinerArbeit

R. CLAUSIUS: Über verschiedenefür die AnwendungbequemeFormen der
Hauptgleichungender Wärmetheorie,Annalen der Physik und Chemie125
(1865),353-400

einführte.Auf Seite390schreibter:

Suchtmanfür � einenbezeichnendenNamen,sokönnteman ����� vonderGröße�
sagen,sie sey der VerwandlungsinhaltdesKörpers.Da ich esaberfür besser
halte,dieNamenderartigerfür dieWissenschaftwichtigerGrößenausdenalten
Sprachenzu entnehmen,damit sie unver̈andertin allen neuenSprachenange-
wandtwerdenkönnen,soschlageich vor, die Größe � nachdemgriechischen
Worteη

,
τροπή, die Verwandlung,die Ent ropi e desKörperszu nennen.Das

WortEntropiehabeichabsichtlichdemWortEnergiemöglichstähnlichgebildet,
denndiebeidenGrößen,welchedurchdieseWortebenanntwerdensollen,sind
ihren physikalischenBedeutungennacheinanderso naheverwandt,daßeine
gewisseGleichartigkeit in derBenennungmir zweckm̈aßigzuseyn scheint.

Die Größe� , vondererhierspricht,hilft unteranderembeiderErklärung,warumWärme
nievoneinemkälterenzueinemwärmerenKörperfließenkann;wieLUDWIG BOLTZMANN

(1844-1906)sp̈atergezeigthat,kannsieauchmikroskopischdefiniertwerdendurcheine
Formel,die engmit derhier zu definierendenSHANNONschenEntropieverwandtist.

Als erstesBeispielbetrachtenwir eineZufallsvariable� , diealleWerte
ausdemAlphabet� mit gleicherWahrscheinlichkeit annimmt.Falls �
aus� Buchstabenbesteht,ist also� ( A ) = 1CL� für alle A��S� unddamit ( � ) = i �jL�w� � ( A ) = i �jG��� 1� log2

1� = i log2
1� = log2 � .

Speziell im Fall einerZweierpotenz� = 2� ist dasgleich n und ent-
sprichtderTatsache,daßman2� Objektedurch n Binärzifferneindeutig
bezeichnenkann.

Im Falle einesAlphabets� = FGA � K ���L�����f� H ausfünf Buchstabenund
einerZufallsvariablen� , die diesemit Wahrscheinlichkeiten � ( A ) = 1

2
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und � ( K ) = � ( � ) = � ( � ) = � ( � ) = 1

8 annimmt,ist ( � ) = i 1
2

log2
1
2
i 4 o 1

8
log

1
8

=
1
2

+
4
8
o 3 = 2 ,

abernaẗurlich gibt eskeineMöglichkeit, fünf Buchstabenmit nur zwei
Binärziffernzu bezeichnen.Mit derKodierungA = 0 � K = 100� � = 101� � = 110 und � = 111

kommenwir aberimmerhinim Durchschnitt mit zweiBinärziffernaus,
dennin derHälfteallerFällehabenwir A ,wofüreineZifferausreicht,und
in deranderenHälftederFällebrauchenwir dreiBuchstaben,im Mittel
alsozwei.FüreineZufallsvariable� , diejedesElementvon � mit Wahr-
scheinlichkeit 1

5 annimmt,ist dagegen  ( � ) = log2 5   2 � 321928095,
undhier gibt esoffensichtlichkeineKodierung,bei derwir im Durch-
schnitt  ( � ) Binärziffern brauchen,denndasarithmetischeMittel aus
fünfnaẗurlichenZahlenmußeinVielfachesvon 1

5 sein.Dienächstgr̈oße-
reZahlmit dieserEigenschaftwäre2 � 4, unddaskönnenwir tats̈achlich
erreichen,zumBeispielmit derKodierungA = 00� K = 01� � = 10� � = 110 und � = 111.

SHANNONs Entropiebegriff stehtalsooffensichtlichim Zusammenhang
mit dermittlerenAnzahlvon Binärziffern, mit derwir die Buchstaben
ausdemAlphabetkodierenkönnen;wie genaudieserZusammenhang
aussieht,werdenwir in Kürzeuntersuchen.

§2: Konvexität

SHANNONsdreiForderungenreichenzwaraus,umdieEntropie(bisauf
einepositiveKonstante)eindeutigzucharakterisieren;derBegriff wäre
abernicht sonderlichnützlich, wennwir nicht nocheineganzeReihe
weitererAussagenherleitenkönnten.So erwartenwir beispielsweise,
daßeineQuelle,die einenbestimmtenihrer Buchstabenmit einersehr
hohenWahrscheinlichkeitproduziert,einenkleinerenmittlerenInforma-
tionsgehalthat als eine,bei der alle Buchstabenmit ungef̈ahrgleicher
Wahrscheinlichkeit vorkommen.Mit AussagendieserArt werdenwir
esauchnochin anderenZusammenḧangenzu tunhaben;deshalblohnt
essich,dasProblemetwasallgemeineranzugehen.
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Definition: a) EineTeilmenge
� � # �

heißtkonvex, wennzu je zwei
Punkten ¢ �f£ � �

und jede reelle Zahl ¤ ausdem abgeschlossenen
Intervall [0 � 1] auchderPunkt(1 i¥¤ ) ¢ + ¤ £ in

�
liegt, wenn

�
also

mit je zweiPunktenauchderenVerbindungsstreckeentḧalt.
b) Eine Funktion ¦ :

� " #
auf einerkonvexen Teilmenge

� � # �
heißtkonvex, wennfür je zwei Punkte¢ �f£ � � und jedes ¤§� [0 � 1]
gilt: ¦ ( (1 i¨¤ ) ¢ + ¤ £ * x (1 i¨¤ ) ¦ ( ¢ ) + ¤k¦ ( £ ) ,

wennalsoderGraphvon ¦ überjederVerbindungsstreckezweierPunkte¢ ��£ � � unterhalbderVerbindungsstrecke derPunkte ( ¢ � ¦ ( ¢ )
*

und( £!� ¦ ( £ )
*

liegt. Sieheißtstrikt konvex, wenndabeidasGleichheitszei-
chennur für ¤ = 0 und ¤ = 1 gilt.
c) ¦ heißt(strikt) konkav, wenn i%¦ (strikt) konvex ist.

©
1

©
2

( © 1 ª¬« ( © 1))
( © 2 ª« ( © 2))

konvex
©

1
©

2

( © 1 ª¬« ( © 1))
( © 2 ª« ( © 2))

konkav

StandardbeispieleinerkonvexenMengein
# �

ist für unsdieMenge� �
=
�

(� 1 ��������� � � ) �� ��
a� 0 für alle � und

�� 
 =1

��
 = 1 � .

Sind ¢ = (� 1 ��������� � � ) und £ = ( P 1 ��������� P � ) zweiPunkteaus
���

, soist

(1 i¨¤ ) ¢ + ¤ £ = ( (1 i¨¤ )� 1 + ¤�P 1 ��������� (1 i¨¤ )� � + ¤�P � * .

Da alle � 
 und P 
 nichtnegativ sind,gilt für ¤�� [0 � 1] dasselbefür die
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Zahlen(1 i.¤ )��
 + ¤�P�
 , und�� 
 =1

( (1 i¨¤ )� 
 + ¤�P 
 * = (1 i¨¤ )

�� 
 =1

� 
 + ¤ 6� 
 =1

P 
 = (1 i¨¤ ) + ¤ = 1 ,

sodaßauch(1 i.¤ ) ¢ + ¤ £ in
� �

liegt.

Geradebei der Definition einerkonvexen Funktionerscheintesetwas
seltsam,daß wir bei der Definition den Graphennur über Strecken
betrachten.Die Definition beschr̈anktsichauf diesenFall, weil essich
umeineEigenschafthandelt,diesichin vielenFällenleichtnachpr̈ufen
läßt;tats̈achlichgilt abereineviel allgemeinereAussage.Umsieauchfür
denFall derstriktenKonvexität zu formulieren,brauchenwir zun̈achst
eineweitereDefinition:

Definition: a) Eine Teilmenge� ® # �
heißt n -dimensionaleraffiner

Unterraumvon
# �

, wenn es einenPunkt ¢ 0 � # �
gibt, so daßdie

Verbindungsvektoren
i�i "¢ 0 ¢ für die sämtlichenPunkte ¢ �/� einen n -

dimensionalenUntervektorraumvon
# �

bilden.
b) 3 Punkte¢ 1 �������&� ¢26 � # � sindin allgemeinerLage,wenneskeinen
( 3 i 2)-dimensionalenaffinenUnterraum� � # �

gibt, deralle diese
Punkteentḧalt.

Zwei Punktesind alsogenaudannin allgemeinerLage,wennsie ver-
schiedensind;vondreienerwartenwir zus̈atzlich,daßsienichtaufeiner
Geradenliegen,undvon vieren,daßeskeineEbenegibt, die alle drei
entḧalt.

Lemma: a) EineTeilmenge
� � # �

ist genaudannkonvex, wennfür
jedes3 �Tl gilt: Sind ¢ 1 ��������� ¢ 6 � � undist ( ¤ 1 ��������� ¤ 6 ) � � 6 , so
liegt auch ¤ 1 ¢ 1 + o�o�o + ¤ 6°¯b6 in

�
.

b) EineFunktion ¦ :
� " #

auf einerkonvexenTeilmenge
� � # �

ist
genaudannkonvex, wennfür je 3 Punkte¢ 1 ��������� ¢±6 � � und jedes
Tupel( ¤ 1 ��������� ¤�6 ) � � 6 gilt:¦ ( ¤ 1 ¢ 1 + o�o�o + ¤�6²¢±6 )

x ¤ 1 ¦ ( ¢ 1) + o�o�o + ¤�6³¦ ( ¢26 ) .

c) EineFunktion ¦ :
� " #

auf einerkonvexenTeilmenge
� � # �

ist
genaudannstrikt konvex, wennfür je 3 Punkte ¢ 1 ��������� ¢±6 � �

in
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allgemeinerLageundjedesTupel( ¤ 1 �������&� ¤ 6 ) � � 6 gilt:¦ ( ¤ 1 ¢ 1 + o�o�o + ¤ 6 ¢ 6 )
x ¤ 1 ¦ ( ¢ 1) + o�o�o + ¤ 6 ¦ ( ¢ 6 )

mit Gleichheitgenaudann,wenn ein ¤ 
 = 1 ist und die übrigen ¤ N
verschwinden.

Beweis:Die DefinitionderKonvexität ist jeweilsgeradederFall 3 = 2
desLemmas,diederstriktenKonvexität dieFälle 3 = 1 und 3 = 2; zu
zeigenist alsonur die Gegenrichtung.Der Fall 3 = 1 ist dabeiin allen
drei Fällen trivial; wirklich zu zeigensind alsonur die Fälle 3 � 3.
Wir beweisendiesejeweils durchvollständigeInduktionmit demFall3 = 2 alsInduktionsanfang.

a) Wir haben3 Punkte ¢ 1 ��������� ¢ 6 � �
und ein Tupel ( ¤ 1 �������&� ¤ 6 )

aus
� 6 . Für ¤ 6 = 1 verschwindenalleübrigen¤´N , unddieBehauptung

ist trivial; wir könnenunsalsobeschr̈ankenauf denFall ¤�6 µ= 1. Dann
könnenwir durch1 i¨¤�6 dividierenunddas( 3 i 1)-tupel

( ¤�41 ��������� ¤�46dc 1) = s ¤ 1

1 i.¤�6 ��������� ¤ 6dc 1

1 i¨¤�6 t � � 6dc 1

betrachten.NachInduktionsannahmeliegt derPunkt¢ 4 = ¤ 41 ¢ 1 + o�o�o + ¤ 46dc 1 ¢26dc 1

daher in
�

, und nach Definition der Konvexität gilt dasselbefür
(1 i¨¤�6 ) ¢ 4 + ¤�6²¢±6 = > 6
 =1 ¤ 
 ¢ 
 .
b) ¦ seikonvex, ¢ 1 ��������� ¢±6 seienwiederPunkteaus

�
und( ¤ 1 �������&� ¤�6 )

einTupelaus
� 6 , und ¢ 4 seiderobendefiniertePunkt.NachIndukti-

onsannahmeist dann¦ ( ¢I4 ) x ¤541 ¦ ( ¢ 1)+ o�o�o + ¤�46dc 1 ¦ ( ¢26dc 1), undnach
DefinitionderKonvexität von ¦ ist außerdem¦ ( (1 i¨¤�6 ) ¢ 4 + ¤�6°¢±6 * = ¦ ( ¤ 1 ¢ 1 + o�o�o + ¤�6²¢26 )x

(1 i.¤�6 ) ¦ ( ¢I4 ) + ¤�6³¦ ( ¢26 ) = ¤ 1 ¦ ( ¢ 1) + o�o�o + ¤�6³¦ ( ¢±6 ) .

c) Wir müssennur noch zeigen,daßfür Punktein allgemeinerLage
Gleichheitnurgilt, wennalle ¤ 
 mit einerAusnahmeverschwindenund
dieAusnahmedamitgleicheinsist.
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Falls ¤ 6 = 1 ist, gibt esnichtsmehrzuzeigen;wir könnenunsalsoauf
denFall ¤ 6 � 1 beschr̈anken.Dannkönnenwir wie obendenPunkt ¢I4
definieren.

FürPunkte¢ 1 �������&� ¢ 6 in allgemeinerLagesindauchdiebeidenPunkte¢I4 und ¢ 6 in allgemeinerLage,dennzwei Punktesindgenaudannin
allgemeinerLage,wennsie verschiedensind,und wäre ¢I4 = ¢ 6 , so
wäre¢ 6 eineLinearkombinationvon ¢ 1 bis ¢ 6dc 1, lägealsoim vondie-
senPunktenaufgespannten( 3 i 2)-dimensionalenaffinenUnterraum.
Somitist¦ ( ¤ 1 ¢ 1 + o�o�o + ¤�6°¢±6 ) = ¦ ( (1 i.¤�6 ) ¢ 4 + ¤�6²¢±6 )

= (1 i.¤ 6 ) ¦ ( ¢I4 ) + ¤ 6 ¦ ( ¢ � )

genaudann,wenn ¤�6 = 0 oder ¤�6 = 1 ist. DenFall ¤�6 = 1 habenwir
bereitsausgeschlossen;alsoist ¤ 6 = 0.Dannaberfolgt dieBehauptung
sofortausderInduktionsannahme.

DieAussageunterb)wird auchalsUngleichungvonJENSENbezeichnet;
er bewiessie in einemVortragvom 17. Januar1905vor derdänischen
Mathematikergesellschaft,wobeierallerdingsnurvoraussetzte,daßdie
Funktion ¦ auf einemreellenIntervall definiertist unddort die Unglei-
chung ¦ ( 	 ) + ¦ ( ¶ ) � 2¦ ( © + ·

2
*

erfüllt, wasauf denerstenBlick etwas
schẅacheraussiehtals die hier betrachteteDefinition der Konvexität,
nachdemResultatvonJENSENaberäquivalentdazuist.

Der dänischeMathematiker JohanLudwig William
ValdemarJensen(1859–1925)studierteab 1876 an
der Københavns Tekniske Skole unter anderemMa-
thematik,Physik und Chemie.Sein Interessekonzen-
triertesich immermehrauf die Mathematik;zwischen
1879 und 1925 veröffentlichte er rund vierzig wis-
senschaftlicheArbeiten. Er war allerdingsnie an ei-
ner Universiẗat tätig und war auch von der Ausbil-
dung her im wesentlichenAutodidakt. Sein gesam-
tesBerufslebenarbeiteteer als Telephoningenieurbei
der dänischenTelephongesellschaft.Außer der heute
nachihm benanntenUngleichungbewieserunterande-
remauchSätzeim UmkreisderRIEMANN-Vermutung.

Wennwir die ¤ 
 alsWahrscheinlichkeiteninterpretieren,könnenwir b)
undc) auchalsAussagen̈uberErwartungswerteinterpretieren:
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Lemma: Für eine diskrete Zufallsvariable � und eine
�

konvexe
konkave�

Funktion ¦ aufdemWertebereichvon � gilt: ¸ ( ¦ ( � )
* � $¹ � ¦ ( ¸ ( � )

*
.

Im Falle einerstrikt
�

konvexen
konkaven� Funktiongilt Gleichheitgenaudann,

wenn � einenseinerWertemit Wahrscheinlichkeit einsannimmt.

Für mindestenszweimalstetigdifferenzierbareFunktionenläßtsichdie
Konvexität leicht anhandder zweiten Ableitung überpr̈ufen. Im Fall
einerVariablenhabenwir einfachdas

Lemma: a) EinemindestenszweimalstetigdifferenzierbareFunktion¦ : º " #
auf einemIntervall º � #

ist genaudannkonvex, wennihre
zweiteAbleitung auf º keinenegativen Werteannimmt;sie ist genau
dannkonkav, wenn ¦k»]» auf º keinepositivenWerteannimmt.
b) Falls ¦k»]» im Innernvon º nur positive Werteannimmt,ist ¦ strikt
konvex auf º ; falls ¦ »]» dort nur negative Werte annimmt,ist ¦ strikt
konkav.

Beweis:a) Wir zeigenzun̈achst,daßim FallederKonvexität diezweite
Ableitungin ganz( A � K ) größerodergleichnull seinmuß:Andernfalls
gäbeesein 	 0 � ( A � K ) mit ¦k»]» ( 	 0) � 0. Wir betrachtendie Funktion� ( 	 ) =

def
¦ ( 	 ) i¼¦ » ( 	 0)( 	ui½	 0). Als Summevon ¦ und einer linearen

Funktionist � zweimaldifferenzierbarmit� » ( 	 0) = ¦ » ( 	 0) i¨¦ » ( 	 0) = 0 und � »]» ( 	 0) = ¦ »]» ( 	 0) � 0 .

Die Funktion �´» ( 	 ) ist also in einem hinreichendkleinen Intervall
( 	 0 iQ¾ � 	 0 + ¾ ) strengmonotonfallend;sieist daherpositiv für 	S�¿	 0
undnegativ für 	 ? 	 0. Somitist � strengmonotonwachsendfür 	S�¿	 0
undstrengmonotonfallendfür 	 ? 	 0; die Funktion � hatalsobei 	 0
ein lokalesMaximum.Für ein ÀÁ� ¾ ist daher� ( 	 0 Â À ) �Ã� ( 	 0) und
damitist auch¦ ( 	 0) = � ( 	 0) ? 1

2
� ( 	 0 i�À ) +

1
2
� ( 	 0 + À ) =

1
2
¦ ( 	 0 i�À ) +

1
2
¦ ( 	 0 + À ) .

DieswidersprichtaberderKonvexitätsbedingungfür 	 1 Ä 2 = 	 0 Â À und¤ = 1
2. Somitmuß ¦k»]» ( 	 ) in ganz( A � K ) größerodergleichnull sein.
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Umgekehrt sei ¦k»]» ( 	 ) � 0 für alle 	¥� ( A � K ); wir müssenzeigen,daß¦ dannkonvex ist. Seienalso 	 1 �¼	 2 zwei beliebigePunkteaus( A � K )
und 	 = (1 i¨¤ ) 	 1 + ¤�	 2 mit ¤Å� (0 � 1). NachdemMittelwertsatzgibt
esPunkteÆ 1 � ( 	 1 � 	 ) und Æ 2 � ( 	 � 	 2), sodaß¦k» ( Æ 1) =

¦ ( 	 ) i.¦ ( 	 1)	Çi§	 1
=
¦ ( 	 ) i.¦ ( 	 1)¤ ( 	 2 i§	 1)

und¦k» ( Æ 2) =
¦ ( 	 2) i.¦ ( 	 )	 2 i§	 =

¦ ( 	 2) i¨¦ ( 	 )
(1 i.¤ )( 	 2 iÈ	 1)

ist. Da ¦ »]» nirgendsnegativ wird, ist ¦ » monotonwachsendund da-
mit insbesondere¦ » ( Æ 1)

x ¦ » ( Æ 2). DieseUngleichungkönnenwir auch
schreibenals ¦ ( 	 ) i¨¦ ( 	 1)¤ ( 	 2 iÈ	 1)

x ¦ ( 	 2) i¨¦ ( 	 )
(1 i.¤ )( 	 2 i§	 1)

,

undda 	 1 �/	 2 ist, folgt daraus¦ ( 	 ) i.¦ ( 	 1)¤ x ¦ ( 	 2) i¨¦ ( 	 )
1 i¨¤ .

Für ¤�� (0 � 1) ändertsichnichtsandieserUngleichung,wennwir mit¤ (1 i¨¤ ) multiplizieren;diesführt auf

(1 i¨¤ ) ¦ ( 	 ) i (1 i.¤ ) ¦ ( 	 1)
x ¤�¦ ( 	 2) i¨¤k¦ ( 	 )

unddamitdiegewünschteUngleichung¦ ( 	 )
x

(1 i.¤ ) ¦ ( 	 1) + ¤k¦ ( 	 2) ,

die die Konvexität von ¦ ausdr̈uckt.Damit ist die Behauptungfür kon-
vexeFunktionenbewiesen.

Für konkave Funktionenfolgt sieeinfachdaraus,daß id¦ für einekon-
kaveFunktion ¦ konvex ist.

Korollar: Die Funktion ¦ ( 	 ) = iÉ	 log 	 ist überdemIntervall [0 � 1]
konkav.

Beweis: ¦�» ( 	 ) = iÉ	Åo 1© i log 	 = i 1 i log 	 hat als Ableitung die
Funktion ¦ »]» ( 	 ) = i 1C{	 , die im Intervallinnernüberallnegativ ist.
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Damit gilt insbesonderefür zweibeliebigeZahlen� 1 � � 2 � [0 � 1], daßi � 1 + � 2

2
log2

� 1 + � 2

2
� 1

2
( i�� 1 log2 � 1) +

1
2

( iÊ� 2 log2 � 2)

oder i 2 o � 1 + � 2

2
log2

� 1 + � 2

2
� iÊ� 1 log2 � 1 iu� 2 log2 � 2 .

Ersetztmanalsoim Ausdruck (� 1 ��������� � � ) = i 6� 
 =1

� 
 log2 � 

irgendwelchezwei verschiedeneWahrscheinlichkeiten��
 und �ËN durch
ihrengemeinsamenMittelwert 1

2(� 
 + � N ), sowird die Entropiegrößer.
Damit folgt fastsofort

Satz: Für 3 Zahlen� 1 ��������� � 6 � [0 � 1] mit
6>
 =1
��
 = 1 gilt stets

0
x  (� 1 ��������� � 6 ) = i 6� 
 =1

��
 logj ��
 x log 3 ;

dabei steht rechtsgenaudann ein Gleichheitszeichen,wenn alle ��

gleich 1CL3 sind und links stehtgenaudanneines,wenn alle ��
 mit
einerAusnahmeverschwinden.

Beweis: Da  eine stetigeFunktion auf der kompaktenMenge
� 6

ist, nimmt sie sowohl ihr Maximum als auch ihr Minimum an. Wie
wir geradegesehenhaben,kannesim Maximumkeinezwei echtver-
schiedenen��
 geben,alsomüssenalle ��
 = 16 seinunddasMaximum
ist  ( 16 ��������� 16 * = 3 o ( i 16 log2

16 * = i log2
16 = log2 3 .

Umgekehrtist iÊ��
 log2 ��
�� 0 für alle ��
a� [0 � 1] mit Gleichheitgenau
dann,wenn � 
 = 0 oder � 
 = 1 ist. Eine SummeNull entstehtsomit
genaudann,wennalle � 
 �¨F 0 � 1 H sind,d.h.wenngenauein � 
 = 1 ist
undderRestverschwindet.
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§3: Ein Beispiel

Um ein Gefühl für denSHANNONschenInformationsbegriff zu bekom-
men,wollen wir ein bekanntesRatespielinformationstheoretischbe-
trachtet:Gegebensind zwölf gleich aussehendeKugeln, von denen
mindestenself dasselbeGewicht haben,sowie eineBalkenwaage.Man
findemit höchstensdreimaligemWiegenheraus,ob eseineKugelmit
abweichendemGewicht gibt, welchedies ist und ob sie leichteroder
schwereralsderRestist.

Auf dieseFragegibt es25möglicheAntworten,diewir aufGrundunse-
resInformationsstandsalsgleichwahrscheinlichbetrachtenmüssen;die
korrekteAntwort hat somit einenInformationsgehaltvon log2 25 Bit.
BeimWiegenerhaltenwir einesvondreimöglichenErgebnissen(linke
Seiteschwerer, rechteSeiteschwerer, beideSeitengleichschwer);falls
esunsgelingt,die zu vergleichendenKugelnsoauszuẅahlen,daßalle
drei Ergebnissegleichwahrscheinlichsind,bekommenwir eineInfor-
mationvon log2 3 Bit pro Wiegen.Bei dreimaligemWiegenwärendas
3 o log2 3 = log2 33 = log2 27Bit, wasmehrist alslog2 25Bit. Vondaher
sprichtalsonichtsgegendie Lösbarkeit derAufgabe,allerdingshaben
wir auchnicht viel Spielraumundmüssendaherbei jedemWiegenun-
bedingtdaraufachten,daßdie drei möglichenResultatemit zumindest
ungef̈ahrgleicherWahrscheinlichkeit auftreten.

Damit verbietetsich insbesondereder naheliegendeAnsatz,zun̈achst
zwei Sechsergruppenvon Kugelnmiteinanderzu vergleichen:Da die
Waagenur im Fall, daßalle Kugeln dasgleicheGewicht haben.im
Gleichgewicht ist, tritt hier einer der drei Fälle nur mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 1C 25 auf, die beidenanderenjeweils mit 8C 25, so
daßwir nureineInformationvoni 1

25
log2

1
25

i 16
25

log2
8
25

  1 � 202

Bit bekommen,waszu weit unterlog2 3   1 � 585liegt.

Stattdessensolltenwir mit Vierergruppenarbeiten:Wir numerierendie
Kugelnvon 1 bis 12 und vergleichendie Kugeln1 bis 4 mit 5 bis 8.
In neunder 25 Fälle erhaltenwir dasErgebnisgleich schwer, nämlich
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genaudann,wenndiezuleichteoderzuschwereKugelunterdenenmit
Nummer9 bis12zufindenist oderaberalleKugelngleichschwersind.
Die rechteSeitemit denKugeln1 bis 4 ist genaudannschwerer, wenn
entwedereinedieservier Kugelnschwererist alsdieanderenoderwenn
einederKugeln5 bis 9 leichterist alsdie anderen,alsoin jeweils acht
Fällen. In denverbleibendenachtFällen ist linke Seiteschwerer;wir
habenalsodreiErgebnissemit Wahrscheinlichkeiten9C 25undzweimal
8C 25;unsereInformationisti 9

25
log2

9
25

i 16
25

log2
8
25

  1 � 583,

was nur sehr knapp unter der maximal möglichen Information von
log2 3 Bit liegt, die wir hier naẗurlich nicht erreichenkönnen,da 25
nichtdurchdrei teilbarist.

WennbeideSeitengleichschwerwaren,wissenwir nicht nur, daßdie
gesuchteKugel,sosieexistiert,eineNummerzwischenneunundzwölf
hat, sondernwir wissenauch,daßdie Kugeln eins bis acht allesamt
das

”
übliche“ Gewicht haben.Wir habensomit

”
Referenzkugeln“ , mit

denenwir entscheidenkönnen,ob einegegebeneKugel leichteroder
schwererist alsderRest.

Insgesamthabenwir neunmöglicheFälle (alle Kugelngleich schwer,
einederKugelnneunbis zwölf leichterbzw. schwerer);wir solltenso
wiegen,daßjedesderdrei möglichenErgebnissein drei derneunFälle
eintritt.

Dazu könnenwir beispielsweisedie zwölfte Kugel auszeichnenund
als eine Gruppevon drei Fällen den nehmen,daßentwederalle Ku-
gelngleichschwersindoderaberdie zwölfte dasfalscheGewicht hat.
In diesendrei Fällen habenalsodie Kugelnneunbis elf dasrichtige
Gewicht.

Dies könnenwir entscheiden,in demwir sie mit drei Referenzkugeln
vergleichen,etwa den Kugeln eins bis drei; in den drei betrachteten
FällensindbeideSeitenderWaagegleichschwer.

FallsdieKugelneinsbisdreischwerersindalsneunbiself, ist eineder
letzterenleichterals derRest,wofür esdrei Fälle gibt; in denverblei-
bendendrei Fällen,wenneinederKugelnneunbis elf schwererist als
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derRest,sindauchdiedreiKugelnzusammenschwereralseinsbisdrei.
Hier erhaltenwir alsodiemaximalmöglicheInformationvonlog2 3 Bit.

Falls die Waageim Gleichgewicht war, ist klar, wie wir weiter wie-
gen:Wir vergleichenKugel zwölf mit irgendeineranderenKugel und
erfahren,ob sie schwerer, leichterodergleich schwerwie die anderen
Kugelnist; in diesemFall liefert unsalsoauchdasdritte Wiegeneine
Informationvon log2 3 Bit.

In denbeidenanderenFällen wissenwir entweder, daßeineder drei
Kugeln neun bis elf leichter ist als der Rest oder daß sie schwerer
ist; wir müssennur nochherausfinden,um welcheder drei Kugelnes
sich handelt.Dazu könnenwir beispielsweisedie Kugeln neun und
zehnmiteinandervergleichen:Sind sie gleich schwer, so hat elf das
abweichendeGewicht, andernfalls ist esim erstenFall die leichtere,im
zweitendie schwererederbeidenKugeln.Hier erhaltenwir alsobeim
WiegenwiederdiemaximalmöglicheInformationvon log2 3 Bit.

Damit sind alle Fälle abgehandelt,bei denendie Waagebeim ersten
Einsatzausbalanciertwar; bleibennochdie,daßeinederbeidenSeiten
schwererwar.

Angenommen,die Kugelnvon einsbis vier sind schwererals die von
fünf bisacht.Dannist entwedereinederKugelneinsbisvier zuschwer
ist oder eine der Kugeln fünf bis acht zu leicht. Da wir in diesem
Fall acht gleich wahrscheinlicheMöglichkeitenhabenund acht nicht
durchdrei teilbar ist, könnenwir beim WiegenkeineInformationvon
log2 3 Bit bekommen;ammeistenInformationerhaltenwir, wennzwei
dermöglichenErgebnissein jeweilsdreiFällenauftretenunddasdritte
in zweien.EinsolchesExperiment,fallswir esrealisierenkönnen,liefert
eineInformationvoni 2 o 3

8
log2

3
8
i 1

4
log2

1
4

= i 3
4

(log2 3 i log2 8) +
1
4

log2 4

= i 3
4

log2 3 +
9
4

+
2
4

=
11
4
i 3

4
log2 3   1 � 561

Bit, wasetwaskleinerist alslog2 3   1 � 585.

Im Gegensatzzur obigenSituationgibt eshier für jedeKugelnur noch
zwei Möglichkeiten:Wennihr Gewicht von demderrestlichenKugeln
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abweicht,ist esim Falle derKugelneinsbis vier notwendigerweisezu
schwer, bei denvier anderennotwendigerweisezu leicht. Wir können
deshalbkeineGruppeauszweiFällenkonstruieren,indemwir nureine
Kugelbetrachten;wir brauchenmindestenszwei.

Versuchenwir also,die beidenFälle Kugel einszu schwer und Kugel
zweizuschwer zu einerFallgruppezusammenzufassen.Die restlichen
sechsFälle müssenwir zu zwei Dreiergruppenzusammenfassen;aus
Symmetriegründensollte jedevon dieseneinenderbeidenFälle Kugel
drei zuschwerundKugel vier zuschwerenthaltensowie zweiFällemit
zu leichtenKugeln.

Damitistklar,wiewir weitervorgehenkönnen:Wir legenbeispielsweise
dieKugelndrei,fünf,sechsin dielinkeundvier, sieben,achtin dierechte
Waagschale.Die linkeWaagschalegehtnachunten,wenndreischwerer
oder fünf odersechsleichter ist, die rechte,wennvier schwereroder
siebenoderachtleichterist. In denverbleibendenFällen,daßeinsoder
zwei schwererist, haltensichbeideSeitendieWaage.

In diesemFall müssenwir nur noch eins und zwei vergleichen;die
schwererederbeidenKugelnist die abweichende,undsie ist schwerer
alsderRest.Der InformationsgehaltsdiesesVergleichsist somitnurein
Bit.

In denanderenFällenvergleichenwir jeweilsdiebeidenmöglicherweise
zu leichtenKugeln.Ist einedavontats̈achlichleichteralsdieandere,ist
siedieLösung;andernfallshabenbeidedasselbeGewichtunddiepoten-
tiell schwerereKugelistwirklich schwereralsderRest.Hierbekommen
wir alsowiederlog2 3 Bit Information.

Bleibt nochderFall, daßdie Kugelnvon einsbis vier leichter sindals
dievon fünf bis acht;hier könnenwir naẗurlich vorgehenwie eben,nur
daßdie Begriffe leichter und schwerer miteinandervertauschtwerden
müssen.

Beim erstenWiegenerhaltenwir somiteineInformationvoni 16
25

log2
8
25
i 9

25
log2

9
25

=
i 16
25

(log2 8 i log2 25)i 9
25

(log2 9 i log2 25)

= log2 25 i 48
25

i 18
25

log2 3
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Bit. In den 9/25 aller Fälle, in denendie Waageim Gleichgewicht
ist, konntenwir beim zweitenund dritten Wiegen jeweils die maxi-
mal mögliche Information von log2 3 Bit realisieren,insgesamtalso
2 log2 3 Bit. In denübrigenFällen erhaltenwir beim zweitenWiegen
nureineInformationvon 11

4 i 3
4 log2 3 Bit undbeimdrittenerhaltenwir

in einemViertel der Fälle nur ein Bit, ansonstenlog2 3 Bit. Im Mittel
bekommenwir somitgenaudieben̈otigteInformationvons log2 25 i 48

25
i 18

25
log2 3t

+
9
25

o 2log2 3 +
16
25

s 11
4
i 3

4
log2 3 +

1
4

+
3
4

log2 3t
= log2 25 i 48

25
+

16
25

o 12
4

= log2 25Bit .

Bei � Kugeln,von denengenaueineentwederschwereroder leichter
alsdie übrigenist, habenwir offensichtlichkeineChance,dasProblem
mit n -maligemWiegenzu lösen,wennlog2(2� + 1) ? n log2 3 ist oder,
äquivalent,2� + 1 ? 3� ; schließlichkönnenwir beimWiegennie eine
größereInformationals log2 3 Bit erhalten,und zumindestin einigen
Fällen erhaltenwir zwangsl̈aufig wenigerInformation.Man kannsich
fragen,ob wir im Falle log2(2� + 1)

x n log2 3 immer eineStrategie
findenkönnen,beiderwir mit n maligemWiegenauskommen.In diesem
Fall sollteesalsoinsbesonderemöglich sein,mit dreimaligemWiegen
nichtnurdasProblemmit zwölf Kugelnzulösen,sondernsogardasmit
dreizehn.

Hier gibt es 27 Möglichkeiten; um beim erstenWiegen die maxi-
mal mögliche Information zu bekommen,sollten wir ein Experiment
durchf̈uhren,beidemjedederdreiAlternativengenauneunMal eintritt.
Beim erstenWiegengibt esaberim wesentlichennur einenParameter,
denwir beeinflussenkönnen:Wir wählenirgendeineZahl 3 x

6 und
legen in beideWaagschalenjeweils 3 Kugeln. In je 23 Fällen geht
danndielinkeoderrechteWaagschalenachunten;in denverbleibenden
27 i 43 Fällensindsieausbalanciert.Da sichneunnicht in derForm
9 = 23 schreibenläßt,könnenwir somit schonbeim erstenWiegen
nichtdieerforderlicheInformationvon log2 3 Bit erreichen.
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§4: AsymptotischeGleichverteilung

Wie wir am EndedeszweitenParagraphengesehenhaben,kann die
EntropieeinerQuellegelegentlichinterpretiertwerdenalsdie mittlere
Anzahl von Bit, die wir zur KodierungeinesBuchstabensben̈otigen.
Diesfunktioniertabernicht immer:Bei einerQuelle,die drei Buchsta-
benmit gleicherWahrscheinlichkeit produziert,kannesnaẗurlich keine
Kodierunggeben,bei der wir im Durchschnittgenaulog2 3 Bit brau-
chen– dermittlereAufwandläßtsichbei jederKodierungalsBruchmit
Nennerdrei darstellen.UnserebesteWahl bestehtdarin,daßwir einen
derBuchstabenetwa alsdie Null darstellenunddie beidenanderenals
10und11; dermittlereAufwandbetr̈agtdann5C 3 Bit.

Wenn wir je zwei Buchstabenzu einer Gruppezusammenfassen,ha-
benwir neunPaare,die jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1C 9 auftreten–
falls wir annehmen,daßunsereQuelleBuchstabenjeweils unabḧangig
vom Vorgängerproduziert.Kodierenwir die erstenvier Paaredurch
000� 001� 010und011,sokönnenwir die restlichenfünf beispielsweise
darstellenals 1000� 1001� 1010� 1011und 1100;der mittlere Aufwand
ist alsogesunkenauf

4
9
R 3 +

5
9
R 4 =

32
9

Bit

proPaaroder16C 9Bit proBuchstabe.BeiBlöckenvonfünfBuchstaben
habenwir 35 = 243verschiedeneBlöcke; indemwir einfachdieZahlen
von 0 bis 242 im Zweiersystemdarstellen,kommenwir alsomit acht
Bit aus(tats̈achlich sogar geringf̈ugig weniger, da wir noch ein paar
7-Bit-Kodierungenvergebenkönnen)undsinddamitbei knapp1,6Bit
pro Buchstabeangelangt,was bereitsrecht nahebei log2 3   1 � 585
angelangt.

Wir erwarten,daßwir durchÜbergangzuimmergrößerenBlöckendem
Wert log2 3 immer näherkommen,auchwenn wir ihn zumindestin
diesemBeispielnie erreichenkönnen:Wie manzeigenkann,ist log2 3
einetranszendente,insbesonderealsoirrationaleZahl,undderAufwand
proBuchstabeist beidieserQuelleunabḧangigvonderKodierungstets
einerationaleZahl.
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Wir müssenunsdaherbegnügenmit einerNäherungsaussage.

Betrachtenwir als BeispieleineFolge voneinanderunabḧangigerZu-
fallsvariablen� 1 � � 2 ������� mit einemAlphabet F 0 � 1 H auszweiBuchsta-
ben.JedeVariable � 
 mögemit Wahrscheinlichkeit � eineEinsliefern
unddementsprechendmit Wahrscheinlichkeit P = 1 iÅ� eineNull. Die
Entropieist dannjeweils  ( � 
 ) = i�� log2 �piÈP log2 P .
Das � -tupel ( � 1 ��������� � � ) produziertBlöcke aus � Binärziffern; Er-
wartungswertfür die AnzahlderEinsenin soeinemBlock ist ��� . Um
einegrobeNäherungfür dieWahrscheinlichkeit einestypischenBlocks
zu bekommen,nehmenwir erstensan, ��� sei eine ganzeZahl, und
zweitens,daßin einemtypischenBlock genau��� Einsenauftreten.Die
Wahrscheinlichkeit einessolchentypischenBlocksist dann� � 8 P � c � 8 = � � 8 P �wÌ = 2

� 8 log2 8 +
�wÌ

log2

Ì
= 2

c�Í ( Î Z ) .

Natürlich gibt es(außerim Fall � = 1
2) auchBlöcke,derenWahrschein-

lichkeit deutlichvon diesemWert abweicht,zum Beispieldie beiden,
dieauslauterNullenbzw. lauterEinsenbestehen,abernachdemGesetz
dergroßenZahl sollte für hinreichendgroße� die Wahrscheinlichkeit
einergroßerenAbweichungvondiesemWertsehrgeringsein.

DieserPhilosophieentsprechenddefinierenwir nunfürZufallsvariablen
mit beliebigerVerteilungeine typische Menge und untersuchenderen
Eigenschaften:

Definition: � 1 � � 2 ������� sei eineFolge voneinanderunabḧangigerZu-
fallsvariablenmit Wertenin einemAlphabet� , dieallesamtdiegleiche
Wahrscheinlichkeitsverteilunghaben.Für ein Tupel( A 1 ��������� A � ) �m� �
bezeichne � ( A 1 ��������� A � ) =

�Ï 
 =1

� ( AB
 )
dieWahrscheinlichkeitdafür, daßfür � = 1 ��������� � dieZufallsvariable�p

denWert A 
 annehme.Bezeichnet = i �© �w� � ( 	 ) log2 � ( 	 )
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die Entropieder Zufallsvariablen �p
 , definierenwir jedes À ? 0 eine
typischeMenge� �Ð = Ñ ( A 1 ��������� A � ) �U� � �� 2 c � ( Í +

Ð
) x � ( 	 1 ��������� A � )

x
2
c � ( Í%c Ð ) Ò .

Einige wichtige EigenschaftendieserMengesind im folgendenSatz
zusammengefaßt:

Satz: � 1 � � 2 ������� sei eine Folge voneinanderunabḧangigeridentisch
verteilterZufallsvariablenmit Wertenin einemAlphabet� ; ihreEntro-
piesei  . Danngilt:
a) Für alle ( A 1 ��������� A � ) �U� �Ð ist �� i 1� � ( A 1 ��������� A � ) i§ Ó�� �/À .
b) Für hinreichendgroßeWertevon � ist dieWahrscheinlichkeit dafür,

daßeinElementvon � � in � �Ð liegt, größerals1 i�À .
c) Die Kardinaliẗat #� �Ð von � �Ð ist höchstensgleich2

�
( Í +

Ð
).

d) Für hinreichendgroße� ist #� �Ð � (1 i�À )2� ( Í +

Ð
).

Beweis: a) folgt sofort ausder Definition der typischenMenge,wenn
wir in der definierendenUngleichungzu Logarithmenübergehenund
durch � dividieren.

Für b) erinnernwir unsan das(schwache)Gesetzder großenZahlen:
DanachkonvergierendieMittelwerte 1� ( � 1+ o�o�o + � � ) einerFolgevonein-
anderunabḧangigeraberidentischverteilterreellwertigerZufallsvaria-
blenfür � " Ô

stochastischgegendengemeinsamenErwartungswert
der � 
 . Die Zufallsvariablen � 
 definierenwir für diesenBeweis wie
folgt: Wenn � 
 denWert A¥�)� liefert, soll � 
 denWert i log2 � ( A )
liefern.DergemeinsameErwartungswertder ��
 ist danndieEntropie = i �jG��� � ( A ) log2 � ( A )
der � 
 ; esgibt daherzu jedem Õ ? 0 ein Ö �¼l , so daßdie Wahr-
scheinlichkeit desEreignisses�� i 1� � ( A 1 ��������� A � ) iÈ �� � À größerist
als1 i¨Õ für alle �¨�ÃÖ . Speziellkönnenwir auchfür Õ = À soein Ö
finden,womit b) bewiesenwäre.
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c) folgt durcheineeinfacheAbscḧatzung:Da

1 =
�

( j 1 ªØ×Ø×Ù×]ª j = ) �w� =� ( A 1 ��������� A � ) � �
( j 1 ªØ×Ù×Ø×]ª j = ) �w� =Ú� ( A 1 ��������� A � )

� �
( j 1 ªØ×Ø×Ø×Øª j = ) ��� =Ú2

c � ( Í +

Ð
) = 2

c � ( Í +

Ð
)#� �Ð

ist, muß#� �Ð x 2
�

( Í +

Ð
) sein.

Zum Beweis von d) schließlichscḧatzenwir in umgekehrterRichtung
ab,ausgehendvonAussageb): Für allehinreichendgroßen� ist

1 i§ÀÛ� �
( j 1 ªÙ×Ø×Ø×Øª j = ) �w� =Ú� ( A 1 ��������� A � )

x �
( j 1 ªØ×Ø×Ø×Øª j = ) ��� =Ú2

c � ( Í%c Ð ) = 2
c � ( Í%c Ð )#� �Ð

unddamit#� �Ð � (1 i�À )2� ( Í%c Ð ).
Als ersteAnwendungkönnenwir abscḧatzen,wie viele Bit wir brau-
chen,wennwir in dervorliegendenSituationblockweisekodieren:Wenn
wir zu vorgegebenemÀ ? 0 die Blocklänge� so großwählen,daßb)
erfüllt ist, habenwir einerseitshöchstens2

�
( Í +

Ð
) Elementein � �Ð und

kommendahermit � (  + À ) Bit pro Block aus,wenn wir nur diese
Blöckekodieren.Die Wahrscheinlichkeit dafür, daßeinerderrestlichen
Blöcke auftritt, ist kleinerals À ; auchwennwir für die Kodierungsol-
cherBlöckeerheblichlängereBitfolgenansetzenmüssen,beispielswei-
sesolchederLänge� log2 3 , wobei 3 dieElementanzahldesAlphabets
bezeichnet,wird dieseLängemit À multipliziert, so daßwir im Mittel
nur � (  + À ) + À�oB� log2 3 = �É(g + À (1 + log2 3 )

*
brauchen,also + À (1 + log2 3 ) pro Zeichen.Mit hinreichendgroßenBlocklängen

kommenwir somitbeimmittlerenKodierungsaufwandin derTatbelie-
big naheandieEntropieheran.

§5: Die Entr opieratestochastischerProzesse

a) StochastischeProzesse
Im vorigen Paragraphenwarenwir ausgegangenvon einer Folge un-
abḧangigerZufallsvariablen.Wennwir eineQuellemodellierenwollen,
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diebeispielsweisedeutscheTexte produziert,ist dassicherlicheineun-
realistischeAnnahme:E ist derhäufigsteBuchstabedesAlphabets,aber
hintereinemE kommtfastnie ein weiteresE, undauchhintereinemC
kommtnur seltenein E; viel wahrscheinlichersindhier die (ansonsten
ehernicht sohäufigen)BuchstabenH undK.

Um zu realistischerenModellen zu kommen,müssenwir daherauch
AbhängigkeitenzwischendenWahrscheinlichkeitsverteilungenderein-
zelnenZufallsvariablenzulassenund damit auchallgemeinerestocha-
stischeProzessezulassen.

UntereinemstochastischenProzesswollenwir dabeieinfacheineFolge� 1 � � 2 ������� von Zufallsvariablenverstehen;wir beschr̈anken unsalso
weiterhinauf diskreteZeit, undwir setzenauchweiterhinvoraus,daß
alle �p
 WerteauseinemfestenendlichenAlphabet� annehmen.

Bei Prozessen,die naẗurliche Sprachenbeschreiben,sollte die Wahr-
scheinlichkeit, mit der ein gegebenesWort vorkommt, nicht davon
abḧangen,ob wir den Anfang oder dasEndedesTextes betrachten;
solcheProzessebezeichnenwir alsstation̈ar:

Definition: Ein stochastischerProzess( �@Ü ) Ü �{Ý heißtstation̈ar, wenn
für alle �Þ�Ål , alle ( 	 1 ��������� 	 � ) �m� � undalle 3 �Ql gilt: Die Wahr-
scheinlichkeit desEreignisses� 6 +1 = 	 1 � � 6 +2 = 	 2 ��������� � 6 +

�
= 	 �

ist gleichderdesEreignisses� 1 = 	 1 � � 2 = 	 2 �������&� � � = 	 � .

StochastischeProzesse,die realePḧanomenebeschreiben,habenoft
sehrkomplizierteWahrscheinlichkeitsverteilungen;insbesonderewird
der Wert von � � oftmalsvon vielen,wennnicht gar allenWertender
Vorgängerabḧangen.Als einfacheIdealisierung,die immerhinnochet-
wasrealistischerist alseineFolgeunabḧangigerZufallsvariablen,sind
MARKOV-Kettenein beliebtesModell. Hierbeihandeltessichum sto-
chastischeProzesseohneGed̈achtnis,d.h.die Wahrscheinlichkeit, mit
der die Zufallsvariable � � einenWert produziert,hängt nur ab vom
WertdesunmittelbarenVorgängers� � c 1. Formal:

Definition: a) Ein stochastischerProzess� 1 � � 2 ������� heißtMARKOV-
ProzessoderMARKOV-Kette,wennfür alle �ß�ul gilt� ( � � +1 = 	 � +1 à � 1 = 	 1 ��������� � � = 	 � ) = � ( � � +1 = 	 � +1 à � � = 	 � ) .
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b) Eine MARKOV-Kette heißt zeitinvariant, wenn die bedingteWahr-
scheinlichkeit � ( � � +1 = ¶ à � � = 	 ) nicht von � abḧangt. Ist� = FGA 1 �������&� A 6�H , so setzenwir ��
áN = � ( � � +1 = A�N à � � = AM
 )
undbezeichnendie 3 Rr3 -Matrix mit Einträgen��
áN alsdieÜbergangs-
matrix desProzesses.
c) Eine MARKOV-Kette heißt irreduzibel,wenn es für je zwei Buch-
stabenA � K§� � und jede naẗurliche Zahl � ein n¿� l gibt, so daß� ( � � + � = K à � � = A ) ? 0 ist.

Bei einerirreduziblenMARKOV-Kettegibt esalsokeinenBuchstaben,
dessenAuftretendaskünftigeAuftretenirgendeinesanderenBuchsta-
benverhindert.

DerrussischeMathematikerANDRĔI ANDREEVIC̆ MAR-
KOV ( â�ã�ä�å�æ&çè âÊã&ä�å�æfæfé èBêTëíì å<îGïqé , 1856–1922)
studiertein SanktPetersburg, wo ersp̈aterauchProfes-
sorwurde.Er bescḧaftigtesichzun̈achsthaupts̈achlich
mit Zahlentheorieund Analysis; erst sp̈ater kommen
die wahrscheinlichkeitstheoretischenArbeiten, für die
er heute vor allem bekannt ist. Der Name ëíì å�ðîqïGé wird in lateinischenBuchstabenverschiedentran-
skribiert; MARKOVs franz̈osischeArbeiten erschienen
mit der SchreibweiseMARKOFF; nachdenklassischen
deutschenTranskriptionsregeln müßte man MARKOW

schreiben.Die SchreibweiseMARKOV entsprichtden
englischenRegelnundscheintsichmittlerweilein derMathematikziemlichdurchgesetzt
zuhaben.

Wir werdenim folgenden,soweit nicht explizit etwasanderesgesagt
ist, stetsannehmen,daßunsereMARKOV-Kettenzeitinvariantsind. In
diesemFall könnenwir die Wahrscheinlichkeitsverteilungenaller Zu-
fallsvariablenausdervon � 1 undder Übergangsmatrixberechnen:Ist
allgemein� (

�
)
 dieWahrscheinlichkeit,mit der � � demWert A 
 annimmt,

soist � ( � � = A 

0 � � � +1 = A 


1 ��������� � � + � = A 
òñ )
= � ( � � = AB


0
)
�Ï ó
=1

� ( � � +

ó
= AB
õô à � � +

ó c 1 = A ó c 1) .

Für n = 1 wird daszu� ( � � = A 
 � ��ö +1 = A N ) = � ( � � = A 
 )� ( � � +1 = A N à � � = A 
 ) = � (
�

)
 � 
áN ,
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waswir aucheinfachermit MatrizenundVektorenformulierenkönnen:
Ist ÷ (

�
) = (� (

�
)

1 ��������� � (
�

)6 ) ø der Spaltenvektor der Wahrscheinlichkeits-

verteilungzu � � , soist ÷ (
�

+1) = �%øz÷ (
�

) unddamit ÷ (
�

) = ( �dø * � c 1 ÷ (1).

Somitbestimmen÷ (1) unddie Übergangsmatrix� die Wahrscheinlich-
keitsverteilungenaller � � und erlaubendamit auchdie Berechnung
der Wahrscheinlichkeiten aller Teiltupel, die von der MARKOV-Kette
produziertwerden.

MARKOV-Kettensindnochkein realistischesModell für einenaẗurliche
Sprache:Im Deutschenfolgen beispielsweiseauf ein C vorzugsweise
dieBuchstabenH undK; fallsvordemCabereinSsteht,sinktdieWahr-
scheinlichkeit für ein K dramatisch.Trotzdemliefern MARKOV-Ketten
ein deutlichbesseresModell für die deutscheSprachealsunabḧangige
Zufallsvariablen.

Wennesunsdarumgeht,dasErgebniseinesstochastischenProzesses
zukodieren,interessiertfür langeFolgenvor allemdiemittlereEntropie
oderEntropierate  =

def
lim�MùIú  ( � 1 ��������� � � )�

– soferndieserGrenzwertexistiert.Esist nichtschwer, Beispielezufin-
den,in denenernichtexistiert;beidenProzessen,dieunsinteressieren,
werdenwir aberkeineProblemehaben.

b) WechselseitigeInf ormation
Bevorwir diemittlereEntropieeinerMARKOV-Ketteberechnenkönnen,
brauchenwir nocheinigeVorbereitungen̈uberdieEntropievoneinander
abḧangigerZufallsvariablen.

Wir betrachtendaherzwei Zufallsvariablen � � � mit Wertenin nicht
notwendigerweisëubereinstimmendenAlphabeten� � J . Die gemein-
sameEntropiederbeidenist einfachdie EntropiederZufallsvariablen� Ru� mit Wertenin � RSJ , also ( � � � ) = i �jG��� �ö ��û � ( � = A � � = K ) log2 � ( � = A � � = K ) .

Die Abhängigkeit zwischen� und � wird beschriebendurchdie be-
dingtenWahrscheinlichkeiten;entsprechenddazudefinierenwir
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Definition: Die bedingteEntropiezweierZufallsvariablen� � � ist ( � à � ) = i �jG��� �ö ��û � ( � = A � � = K ) log2 � ( � = K à � = A ) ;

für � Zufallsvariablenist entsprechend ( � � à � � c 1 �������&� � 1) =i �jG���
1 ükýØýØýþü � =� ( � 1 = A 1 �������&� � � = A � ) log2 � ( � � = A � à � � c 1 = A � c 1 ��������� � 1 = A 1) .

Um Platzzu sparenwerdenwir künftig meistkurz � ( A 1 �������&� A � ) und� ( A � à A � c 1 ��������� A 1) schreiben.

Für diebedingteEntropiegilt die folgende

Kettenregel:  ( � � � ) =  ( � ) +  ( � à � ) undallgemein ( � 1 ��������� � � ) =

�� 
 =1

 ( �p
 à �í
 c 1 ��������� � 1) .

Beweis:DerÜbersichtlichkeit halberseizun̈achstderFall � = 2 behan-
delt: ( � � � ) = i �jG��� �ö ��û � ( � = A � � = K ) log2 � ( � = A � � = K )

= i �jG��� �ö ��û � ( � = A � � = K ) log2 ( � ( � = A )� ( � = K à � = A ) *
= i �jG��� �ö �Mû � ( � = A � � = K ) log2 � ( � = A )

i �jL�w� �ö ��û � ( � = A � � = K ) log2 � ( � = K à � = A )
= i �jG��� � ( � = A ) log2 � ( � = A ) +  ( � à � )

=  ( � ) +  ( � à � ) .
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Der allgemeineFall gehtgenauso: ( � 1 �������&� � � ) ist nachDefinition
gleich i �jG���

1 ükýØýÙýÿü � =� ( A 1 ��������� A � ) log2 � ( A 1 ��������� A � )

= i �jG���
1 ükýØýÙýõü � =� ( A 1 ��������� A � ) log2

�Ï 
 =1

� ( A 
 à A 
 c 1 ��������� A 1)

= i �jL�w�
1 ükýÙýØýõü � =

�� 
 =1

� ( A 1 ��������� A � ) log2 � ( A � à A 
 c 1 ��������� A 1)

= i �� 
 =1

�jL�w�
1 ü�ýØýØýõü � =� ( A 1 ��������� A � ) log2 � ( A � à A 
 c 1 ��������� A 1)

= i �� 
 =1

�jG���
1 ükýØýÙýõü � Z� ( A 1 ��������� A � ) log2 � ( A � à AM
 c 1 ��������� A 1)

=

�� 
 =1

 ( �p
 à �p
 c 1 ��������� � 1) ,

denn
�

( j Z +1 ªØ×Ù×Ø×]ª j = ) �w� Z +1 ükýØýÙýõü � =� ( A 1 ��������� A � ) = � ( A 1 ��������� AM
 ).
Die bedingteEntropieist nicht daseinzigeMaß für die Information,
die eine Zufallsvariable über eine anderegibt; um noch ein anderes
zu definieren,betrachtenwir zun̈achstdenFall zweierZufallsvariablen� � � mit Wertenim gleichenAlphabet� . Dieseunterscheidensichnur
in denWahrscheinlichkeitsverteilungen:� nehmedenWert A an mit
Wahrscheinlichkeit � ( A ), � mit Wahrscheinlichkeit P ( A ).
Definition: Die KULLBACK-LEIBLER-Distanzzwischen� und � oder� und P ist �

( ���f� ) =

�
(���EP ) =

�jL�w� � ( A ) log2
� ( A )P ( A ) .

Man beachte,daßdie KULLBACK-LEIBLER-Distanztrotz desNamens
DistanzkeineMetrik ist: Im allgemeinenist

�
(���EP ) µ= � ( P��e� ). Andere
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Namenfür

�
(���EP ) sind relative Entropie oder KULLBACK-LEIBLER-

Divergenz.

�
(���EP ) ist allerdings,wie essich für eineDistanzgeḧort,

nienegativ, dennwegenderKonkavität desLogarithmusist�jG��� � ( A ) log2
� ( A )P ( A ) = i �jL�w� � ( A ) log2

P ( A )� ( A )x i log2

�jL�w� � ( A ) P ( A )� ( A ) = i log2

�jG�w� P ( A ) = i log2 1 = 0 .

SOLOMON KULLBACK (1907–1994)studierteMathema-
tik amCity Collegeof New York undarbeitetezun̈achst
alsLehrer. Schon1930wechselteerzumSignalsIntelli-
genceServicein Washington,D.C.,wo erbeiWILLIAM

FRIEDMAN Kryptologielernte.Danebenpromovierteer
1934 an der George WashingtonUniversity mit einer
Arbeit ausdemGebietderStatistik.Währenddeszwei-
ten Weltkriegs bescḧaftigte er sich mit dem Knacken
deutscherund japanischerCodes;nachGründungder
National SecurityAgency im Jahr1952 leiteteer dort
die Forschungund Entwicklung.Nach seinerPensio-
nierung1962arbeiteteer als Professorfür Statistikan
derGeorgeWashingtonUniversity.

RICHARD ARTHUR LEIBLER (1914–2003)studierteMa-
thematikan der NorthwesternUniversity; nachdemer
dortseinenMastererhaltenhatte,promovierteerander
University of Illinois mit einerArbeit übernichtlinea-
reDifferentialgleichungen.NacheinerkurzenTätigkeit
als Lehrer wechselteer zur Navy, die ihn im zweiten
Weltkrieg im Pazifik einsetzte.1953kamer zur Natio-
nal SecurityAgency, wo erzun̈achstin derForschungs-
und Entwicklungsabteilungarbeitete;1957 wurde er
Leiter derMathematischenForschungsabteilung.1958
wechselteer zur KommunikationsabteilungdesInsti-
tuts für Verteidigungsuntersuchungenin Princeton,de-
ren Direktor er 1962 wurde. Von 1977 bis zu seiner
Pensionierung1980 arbeiteteer wieder bei der NSA.

Um ausderKULLBACK-LEIBLER-DistanzeinMaßfür dieAbhängigkeit
zweierbeliebigerZufallsvariablen� mit Wertenin � und � mit Werten
in J zu machen,betrachtenwir zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen
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auf � RQJ , nämlicheinmaldie gemeinsameVerteilungvon � und � ,
zumanderendieVerteilung,diewir hätten,wenn � und � unabḧangig
wären,wennalsodasEreignis( � = A � � = K ) die Wahrscheinlichkeit� ( � = A )� ( � = K ) hätte.Die DistanzzwischendiesenbeidenVerteilun-
gengibt unseinMaßfür dieAbhängigkeit derbeidenZufallsvariablen:

Definition: Die wechselseitige Information zweier Zufallsvariablen� � � istº ( � ; � ) =
def

�jG��� �ö ��û � ( � = A � � = K ) log2
� ( � = A � � = K )� ( � = A )� ( � = K ) .

Als speziellerFall einerKULLBACK-LEIBLER-Distanzist sie naẗurlich
immergrößerodergleichNull.

Da � ( � = A � � = K ) = � ( � = K )� ( � = A à � = K ) ist, könnenwir sieauch
schreibenalsº ( � ; � ) =

�jG��� �ö ��û � ( � = A � � = K ) log2 � ( � = K )� ( � = A à � = K )� ( � = A )� ( � = K )
=
�jG��� �ö ��û � ( � = A � � = K ) log2 � ( � = A à � = K )� ( � = A

=
�jG��� �ö ��û � ( � = A � � = K ) log2 � ( � = A à � = K )
i �jL�w� �ö �Mû � ( � = A � � = K ) log2( � = A )

=
�jG��� �ö ��û � ( � = A � � = K ) log2 � ( � = A à � = K )
i �jL�w� � ( � = A ) log2( � = A )

=  ( � ) iÈ ( � à � ) .

Somit ist º ( � ; � ) =  ( � ) i¨ ( � à � ) geradedie Differenzzwischen
der Entropievon � und der bedingtenEntropievon � bei Kenntnis
von � , wasdenBegriff wechselseitigeInformationbessererklärtalsdie
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FormelausderDefinition.Die Nichtnegativität von º ( � ; � ) beschreibt
die Tatsache,daßdie EntropieeinerZufallsvariabledurchZusatzinfor-
mationhöchstenskleinerwerdenkann.

AuchdiedurchdasWort wechselseitigimplizierteSymmetriewird nun
klar, denndawir in obigerRechnungdie Rollenvon � und � vertau-
schenkönnen,gilt auchdieFormelº ( � ; � ) =  ( � ) iÈ ( � à � )

=  ( � ) i (  ( � � � ) i§ ( � )
*

=  ( � ) +  ( � ) iÈ ( � � � ) ,

ausderinsbesonderefolgt, daß º ( � ; � ) = º ( � ; � ) ist.

Wennwir bedingteWahrscheinlichkeitenbetrachtenwollen,müssenwir
auchhier wiederdieBegriffe leichtabwandeln:

Definition: a) � ( 	 � ¶ ) und P ( 	 � ¶ ) seienzweiWahrscheinlichkeitsvertei-
lungenaufderMenge�mRÉJ . DiebedingteKULLBACK-LEIBLER-Distanz
zwischen� und P ist� ( � ( ¶ à 	 ) �EP ( ¶ à 	 )

*
=
�© �w� � ( 	 )

�· ��û � ( ¶ à 	 ) log2
� ( ¶ à 	 )P ( ¶ à 	 )

.

b) Für drei Zufallsvariablen� � � � � ist die bedingtewechselseitige In-
formationvon � und � beiKenntnisvon �º ( � ; � à � ) =  ( � à � ) i§ ( � à � � � ) .

Für beideGrößengeltenähnlicheKettenregelnwie für dieEntropie:

Lemma: a)

� ( � ( 	 � ¶ ) �EP ( 	 � ¶ ) * =

� ( � ( 	 ) �EP ( 	 )
*

+

� ( � ( ¶ à 	 ) �EP ( ¶ à 	 )
*

b) Für � + 1 Zufallsvariablen� 1 ��������� � � und � istº ( � 1 ��������� � � ; � ) =

�� 
 =1

º ( �p
 ; � à � 1 ��������� �p
 c 1) .

ZumBeweismüssenwir in beidenFälleneinfachnachrechnen:



�d0 Mathematik und Information FS2011

a)

� ( � ( 	 � ¶ ) �EP ( 	 � ¶ ) * =
�© �w� �· ��û � ( 	 � ¶ ) log2

� ( 	 � ¶ )P ( 	 � ¶ )
=
�© ��� �· ��û � ( 	 � ¶ ) log2

� ( 	 )� ( ¶ à 	 )P ( 	 ) P ( ¶ à 	 )

=
�© �w� �· ��û � ( 	 � ¶ ) log2

� ( 	 )P ( 	 )
+
�© �w� �· ��û � ( 	 � ¶ ) log2

� ( ¶ à 	 )P ( ¶ à 	 )

=
�© ��� � ( 	 ) log2

� ( 	 )P ( 	 )
+
�© �w� �· �Mû � ( 	 � ¶ ) log2

� ( ¶ à 	 )P ( ¶ à 	 )

=

� ( � ( 	 ) �EP ( 	 )
*

+

� ( � ( ¶ à 	 ) �EP ( ¶ à 	 )
*

b) º ( � 1 �������&� � � ; � ) =  ( � 1 ��������� � � ) i§ ( � 1 �������&� � � à � )

=

�� 
 =1

 ( �p
 à � 1 ��������� �í
 c 1) i �� 
 =1

 ( �p
 à � 1 ��������� �í
 c 1 � � )

=

�� 
 =1

º ( � 
 ; � à � 1 ��������� � 
 c 1) .

c) Berechnungder mittler enEntr opie
In Abschnitta) hattenwir diemittlereEntropie =

def
lim�MùIú  ( � 1 ��������� � � )�

einesstochastischenProzesses� = ( � � )
� �LÝ definiert;nachdenVorbe-

reitungenausAbschnittb) könnenwir jetztuntersuchen,unterwelchen
Bedingungensie existiert, und wie sie auchandersberechnetwerden
kann.

Dazubetrachtenwir dieInformation,dieunsdie � -teZufallsvariable� �
neuliefert, wennwir ihreVorgänger� 1 ��������� � � c 1 bereitskennen,und
lassenauchhier � gegenUnendlichgehen;fallsderGrenzwertexistiert,
schreibenwir  » ( � ) =

def
lim�MùÛú  ( � � à � 1 �������&� � � c 1) .
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Satz: Für einenstation̈arenstochastischenProzess� = ( � � )

� �{Ý exi-
stierendieGrenzwerte ( � ) und  » ( � ) undsindgleich.

DerBeweisbestehtausdrei Schritten:

1. Schritt:  Q» ( � ) existiert

Da die Entropie durch Zusatzinformationhöchstenskleiner werden
kann,ist  ( � � +1 à � 1 � � 2 ��������� � � )

x  ( � � +1 à � 2 ��������� � � ) .

WegenderStationariẗat desProzesseskönnenwir auf derrechtenSeite
alle Indizesum einserniedrigen,ohnedaßsichderWert derbedingten
Entropieändert;daherist auch ( � � +1 à � 1 � � 2 �������&� � � )

x  ( � � à � 1 � � 2 ��������� � � c 1)

für alle �§�Sl . Somit ist die Folgeder  ( � � à � 1 ��������� � � c 1) monoton
fallend,und da auchbedingteEntropiennie negativ sind, ist sie nach
untenbeschr̈ankt.Beideszusammenimpliziert dieKonvergenz.

2. Schritt: Konvergiert eineFolge ( 	 � )
� �{Ý von reellenZahlengegen

einenGrenzwert A , so konvergiert auchdie Folge der arithmetischen
Mittel ¶ � = 1� ( 	 1 + o�o�o + 	 � ) gegen A (CESÀRO-Mittel).

Dazumüssenwir zeigen,daßeszu jedemÀ ? 0 ein Ö �ul gibt derart,
daß à AÛi�¶ � à �/À ist für alle �~�¿Ö .

DadieFolgeder 	 � gegen A konvergiert,gibt esjedenfallsein � �ul ,
sodaß à AÛi§	 � à � 1

2 À ist für alle �~��� . Für solche� ist dann

à AÛi§¶ � à = ����� 1�
�� 
 =1

( AriÈ	�
 ) ����� x 1�
�� 
 =1
à AÛi§	�
 à

=
1� � c 1� 
 =1

à AriÈ	 
 à + 1�
��
 = � à AÛiÈ	 
 à

� 1� � c 1� 
 =1
à AÛi§	�
 à + ( �Ti	� + 1)À� x 1� � c 1� 
 =1

à AÛi§	�
 à + À
2

.

Die Summe
 überdieersten� i 1 Abweichungenhängtnicht von �
ab;wir könnendaherleicht ein � »���l finden,sodaß 
zCL�½� À�C 2 ist
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für alle � � � » . Ist � mindestensgleich dem Maximum Ö von �
und � » , somußdaher à Ari§¶ � à �½À sein,wie verlangt.

3. Schritt: Der Grenzwert� ( � ) existiert undist gleich �� ( � )

NachderKettenregel für dieEntropieist� ( � 1 ��������� ��� ) =

����
=1

� ( � ��� � 1 ��������� � � � 1) ;

dividierenwir beideSeitendurch � , sindwir genauin derSituationdes
zweitenSchritts,wobei links die GliederjenerFolgestehen,alsderen
Grenzwert� ( � ) definiert ist, und rechtsdasarithmetischeMittel der
ersten � Termeder Folge, derenGrenzwertnachdem erstenSchritt
existiert undmit �� ( � ) bezeichnetwurde.

Damit ist derSatzvollständigbewiesen.

ERNESTO CESÀRO (1859–1906)wurdein Neapelgebo-
ren und wuchsauf in der nahegelegenenKleinstadt
TorreAnnunziata,wo seiVatereinenlandwirtschaftli-
chenBetriebmit Hofladenführte.NachseinerSchul-
ausbildungin Neapelstudierteerab1873in Li ègeMa-
thematik.NachdemTod seinesVaterskehrteer 1879
nachTorre Annunziatazurück um denBetriebweiter-
zuführen.Dank einesStipendiumskonnteer ab 1882
sein Studium in Li ège fortführen; teilweise studierte
er auchin Paris und ab 1884 schließlichan der Uni-
versiẗat Rom. Obwohl er bereitszahlreicheArbeiten
veröffentlichthatte,wurdeerdorterst1887promoviert

und bekamdanngleich einen Lehrstuhlan der Universiẗat von Palermo.1891 folgte
er einemRuf an die Universiẗat Neapel,wo er bis zu seinemTod lehrte.Der Großteil
seinerArbeitenbefaßtsich mit Differentialgeometrie;er leisteteaberauchBeiträgezur
Zahlentheorie,unteranderemetwa zurPrimzahlverteilung.

Speziellfür (zeitinvariante)MARKOV-Kettenläßtsich �  ( � ) leicht be-
rechnen:WegenderMARKOV-Eigenschaftist � ( ��� � � 1 ��������� ��� � 1) =� ( � � � � � � 1), und wegen der Zeitinvarianz ist das für alle � gleich� ( � 2

� � 1). Somit ist hier die Entropierateeinfachdie bedingteEntro-
pieeinerjedenZufallsvariablenbeiKenntnisihresVorgängers.
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§6: Datenkompression

Wir habenschonmehrfachgesehen,daßdie EntropieeinerZufallsva-
riablen in einfachenFällen interpretiertwerdenkann als die mittlere
Bitanzahlfür eineKodierungihresAlphabets.DiesenZusammenhang
undseineAnwendungaufdieKomprimierungverschiedenerArtenvon
Datensoll in diesemParagraphenuntersuchtwerden.

Zur SpeicherungoderÜbermittlungdervoneinerZufallsvariablenoder
einemstochastischenProzessproduziertenDatenmüssenwir die Ele-
mentedesAlphabets in geeigneterWeisekodierenmit Zeichenfolgen,
diedurchdieverwendeteTechnikvorgegebensind;heutzutagesinddies
meistBitfolgen. Wir gehenallgemeinausvon einemZeichensatz,der
zwarmeist,abernicht immer, gleichderMenge ! 0 � 1 " seinwird. Histo-
rischbedeutsameBeispielevonMengen# mit mehralszweiElementen
sindetwadieMorsezeichenmit # = ! kurz, lang,Pause" oderdie in der
Seefahrtgebr̈auchlichenFlaggenalphabete.

Ziel derDatenkompressionistes,dieAnzahlderZeichenfürdiebetrach-
tetenDatenmöglichstklein zu halten;bei einemverlustfreienKompri-
mierungsverfahrensollenaberdieurspr̈unglichenDatentrotzdemnoch
exakt rekonstruierbarsein.

Nicht alle in der PraxisverwendetenVerfahrensind verlustfrei;beim
mp3-Verfahrenetwa wird ausgenutzt,daßmancheFrequenzenunser
Ohrfür andereFrequenzenblockieren,sodaßmandieseausdemSignal
herausfilternkann.Auch dasJPEG-Verfahren,mit demsich der letzte
AbschnittdiesesParagraphenbescḧaftigt, ist oft nicht verlustfrei;hier
gibteseinenQualiẗatsfaktoralsParameter, derdietolerierbarenVerluste
quantifiziert.

Es ist klar, daßeskeinenuniversellenAlgorithmuszur Datenkompres-
sion gebenkann: Gäbe es nämlich ein Verfahren,das für beliebige
DateieneinenKompressionsfaktor $&% 1 garantierenwürde,sokönn-
te mandiesesVerfahreniterativ anwendenund nach � Anwendungen
eine Kompressionsratevon $ � erreichen.Bei hinreichendgroßem �
könntemandaherjedeDateiaufwenigeralseinBit komprimieren,was
naẗurlich absurdist.
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Ein Kompressionsverfahrenkann also nur auf Dateienmit spezieller
Struktur erfolgreichangewandt werden.Wir werdenin diesemPara-
graphenzwei Ansätzediskutieren:Die Entropiekodierung,bei der die
UnterschiedezwischendenHäufigkeitendereinzelnenBuchstabenaus-
genutztwird, unddie DatenkomprimierungdurchlineareTransforma-
tionen,die bei einemstochastischenProzesseineweitestgehendeDe-
korrelationderbeteiligtenZufallsvariablenerreichenwollen.

a) Quellenkodierung
Wir gehenzun̈achstausvom einfachstenFall einereinzigenZufallsva-
riablen � . SienehmeWertean in einemAlphabet  = !*) 1 �������+� )-,." ,
wobeiderBuchstabe) � mit Wahrscheinlichkeit / � auftrete.

Zur Speicherungoder Übermittlung der von � produziertenDaten
müssenwir die Elementevon  in geeigneterWeisekodierenmit Zei-
chenfolgen,die durchdie verwendeteTechnikvorgegebensind; heut-
zutagesind diesmeistBitfolgen. Wir gehenallgemeinausvon einem
Zeichensatz0 , der zwar meist, abernicht immer, gleich der Menge! 0 � 1 " seinwird. Die ElementanzahlvonÂfl 0 bezeichnenwir mit 1 .

Das Wort Kodierunghat in der Informationstheoriemehreredeutlich
verschiedeneBedeutungen:Wir habeneinmalCodes,die dazudienen
allfälligeLese-undÜbertragungsfehlerzuerkennenundteilweiseauch
zukorrigieren;diesefehlererkennendenundfehlererkorrigierendenCo-
desbildendenInhaltmathematischerVorlesungen̈uberKodierungstheo-
rie; Informationstechniker redenhier von Kanalkodierung. Danngibt
esschonseitmindestenszweieinhalbJahrtausendenGeheimcodes,mit
denenText soverschl̈usseltwerdensoll,daßihneinUnbefugternichtre-
konstruierenkann;diesewerdenin Vorlesungen̈uberKryptologie(oder,
wenn die reine Verschl̈usselungim Vordergrund steht,auchKrypto-
graphie)behandelt.Die Kodierung,mit der wir unshier bescḧaftigen,
greift bereitseineStufevor diesenbeidenundheißtQuellenkodierung;
sie wird oft zusammenmit Kanalkodierungund/oderVerschl̈usselung
eingesetzt.

Definition: Ein Quellencodefür eineZufallsvariable � mit Wertenin
einemAlphabet  ist eine Abbildung # , die jedemElement 2 3  
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eineFolge von Elementenaus 0 zuordnet.Das Codewort zu 2 36 
bezeichnenwir mit # ( 2 ), seineLängemit 7 ( 2 ). Die mittlere Länge8

( # ) ist derErwartungswert9;: 7 ( � ) < =
�=?>A@ / ( 2 ) 7 ( 2 ) .

Die wohl bekanntestenBeispielevon Quellencodessind der ASCII-
Code(AmericanStandard Codefor InformationInterchange), der ein
Alphabetaus128ZeichendurchFolgenausje siebenBit darstellt,de-
nenzwecksFehlererkennungpraktischimmereinParitätsbitangeḧangt
wird, sowie seineErweiterungenwie ISO Latin-1,die ASCII zu einem
echtenAchtbitcodeerweitern,in demauchUmlauteundÄhnlicheszum
Alphabetgeḧoren. Vor allem im World Wide Web wird oft auchder
sogenannteUnicodeverwendet,dermit 17 Ebenenzu je 16 Bit jedem
irgendwo auf der Welt benutztenSchriftzeicheneinedigitale Entspre-
chungzuordnenwill.

Laut obiger Definition ist ein Quellencodeeinfach irgendeineAbbil-
dung; wenn diesenicht injektiv ist, redenwir von einemsingul̈aren
Code.Da solcheCodesnur seltennützlich sind, werdenwir uns im
Folgendenaufnichtsingul̈areCodesbeschr̈anken.

AuchbeidiesenkannesabernochProblememit dereindeutigenRekon-
struierbarkeit gebenwennwir unsbeiderKodierungnichtaufeinzelne
Buchstabenbeschr̈anken,sondern– wie dieswohl meistder Fall sein
wird – Buchstabenfolgen betrachten:Kodierenwir etwa die 26 Buch-
stabendesAlphabetsdurchdie im ZweiersystemgeschriebenenZahlen
von 0 bis 25,soist dieseAbbildungsicherlichinjektiv; setzenwir aber
die Codes# ( 1 ) = 11� # (  ) = 0 und # ( B ) = 10010einfachhinterein-
ander, könnenwir dasErgebnisauchbeispielsweisealsGEClesenstatt
alsDAS.

Um diesesProblemzu vermeiden,könntenwir uns auf Codesbe-
schr̈anken,beidenenalleCodewörter # ( 2 ) dieselbeLängehaben,wiees
beispielsweisebeiASCII derFall ist oderauchbeidenheutekaumnoch
benutztenFernschreibern.Wennallerdingsdie ZeichendesAlphabets
(wie etwa im Fall derBuchstabeneinesdeutschenTexts) deutlichver-
schiedeneWahrscheinlichkeitenhaben,könnenwir die mittlereLänge
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desCodesoft drastischreduzieren,wennwir denhäufigenBuchstaben
kurzeCodewörterzuordnen.Die geschiehtbeispielsweisebeimMorse-
Code,dermit dendreiZeichenkurz,langundPausearbeitet;hierwird
dasE durcheinmalkurz kodiert,dasN durcheinmallang,dasY aber
durch lang, kurz, lang, lang. Zum Trennender einzelnenBuchstaben
dientdasdritte Zeichen,diePause.

Wir interessierenunsfürCodesvariablerLänge,beidenendieeindeutige
Dekodierbarkeit ohnespeziellesTrennzeichengewährleistetist:

Definition: a) Ein Codeheißt eindeutigdekodierbar, wenn es keine
zweiFolgenvonBuchstabenausdemAlphabet gibt, dieaufdieselbe
Zeichenfolgeabgebildetwerden.
b)EinCodeheißtPraefixcode, wenneskeinezweiBuchstaben2 �FE 3G 
gibt, für die # ( 2 ) mit denersten7 ( 2 ) Zeichenvon # ( E ) übereinstimmt.

Offensichtlichist jederPraefixcodeeindeutigdekodierbar;umgekehrt
ist jedoch nicht jeder eindeutigdekodierbareCode ein Praefixcode:
Kodierenwir etwa ein dreielementigesAlphabetdurchdie Vorschrift# ( ) ) = 0 � # ( H ) = 001 und # ( I ) = 11 und sehenbeim Dekodierenals
erstesZeicheneineEins,sokanndernächsteBuchstabenur ein H sein.
Sehenwir eineFolgevon � Nullen, gefolgt von einergeradenAnzahl
von Einsen,somüssenwir � mal denBuchstaben) haben,gefolgtvon
einemI ; folgt abereineungeradeAnzahlvonEinsen,sohabenwir �KJ 2
maldenBuchstaben) , gefolgtvoneinemH . Somitist # einPraefixcode,
obwohl # ( ) ) einPraefixvon # ( H ) ist.

Die eindeutigeDekodierbarkeit schr̈ankt die Anzahl möglicher Co-
dewörtereinervorgegebenenLängeein; insbesonderegilt die folgende

Ungleichung von Kraft und McMillan: Ist # ein eindeutigdeko-
dierbarerCodefür dasAlphabet  und bezeichnet1 die Anzahl der
Codezeichen,soist �=L>A@ 1 �NM ( = ) O 1 .

Beweis: Für jede naẗurliche Zahl P läßt sich # fortsetzenzu einem
Codefür dasAlphabet  ;Q , indemwir einem P -tupel ( 2 1 ��������� 2R� ) von
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BuchstabendiehintereinandergesetztenCodewörter # ( 2 1) ��������� # ( 2 Q )zuordnen,aufgefaßt als ein Codewort der Länge 7 ( 2 1) + T�T�T + 7 ( 2 Q ).WegendereindeutigenDekodierbarkeit von # ist auchdiesererweiterte
Codenichtsingul̈ar.

NachdemDistributivgesetzist�=L>U@ 1 �NM ( = )
Q

=
�

( = 1 VXWYWYWYV =[Z ) >A@ Z 1 ��M ( = 1) T�T�T\1 �NM ( =[Z ) =
�

x >A@ Z 1 ��M (x) .

Bezeichnet) ( � ) die Anzahl der P -tupel x 3� ]Q , denenein Codewort
derLänge� zugeordnetwird, könnenwir diesauchschreibenalsQ M max� � =1

) ( � ) 1 � � ,

wobei 7 max dasMaximumaller 7 ( 2 ) für 2G3G bezeichnet.DaderCode
nichtsingul̈ar ist, kann ) ( � ) nicht größerseinals die Anzahl 1 � aller
möglicherCodewörterderLänge� ; somitist�=L>U@ 1 �NM ( = )

Q O Q M max� � =1

1 � 1 � � = P-7 max

unddamit �=L>U@ 1 �NM ( = ) O Z^ PA7 max .

Diesgilt für alle P , undda

limQ�_.` Z^ PA7 max = 1

ist, folgt hierausdiezu beweisendeUngleichung.

DieserSatzwurde1949von LEON G. KRAFT im RahmenseinerMasterThesisim Fach
ElektrotechnikamMIT für Praefixcodesbewiesen.Für beliebigeeindeutigdekodierbare
CodesbewiessieBROCKWAY MCMILLAN von denBell TelephoneLabsunabḧangigvon
Kraft 1956in seinerArbeit Two InequalitiesImplied by UniqueDecipherability in den
IEEETransactionon InformationTheory, Band2(4),S.115-116.

Umgekehrtgilt
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Satz: Ist 7 :  b c eineAbbildungdesAlphabets in die naẗurlichen
Zahlenmit �=L>A@ 1 �NM ( = ) O 1 ,

sogibt eseinenPraefixcode# mit 1 -elementigemZeichensatz,für den
dasCodewort # ( 2 ) dieLänge7 ( 2 ) hat.

Beweis: Die 1 Zeichen,ausdenendie Codewörter gebildetwerden,
seien d 1 �������+� d*e , und 7 max sei dasMaximum der Längen7 ( 2 ); daszu
kodierendeAlphabetsei  = !*) 1 ��������� )-,." .
Wir zeichneneinenBaum,indemwir ausgehendvoneinemfestenPunkt,
derWurzel, 1 gerichteteStreckenzeichnen,diewir mit d 1 bis d e mar-
kieren.Vom EndpunkteinerjedendieserStreckenzeichnenwir wieder1 solcheStreckenundsoweiter, bis wir Streckenz̈ugederLänge7 max
haben.Punkte,die vom AnfangspunktausübereinenStreckenzugder
Länge� erreichbarsind,bezeichnenwir alsKnotenderTiefe � . Jeder
Knoten ist eindeutigbeschreibbardurch die Folge der Markierungend �

1 ����� d � f der Strecken, die zu ihm führen;Knoten der Tiefe � ent-
sprechenalsopotentiellenCodewörternderLänge� . Dieseordnenwir
lexikographischdurch die Übereinkunft,daß d � vor dhg kommensoll,
wenn ij%lk ist.

Zur KonstruktiondesgewünschtenCodesordnenwir als erstesdem
Buchstaben) 1 dasCodewort zu,dasaus 7 ( ) 1) Zeichend 1 besteht.Da-
nachentfernenwir den zu diesemCodewort geḧorendenKnoten der
Tiefe � ausdem Baum sowie alle Knoten,die über diesenPunkt er-
reichbarsind– sieentsprechenschließlichCodewörtern,diedasgerade
vergebeneCodewort alsAnfanghätten.

Wenn wir Codewörter für ) 1 bis )nm � 1 vergebenhaben,konstruieren
wir das Codewort # ( ) m ) wie folgt: Unter allen noch verbleibenden
Knoten der Tiefe 7 ( ) m ) nehmenwir den lexikographischerstenund
definieren# ( )-m ) alsdasdazugeḧorigeCodewort; sodannstreichenwir
wiedersowohldiesenKnotenalsauchalleüberihnerreichbarenKnoten
größererTiefe.

Daskannnaẗurlich nurdannfunktionieren,wennesnocheinenKnoten
der Tiefe 7 ( ) m ) gibt. Dazu gen̈ugt es, wenn wir zeigen,daßes noch
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mindestenseinenKnotender Tiefe 7 max gibt, dennder Weg zu einem
solchenKnotenführt durchKnotenaller kleinerenTiefen.

Wennwir ein Codewort der Länge� vergeben,streichenwir mit dem
zugeḧorigenKnotenderTiefe � auchalleüberdiesenKnotenerreichbare
tiefere; in Tiefe 7 max sind das 1 M max� � Stück. Durch die Vergabevon
Codewörternfür ) 1 bis ) m � 1 wurdensomitm � 1���

=1

1 M max ��M ( p�q ) = 1 M max

m � 1���
=1

1 ��M ( p�q )
Knotengelöscht.Anfangsgabeszujedem� nachKonstruktion1 � Kno-
tenderTiefe � , also 1 M max KnotendermaximalenTiefe.NachVoraus-
setzungist für r O � m � 1���

=1

1 ��M ( p�q ) % �=L>A@ 1 �NM ( = ) O 1 ,

die Anzahl bereitsgestrichenerKnotenmaximalerTiefe ist also echt
kleineralsdieurspr̈unglichvorhandeneAnzahl.

Zusammenzeigendie beidengeradebewiesenenSätze,daßeszu je-
demeindeutigdekodierbarenCodeeinenPraefixcodegibt, dessenCo-
dewörter exakt dieselbeLängehaben.Auf der Suchenachmöglichst
gutenCodeskönnenund werdenwir uns daherauf Praefixcodesbe-
schr̈anken.

b) Optimale Codes
Dasowohl dieSpeicherungalsauchdieÜbertragungvonDatenoftmals
knappeRessourcenin Anspruchnehmenwie beispielsweisedenSpei-
cher einer kleinen Digitalkameraoder die Kapaziẗat eineszumindest
zeitweisesehrstarkbelastetenMobilfunknetzes,ist esfür vieleAnwen-
dungenwichtig,denben̈otigtenAufwandaufdasunbedingtnotwendige
Minimum zu beschr̈anken.Auf demNiveauderQuellenkodierungbe-
deutetdiesinsbesondere,daßdiemittlereLängedesverwendetenCodes
möglichstklein seinsoll.
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Seialso � eineZufallsvariablemit Wertenin einemt -elementigenAl-
phabet , desseni -tesElementmit Wahrscheinlichkeit / � angenommen
werde.Wir sucheneinenCode,dessenmittlereLänge8

=

,�u�
=1

/ � 7 �
minimal ist; dabei steht 7 � für die Längedes Codeworts zum i -ten
ElementdesAlphabets.

Wiewir geradegesehenhaben,müssendieLängenderCodewörtereines
eindeutigdekodierbarenQuellencodesdieUngleichungvonKRAFT und
MCMILLAN erfüllen;umgekehrtgibt esauchzujederLängenverteilung,
die dieseUngleichungerfüllt, einenPraefixcode.Somit müssenwir

8
minimierenunterderNebenbedingung,���

=1

1 ��M qvO 1 .

Wenn wir für den Augenblick vergessen,daßdie 7 � naẗurliche Zah-
len sein müssen,habenwir hier ein klassischesExtremwertproblem
mit Nebenbedingung,daswir mit Hilfe einsLAGRANGE-Multiplikators
lösenkönnen:DaeinelineareFunktionkeinelokalenExtremahat,muß
die Nebenbedingungfür alle ExtremaeineGleichungsein,und somit
müssen

grad
8

=

wx / 1
.../ ,
yz

und grad

,� �
=1

1 ��M q = 1 �NM q ln 1
proportionalsein,d.h.esgibt ein {|3~} , sodaß/ � = {�1 �NM q ln 1 für alle i .

Dasowohl dieSummealler / � alsauchdieSummeder 1 �NM q gleicheins
ist, muß { = 1� ln 1 sein,d.h./ � = 1 �NM q und 7 � = J loge / � .
DerWertderZielfunktion in diesemPunktist8

=

,���
=1

/ � 7 � = J ,���
=1

/ � loge / � ,
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in Falle 1 = 2 alsodie Entropie � ( � ), ansonsteneinedazuproportio-
naleGröße,diewir derKürzehalbermit ��e ( � ) bezeichnenwollen.

Bislanghabenwir nur einenotwendige Bedingungfür ein Extremum
gefunden;dasfolgendeLemmazeigt, daßwir tats̈achlichdasglobale
Minimum gefundenhaben.(Der Lesersollte sich davon überzeugen,
daßder Beweis auchfunktioniert,wenndie 7 � beliebigereelleZahlen
sind,diederUngleichungvonKRAFT undMCMILLAN gen̈ugen.)

Lemma: Die mittlere Länge
8

einesjeden eindeutigdekodierbaren
Quellencodesmit 1 -elementigemZeichensatzist mindestensgleich� e ( � ) mit Gleichheitgenaudann,wennfür alle Wahrscheinlichkei-
ten / � gilt: / � = 1 ��M q mit einem7 � 3~c 0.

Beweis: Die Ungleichungvon KRAFT und MCMILLAN sagtuns, daßI = � ,�
=1 1 ��M q5O 1 ist; setzenwir � � = 1 �NM q �LI , sodefinierenauchdie� � eineWahrscheinlichkeitsverteilung � und8 J	��e ( � ) =

,���
=1

/ � 7 � +

,���
=1

/ � loge / �
= J ,�u�

=1

/ � loge 1 �NM q +

,���
=1

/ � loge / �
=

,���
=1

/ � loge / �I�r � =

,���
=1

/ � loge / �r � J ,���
=1

/ � loge I
=
1 (/���� )
log2 1 J loge I�� 0 ,

da die KULLBACK-LEIBLER-DistanzzweierWahrscheinlichkeitsvertei-
lungennichtnegativ ist undloge I O 0,da I O 1 ist.FallsdieDifferenz
gleich Null ist, muß I = 1 und 1 (/���� ) = 0 sein,d.h. für jedes i ist/ � = � � = 1 ��M q .
Damit habenwir eine untereGrenzefür

8
gefunden,die allerdings

nur in rechtspeziellenSituationenwirklich angenommenwird. Wie der
folgendeSatzzeigt,könnenwir aberimmereinenCodefinden,für den
sieum wenigeralseinsüberschrittenwird:
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Satz: � sei eineZufallsvariablemit Wertenin einem t -elementigen
Alphabet  , desseni -tesElementmit Wahrscheinlichkeit / � angenom-
men werde. Dann gibt es einen Quellencodefür  mit einem 1 -
elementigenZeichensatz,dessenmittlereLänge

8
dieUngleichung� e ( � ) O 8 %�� e ( � ) + 1

erfüllt.

Beweis: Wir suchennaẗurliche Zahlen 7 1 ��������� 7 , , für die � / � 7 �
möglichst klein wird, die aberdie Ungleichungvon KRAFT und MC-
MILLAN erfüllen. Im Reellenwird für 7 � = J loge / � dasMinimum
angenommen;wir gehenzurnächstgr̈oßerenganzenZahl,definieren7 �
alsoalsdiejenigenaẗurlicheZahl, für diegiltJ loge / � O 7 � % J loge / � + 1 .

Dannist ,� �
=1

1 �NM q O ,� �
=1

1 log �5�+q =

,� �
=1

/ � = 1 ,

dieUngleichungvonKRAFT undMCMILLAN ist somiterfüllt, sodaßes
einenPraefixcode# gibt, der dem i -ten BuchstabendesAlphabets 
einCodewort derLänge7 � zuordnet.Für dessenmittlereLängegilt� e ( � ) =

,� �
=1

/ � ( J loge / � ) O 8
=

,� �
=1

/ � 7 �
% ,�u�

=1

/ � ( J loge / � + 1) = ��e ( � ) + 1 .

In denerstenParagraphendiesesKapitelshabenwir mehrereBeispiele
betrachtet,bei denensich die Annäherungder mittleren Bitzahl pro
Buchstabean die Entropie verbessernließ, wenn wir statt einzelner
BuchstabenBlöcke von Buchstabenbetrachten.Der geradebewiesene
Satzerklärt auchdas:
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Korollar: � seieineZufallsvariablemit Wertenin einemt -elementigen
Alphabet  , desseni -tesElementmit Wahrscheinlichkeit / � angenom-
men werde.Dann gibt es einen Quellencodefür  � mit einem 1 -
elementigenZeichensatz,dessenmittlereLänge

8
proBuchstabenaus 

dieUngleichung � e ( � ) O 8 %�� e ( � ) +
1�

erfüllt.

Beweis:Wir betrachtenein � -tupelausunabḧangigenZufallsvariablen� 1 ��������� ��� , die allesamtWerteim Alphabet  annehmenundalle die
gleicheWahrscheinlichkeitsverteilunghabenwie � .DieEntropiedieses� -tupels(zurBasis1 ) mit Wertenin  � ist ����e ( � ); nachdemgerade
bewiesenenSatzgibt esalsoeinenQuellencode,dessenmittlereLänge
zwischen��� e ( � ) und ��� e ( � ) + 1 liegt. Die Länge

8
bezogenauf

die Buchstabenaus  ist ein � -tel davon, erfüllt also die behauptete
Ungleichung.

DiesesKorollarzeigtinsbesondere,daßwir denmittlerenAufwandpro
Buchstabemit hinreichendgroßenBlocklängenbeliebig nahean die
Entropieann̈ahernkönnen.

c) Huffman-Codes
DAVID HUFFMAN stellte1951einVerfahrenvor, wie manzueinergege-
benenHäufigkeitsverteilungeinenPraefixcodemit minimalermittlerer
Längekonstruierenkann.In seinerArbeit

DAVID A. HUFFMAN: A Method for the Constructionof
Minimum-Redundancy Codes,Proc.I.R.E.,Sept.1952,1098–
1101

gehterausvoneinerendlichenMengevonNachrichten,alsodem,was
wir hier immer als dasAlphabet  = !*) 1 ��������� )n,." bezeichnen,und
ordnetsieso,daßfür dieWahrscheinlichkeit / � von ) � gilt: / � ��/ g fallsij%�k .
Für einenCode # mit minimalermittlererLängekannmandannohne
Beschr̈ankungderAllgemeinheitdavonausgehen,daßfür die Länge7 �
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desCodeworts # ( ) � ) gilt: 7 � O 7 g fälls iK%6k . Wärenämlich 7 g�� 7 � ,
so wäre / g 7 g + / � 7 � � / � 7 g + / g 7 � , d.h. die mittlere LängedesCodes
würdeechtkleinerdurchVertauschenderCodewörter # ( ) � ) und # ( ) g ),
im Widerspruchzur vorausgesetztenMinimalität.

Außerdemmuß 7�, = 7�, � 1 sein,denndie ersten7�, � 1 Zeichenvon# (  , ) könnenwegenderPraefixbedingungkeinCodewort für einenan-
derenBuchstabensein;wennwir etwaigefolgendeZeichenvon # ( ) , )
streichen,erhaltenwir einenneuenPraefixcode,dessenmittlereLänge
im Fall 7�, � 7�, � 1 kleinerwärealsdievon # .

Somitgibt esmindestenszwei Buchstaben,denenein Codewort maxi-
malerLängezugeordnetwird. Wir könnenabernochmehrsagen:Es
gibt unterdenCodewörternmaximalerLängemindestenszwei,diesich
nur in ihrem letztenZeichenunterscheiden:Wärediesnicht der Fall,
könntenwir beiallenCodewörternmaximalerLängedasletzteZeichen
streichenohnediePraefixbedingungzu verletzen.

Bislanggilt allesfür Codesmit einerbeliebigenAnzahl 1 vonZeichen;
für die KonstruktioneinesCodesanhandder aufgestelltenPrinzipien
wollen wir uns aber– genauwie HUFFMAN – zun̈achstauf den Fall1 = 2 beschr̈anken,und die Modifikationenfür 1 � 2 anschließend
kurz diskutieren.

Angenommen,wir habeneinenoptimalenbinärenCodefüreinAlphabet
aust � 2 Buchstaben.Dannwissenwir, daßesunterdenCodewörtern
maximalerLängezwei gibt, die sichnur im letztenBit unterscheiden;
indemwir die Codesder Buchstabenmit maximalerCodel̈angenöti-
genfalls permutieren,könnenwir annehmen,daßessich dabeiim die
beidenBuchstaben) , und ) , � 1 handelt.(Manbeachte,daßHUFFMAN

dieBuchstabennachihrerHäufigkeit anordnet.)

Für einen beliebigenbinären Code,bei dem die beidenBuchstaben
geringsterWahrscheinlichkeit Codewörter maximaler Länge haben,
die sich nur im letztenBit unterscheiden,könnenwir die HUFFMAN-
Reduktionbildenwie folgt:

Wir betrachteneinneuesAlphabet ;� aust J 1 Buchstaben;esentḧalt
die Buchstaben) 1 bis )n, � 2 sowie einenneuenBuchstaben)�� , der
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mit Wahrscheinlichkeit / , � 1 + / , auftretensoll. Zu diesemAlphabet
betrachtenwir denCode #�� , derden ) � mit i O t J 2 dasCodewort# ( ) � ) zuordnet;#�� ( )�� ) sei # ( ) , ) ohnedasletzteBit. Umgekehrt läßt
sich # aus # � fasteindeutigrekonstruieren:Wir setzen# ( ) , � 1) auf# � ( ) � ) gefolgtvoneinerNull und # ( )-, ) auf # � ( ) � ) gefolgtvoneiner
Eins (oderumgekehrt).Die mittlere Länge

8 � von # � läßtsich leicht
durchdiemittlereLänge

8
von # ausdr̈ucken:8 � =

, � 1� �
=1

/ � 7 � + (/ , � 1 + / , )( 7 , J 1) =

,� �
=1

/ � 7 � JG/ , � 1 JG/ ,
=
8 J|/N, � 1 JG/N, ,

denn7 , � 1 = 7 , .

HUFFMANsKonstruktionberuhtwesentlichaufderfolgendenBeobach-
tung: # ist genaudannoptimal,wenn #�� optimalist.

Ist nämlich # � nicht optimal, so gibt eseinenCode 1 � mit kleinerer
mittlerer Länge

8 ����% 8 � . Darausläßt sich ein Code 1 für  kon-
struieren,bei dem 1 ( ) , � 1) und 1 ( ) , ) aus 1~� ( )�� ) entstehendurch
AnhängeneinerNull bzw. einerEins;die mittlereLängediesesCodes
ist
8 ��� + /N, � 1 + /N, % 8

, sodaßauch# nichtoptimalist.Entsprechend
folgt auchdieandereRichtung.

Damit ist die rekursive StrukturdesAlgorithmusvon HUFFMAN klar:
Wir wolleneinAlphabet kodieren,dast Buchstabenentḧalt.

Im Fall t = 2 könnenwir einfachjedemderbeidenBuchstabeneines
derbeidenCodezeichenzuordnen;diemittlereLängedesCodesistdann
eins,undkürzerkannsiebei keinemCodesein.

Ist t � 2, soführenwir eineHUFFMAN-Reduktiondurch,d.h.wir fas-
sendie beidenam wenigstenwahrscheinlichenZeichenzusammenzu
einemZeichen) � , demwir dieSummevonderenWahrscheinlichkeiten
zuordnen.DankunsererrekursivenVorgehensweisekönnenwir für die-
sesAlphabetaust J 1 ElementeneinenoptimalenCodekonstruieren;
umaucheinenfür dasgegebeneAlphabetzuerhalten,kodierenwir die
beidenseltenstenZeichenso,daßwir andasCodewort für )�� eineNull
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bzw. eineEins anḧangen.Wie wir unsgeradeüberlegt haben,ist dann
auchderneueCodeoptimal.

Als Beispiel betrachtenwir eine Zufallsvariable � mit Wertenin ei-
nemsechselementigenAlphabet  = !*) � H � I �\��������� " ; die Wahrschein-
lichkeitender sechsBuchstabenseien(in alphabetischerReihenfolge)
1
3 � 1

4 � 1
6 � 1

8 � 1
12 und 1

24.

Die beidenseltenstenZeichensind � und � ; wir fassensiealsozusam-
menzueinemZeichen�*� mit Wahrscheinlichkeit 1

12 + 1
24 = 1

8. Im neuen
Alphabet !*) � H � I ���N�\�[� " sind � und �*� die beidenseltenstenBuchsta-
ben;wir fassensie alsozusammenzu einemneuenBuchstaben� ( �[� )
mit Wahrscheinlichkeit 1

8 + 1
8 = 1

4. Im Alphabet !*) � H � I �\� ( �[� ) " ist I der
seltensteBuchstabe;fürdenzweitseltenstenhabenwir dieAuswahlzwi-
schenH und � ( �[� ), die jeweils mit Wahrscheinlichkeit 1

4 auftretenund
müssenunsfür einenderbeidenentscheiden.Um Klammernzusparen
fassenwir H und I zusammenzueinemneuenBuchstabenH�I mit Wahr-
scheinlichkeit 1

6 + 1
4 = 5

12. Dies führt auf dasAlphabet !*) � H�I �\� ( �[� ) " ,
in dem � ( �[� ) und ) die beidenseltenstenBuchstabensind; wir fassen
siezusammenzum

”
Buchstaben“ ) : � ( �[� ) < . Damit sindwir bei einem

zweibuchstabigenAlphabetangelangt;einerderbeidenoptimalenCo-
desbestehtdarin,daßwir ) : � ( �[� ) < mit Null und H�I mit Einskodieren.

Nun müssenwir nacheinanderdie HUFFMAN-Reduktionenrückg̈angig
machen.Als ersteswird H�I aufgespaltenin H mit demCode10 und I
mit demCode11;dasUmgekehrtewärenaẗurlich genausogutmöglich.
Sodannwir ) : � ( �[� ) < aufgespaltenin ) und � ( �[� ) durchdie Kodierung) = 00 und � ( �*� ) = 01. Als nächsteswird � ( �[� ) aufgespaltendurch� = 010und �[� = 011,undim letztenSchrittsetzenwir � = 0110und� = 0111.

Damit habenwir einenoptimalenCodegefunden;seinemittlereLänge
ist

1
3
T 2 +

1
4
T 2 +

1
6
T 2 +

1
8
T 3 +

1
12

T 4 +
1
24

T 4 = 2
3
8

= 2 � 375,
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alsonurweniggrößeralsdieEntropie� =

1
3

log2 3 +
1
4

log2 4 +
1
6

log2 6 +
1
12

log2 12+
1
24

log2 24

=
4
3

+
5
8

log2 3   2 � 324.

Falls wir optimaleCodesmit einemZeichensatzvon 1 � 2 Elemen-
ten suchen,könnenwir im wesentlichengenausovorgehen;allerdings
könnenwir nun für jedesAlphabetmit höchstens1 Elementeneinen
Codemit mittlerer Längeeinsfinden.Bei jederHUFFMAN-Reduktion
außerdererstenfassenwir die 1 amwenigstenwahrscheinlichenBuch-
stabezueinemneuenBuchstaben)¡� zusammen;dadurchverringertsich
dieElementanzahldiesAlphabetsum 1 J 1. Falls t J 1 durch 1 J 1
teilbarist, könnenwir diesauchim erstenSchritttun;andernfallsfassen
wir dort nur t 0 Elementezusammen,wobei2 O t 0 % 1 sogewählt
wird, daß 1 J�t 0 durch 1 J 1 teilbarist.

DAVID ALBERT HUFFMAN (1925-â^1999)studierteElektrotechnikanderOhioStateUni-
versity;nachdemer 1944im Alter von 18 JahrenseinenBachelor-Abschlußbekommen
hatte,verbrachteerdenRestderKriegszeitalsRadaroffizieraufeinemSchiff derUSNavy.
NachdemKrieg kehrteerandieOhioStateUniversityzurück;nachseinemMaster1949
wechselteer zur PromotionansMIT. wo er danachvon 1953bis 1957auchlehrte.Den
HUFFMAN-Codeentwickelte er dort als StudienarbeitwährendseinesPromotionsstudi-
ums.1957gründeteerdasCumputerScienceDepartmentderUniversiẗatvonKalifornien
in SantaCruz,wo er1994emeritiertwurde.Die meistenseinerArbeitenbescḧaftigensich
mit Informations-undKodierungstheorie;erbefaßtesichbeispielsweisemit GAUSSschen
FlächenderKrümmungnull.

d) Komprimierung durch Dekorr elation
HUFFMAN-Codessind optimal, wennwir eineeinzigeZufallsvariable
betrachtenoder, wasaufdasselbehinausl̈auft,eineFolgevonunabḧangi-
genidentischverteiltenZufallsvariablen.EinesderHaupteinsatzgebie-
te der Datenkompressionsind aberBild- und Audiodaten,bei denen
dieseAnnahmesicherlichnicht erfüllt ist: Bei einerdigitalenTonauf-
nahmeetwa wird der Schalldruck44100-malpro Sekundegemessen
und auf einenWert zwischen0 und 224 J 1 = 16777215 oder0 und
216 J 1 = 65535skaliert.EineAufnahme,beiderdieLautsẗarke44100-
mal pro Sekundezufällig wechselt,werdennur wenigeHöreralsLieb-
lingsmusikwählen:DramatischeWechselin der Lautsẗarke sind zwar
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ein wichtigeskompositorischesElement,aberesmußsparsameinge-
setztwerden.Von den44100 Werten,die pro Sekundeaufgezeichnet
werden,unterscheidetsichdie überwiegendeMehrzahlnur wenigvon
ihremVorgänger.

Ähnlich ist esbeiBilddaten:SelbstversẗandlichsindabrupteÜbergänge
auchhier ein oft eingesetztesStilmittel, aberverglichen mit der An-
zahl der Pixel, mit denenBilder typischerweisedigitalisiert werden,
unterscheidetsichauchhierderGroßteilallerFarb-oderGrauwertenur
wenigvon denentsprechendenWertenderNachbarpixel. Hier werden
Grau-oderFarbwertetypischerweisenur mit Wertenzwischen0 und
28 J 1 = 256kodiert,daunserAugebeigedrucktenoderaufeineLein-
wandprojiziertenBildernselbstbeinur64verschiedenenWertenkeine
Artefaktemehrerkennenkann,wohingegenunserGeḧor nochauf sehr
viel feinereUnterschiedereagiert.

In beidenFällenstecktalsoein zumindestim Mittel wesentlicherTeil
derInformationbereitsim Vorgänger;wir könnendiesdadurchquanti-
fizieren,daßwir die typischeKorrelationeinesSchalldruckoderFarb-
wertsmit seinemVorgänger(odersonstigenNachbar)berechnen.Diese
Korrelationbezeichnetmanalsdie Autokorrelationdesstochastischen
Prozesses,durchdenwir ein typischesMusiksẗuck oderBild beschrei-
ben.

Auf derfolgendenDoppelseitesindeinigein LehrbüchernderBildver-
arbeitungbeliebteGrauwerttestbilderzusehenzusammenmit denDaten
überminimale,maximaleundmittlereHelligkeit 2 min � 2 max und ¢ , Vari-
anz £ 2, Standardabweichung£ sowie derAutokorrelation¤ . Alle diese
aus

P.M. FARELLE: RecursiveBlock Codingfor ImageDataCom-
pression,Springer, 1990

entnommenenDatenbeziehensichnaẗurlich aufdie Originalbilderund
nichtaufdas,wasIhr BildschirmoderDruckerdarausmacht.Trotzdem
solltederVergleichvonBildernundDateneineneinigermaßenkorrekten
EindruckzumindestderrelativenSituationvermitteln,dahoffentlichalle
hier abgedrucktenBilder in derselbenWeiseverunstaltetsind.
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WiedieDatenzeigen,könnenwir beiderKomprimierungvonBilddaten
zumindestungef̈ahr von einerAutokorrelationum die 95% ausgehen;
jederWert ist somit im Mittel bereitszu 95% durchseinenVorgänger
bestimmt.Trotzdemübertragenoderspeichernwir zumindestmir den
unsbislangbekanntenKompressionsverfahrenimmerwieder100%der
InformationeinerjedenZufallsvariablen.

EinmöglicherAnsatzzurDatenkompressionwäredaher, daßwir immer
nur die DifferenzzumVorgängerübertragenoderspeichern:Haben�
und ¥ beideErwartungswert¢ und Varianz £ 2, so hat ¦ = ¥ J§�
dendeutlichkleinerenErwartungswert(1 J�¤ ) ¢ undnur nochVarianz
2(1 J¨¤ ) £ 2. Die Kovarianzzwischen� und ¦ ist

Cov( � � ¦ ) = Cov( � � ¥ J�¤n� ) = Cov( � � ¥ ) J¨¤ Cov( � � � )

= ¤©£ 2 J�¤©£ 2 = 0 ;� und ¦ sindalsounabḧangigvoneinander.

Verfahren,die diesausnutzen,gibt es in der Tat; sie müssenabermit
demProblemfertig werden,daßdie Differenzzwar meistensklein ist,
daßabergeradedieAusnahmen,beidenensiegroßist, sehrwesentlich
für dieRekonstruktiondesOriginal sind.

DeramhäufigstenverwendeteAnsatzgehtdaherandersvor:Die
”
Nach-

richt“ wird in Blöckeaufgeteilt;bei derSchallaufzeichungaufCD sind
diesbei denderzeitauf demMassenmarkterḧaltlichenGer̈atenBlöcke
zu je achtWerten,beiBildernsindesTeilbildervon jeweils8 ª 8 Pixel.

Anstelle der einzelnenZufallsvariablenkodierenwir die Blöcke; wie
wir bereitsmehrfachgesehenhaben,läßtsichalleindadurchdermittlere
Aufwandmeistensreduzieren,wennauchnicht so dramatischwie bei
denhier betrachtetenKomprimierungsverfahren.

Der Einfachheithalberbeschr̈anken wir unsauf ein eindimensionales
Modell, mit demwir esbeispielsweisebei Audiodatenzu tun haben.
Wir betrachtenBlöcke aus einer gewissenAnzahl � von Zufallsva-
riablen,die allesamtdasselbein } enthalteneAlphabetund dieselbe
Wahrscheinlichkeitsverteilunghaben.Dabeinehmenwir an, daßjede
derZufallsvariablemit ihremNachbarndieKorrelation¤ habe.
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Peppers¢ = 115,6£ 2 = 5632£ = 75,0¤ = 0,982 min = 02 max = 237

Lenna¢ = 99,1£ 2 = 2796£ = 52,9¤ = 0,972 min = 32 max = 248

Sailboat¢ = 124,3£ 2 = 6027£ = 77,6¤ = 0,972 min = 02 max = 249
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Stream¢ = 113,8£ 2 = 2996£ = 54,7¤ = 0,942 min = 02 max = 255

Tiffany¢ = 208,6£ 2 = 1126£ = 33,6¤ = 0,872 min = 32 max = 255

Baboon¢ = 128,9£ 2 = 2282£ = 47,8¤ = 0,862 min = 02 max = 236
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Als erstessolltenwir unsfragen,wie esmit der Korrelationzwischen
weiterentferntenVariablenaussieht.Dazukönnenwir apriori nichtssa-
gen;wennwir im Extremfall nurzweiZufallsvariablenmit Korrelation¤
haben,sodaßalleFolgengliedermit gerademIndex gleichdereinenund
alle übrigengleichderanderensind,ist die Korrelationgleich ¤ , wenn
sich die Indizesum eineungeradeZahl unterscheiden,undeinssonst.
DieserFall wird freilich beiBild- undAudiodatenkaumvorkommen.

Dort gehtmanüblicherweiseausvom sogenanntenar(1)-Modell,wo-
nach – in Analogie zu MARKOV-Ketten – alle Abhängigkeiten aus-
schließlichauf die zwischenunmittelbarenNachbarnzurückzuf̈uhren
sind, so daßdie Korrelationzwischenzwei Zufallsvariablengleich ¤
hochBetragderIndexdifferenzist.

Beim blockweisenKodierennachdiesemModell betrachtenwir somit
einenVektor( � 1 ��������� � � ) vonZufallsvariablen;alle � � habendensel-
benErwartungswert¢ unddieselbeVarianz£ 2; dieKorrelationzwischen� � und �¬g ist ¤® � � g  . Die Korrelationsmatrix,bei der an der Stelle i¯k
dieserWert steht,ist somitdiesymmetrischeMatrixw°°°°x 1 ¤ ¤ 2 ����� ¤ � � 1¤ 1 ¤ ����� ¤ � � 2¤ 2 ¤ 1 ����� ¤ � � 3

...
...

...
. ..

...¤ � � 1 ¤ � � 2 ¤ � � 3 ����� 1

yh±±±±z
;

dieKovarianzmatrixist das £ 2-fachedavon.

Wir betrachtennunanstellederZufallsvariablen� � neueVariablen¥ � =

�� g =1

) � g � g
mit zun̈achstirgendwelchenreellenZahlen) � g . Dannist

Cov( ¥ � � ¥ Q ) = Cov

wx �� g =1

) � g � g � �� M =1

) Q M � M yz
=

�� g =1

�� M =1

) � g Cov( � g � � M ) ) Q M .
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Stündein der letztenSummeganzrechts) M Q anstellevon ) Q M , sowäre
die Summegeradeder i³P -Eintrag desProdukts  mal Kovarianzma-
trix der � � mal  , wobei  dieMatrix mit Einträgen) � g bezeichnet.Da
tats̈achlich) Q M dasteht,müssenwir alsletztenFaktordesMatrixprodukts
die transponierteMatrix  µ´ anstellevon  nehmen;die Kovarianzma-
trix derneuenZufallsvariablenist also

Cov( ¥ 1 ��������� ¥R� ) =  Cov( � 1 ��������� ��� )  �´ .

Als nächstesbeachtenwir, daßdie Kovarianzmatrixder � � symme-
trisch ist; nachdem(im Anhangzu diesemParagraphenbewiesenen)
Spektralsatzgibt es dahereine Orthonormalbasisdes } � , bez̈uglich
derer sie Diagonalgestalthat. Es gibt also eine Matrix  , so daß Cov( � 1 ��������� ��� )  � 1 eineDiagonalmatrixist, unddadie Matrix  
zu einemBasiswechselzwischenzwei Orthonormalbasengeḧort, ist µ �´ dieEinheitsmatrix,d.h.  � 1 =  �´ .

Definierenwir daher¥ � = � ) � g � g mit denEinträgendieserMatrix  ,
so ist Cov( ¥ 1 ��������� ¥R� ) eineDiagonalmatrix;die verschiedenen¥ � sind
alsovoneinanderunabḧangigeZufallsvariablen.

Unter denAnnahmendesar(1)-Modellskönnenwir somit jedeFolge
von Zufallsvariablendurcheine lineareTransformationin eineFolge
unkorrelierterZufallsvariablenüberf̈uhren.DieseTransformationbe-
zeichnetman,obwohl siezuerstvon HOTELLING vorgeschlagenwurde,
alsKARHUNEN-LOÈVE-Transformation.

HAROLD HOTELLING (1895–1973)war ein amerikani-
scherStatistiker undÖkonom;er lehrteanderColum-
bia UniversityundderUniversityof NorthCarolina.In
einer1933veröffentlichtenArbeit im JournalofEduca-
tionalPsychologyschlugererstmaligdieseTransforma-
tion vor, dievonStatistikernheutein Anlehnunganden
Titel seinerArbeit meistalsHauptkomponentenanalyse
bezeichnetwird. In EuropaerschiendieTransformation
fastgleichzeitigum 1947bzw. 1948in wahrscheinlich-
keitstheoretischenArbeitendesFinnenKARI KARHU-
NEN (1915–1992)und desFranzosenMICHEL LOÈVE

(1907–1979),nachdenensiein dertechnischenLitera-
tur benanntwird.
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Die Matrix  derlinearenTransformationhängtnurvon ¤ abundkann
daherfür gängigeWertevon ¤ vorberechnetwerden;die KARHUNEN-
LOÈVE-Transformationbestehtsomiteinfachin derMultiplikation mit
einerbekanntenMatrix. Da die Abhängigkeit von ¤ im hier relevanten
Bereichrelativ schwachist, verschlechternsich die Ergebnissekaum,
wennmansichdabeiaufein typisches¤ beschr̈ankt,etwaauf ¤ = 0 � 95.

Trotzdem wird die KARHUNEN-LOÈVE-Transformationpraktisch nie
verwendet,denndurch einen anderenAnsatz kommt man mit deut-
lich geringeremAufwandauf fastdasselbeErgebnis.Um zusehen,wie
dieserFuntkioniert,betrachtenwir die für Komprimierungsverfahrenin
derUnterhaltungselektroniktypischenWerte � = 8 und ¤ = 0 � 95. Die
EigenvektorenderKovarianzmatrix

Cov( � 1 ��������� � 8) =

w°°°°°°°°°x
1 ¤ ¤ 2 ¤ 3 ¤ 4 ¤ 5 ¤ 6 ¤ 7¤ 1 ¤ ¤ 2 ¤ 3 ¤ 4 ¤ 5 ¤ 6¤ 2 ¤ 1 ¤ ¤ 2 ¤ 3 ¤ 4 ¤ 5¤ 3 ¤ 2 ¤ 1 ¤ ¤ 2 ¤ 3 ¤ 4¤ 4 ¤ 3 ¤ 2 ¤ 1 ¤ ¤ 2 ¤ 3¤ 5 ¤ 4 ¤ 3 ¤ 2 ¤ 1 ¤ ¤ 2¤ 6 ¤ 5 ¤ 4 ¤ 3 ¤ 2 ¤ 1 ¤¤ 7 ¤ 6 ¤ 5 ¤ 4 ¤ 3 ¤ 2 ¤ 1

y ±±±±±±±±±z
könnendann zumindestnumerischleicht bestimmtwerden;da man
achtVektorenmit jeweils achtEinträgenwenigStrukturansehenkann,
habeich die Ergebnissein denfolgendenachtZeichnungengraphisch
dargestellt:Die eingezeichnetenPunktesind ( i � 2 � ) für i = 1 ��������� 8,
wobei 2 � jeweils die i -te Komponentedesauf Längeeinsnormierten
Eigenvektorsbezeichnet.Zus̈atzlichist in der k -tenZeichnungnochdie
Kurve E = cos ¶ (22�J 1)(k;J 1)·

16 ¸
eingezeichnet;wie mansieht,liegendiePunkte( i � 2 � ) zwarnichtexakt
auf diesenKurven,aberdochsehrin derenNähe.Entsprechendesgilt
auchfür andereWerte von � und andereKorrelationskoeffizienten ¤
naheeins.

Der Grunddafür, daßman in der Praxislieber mit denso durchKo-
sinuswerteangen̈ahertenBasisvektorenarbeitet,liegt nicht darin, daß
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Der zweite Eigenvektor der Korrelationsmatrix

dieseeinfacherzu berechnensind – die Eigenvektorensind schließ-
lich KonstantendesKomprimierungsverfahren.Für dieTransformation
einesBlocks in die neueBasisbrauchenwir abereineMatrix-Vektor-



4¹C Mathematik und Information FS2011

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0 2 4 6 8
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Der vierte Eigenvektor der Korrelationsmatrix

Multiplikation, d.h. � 2 Multiplikationen sowie � ( �ºJ 1) Additionen
reellerZahlen.Wennwir stattdessenmit dendurchKosinuswertegege-
benenVektorenarbeiten,könnenwir einesogenannteschnelleFOURIER-
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bzw. Kosinustransformationanwenden,die nur ungef̈ahr � log2 � Mul-
tiplikationenben̈otigt. Ihre Dekorrelationseffiziensliegt im Fall � = 8
und ¤�  0 � 95 bei etwa 98%;wir verlierenalsofastnichtsim Vergleich
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Der achte Eigenvektor der Korrelationsmatrix

zuraufwendigerenKARHUNEN-LOÈVE-Transformation.

SchnelleFOURIER- undKosinustransformationengibtesauchin höheren
Dimensionen;insbesonderekönnenwir im ZweidimensionalenBlöcke
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von 8 ª 8 Pixel schnellso in eine neueBasisdes64-dimensionalen
Raumstransformieren,daßsiepraktischunabḧangigvoneinandersind.

Die diskreteKosinustransformationist Teil fastaller gängigerNormen
zurBildkomprimierung:Sowohl derJPEG-Standardfür Photographien,
die StandardsMPEG 1 und 2 für digitale (Unterhaltungs-)Videosals
auchder StandardCCITT H.261 für Videokonferenzenenthalten(ne-
benanderenBestandteilen)jeweilseinediskreteKosinustransformation;
auchim mp3-Standardist sieeinTeil derCodierung.

Die Transformationallein ist naẗurlich noch keine Komprimierung:
Schließlichhabenwir nur einen Vektor in einer anderenBasis hin-
geschrieben,unddie AnzahlderreellenZahlen,die manzur Beschrei-
bungeinessolchenVektorsben̈otigt, ist unabḧangigvonderBasis.Der
wesentlicheVorteil der neuenBasisist, daßmanstatistischrechtgute
Aussagen̈uberdie Größeder Komponentenmachenkann.Hier wol-
lenwir aufexaktestatistischeBerechnungenverzichtenundstattdessen
informell diskutieren,warumdiesderFall seinkönnte.

Wie die AbbildungenderBasisvektorenzur KARHUNEN-LOÈVE-Trans-
formationund die Formeln für die Basisvektorenzur diskretenKosi-
nustransformationzeigen,werdendie Basisvektoren,wennmansie in
der hier angegebenenReihenfolgebetrachtet,immer hochfrequenter.
Voneinemhinreichendfein abgetastetenBild- oderAudiosignalerwar-
tenwir, daßhochfrequenteSchwankungenkeinegroßeRollespielenund
somitdieentsprechendenBasisvektorennurkleineKoeffizientenhaben
oderin vielenFällensogargleichgarnichtauftreten.Dementsprechend
gen̈ugtes,für die ÜbertragungdieserKoeffizientennurwenigeBits be-
reitzustellen;bei nurgeringenAbstrichenandie Qualiẗat kannmanauf
gewisseKoeffizientensogarganzverzichten.

Ein Kompressionsverfahrenwird daher, je nachAnspruchandie Qua-
lit ät, entwederalle KoeffizientendesSignalsin derneuenBasisübert-
ragenunddurcheinegeeigneteDarstellungderDatendafür sorgen,daß
Folgen von Nullen nur wenig Platz ben̈otigen,oder aberes wird nur
eineAuswahl der Koeffizientenübertragenund auchfür diesejeweils
festlegen,wie viele Bit dafür in Anspruchgenommenwerden.Diese
Anzahlwird umsogeringersein,je höherdie Frequenzdesjeweiligen
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Basisvektorsist; bei einigenVerfahrenwie etwa JPEGkönnendie An-
zahlenauchvariabelin Abhängigkeit von einerQualiẗatszahlgewählt
werden.

Zum Schlußsei nochganzkurz erwähnt,daßdie KARHUNEN-LOÈVE-
Transformationunddamit(mit ganzgeringenAbstrichen)auchdiedis-
kreteKosinustransformationzwar die Korrelationsmatrixin optimaler
Weisediagonalisieren,daßaberdarausnicht folgt, daßsieauchoptima-
le Kompressionsverfahrenliefern: Ausßerder Kovarianzgibt esnoch
weitereQuellenfür RedundanzeinesBildes.

EingewisserNachteilderKosinustransformationistaußerdem,daßman
für abrupteÜbergänge,wie sie etwa bei Kantenimmerwiedereinmal
auftauchen,die hochfrequentenBasisvektorenbraucht,die dannaber
nicht nur die Kanteselbstbeeinflussen,sonderndasgesamteQuadrat,
aufdasdieTransformationangewandtwird.

EinebessereMöglichkeit wäreesdaher, wennmananstellevon Kosi-
nusfunktionenFunktionenverwendenkönnte,die sowohl im Zeit- als
auch im Frequenzbereichlokalisiert sind. SolcheFunktionengibt es
in der Tat, etwa die sogenanntenWavelets.Hierbeihandeltessich um
schnellabklingendeWellen,undneuereArbeitendeutendaraufhin,daß
diesefür gewisseBildmodelle(die im Gegensatzzumhierbetrachteten
nicht mit Wahrscheinlichkeitenarbeiten)nicht zu weit vom Optimum
entferntseinsollten.Im RahmendieserVorlesungist esjedochzeitlich
wedermöglich,aufdieseModelleeinzugehen,nochistaneinegenauere
BehandlungvonWaveletszudenken.

Einen allgemeinversẗandlichenÜberblick über Wavelets findet man
etwabei

BARBARA BURKE HUBBARD: Wavelets:Die Mathematikder kleinen
Wellen,Birkhäuser1997;

daszitierteOptimaliẗatsresultatist beschriebenim Vortrag

STÉPHANEMALLAT: AppliedMathematicsmeetssignalprocessing

aufdemInternationalenMathematikerkongress1998in Berlin,nachzu-
lesenin BandI derProceedings,S.319–338,oderunterhttp://www.ma-
thematik.uni-bielefeld.de/documenta/xvol-icm/00/Mallat.MAN.html.



Kap. 1: Shannons Informationstheorie Cj�
e)Datenkomprimierung mit JPEG
Als praktischesBeispieleinesKomprimierungsalgorithmuswollen wir
zumindestkurz des JPEG-Standardder Joint Photographers Expert
Groupbetrachten,derin vielenDigitalkamerasverwendetwird.

Er beginntdamit,dasBild in Blöckevon8 ª 8 Pixel aufzuteilenundje-
denwie im vorigenAbschnittbeschriebeneinerKosinustransformation
zuunterziehen.DasErgebnisist eineneue8 ª 8-Matrix reellerZahlen,
die zun̈achstquantisiert,d.h. auf WerteauseinerdiskretenMengege-
rundetwerden.GrößeundAufbaudieserMengehängensowohl vonder
Positionin derMatrix alsvoneinemwählbarenQualiẗatsfaktorab.

Der Matrixeintraglinks obenentsprichtdemBasisvektor, dessensämt-
licheEinträgegleichsind;dortstehtalsoderMittelwertderEinträgeder
urspr̈unglichen8 ª 8-Matrix. Er wird (abgesehennaẗurlich vom ersten
Block) gespeichertals die Differenzvom Mittelwert desVorgänger-
blocks;VorgängerbeziehtsichdabeiaufdiezeilenweiseAnordnung.

Die übrigen63EinträgeeinesjedenBlockswerdenmäanderf̈ormignach
demSchemaim nächstenBild durchlaufen:

Die so erhalteneFolge von 63 Wertenwird meistviele Nullen enthal-
ten; gespeichertwerdendahernur die von Null verschiedenenWerte
zusammenmit derAnzahlderNullfeldervor soeinemWert.

Im letztenSchrittschließlichwird diegesamtesoerhalteneZeichenfolge
HUFFMAN-kodiert.
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f) Anhang: Der Spektralsatz
FürdiejenigenLeser, dienichtmit EigenwertenundEigenvektorensym-
metrischerMatrizenvertrautsind,seienhier die entsprechendenSätze
bewiesen.Um die Notationfestzulegen,beginneich mit derDefinition
vonEigenwertenundEigenvektoren:

a) Eigenwerte und Eigenvektoren: Die Matrix einer linearenAbbil-
dung » : ¼ ½ ¼ bez̈uglich einerBasis ¾ = ( ¿ 1 À�Á�Á�Á�À ¿�Â ) ist genaudann
eine Diagonalmatrix,wenn jeder der Basisvektoren ¿�Ã von » auf ein
VielfachesÄ Ã ¿ Ã von sich selbstabgebildetwird; alsdannist die Abbil-
dungsmatrixgleichderDiagonalmatrixmit EinträgenÄ 1 À�Á�Á�Á�À Ä Â . Somit
hängtessehrvonderBasisab,obdieAbbildungsmatrixDiagonalgestalt
hatodernicht.

Die Matrix Å
= ÆÇÈ 1 2 1 É 2

2 1 É 2 1
1 É 2 1 2É 2 1 2 1

ÊhËÌ ÍÏÎ 4 Ð 4

etwa ist ganzsicherkeineDiagonalmatrix.Betrachtenwir die lineare
Abbildung » : Î 4 ½ Î 4; Ñ�Ò½ Å Ñ
aberbez̈uglich derBasis¾ = ( ¿ 1 À ¿ 2 À ¿ 3 À ¿ 4) mit

¿ 1 = ÆÇÈ 1
1
1
1

Ê ËÌ À ¿ 2 = ÆÇÈ 1É 1
1É 1

Ê ËÌ ¿ 3 = ÆÇÈ 1É 1É 1
1

Ê ËÌ und ¿ 4 = ÆÇÈ 1
1É 1É 1

Ê ËÌ ,

sorechnetmanleichtnach,daß» ( ¿ 1) =

Å ¿ 1 = 2¿ 1 À » ( ¿ 2) = 2¿ 2 À » ( ¿ 3) = É 4¿ 3 und » ( ¿ 4) = 4¿ 4
ist, bez̈uglich ¾ hat » alsodieDiagonalmatrixÓ

= ÆÇÈ 2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 É 4 0
0 0 0 4

ÊhËÌ
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als Abbildungsmatrix.WennkeineschwerwiegendenanderenGründe
dagegensprechen,wird esbeiumfangreichenRechnungenmit derMa-
trix

Å
meist eine gute Idee sein, statt mit der Standardbasisvon Î 4

mit der Basis ¾ zu rechnen.So ist beispielsweisedie Berechnungder
inversenMatrix von

Ó
eineeinfacheKopfrechenaufgabe,wohingegen

dieBerechnungvonÅ�Ö
1 =

1
8
ÆÇÈ 2 1 2 É 1

1 2 É 1 2
2 É 1 2 1É 1 2 1 2

Ê ËÌ
docheinigesanAufwanderfordert.Genausoist dieBerechnungvonÅ

10 = ÆÇÈ 524800 0 É 523776 0
0 524800 0 É 523776É 523776 0 524800 0
0 É 523776 0 524800

Ê ËÌ
mit erheblicherArbeit verbunden,währendman für die von

Ó 10 nur
wissenmuß,daß210 = 1024und220 = 1048576ist.

Definition: Ein Vektor Ñ Í × ÂGØ�Ù 0 Ú heißt Eigenvektor der Matrix

Å Í�× Â Ð Â , wenneseineZahl Ä ÍÛ× gibt, sodaß

Å Ñ = Ä�Ñ ist. DiesesÄ
bezeichnenwir alseinenEigenwertvon

Å
.

Der seltsameNameEigenwertläßtsichvielleicht ambestenverstehen,wennmanseine
Anwendungin derQuantenmechanikbetrachtet:Dort werdenObservable, d.h.physika-
lischeMeßgr̈oßen,durchMatrizenbeschriebenundZusẗandedurchVektoren.Die mögli-
chenErgebnisseeinerMessungsind die Eigenwerteder zugeḧorigenMatrix, und nach
der Messungist der ZustanddesSystemsein Eigenvektor zum gemessenenEigenwert.
Die in der QuantenmechanikauftretendenMatrizensind allesamtso,daßeseineBasis
ausEigenvektorengibt.

FallsesalsozueinerMatrix

Å
eineBasisausEigenvektorengibt,können

wir siealsobez̈uglichdieserBasisalsDiagonalmatrixdarstellen.

Offensichtlichist mit einemVektor Ñ auchjedesVielfache(außerdem
nachDefinitionausgeschlossenenNullvektor)einEigenvektorzumsel-
benEigenwert;allgemeinerist sogar jedeLinearkombination(außer0)
von Eigenvektorenzum Eigenwert Ä wiederein Eigenvektor zum Ei-
genwert Ä , d.h.die Eigenvektorenzu einemfestenEigenwert Ä bilden
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zusammenmit demNullvektoreinenUntervektorraumvon ¼ , denso-
genanntenEigenraumvon Ä .

Definition: Die DimensiondesEigenraumsvon Ä heißtgeometrische
VielfachheitdesEigenwertsÄ .

Lemma: Sind Ñ 1 À�Á�Á�Á�À Ñ�Ý Í ¼ Eigenvektorender Matrix

Å
zu ver-

schiedenenEigenwertenÄ 1 À�Á�Á�Á�À Ä�Ý , so sind dieseVektorenlinear un-
abḧangig.

Beweis:Angenommen,Ñ 1 À�Á�Á�Á+À Ñ Ý seienlinearabḧangig.Dannkönnen
wir eineZahl 2 Þàß;Þ�á finden,sodaßzwar Ñ 1 À�Á�Á�Á�À ÑAâ linearabḧangig
sind,nichtaberÑ 1 À�Á�Á�Á�À Ñ-â Ö 1. Esgibt daherSkalareã Ã Í�× , sodaßã 1 Ñ 1 + ä�ä�ä + ã â Ñ â = 0

ist. Wendenwir beideSeitendieserGleichungmit

Å
multiplizierenund

beachten,daß

Å ÑLÃ = ÄNÃåÑLÃ ist, folgt, daßauchã 1 Ä 1 Ñ 1 + ä�ä�ä + ã�â�Äæâ\ÑAâ = 0

ist. Andererseitskönnenwir obigeGleichungaucheinfachmit Ä â mul-
tiplizierenmit demErgebnisÄ â ã 1 Ñ 1 + ä�ä�ä + Ä â ã â Ñ â = 0 .

DurchSubtraktionderletztenbeidenGleichungenvoneinandererhalten
wir einelineareAbhängigkeitã 1( ÄRâjÉºÄ 1) Ñ 1 + ä�ä�ä + ã�â Ö 1( ÄæâjÉºÄRâ Ö 1) ÑAâ Ö 1 = 0

zwischen Ñ 1 À�Á�Á�Á+À Ñ â Ö 1. Da diese Vektoren linear unabḧangig sind,
müssenalleKoeffizientenverschwinden.DadieEigenwerteÄ 1 À ä�ä�ä À Ä â
aberallesamtverschiedensind,ist diesnur möglich,wenn ã 1 bis ã�â Ö 1
verschwinden.Wegen Ñ-â ç= 0 muß dann aber auch ã�â verschwin-
den,im Widerspruchzur angenommenenlinearenUnabḧangigkeit vonÑ 1 À�Á�Á�Á�À Ñ â .
b) Vielfachheiten von Eigenwerten: Ist è eineNullstelle einesPoly-
noms é ( ê ), so kann é ( ê ) bekanntlichdurch( ê Éëè ) geteilt werden,
und è heißt á -fache Nullstellevon é ( ê ), wenn é ( ê ) durch( ê Éìè )

Ý
teilbarist, nichtaberdurch( ê É	è )

Ý +1.
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Definition: Wir sagen,der Eigenwert Ä von

Å
habedie algebraische

Vielfachheit á , wenn Ä eine á -facheNullstelle descharakteristischen
Polynomsdet(

Å É�Ä�î ) ist.

Im obigenBeispielhattealsoderEigenwertNull diealgebraischeViel-
fachheitzwei,dieanderenbeidenhattenalgebraischeVielfachheiteins.
Die DimensiondesjeweiligenEigenraums,die geometrischeVielfach-
heit also,war genausogroß,jedochmußdiesim allgemeinennicht der
Fall sein:Für dieMatrix

Å
= ï 1 1

0 1 ð
etwahatdascharakteristischePolynom

det(

Å ÉºÄ�î ) = ññññ 1 ÉºÄ 1
0 1 ÉºÄ ññññ = (1 É�Ä )2

die doppelteNullstelleeins, Ä = 1 ist alsoein Eigenwertmit algebrai-
scherVielfachheitzwei. Der zugeḧorige Eigenraumist die Lösungs-
mengedeslinearenGleichungssystems

0è 1 + 1è 2 = 0

0è 1 + 0è 2 = 0 ,

alsogeradedieMengeallerVektorenderForm òôó0 õ undsomiteindimen-
sional.Die geometrischeVielfachheitdesEigenwertseinsist dahernur
eins.

DasBeispielderAbbildung» : Î 2 ½ Î 2; ï è ö ð Ò½ ï è cos÷ÏÉ ö sin ÷ö
cos÷ + è sin ÷ ð

mit AbbildungsmatrixÅ
= ï cos÷ É sin ÷

sin ÷ cos÷;ð ÍÏÎ 2 Ð 2

zeigt,daßesüberhauptkeineEigenwertegebenmuß,dennhier ist das
charakteristischePolynomgleichññññ cos÷ÏÉ�Ä É sin ÷

sin ÷ cos÷ÏÉºÄ ññññ = (cos÷øÉºÄ )2 + sin2 ÷ .



Ô�Ô Mathematik und Information FS2011

AbgesehenvomFall sin ÷ = 0,wenn

Å
gleichderpositivenodernegati-

venEinheitsmatrixist, hatdiesesPolynomkeinereelleNullstelle,daes
nurpositiveWerteannimmt.Eshatabernaẗurlich diebeidenkomplexen
Nullstellen Ä 1 ù 2 = cos÷�ú�û sin ÷ = ü[ý Ãÿþ ;

fassenwir » als Abbildung von � 2 nach � 2 auf, gibt esalsozwei Ei-
genwerte.Beidehabendie algebraischeundgeometrischeVielfachheit
eins; zugeḧorige Eigenvektorensind etwa ò 1Ã õ und ò 1

Ö Ã õ . Wählenwir
diesebeidenVektorenals Basis,so wird die Abbildungsmatrixvon »
bez̈uglichdieserneuenBasiszurDiagonalmatrixï ü Ãÿþ 0

0 ü Ö Ã þ ð .

Allgemeingilt für die algebraischenundgeometrischenVielfachheiten
vonEigenvektoren

Satz: a) Die geometrischeVielfachheiteinesEigenwertsist stetsklei-
nerodergleichderalgebraischenVielfachheit.
b) Die SummederalgebraischenVielfachheitenderverschiedenenEi-
genwerteeinerlinearenAbbildungist kleinerodergleichderDimension
desVektorraums.

Beweis:a) DerEigenwertÄ der ����� -Matrix

Å
habediegeometrische

Vielfachheit á , d.h. der zugeḧorige Eigenraumhabedie Dimension á .
Wir wähleneineBasis ¿ 1 À�Á�Á�Á�À ¿ Ý diesesEigenraumsund ergänzensie
zu einerBasisdesgesamtenVektorraums;bez̈uglich dieserBasissei �
dieAbbildungsmatrixderlinearenAbbildung» :

× Â ½ × ÂÑ�Ò½ Å Ñ .

Da ¿ 1 À�Á�Á�Á+À ¿ Ý EigenvektorenzumEigenwertÄ sind,ist » ( ¿�Ã ) = ÄR¿�Ã . In
den ersten á Spaltenvon � stehtalso jeweils in der Diagonalendas
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ElementÄ undansonsten̈uberalldieNull.

Å
hatsomitdieFormÅ

=

ÆÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÈ
Ä 0 Á�Á�Á 0 � Á�Á�Á �
0 Ä Á�Á�Á 0 � Á�Á�Á �
...

...
...

...
...

. ..
...

0 0 Á�Á�Á Ä � Á�Á�Á �
0 0 Á�Á�Á 0
...

...
...

...
0 0 Á�Á�Á 0

Ê ËËËËËËËËËËÌ ,

wobei uns weder die mit � bezeichnetenKörperelementenoch die
( �~É�á ) � ( �~É�á )-Matrix 	 weiterzu interessierenbrauchen.

Für � Élè�î gilt dasselbe,nur daßjetzt Ä�Élè in derDiagonalensteht,
d.h.dieseMatrix hatdieFormÆÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÈ

Ä�É	è 0 Á�Á�Á 0 � Á�Á�Á �
0 Ä�É¨è Á�Á�Á 0 � Á�Á�Á �
...

...
.. .

...
...

. ..
...

0 0 Á�Á�Á Ä�É	è � Á�Á�Á �
0 0 Á�Á�Á 0
...

...
.. .

... 
 � � �ÏÉ¨á
0 0 Á�Á�Á 0

Ê ËËËËËËËËËËÌ ,

wobei î Â Ö Ý die ( �~É�á ) � ( �~É¨á )-Einheitsmatrixbezeichnet.

ZurBerechnungihrerDeterminantenverwendenwir denLAPLACEschen
Entwicklungssatz:Da in dererstenZeile (oderSpalte)nuranderersten
Stelleein von Null verschiedenerEintragsteht,ist dieseDeterminante
gleich( Ä�Élè ) mal derDeterminantejenerMatrix, die durchStreichen
dererstenZeileundSpalteentsteht.Falls á� 1ist,hatdieseneueMatrix
dieselbeForm, wir könnendenLAPLACEschenEntwicklungssatzalso
nocheinmalanwendenusw.; wir erhaltenschließlich

det( � É¨è�î ) = ( Ä�É¨è )
Ý

det( 	 É	è�î Â Ö Ý ) .

Somitist det(� É¨èRî ) durch( è�ÉºÄ )
Ý

teilbar.

Was uns wirklich interessiert,ist aber nicht det( � É è�î ), sondern
det(

Å ÉÏè�î ). Ist � dieMatrix desBasiswechselsvonderStandardbasis
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des × Â auf die Basis �n¿ 1 À�Á�Á�Á�À ¿ Â�� , jeneMatrix also,derenSpaltenvek-
torendie ¿ Ã sind,soist � = � Ö 1

Å � und

det( �àÉ	è�î ) = det(� Ö 1

Å � É	è�î ) = det( � Ö 1

Å � É	è�� Ö 1 î�� )

= detò � (

Å É¨èRî ) � Ö 1 õ = det � det(

Å É	è�î )(det � )

Ö
1

= det(

Å É	è�î ) .
Å

und � habenalsodasselbecharakteristischePolynom,undsomit ist
auchdascharakteristischePolynomvon

Å
durch( èøÉ Ä )

Ý
teilbar. Die

algebraischeVielfachheitvon Ä ist dahermindestensá .
UnabḧangigvondiesemErgebniswollenwir nochfesthalten,daßnach
der geradedurchgef̈uhrtenRechnungfür einebeliebigeMatrix

Å
und

eine invertierbareMatrix � die beidenMatrizen

Å
und � Å � Ö 1 das-

selbecharakteristischePolynom haben;insbesonderehabenalso die
AbbildungsmatrizeneinerlinearenAbbildungzu verschiedenenBasen
dasselbecharakteristischePolynom.

b) Sind Ä 1 À�Á�Á�Á+À Ä�� die verschiedenenEigenwertevon » und sindá 1 À�Á�Á�Á�À á�� ihrealgebraischenVielfachheiten,soist dascharakteristische
Polynomdet(

Å É¨è�î ) teilbardurch

( è�ÉºÄ 1)
Ý

1 ä�ä�ä ( è�É�Ä � ) Ý�� .

Diesist einPolynomvomGrad á 1 + ä�ä�ä + á�� , wohingegendascharakte-
ristischePolynomGrad � hat;daheristá 1 + ä�ä�ä + á � Þ�� ,

dennderGradeinesTeilerskannnichtgrößerseinalsderdesPolynoms
selbst.

c) Eigenwerte symmetrischer und Hermitescher Matrizen: Wie wir im
letztenParagraphengesehenhaben,kanndiegeometrischeVielfachheit
einesEigenwertskleiner seinals die algebraische,und im Falle einer
reellenMatrix müssennicht auchdie Eigenwertereell sein.In diesem
Abschnittwollen wir sehen,daßsolcheDingebei symmetrischen(und
auchdennochzudefinierendenHERMITEschen)Matrizennichtmöglich
sind.
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a) Für eine Matrix

Å
= ( � Ã! ) Í � Â Ð Â bezeichnenwir die Matrix

Å
= ò �nÃ! õ alsdiezu

Å
konjugiertkomplexeMatrix.

b)

Å Í � Â Ð Â heißtHERMITEsch,falls

Å "
=

Å
ist.

c) Zu einem Vektor Ñ = ÆÈ Ñ 1
...ÑLÂ
ÊÌ heißt Ñ = ÆÈ Ñ 1

...Ñ�Â
ÊÌ der konjugiert

komplexeVektor.

Schließlichwollenwir Vektorenhiermit 1 �#� -Matrizenidentifizieren;
insbesondererechnenwir mit dem

”
transponiertenVektor“Ñ " = ( Ñ 1 À�Á�Á�Á�À Ñ Â ) .

Mit dieserBezeichnungkanndasStandardskalarproduktzweierVek-
toren Ñ À%$ Í Î Â als Matrixprodukt Ñ " $ geschriebenwerden; das
Standard-HERMITEscheProduktin � Â ist entsprechendÑ " $ .

DadiekomplexeKonjugationauf Î keineWirkunghat,ist eineHERMI-
TEscheMatrix mit reellenEinträgeneinfacheinesymmetrischeMatrix;
wir könnenunsim folgendenbeidenBeweisendaheraufHERMITEsche
Matrizenbeschr̈anken und erhaltentrotzdemErgebnisse,die auchfür
reellesymmetrischeMatrizengelten.

DasHauptzieldiesesAbschnittsist

Satz:

Å
sei eine symmetrischereelle oder HERMITEsche(komplexe)

Matrix.
a) DannsindalleEigenwertevon

Å
reell.

b) EigenvektorenzuverschiedenenEigenwertensindorthogonalbez̈ug-
lich desStandard-bzw. HERMITEschenSkalarprodukts.
c) Für jedenEigenwertvon

Å
ist die geometrischeVielfachheitgleich

deralgebraischenVielfachheit.
d) Î Â bzw. � Â hateineOrthonormalbasisausEigenvektorenvon

Å
.

Beweis: a) Ist Ä Í � ein Eigenwertvon

Å
, so gibt esnachDefinition

einenVektor Ñ	ç= 0, sodaß

Å Ñ = Ä�Ñ ist. Da die komplexe Konjugation
mit sämtlichenGrundrechenartenvertauschbarist, folgt, daß

Å Ñ = Ä Ñ , d.h. Ñ " Å Ñ = Ñ " Ä Ñ = Ä(Ñ " Ñ .
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Bislanggilt allesnochfür beliebige�(�)� -Matrizen;umdieSymmetrie
bzw. HERMITE-Eigenschaftvon

Å
ins Spiel zu bringen,betrachtenwir

denVektor(
" Å Ñ ) = Ñ " Å " . DanachVoraussetzung

Å "
=

Å
ist,können

wir dierechteSeitederGleichungauchals Ñ " Å schreiben,unddielinke
Seiteals ( Ä�Ñ ) " = Ä�Ñ " , da Ñ Eigenvektorvon

Å
ist. Somit könnenwir

dieZahl Ñ " Å Ñ auchschreibenalsÑ " Å Ñ = ò Ñ " Å õ Ñ = ÄDÑ " Ñ .

Somithabenwir diebeidenDarstellungenÑ " Å Ñ = ÄDÑ " Ñ und Ñ " Å Ñ = ÄDÑ " Ñ ,

die nur dannbeiderichtig seinkönnen,wenn Ä = Ä undsomitreell ist;
dennÑ " Ñ kannwegenderDefinitheitHERMITEscherSkalarproduktefür
einenVektor Ñ�ç= 0 nicht verschwinden.

b) Ñ seiEigenvektorzumEigenwertÄ , und $ seiEigenvektorzumdavon
verschiedenenEigenwert* , d.h.

Å Ñ = Ä�Ñ und

Å $ = * $ und Ä¨ç= * .

Dannist Ä(Ñ " $ = ( Ä�Ñ ) " $ = (

Å Ñ ) " $ = Ñ " Å " $
= Ñ " Å $ = Ñ " Å $ = Ñ " * $ = *]Ñ " $ .

Wie wir schonwissen,sind alle Eigenwertereell, d.h. * = * ç= Ä .
Die obigeGleichungskettekanndahernur richtig sein,wenn Ñ " $ ver-
schwindet,d.h.wenn Ñ und $ orthogonalsind.

Beim Beweis von c) gehenwir im wesentlichengenausovor wie im
vorigenAbschnitt,als wir zeigten,daßdie geometrischeVielfachheit
einesEigenwertsstetskleiner oder gleich der algebraischenist; die
zus̈atzlicheAnnahmëuberdieMatrix

Å
wird zeigen,daßhierdiebeiden

Vielfachheitensogargleichsind.Ä sei alsoein Eigenwertvon

Å
mit geometrischerVielfachheitá , d.h.

derzugeḧorigeEigenraumhabedieDimensioná . Wir wähleneineBasisÙ ¿ 1 À�Á�Á�Á�À ¿�ÝLÚ davon und ergänzensie zu einerBasis ¾ =
Ù ¿ 1 À�Á�Á�Á+À ¿ Â Ú

desgesamtenVektorraums¼ = Î Â oder � Â . Indemwir nötigenfalls
dasGRAM-SCHMIDTscheOrthogonalisierungsverfahrenanwendenund
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anschließenddieLängenallerVektorenaufeinsnormieren,könnenwir
annehmen,daßessichdabeiumeineOrthonormalbasishandelt.

Nun betrachtenwir die lineareAbbildung» : ¼ ½ ¼ ; Ñ�Ò½ Å Ñ .

Bez̈uglich der Standardbasishat sie

Å
als Abbildungsmatrix;für uns

interessanterist aberdie Abbildungsmatrix� bez̈uglich derneuenBa-
sis ¾ . Dazu sei � die Matrix mit Spaltenvektoren ¿ Ã ; da der Eintrag
an der Stelle( û À.- ) einesMatrixproduktsdas(Standard-)Skalarprodukt
des û -ten ZeilenvektorsdeserstenFaktorsmit dem - -ten Spaltenvek-
tor deszweitenFaktorsist, stehtan der Stelle ( û À.- ) der Matrix � " �
das(Standard)HERMITEscheProduktderVektoren¿ Ã und ¿  . Da ¾ als
Orthonormalbasisgewähltwurde,ist daher� " � = î unddamit � " = � Ö

1
= � Ö 1 .

Aus dieserFormel folgt, daßmit

Å
auch � eineHERMITEscheMatrix

ist, denn� " = ( � Ö 1

Å � )
"

= � " Å " û ò � " õ Ö 1
= � Ö 1

Å � = � Ö 1

Å � = � .

Die erstená Basisvektoren ¿�Ã sind Eigenvektorenvon

Å
zum Eigen-

wert Ä ; für ûKÞ á ist daher » ( ¿�Ã ) = ÄR¿�Ã , d.h. in der û -ten Spaltevon �
stehtander û -tenStellediereelleZahl Ä undansonsten̈uberalldieNull,
genauwie auchim vorigenAbschnitt.Im Gegensatzzu dort habenwir
nun abereineHERMITEscheMatrix; da in der û -ten Spalteabgesehen
von Ä auf derHauptdiagonalennur Nullen stehen,mußdaherdasselbe
auchfür die û -teZeilegelten;dieMatrix � hatalsodieForm

� =

ÆÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÈ
Ä 0 Á�Á�Á 0 0 Á�Á�Á 0
0 Ä Á�Á�Á 0 0 Á�Á�Á 0
...

...
.. .

...
...

...
...

0 0 Á�Á�Á Ä 0 Á�Á�Á 0

0 0 Á�Á�Á 0
...

...
.. .

...
0 0 Á�Á�Á 0

ÊhËËËËËËËËËËÌ ,
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wobei 	 eine ( �¨É§á ) � ( �¨É�á )-Matrix ist, die uns nicht weiter zu
interessierenbraucht.Damithat � É	è�î dieForm

ÆÇÇÇÇÇÇÇÇÇÇÈ
Ä�É	è 0 Á�Á�Á 0 0 Á�Á�Á 0

0 Ä�É¨è Á�Á�Á 0 0 Á�Á�Á 0
...

...
.. .

...
...

. ..
...

0 0 Á�Á�Á Ä�É	è 0 Á�Á�Á 0

0 0 Á�Á�Á 0
...

...
.. .

... 
 � � �ÏÉ¨á
0 0 Á�Á�Á 0

Ê ËËËËËËËËËËÌ ,

wobei î Â Ö Ý die ( �~É�á ) � ( �~É¨á )-Einheitsmatrixbezeichnet.

Wiewir unsschonim vorigenAbschnittüberlegtenbeimBeweis,daßdie
geometrischeVielfachheiteinesEigenwertsimmerkleinerodergleich
deralgebraischenist, haben

Å
und � dasselbecharakterischePolynom;

dawir dieMatrix � besserkennen,rechnenwir mit ihr.

Wie in Abschnittd) folgt aufGrundderobigenFormderMatrix ��É�è�î
ausdemLAPLACEschenEntwicklungssatz,daß

det(

Å É¨è�î ) = det( �àÉ	èRî ) = ( Ä�É¨è )
Ý

det( 	 É	è�î Â Ö Ý )
ist, wobei î Â Ö Ý die ( � Élá ) � ( � É�á )-Einheitsmatrixbezeichnet.Wir
müssenzeigen,daßdie algebraischeVielfachheitvon Ä genaugleich á
ist, daßalso Ä keineNullstellevondet( 	 É	è�î Â Ö Ý ) seinkann.

Wäre Ä Nullstellevon det( 	 Élè�î Â Ö Ý ), sohätte 	 denEigenwertÄ ,
esgäbealsoeinen( ��É�á )-dimensionalenEigenvektor $ von 	 . Wegen
derspeziellenForm derMatrix � ist für jedenEigenvektor

$ = ÆÈ $ Ý
Ö

1
...$ Â

ÊÌ von 	 derVektor Ñ =

ÆÇÇÇÇÇÇÇÈ
0
...
0$ Ý Ö 1
...$ Â

ÊhËËËËËËËÌ
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einEigenvektorvon � unddamitvon

Å
–Eigenvektorenhängenschließ-

lich nur von der linearenAbbildungab,nicht von einerspeziellenAb-
bildungsmatrix.DieswidersprichtaberderVoraussetzung,daßderEi-
genraumzumEigenwertÄ von ¿ 1 À�Á�Á�Á+À ¿�Ý erzeugtwird, dennÑ ist linear
unabḧangigvondiesen¿�Ã .
Also hat Ä diealgebraischeVielfachheitá , undc) ist gezeigt.

d) istnuneineeinfacheFolgerungausdenübrigenAussagenunddemso-
genanntenFundamentalsatzderAlgebra,wonachjedesreelleoderkom-
plexe PolynomüberdenkomplexenZahlenin Linearfaktorenzerf̈allt:

Wir wissen,daßdie SummederalgebraischenVielfachheitenaller Ei-
genwertegleich der Dimension � des Vektorraumsist und daß alle
Eigenwertereell sind; da die algebraischengleich dengeometrischen
Vielfachheitensind,gibt esalso � Eigenvektoren,dieeineBasisvon ¼
bilden.

Für jeden einzelnenEigenraumkönnenwir die Eigenvektorennach
GRAM-SCHMIDT so wählen,daßsie eineOrthonormalbasisbilden; da
Eigenvektorenzu verschiedenenEigenwertenstetsorthogonalsind,ist
dieVereinigungsmengedieserBasenOrthonormalbasisvon ¼ .

e-e-e-e-e



Kapitel 2
Der wirtschaftliche Wert von Inf ormation

In diesemKapitelwollenwir sehen,wiewir denWertderInformationei-
nerZufallsvariablenquantifizierenkönnen.DieserWerthängtnaẗurlich
starkvom Umfeld ab und kannnur in Abhängigkeit davon betrachtet
werden.

Wir interessierenunshaupts̈achlichfür Anwendungenim Portfolioma-
nagement,betrachtenaberzum besserenVersẗandnisder Grundideen
zun̈achstdenmathematischdeutlicheinfacherenFall vonPferdewetten.

§1: Pferdewetten

Bei einemRennenstarten0 Pferde,wobei das × -te mit einer Wahr-
scheinlichkeit 132 siegenwird. Vor demRennenkönnenWettenauf den
Siegerabgeschlossenwerden.Dazulegt derWettanbieterfür jedesder
PferdeeineQuote 4 2 fest:Wer einenEinsatzü auf das × -te Pferdsetzt,
verliert diesenEinsatz,falls ein anderesPferdgewinnt; wenner richtig
getippthat, bekommt er das 452 -facheseinesEinsatzesausbezahlt,hat
alsoeinenGewinn von ( 462 É 1)ü .
Um nicht gegebenenfalls alles zu verlieren,wird ein Spieler seinen
Einsatzoft auf mehrerePferdeverteilen;dieseVerteilungbeschreiben
wir durchein Portfolio, d.h. einenVektor ( ¿ 1 À�Á�Á�Á+À ¿87 ) mit ¿ 2:9 0 für
alle × und ; 7 2 =1 ¿ 2 = 1;dabeisoll ¿ 2 festlegen,daßvomGesamteinsatzü
derTeil ¿�2?ü aufdas × -tePferdgesetztwird.

DasRennenselbstbeschreibenwir durcheineZufallsvariableê , dieden
Wert × annimmt,wenndas × -tePferdsiegt. Die weitereZufallsvariable<

( ê ) gibt an, womit der Einsatzam EndedesRennensmultipliziert
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wird; für ê = × ist das

<
( × ) = ¿ 2 4 2 , dennnur der auf das × -te Pferd

gesetzteTeil desEinsatzeswird mit 4 2 multipliziert; derRestverfällt.
DerErwartungswertfür

<
( ê ) ist somit= ò < ( ê ) õ =

7> 2 =1

132L¿�2?452 .

EinemöglicherStrategie zur OptimierungdesPortfoliosist die Maxi-
mierungdiesesErwartungswerts;da sowohl die Zielfunktion als auch
dieNebenbedingungenandie ¿�2 linearsind,handeltessichhierumein
Problemder linearenOptimierung,d.h. dasMaximum wird in einem
Eckpunktangenommen.

Die EckpunktedeszulässigenBereichssind die Punkte,in denenein¿�2 = 1 ist, währendder Restverschwindet;für diesePortfoliosist der
Erwartungswertvon

<
( ê ) gleich 1 2 4 2 . Bei dieserStrategie setztman

alsodengesamtenEinsatzaufdasjenigePferd,beidemdasProdukt1 2 4 2
maximalwird. Für jemand,derjedeWocheeinekleinereSummesetzt,
derenTotalverlusterverschmerzenkann,ist dasdurchauseinesinnvolle
Strategie; man muß aberbedenken, daßdie Wahrscheinlichkeit eines
Totalverlustsmit 1 É@1 2 sehrgroßseinkann:DasmaximaleProdukt
könntebeispielsweiseeinemkrassenAußenseiterentsprechen,für den,
da niemandmit seinemSieg rechnet,einegroßeQuote 462 angeboten
wird.

Wir betrachtenPferderennenhieralsEinstieg in dasdeutlichkomplexere
Gebietder Kapitalanlage;hier ist eineStrategie mit sehrwahrschein-
lichem Totalverlust naẗurlich nicht akzeptabel,und wir müssenunser
Optimierungsproblemandersstellen.

DerAnsatz,denwir hierverfolgen,gehtzurückaufeineArbeit vonJ.L.
KELLY JR. von den(im RahmenderÖffnungdesamerikanischenTele-
phonmarktsinzwischenaufgeteilten)Bell TelephoneLaboratories,die
dieserim Juli1956in derenForschungszeitschriftunterdemTitel ANew
Interpretationof InformationRateveröffentlichte.Er bringt Nachhal-
tigkeit dadurchinsSpiel,daßervoneinervielfachenWiederholungdes
Rennensausgeht.AnstelleeineseinzigenRennens,beschriebendurch
eineZufallsvariable ê , betrachtenwir alsoeinegroßeAnzahl � von
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Rennen,beschriebendurchunabḧangigeZufallsvariablenê 1 À�Á�Á�Á�À ê Â ,
die allesamtdieselbeVerteilungsfunktionhabenwie ê . Beim ersten
Rennenê 1 setzenwir den Einsatzgem̈aß dem gewähltenPortfolio,
bei jedemfolgendenRennensetzenwir die Auszahlungdesvorigen
Rennensgem̈aßdiesemPortfolio.Nach � Rennenist derurspr̈ungliche
Einsatzdannmultipliziert mit< Â =

ÂA Ã =1

<
( ê�Ã ) .

EinenachhaltigeStrategie könntedaraufbasieren,daß
< Â alsFunktion

von � zumindestim Mittel möglichstschnellwachsensollte.Strategien
mit hohemRisiko einesTotalverlustssind dadurchpraktischausge-
schlossen,dennsobaldein

<
( ê�Ã ) verschwindet,ist

< Â = 0 für alle� 9 û .
JOHN LARRY KELLY JR. (1923–1965)warwährenddeszweiten
Weltkriegs vier Jahrelang Pilot bei der US Air Force; nach
demKrieg beganner ein Physikstudiuman der University of
Texasin Austin,daser1953mit derPromotionabschloß.Nach
dem Studium arbeiteteer bei den Bell Labs unter anderem
auf demGebietder Sprachsynthese.Bei der Anwendungder
Informationstheorieauf die Spieltheoriearbeiteteer eng mit
SHANNON zusammen,derdieResultateim GegensatzzuKELLY

auchwirklich in LasVegasanwendete.

Das Wachstumsverhaltenvon
< Â kann am bestenmittels desErwar-

tungswertsdesLogarithmusvon
<

( ê ) beschriebenwerden:

Definition: Die VerdoppelungsrateeinesRennensmit Portfolio ¿ und
Wahrscheinlichkeitsverteilung1 istB

( ¿ À 1 ) =
def

= ò log
<

( ê ) õ =

7> 2 =1

1 2 log2( ¿ 2 4 2 ) .

Lemma:
< Â wächstals Funktion von � mit Wahrscheinlichkeit eins

asymptotischwie 2
ÂDC ( E%F G ).

Beweis:Dawir diehypothetischenWiederholungenê�Ã alsunabḧangig
annehmen,sindauchdie Zufallsvariablenlog2

<
( ê�Ã ) unabḧangig,und
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siehabenallesamtdieselbeVerteilungwie log2

<
( ê ). NachdemGesetz

dergroßenZahl konvergiert

1� log2
<

( ê ) =
1� Â> Ã =1

log2
<

( ê Ã )
dahermit Wahrscheinlichkeit einsgegendenErwartungswert= ò log2

<
( ê ) õ =

B
( ¿ À 1 ) ,

derLogarithmusvon
< Â wächstalsowie � B ( ¿ À 1 ).

Wennwir ein möglichstschnellesWachstumvon
< Â wollen, müssen

wir alsodieVerdoppelungsrate
B

( ¿ À 1 ) maximieren.

Definition: Ein Portfolio ¿�H heißtlog-optimal,wenn
B

( ¿ À 1 ) für ¿ = ¿�H
seinenmaximalenWertannimmt.

(Da die Bedingungen¿�2 9 0 und ; ¿�2 = 1 einekompakteTeilmenge
des Î 7 definieren,ist klar, daßdie stetigeFunktion

B
( ¿ À 1 ) dort ein

Maximumannehmenmuß.)

Zur Berechnungeineslog-optimalenPortfoliosarbeitenwir wiedermit
LAGRANGE-Multiplikatoren;umdieAbleitungeneinfachzuhalten,ma-
ximierenwir anstellevon

B
( ¿ À 1 ) diedazuproportionaleFunktioné ( ¿ ) =

B
( ¿ À 1 ) ä ln 2 =

7> 2 =1

132 ln ¿�2?462 .

IhrepartielleAbleitungnach ¿ 2 istI é ( ¿ )I ¿ 2 =
1 2¿ 2 ;

die NebenbedingungsfunktionJ ( ¿ ) = ; ¿ 2 É 1 hatpartielleAbleitung
eins.Im Optimummußesdaherein Ä Í~Î gebenmit1 2¿K2 = Ä oder 132 = Ä�¿�2 für alle × .
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Dasowohl dieSummealler 1 2 alsauchdiealler ¿ 2 einssind,muß Ä = 1
sein,d.h. ¿ 2 = 1 2 . In diesemPunkt ¿�H = 1 istB

( ¿�H À 1 ) =
B

(1 À 1 ) =

7> 2 =1

1 2 log2 1 2 4 2
=

7> 2 =1

132 log2 452 +

7> 2 =1

132 log2 132
=

7> 2 =1

1 2 log2 4 2 ÉML (1 ) ;

wir müssenzeigen,daßdiesdermaximalmöglicheWertfür
B

( ¿ À 1 ) ist.
Für jedesPortfolio ¿ giltB

( ¿ À 1 ) =

7> 2 =1

1 2 log2 ¿ 2 4 2 =

7> 2 =1

1 2 log2 ï ¿�21 2 1 2 4 2 ð
=

7> 2 =1

132 log2 452 +

7> 2 =1

log2 132 +

7> 2 =1

132 log2
¿ 21 2

=

7> 2 =1

132 log2 452µÉ@L (1 ) É Ó (1ON�¿ ) =
B

( ¿ H À 1 ) É Ó (1ON�¿ )Þ B
( ¿�H À 1 ) ,

dadie KULLBACK-LEIBLER-Distanz
Ó

(1ON�¿ ) keinenegativenWertean-
nimmt. Sie verschwindetgenaudann,wenn ¿ = 1 = ¿ H ist, also liegt
dort daseinzigeMaximum.

DasoptimaleWachstumvon
< Â wird alsoerreicht,wennwir auf jedes

PferdgenaudenAnteil desEinsatzeswetten,der seinerGewinnwahr-
scheinlichkeit entspricht.Bei der praktischenUmsetzungdieserwie
auchfast jederanderenStrategie habenwir dasProblem,daßwir die
Gewinnwahrscheinlichkeitennichtwirklich kennen;wir könnensienur
scḧatzenanhandvon früherenRennender beteiligtenPferdeund ähn-
lichenInformationen.GenaudasgleicheProblemhat freilich auchder
Wettanbieterbei der FestlegungseinerQuoten:Auch er kenntdie 132
nicht.
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Nehmenwir zun̈achstan,erwolleseineQuotensobestimmen,daßjeder
WetterimMittel geradeseinenEinsatzzurückbekommt,daßderWettan-
bieteralsoim Mittel wedereinenGewinn nocheinenVerlustmacht.Für
einenWetter, der einenEinsatz ü auf das × -te Pferd setzt,ist die er-
warteteAuszahlunggleich 132?462?ü ; bei soeinerfairenWettesolltealso462 = 1P8132 sein.DaderWettanbieterdie 132 nichtkennt,mußerstattdes-
senmit einer gescḧatztenWahrscheinlichkeitsverteilung ( á 1 À�Á�Á�Á�À á 7 )
arbeitenund 4 2 = 1P[á 2 setzen;entsprechendnimmtderWetteralsPort-
folio seineScḧatzung( ¿ 1 À�Á�Á�Á+À ¿Q7 ) der Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Die VerdoppelungsratebeidieserStrategie istB

( ¿ À 1 ) =

7> 2 =1

132 log2 ¿�2?462 =

7> 2 =1

132 log2 ï ¿ 21 2 1 2á 2 ð
=

7> 2 =1

1 2 log2
1 2áR2 É 7> 2 =1

1 2 log2
1 2¿K2

=
Ó

(1ON\á ) É Ó (1ON�¿ ) ,

d.h.dieVerdoppelungsrateist positiv, wennderWetterdieWahrschein-
lichkeitsverteilungbessergescḧatzthat,undnegativ, falls derBuchma-
cherdiebessereScḧatzunghatte.

(EchteSportwettensindnaẗurlich nie fair; hiersinddieQuotendeutlich
kleinerals1P[á 2 , dennsowohl derWettanbieteralsauchdasFinanzamt
und gegebenenfalls der Ausrichter des Rennenswollen ein sicheren
Gewinn einstreichen.)

Wer nicht professionellauf Pferdewettet,dürfte im allgemeinenkeine
realistischeChancehaben,die Gewinnwahrscheinlichkeitenbesserzu
scḧatzenalseinerfahrenesaufPferdewettenspezialisiertesWettb̈uro.Er
könnteaberseineChancenerhöhen,indemer denRatvon Fachleuten
einholt, alsozum BeispielSpezialzeitschriftenoderRundbriefeabon-
niert. Da diesenicht umsonstverteilt werden,stellt sich naẗurlich die
Frage,obsichdieserAufwandlohnt.

Abstrakt mathematischbetrachtetläßt sich der Wert solcherZusatz-
informationeinfachberechnen:Wir kodierendie Informationin einer
Zufallsvariablen S und könnennun die gemeinsameWahrscheinlich-
keitsverteilungderbeidenZufallsvariablenê und S betrachten.Ohne
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Zusatzinformationwürdenwir mit einenPortfolio ¿ = ( ¿ 1 À�Á�Á�Á�À ¿87 ) ar-
beiten,dasaufunsererScḧatzungdesVektorsderWahrscheinlichkeiten
beruht;mit Kenntnisvon S verwendenwir stattdessenein Portfolio¿ ( ö ) = ò ¿ 1(

ö
) À�Á�Á�Á�À ¿87 (

ö
) õ , dasauf denbedingtenWahrscheinlichkeiten132 ( ö ) = 1 ( ê = ×UT S =
ö
) unter der NebenbedingungS =

ö
beruht.

Die optimaleVerdoppelungsrateohneKenntnisvon S ist, wie wir oben
gesehenhaben, B H ( ê ) =

7> 2 =1

132 log2 462 ÉML ( ê ) ;

mit Kenntnisvon S erreichenwirB H ( ê T S ) =

7> 2 =1

> V 132 ( ö ) log2 132 ( ö ) 462 =

7> 2 =1

132 log2 462µÉ@L ( ê T S ) .

Die DifferenzzwischendenbeidenWertenistW B
=
B H ( ê T S ) É B H ( ê ) = L ( ê ) ÉML ( ê T S ) = X ( ê ; S ) ;

der Zuwachsbei der optimalenVerdoppelungsrateist alsogeradedie
wechselseitigeInformationderbeidenZufallsvariablen.

§2: Portf olio Management

WennmanZeitungsberichtederletztenJahreliest,bekommtmandurch-
ausdenEindruck,als handeltenselbstgroßeBanken am Aktienmarkt
ähnlichwie Zocker, die bei Pferderennenallesauf einenAußenseiter
mit minimalenGewinnchancensetzen.Trotzdemgibt esausSichteines
MathematikersgroßeUnterschiedezwischeneinemPferderennenund
einer Börse:Währendes beim Pferderennenimmer nur einenSieger
gibt, kannesanderBörsedurchausvorkommen,daßaneinemTagalle
gehandeltenAktien gewinnenundaneinemanderenTagalle verlieren.
Dabeigehtes,voneherseltenenAusnahmenabgesehen,beiGewinnund
Verlustnichtumallesodernichts,sondernandenmeistenBörsentagen
umehermoderateKursver̈anderungen.

Entsprechendkompliziertermuß auch unsermathematischesModell
sein:Eine einzigeZufallsvariable,die denGewinner desRennensbe-
schreibt,gen̈ugthier definitiv nichtmehr.
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a) DasModell
Wennwir von einerBörseausgehen,an der 0 Aktien gehandeltwer-
den,brauchenwir für jedeeinzelneAktie eineeigeneZufallsvariable,
die derenEntwicklung beschreibt.Wir gehender Einfachheithalber
davonaus,daßwir unsfür denWertdereinzelnenAktien nur in gewis-
sendiskretenZeitintervallen interessieren;der Anschaulichkeit halber
wird im folgendenmeist von einem Börsentagdie Redesein, beim
computergesẗutztenHandelan heutigenBörsenkann es sich bei die-
semZeitintervall aberauchdurchausum eineMinute odereinennoch
kleinerenZeitraumhandeln.

Für jededer 0 Aktien betrachtenwir eineZufallsvariable êY2 , die an-
gibt,mit welchemFaktorderKursdieserAktie im betrachtetenZeitraum
multipliziert wird. Wir müssenrealistischerweisedavon ausgehen,daß
wir über die VerteilungsfunktionendieserZufallsvariablennur wenig
wissen:Durch langfristigeBeobachtungkönnenwir zwar einige sta-
tistischeKennwerteder Verteilungscḧatzen;da wir abernicht davon
ausgehenkönnen,daßdie Verteilungsfunktionlangfristigstabil bleibt,
sind selbstdieseScḧatzungenvon begrenztemNutzen,und über die
exakteVerteilungsfunktionwerdenwir nur in seltenenFällenhalbwegs
zuverlässigeAussagenmachenkönnen.In diesemParagraphenmußes
daherzwangsl̈aufigdeutlichwenigerkonkretzugehenalsim vorigen.

Trotzdemarbeitenwir im wesentlichenmit denselbenBegriffen: Wir
beschreibendas Geschehenan der Börse durch den Vektor ê =
( ê 1 À�Á�Á�Á�À ê 7 ) aus den Zufallsvariablenfür die Wertentwicklungder
einzelnenAktien und wählenals Anlagestrategie wiederein Portfolio¿ = ( ¿ 1 À�Á�Á�Á�À ¿87 ), dasangibt,welcherTeil desAnlagekapitalswir in
welcheAktie investieren.

Vom gesamtenKapitaleinsatzZ entf̈allt alsoderTeil ¿ 2 Z auf die × -te
Aktie, unddieserwird amEndedesBörsentagsmit demWert von êY2
multipliziert. DerWertdergesamtenAnlageist dannalso7> 2 =1

¿ 2 Z�ê 2 = Z ä < ( ê ) mit
<

( ê ) =

7> 2 =1

¿ 2 ê 2 = [ ¿ À ê]\ .

EinemöglicheAnlagestrategie könntedarinbestehen,daßwir denEr-
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wartungswertderWertentwicklung
<

( ê ) maximierenwollen;da= ò < ( ê ) õ =

7> 2 =1

¿ 2 = ( ê 2 )
linearin den ¿�2 ist,würdediesbedeuten,daßwir allesKapitalin dieAk-
tie(n)mit demhöchstenErwartungswertinvestieren.Dadietats̈achliche
EntwicklungderAktie nicht durchdenErwartungswert,sonderndurch
denWerteinerZufallsvariablebestimmtwird, ist klar, daßsoeineStra-
tegie ihre Risikenhat.

b) log-optimalePortf olios
Eine möglicheAlternative, die von manchenGroßinvestorenanschei-
nendauchwirklich angewendetwird, ist wiederderAnsatzvonKELLY:
Wir wählendieStrategie,beiderwir beibeliebighäufigerWiederholung
desBörsentagsdie größteWachstumsrateerzielen.Wir betrachtenalso
anstelledeseinenVektors ê eineFolgevon Vektorenê ( Ã ) von jeweils0 Zufallsvariablen,wobei die ê ( Ã ) voneinanderunabḧangigseinsol-
len,aberallesamtdieselbeVerteilungsfunktion̂ haben.Wir suchenein
Portfolio ¿ , für dasdieFolgeder< Â =

ÂA Ã =1

<
( ê ( Ã ))

zumindestim Mittel dasgrößtm̈oglicheWachstumhat. Man beachte,
daßwir beidiesemAnsatzzwarvoneinemfestenPortfolio ¿ ausgehen,
daßdiesessich abernicht auf die Anzahl, sondernauf den Wert der
Aktien bezieht.Da sich dieserWert sẗandig ändert,muß nach jeder

”
Wiederholung“ einesBörsentagsderAktienbestandneuausbalanciert

werden,damitwiederderAnteil ¿K2 desvorhandenenKapitalsin Aktie ×
investiertist.

Um in diesemSinneoptimalePortfolioszucharakterisieren,betrachten
wir wiederdieVerdoppelungsratealsErwartungswertdesLogarithmus
von

<
( ê ), d.h.B

( ¿ À ^ ) =
= ò log2

<
( ê ) õ =

= ò log2( [å¿ À ê]\ õ = log2 [ ¿ À ê]\`_a^ ( è ) .

Wie im Fall derPferdewettengilt
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Satz: Mit Wahrscheinlichkeit einswächst

< Â wie 2
ÂaC ( EbFdc ).

Auch derBeweisgehtim wesentlichenwie dort: NachdemGesetzder
großenZahlenkonvergiert

1� log2
< Â =

1� Â> Ã =1

<
( ê ( Ã )) =

1� Â> Ã =1

log2 e ¿ À ê ( Ã ) f
mit Wahrscheinlichkeit einsgegendenErwartungswertvonlog2 [ ¿ À êg\ ,
alsogegen

B
( ¿ À ^ ).

Definition: a) Die optimaleWachstumsrate
B H ( ^ ) ist dasMaximum

von
B

( ¿ À ^ ), wobei ¿ alle Portfoliosdurchl̈auft.
b) Ein Portfolio ¿ heißtlog-optimal,wenn

B
( ¿ À ^ ) =

B H ( ^ ) ist.

DadieMengeallerPortfolioskompaktist, wissenwir, daß
B H ( ^ ) exi-

stiert und daßeslog-optimalePortfoliosgibt; da wir ^ nicht kennen,
könnenwir allerdingswederdieVerdoppelungsraten

B
( ¿ À ^ ) nochde-

ren Maximalwert
B H ( ^ ) wirklich ausrechnen.Trotzdemkönnenwir

einigeAussagen̈uberdieseFunktionenmachen:

Lemma: a)
B

( ¿ À ^ ) ist linearin ^ undkonkav in ¿ .
b)
B H ( ^ ) ist konvex in ^ .

Beweis: a) Die Lineariẗat in ^ folgt sofort ausder Lineariẗat der In-
tegration.Da der Logarithmuseinekonkave Funktion ist, gilt für alleÄ Í [0 À 1]

log2 [ (1 É�Ä ) ¿ 1 + Ä�¿ 2 À ê]\ 9 (1 ÉºÄ ) log2 [ ¿ 1 À ê]\ + Ä log2 [å¿ 2 À êg\ ;

ausderMonotoniederIntegrationfolgt damitauchdie Konkavität vonB
( ¿ À ^ ) in ¿ .

b) ^ 1 und ^ 2 seienzwei Verteilungsfunktionen,und ¿�H ( ^ 1) À ¿�H ( ^ 2) sei-
en log-optimalePortfolios dazu.Dann ist für jedes Ä Í [1 À 0] auch
(1 É&Ä ) ^ 1 + Äh^ 2 eineVerteilungsfunktion;daslog-optimalePortfolio
dazusei ¿�H ò (1 É�Ä ) ^ 1 + Äh^ 2 õ . DannistB H ò (1 É�Ä ) ^ 1 + Äi^ 2 õ =

B j ¿�H ò (1 ÉºÄ ) ^ 1 + Äh^ 2 õ À (1 É�Ä ) ^ 1 + Äi^ 2 k
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= (1 É�Ä )
B j ¿ H ò (1 É�Ä ) ^ 1+ Äh^ 2 õ À ^ 1 k + Ä B j ¿ H ò (1 É�Ä ) ^ 1+ Äh^ 2 õ À ^ 2 kÞ (1 É�Ä )
B ò ¿ H ( ^ 1) À ^ 1 õ + Ä B ( ò ¿ H ( ^ 2) À ^ 2) = (1 É�Ä )

B H ( ^ 1)+ Ä B H ( ^ 2) .

Im Gegensatzzur Situationbei denPferdewettengibt eshier naẗurlich
keinenGrundfür dieAnnahme,esgäbenureinlog-optimalesPortfolio;
eskanneineganzeReihedavongeben.Wir könnenallerdingszeigen

Lemma: Die Mengealler log-optimalerPortfolioszueinerfestenVer-
teilungsfunktioné ist konvex.

Beweis: ¿ und ¿8l seienzwei log-optimalePortfolios.WegenderKonka-
vität von

B
( ¿ À ^ ) in ¿ ist dannfür jedesÄ Í [0 À 1]B ò (1 ÉºÄ ) ¿ 1 + Ä�¿ 2 õ 9 (1 É�Ä )

B
( ¿ 1 À ^ ) + Ä B ( ¿ 2 À ^ )

= (1 ÉºÄ )
B H ( ^ ) + Ä B H ( ^ ) =

B H ( ^ ) .

Da
B H nachDefinition die maximal erreichbareWachstumsrateist,

mußalso
B ò (1 É�Ä ) ¿ 1 + ÄR¿ 2 õ =

B H ( ^ ) sein,d.h.auch(1 É	Ä ) ¿ 1 + Ä�¿ 2
ist ein log-optimalesPortfolio.

c) Eine ersteCharakterisierung log-optimaler Portf olios
Dawir nurwenigüberdieVerteilungsfunktion̂ wissen,kannunsauch
einAnsatzvia LAGRANGE-MultiplikationenkeinkonkretesGleichungs-
systemliefern,anhanddessenwir einlog-optimalesPortfolioberechnen
könnten.Zusammenmit derKonkavitätvon

B
( ¿ À ^ ) in ¿ liefert eraber

einnützlichesKriteriumzurCharakterisierunglog-optimalerPortfolios:

Satz: a) Ein Portfolio ¿ H = ( ¿ H1 À�Á�Á�Á�À ¿ H7 ) ist genaudannlog-optimal
bez̈uglich derVerteilungsfunktion̂ , wennfür jedesanderePortfolio ¿
gilt: = ï [å¿ À ê]\[å¿ H À ê]\ ð Þ 1 .

b) Ein Portfolio ¿�H = ( ¿�H1 À�Á�Á�Á+À ¿�H7 ) ist genaudannlog-optimalbez̈uglich
derVerteilungsfunktion̂ , wenn= ï êY2[ ¿ H À ê]\ ð Þ 1 für alle × .
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c) Ist für ein log-optimalesPortfolio ¿�H die × -te Komponente¿�H2 von
Null verschieden,soist sogar= ï êY2[ ¿ H À ê]\ ð = 1 .

Beweis:a) Wie immerwennwir differenzierenmüssenbetrachtenwir
die Wachstumsratebez̈uglich des naẗurlichen Logarithmus,also die
Funktion ¼ ( ¿ ) =

B
( ¿ À ^ ) ä ln 2 =

= ò ln [ ¿ À ê]\ õ .

DaauchdieseFunktionkonkav ist, hatsiegenaudanneinMaximumin
einemPunkt ¿�H deszulässigenBereichs,wennihre Richtungsableitung
entlangder Strecke von ¿�H zu irgendeinemanderenPortfolio ¿ stets
kleiner oder gleich Null ist. (Wegen der Konvexität der Mengealler
Portfoliosliegt dieseStrecke im zulässigenBereich.)

Die Verbindungsstrecke bestehtausdenPunkten¿�m = (1 É�Ä ) ¿�H + Ä�¿
mit Ä Í [0 À 1] und_ ¼ ( ¿�m )_ Ä ññññ m =0+

=
__ Ä = ò ln [ ¿�m À ê]\ õ ññññ m =0+

= limm?n 0

= ï ln [ ¿ m À êg\ É ln [ ¿ H À ê]\Ä ð = limmon 0

= ï ln
[ ¿ m À ê]\[å¿ H À ê]\ ð

= limmon 0

1Ä = ï ln
(1 ÉºÄ ) [ ¿�H À ê]\ + Äp[ ¿ À êg\[å¿ H À ê]\ ð

=
= ï limm?n 0

1Ä ln ï 1 + Ä ï [ ¿ À ê]\[ ¿ H À ê]\ É 1ð«ð«ð
AusderTAYLOR-Entwicklungvon

ln(1 + è ) = è�É è 2

2
+
è 3

3
É è 4

4
+ ä�ä�ä

oderauchausdemMittelwertsatzderDifferentialrechnungfolgt, daß

limmoq 0

ln(1 + Ä�è )Ä = è
ist, alsokönnenwir dieAbleitungweiterausrechnenals_©¼ ( ¿ m )_©Ä ññññ m =0+

=
= ï [ ¿ À ê]\[ ¿ H À ê]\ ð É 1 .
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Portfolios ¿ kleinerodergleichNull ist,unddaswiederumist äquivalent

zurUngleichung
= j(r EbFdsutr E�vwFdsut k Þ 1.

b) Da alle ¿�2 9 0 sindund= ï [ ¿ À ê]\[å¿ H À ê]\ ð É 1 =

7> 2 =1

¿�2 = ï êY2[å¿ H À ê]\ ð É 1

=

7> 2 =1

¿ 2 ïNî ï ê 2[ ¿ H À êg\ ð É 1ð
ist, gilt dieBedingungausa) genaudann,wennalle x ò s�yr E v Fdsut õ{z 1

sind.

c) Falls ¿�H2 nicht verschwindet,betrachtenwir jenesPortfolio ¿ , das
dasgesamteKapital in die × -te Aktie investiert. ¿�H ist dannein innerer
PunktaufdemDurchschnittderGeradendurch ¿�H und ¿ mit derMenge
allerPortfolios;daherhat ¼ ( ¿ ) aufdiesemDurchschnittgenaudannein
Maximumin ¿ H , wenndortdieRichtungsableitungsogarverschwindet,

d.h. | ò s�yr E v F}sut õ mußgleicheinssein.

Die Bedingungausa) sagtinsbesondere,daßlog-optimalePortfolios
auchbez̈uglich desErwartungswertsdesQuotientender Gewinnent-
wicklung optimalsind;sieerfüllen alsoauchein kurzfristigesOptima-
lit ätskriterium.

Nach der hier betrachtetenStrategie wird nachjedemBörsentagdas
vorhandeneKapital soreinvestiert,daßderAnteil ¿�2 auf die × -te Aktie
entf̈allt. Welcher Teil des Kapitals am Ende des Börsentagsin wel-
cherAktie steckt,hängtnaẗurlich von der konkretenEntwicklungam
jeweiligen Tag ab,aberfür ein log-optimalesPortfolio ¿�H könnenwir
zumindestdenErwartungswertberechnen:DasgesamteKapital nach
Handelsschlußist das [ ¿�H À êg\ -fachedesAusgangskapitalsZ , undaus
demInvestment¿ H2 Z in die × -te Aktie wurdeein Betragvon ¿ H2 Z�ê 2 .
DerAnteil der × -tenAktie ist daher¿ H2 êY25P~[å¿ H À ê]\ mit Erwartungswert= ï ¿�H2 êY2[ ¿ H À êg\ ð = ¿�H2 = ï êY2[å¿ H À ê]\ ð = ¿�H2
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unabḧangigdavon, ob ¿�H2 verschwindetodernicht. Zumindestwasdie
Erwartungswertebetrifft, bleibendieAnteilealsostabil.

d) AsymptotischeOptimalit ät
Wennwir von einerBörseausgehen,bei derdie Verteilungsfunktion̂
übereinenlängerenZeitraumfestbleibt,könnenwir dieKELLY-Strategie
stattauf hypothetischeWiederholungeneinesBörsentagsauchauf die
FolgederBörsentageanwenden.

Da die Verteilungsfunktionkonstantbleibt, ist auchdaslog-optimale
Portfolio jedenTagdasgleiche;wir investierenalsonacheinemfesten
log-optimalenPortfolio ¿�H , wobeiwir zuBeginneinesjedesBörsentags
dafür sorgen, daßunabḧangig von der KursentwicklungdesVortags
wiederderAnteil ¿ H2 desAnlagekapitalsin Aktie × investiertwird.

Diese Strategie erscheintrecht unflexibel; wenn wir stattdessendas
Portfolio jedenTag neufestlegen in Abhängigkeit von der bisherigen
Kursentwicklungder Aktien, könnenwir möglicherweiseein besseres
Ergebniserzielen.

Definition: EinekausaleAnlagestrategie ist eineFolgevon Abbildun-
gen ¿ ( Ã ): Î 7 ( Ã Ö 1) ½ Î 7

( è (1) À�Á�Á�Á�À è ( Ã Ö 1)) Ò½ ¿ ( Ã )( è (1) À�Á�Á�Á�À è ( Ã Ö 1))
,

die in Abhängigkeit von denKursEntwicklungenê ( ) = è ( ) für -�� û
dasPortfolio für den û -tenBörsentagfestlegt.

EineeinfacheAbscḧatzungzeigtaber, daßmantrotz dergrößerenFle-
xibilit ät mit einersolchenStrategiezumindestim Mittel keinebesseren
Ergebnisseerzieltalsmit derlog-optimalenStrategie:

Lemma: Bezeichnet
< Â = � ÂÃ =1

<
( ê ( Ã )) die Wertentwicklungnach� Tagenfür einekausaleAnlagestrategie, so ist

=
(log2

< Â ) Þ � B H ,
wobei

B H dieVerdoppelungsratederlog-optimalenStrategie ist.
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Beweis:DerErwartungswertvon log2
< Â ist höchstensgleich

maxE (1) F�������F}E ( � )

=
(log

< Â ) = maxE (1) F�������F}E ( � )

= Â> Ã =1

log2 e ¿ ( Ã ) À ê ( Ã ) f
=

Â> Ã =1

maxE ( � ) = ò log2 e ¿ ( Ã ) À ê ( Ã ) f õ = � B H .

Nun wissenwir freilich, daßderErwartungswertallein nochnicht viel
aussagt;dasgeradebewieseneLemmaschließtnicht aus,daßwir mit
einer geeignetenkausalenStrategie vielleicht doch mit hoherWahr-
scheinlichkeit besserfahrenals mit der log-optimalen.Um zu sehen,
daßauchdasnicht derFall ist, ben̈otigenwir zun̈achstzwei Aussagen
ausderWahrscheinlichkeitstheorie,alsersteseineneinfachenSpezial-
fall derUngleichungvonMARKOV:

Lemma: Ist ê eineZufallsvariable,dienichtnegativereelleZahlenals
Werteannimmt,soist für jedes�� 01 ( ê 9 � ) Þ =

( ê )� .

Beweis: ��� ( è ) seidiecharakteristischeFunktionderMengeallerreeller
Zahlengrößerodergleich � . Dannist,wenn � dasWahrscheinlichkeits-
maßbezeichnet,1 ( ê 9 � ) = � � ( è ) _D� Þ � � ( è )

è � _D� Þ è � _�� =
=

( ê )� .

Lemma von Borel und Cantelli: � 1 � � 2 ������� sei eine Folge von Er-
eignissenderart,daß � �� =1 � ( � � ) konvergiert.Dannist die Wahrschein-
lichkeit für dasEintretenvon unendlichvielendieserEreignissegleich
Null.

Beweis: Die Wahrscheinlichkeit dafür, daßirgendeinEreignis ��� mit� � �
eintritt, ist höchstens�i� = � �� = � � ( � � ); wegen der voraus-

gesetztenKonvergenzder Summebilden die � � eineNullfolge. Falls
unendlichviele der Ereignisse� � auftreten,tritt insbesonderefür je-
des

�
mindestenseinesmit � � �

ein; die Wahrscheinlichkeit für das
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Eintretenunendlichvieler der Ereignisseist somit für jedes

�
kleiner

odergleich � � . DamitmußdieseWahrscheinlichkeit gleichNull sein.

EMILE BOREL (1871–1956)wurdein Saint-Affrique in
den Pyren̈aen als Sohn einesprotestantischenGeist-
lichen geboren.Ab 1889 studierteer Mathematikan
der Ecole Normale in Paris, wo er 1893 promovier-
te. Danachbekamer zun̈achsteine Stelle als mâitre
de conf́erencean der Universiẗat von Lille, drei Jahre
sp̈ateranderEcoleNormaleSuṕerieure;von 1899bis
1902lehrteer amCollègedeFrance.1909richtetedie
Sorbonnespeziell für ihn einenLehrstuhlein, den er
bis 1941innehatte.Ab 1924war er auchpolitisch ak-
tiv alsAbgeordneterderNationalversammlung(1924–
1936) und als Marineminister(1925–1940).Während

deszweitenWeltkriegs kämpfteer für die Résistance.SeinemathematischenArbeiten
kommenausfastallen Teilgebietender Mathematik;besondersbekanntsind seineBei-
trägezur Maß-undWahrscheinlichkeitstheoriesowie zur Theoriereellerundkomplexer
Funktionen.

FRANCESCO PAOLO CANTELLI (1875–1966)wurde in
Palermo geborenund studiertean der dortigen Uni-
versiẗat Mathematik.NebenseinemStudium arbeite-
te er aucham dortigenObservatorium und veröffent-
lichte verschiedeneArbeiten über Astronomie. Von
1903 bis 1923 arbeiteteer als Aktuar für eine Versi-
cherungund bescḧaftigte sich mit Anwendungender
Wahrscheinlichkeitstheorie;danachlehrte er Finanz-
undVersicherungsmathematikzun̈achstanderUniver-
sität von Catania,ab 1925 in Neapelund ab 1931bis
zu seiner Emeritierung1951 in Rom. Neben vielen

anderenArbeitenzurWahrscheinlichkeitstheoriebewieserunteranderemauchdasstarke
GesetzdergroßenZahlen.

AußerdemseinochanzweiBegriffe ausderAnalysiserinnert:

Definition: a) EinereelleZahl � heißtHäufungspunktderreellenZah-
lenfolge( � � ) ���?� ,wenneszujedem p¡ 0unendlichvieleFolgenglieder� � gibt mit ¢d�#£@� � ¢�¤¥  .
b) Der kleinste Häufungspunkteiner Folge wird als Limes inferior
lim�D¦ � � � bezeichnet,dergrößtealsLimessuperior lim�a¦ � � � .
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Damitkönnenwir nunbeweisen,daßkeineStrategielangfristigwesent-
lich besserseinkannalsdie log-optimale:

Satz: ¨ (1) � ¨ (2) ������� seieineFolgeunabḧangigerVektorenvonZufalls-
variablen,die allesamtVerteilungsfunktion© haben.Daslog-optimale
Portfolio dazusei ª�« , und ª (1) � ª (2) ������� sei irgendeinekausaleAnlage-
strategie. Dann gilt für die Wertentwicklungen¬ «� =  ��

=1 ® ª « � ¨ (
�
) ¯

und ¬ � =  ��
=1 ® ª ( � ) � ¨ (

�
) ¯ mit Wahrscheinlichkeit eins,daß

lim�D¦ � 1� log2
¬ �¬ «�±° 0 .

Beweis: Wie wir ausAbschnittc) wissen,ist der Erwartungswertvon¬ �i² ¬ «� kleinerodergleicheins;nachderUngleichungvonMARKOV ist
daher � ( ¬ � ¡ � 2 ¬ «� ) = �´³ ¬ �¬ «� ¡ � 2 µ ¤ 1�

2
.

Da � �� =1
1� 2 konvergiert,sagtunsdasLemmavonBORELundCANTELLI ,

daßmit Wahrscheinlichkeit null unendlichviele derUngleichungen¬ �¬ «� ¡ � 2 oder
1� log2

¬ �¬ «� ¡ 2log2
��

erfüllt sind.Es gibt dahermit Wahrscheinlichkeit einsein ¶ ·±¸ , so
daßfür alle

�]� ¶ gilt

1� log
¬ �¬ «� ¤ 2log2

�� .

Da rechtseineNullfolge steht,kannder Limes superiornicht positiv
sein.

e)Der Einfluß zus̈atzlicher Inf ormation
Nicht nur bei Pferderennen,sondernauchanderBörsewird viel mehr
oderwenigernützlicheZusatzinformationangeboten.Um derenWert
abzuscḧatzen,betrachtenwir zun̈achst,wie sichdie Wachstumsrateei-
neslog-optimalenPortfoliosändert,wennwir von einerfalschenVer-
teilungsfunktionausgehen.Bei Pferderennenhattenwir gesehen,daß
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diesmit der KULLBACK-LEIBLER-Distanzder Wahrscheinlichkeitsver-
teilungenzusammenḧangt;dawir hier kontinuierlicheZufallsvariablen
haben,müssenwir dieseerstdefinieren:

Definition: a) Die KULLBACK-LEIBLER-Distanzzwischenzwei Wahr-
scheinlichkeitsdichten» und ¼ ist½

( »¿¾%¼ ) = » ( � ) log2
» ( � )¼ ( � ) À � .

b) Die wechselseitigeInformation zweier Zufallsvariablen ¨ und Á
mit denWahrscheinlichkeitsdichten»?Â und »?Ã sowie dergemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsdichte» istÄ

( ¨ ; Á ) = » ( � �bÅ ) log2
» ( � �%Å )» Â ( � ) » Ã ( Å ) À � À Å .

Satz: » ( � 1 ��������� �ÇÆ ) sei die Wahrscheinlichkeitsdichtezum Vektor ¨
derZufallsvariablen̈ 1 �������È� ¨ Æ , und ª�É seidaslog-optimalePortfolio
dazu.¼ ( � 1 �������È� � Æ ) seieineweitereWahrscheinlichkeitsdichte,und ªQÊ
seidaslog-optimalePortfoliozu ¼ . DannistË#Ì

=
Ì

( ª�É � © ) £ Ì
( ªQÊ � © ) ° ½

( »Í¾%¼ ) .

Beweis:NachDefinition istË#Ì
= » ( � ) log2 ® ª É � � ¯ À �#£ » ( � ) log2 ® ª Ê � � ¯ À �
= » ( � ) log2

® ª É � � ¯® ª Ê � � ¯ À �
= » ( � ) log2

® ª É � � ¯® ªQÊ � � ¯ ¼ ( � )» ( � )
» ( � )¼ ( � ) À �

= » ( � ) log2
® ª�É � � ¯® ª Ê � � ¯ ¼ ( � )» ( � ) À � +

½
( »Í¾%¼ )

Da » eineWahrscheinlichkeitsdichteist, könnenwir die Ungleichung
vonJENSENaufdasletzteIntegralanwendenunddenLogarithmusnach
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vorneziehen;wir erhalten» ( � ) log2
® ª É � � ¯® ªQÊ � � ¯ ¼ ( � )» ( � ) À � ° log2 » ( � ) ® ª É � � ¯® ªÏÊ � � ¯ À �

= log2 ¼ ( � ) ® ª�É � � ¯® ª Ê � � ¯ À � ° log1 = 0 ,

da ªQÊ daslog-optimalePortfolio zur Wahrscheinlichkeitsdichte¼ ist.
Somitist

Ë#Ì ° ½
( »Í¾%¼ ), wie behauptet.

DiesenSatzwollenwir nunanwendenaufdenFall, daßwir zus̈atzliche
Informationen̈uberdieEntwicklungderBörsehaben.DieseInformation
beschreibenwir wiederdurcheineZufallsvariable Á . Die gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsverteilungvon ¨ und Á seidurchdie Wahrschein-
lichkeitsdichte» ( � �bÅ ) gegeben,» Â und » Ã seiendie Wahrscheinlich-
keitsdichtenzu ¨ und Á allein.OhneZusatzinformationdefinierenwir
daslog-optimalePortfolio anhandvon »?Â , mit der ZusatzinformationÁ = Å verwendenwir stattdessen» mit zweitemArgumentÅ .

Satz: DerAnstieg
ËÐÌ

derVerdoppelungsratedurchdie in Á kodierte
Zusatzinformationist höchstensgleich

Ä
( ¨ ; Á ).

Beweis:Wennwir daslog-optimalePortfolio auf einenkonkretenWertÁ = Å abstimmen,steigtdie VerdoppelungsratenachdemvorigenSatz
höchstensum½ÒÑ » ( �¿¢Ó¨ = Å ) ¾K» ( � ) Ô = Õ,» ( �¿¢ÖÁ = Å ) log2

» ( �¿¢ÖÁ = Å )»RÂ ( � ) À � .ËÐÌ
ist dasmit » Ã gewichteteMittel überdieseAnstiege,alsokleiner

odergleich × » Ã ( Å ) Õ » ( �O¢dÁ = Å ) log2
» ( �¿¢ÖÁ = Å )» Â ( � ) À � À Å

=

× Õ�»?Ã ( Å ) » ( �O¢dÁ = Å ) log2
» ( �O¢dÁ = Å )» Â ( � )

» Ã ( Å )» Ã ( Å ) À � À Å
=

× Õ�» ( � �bÅ ) log2
» ( � �%Å )»RÂ ( � ) »?Ã ( Å ) À � À Å =

Ä
( ¨ ; Á ) .
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Manbeachte,daßderZuwachshier im GegensatzzumFall derPferde-
wettennicht gleichderwechselseitigenInformationseinmuß,sondern
auchkleinerausfallenkann.

f) Verallgemeinerungauf stationäreMärkte
Bislangsindwir davonausgegangen,daßdieverschiedenenBörsentage
(oderauchdiehypothetischenWiederholungeneinesBörsentags)durch
voneinanderunabḧangigeZufallsvariablenbeschriebenwerden.In letz-
ter KonsequenzbedeutetdieseAnnahme,daßsich die Börseam Tag
nacheinemgroßenCrashverḧalt, alsseinichtsgeschehen,daßeskeine
GewinnmitnahmennachHöhenfl̈ugeneinerAktie gibt, undsoweiter.

Für denRestdiesesParagraphenwollenwir daherunserModell erwei-
tern und die Kursentwicklungbeschreibendurcheinenstochastischen
ProzessÙ = ¨ (1) � ¨ (2) ������� ausZufallsvariablen̈ (

�
) mit Wertenin Ú Æ ,

wobei die
�
-te Komponentevon ¨ (

�
) angibt,wie sich die Aktie

�
am� -tenBörsentagentwickelt, d.h.mit welchemFaktor ihr Wert im Laufe

desTagesmultipliziert wird. DieserstochastischeProzesssoll station̈ar
sein,insbesonderehabenalsoweiterhinalle ¨ (

�
) dieselbeWahrschein-

lichkeitsverteilung © ; wir gehenabernicht mehr davon aus,daßdie
WertentwicklungendereinzelnenTageunabḧangigvoneinandersind.

FürdieAnlagebetrachtenwir weiterhinkausaleStrategien,d.h.dasPort-
folio ª ( � ) am � -tenTaghängtabvondenWertender ¨ ( Û ) mit ÜÐ¤�� . Um
herauszustellen,daßª ( � ) eineFunktiondieserZufallsvariablenist,schrei-
benwir gelegentlichauch ª ( � )( ¨ (1) ��������� ¨ (

�ÞÝ
1); denFunktionswertfür

konkreteWerte ¨ (Û ) = � (Û ) bezeichnenwir mit ª ( � (1) ��������� � (
�ÞÝ

1)).

Auch in der neuenSituationwollen wir den Erwartungswertfür die
langfristigeWertentwicklungderAnlagemaximieren,alsodenErwar-
tungswertdesLogarithmusvon¬ � =

�ß �
=1
® ª ( � )( ¨ (1) ��������� ¨ (

�àÝ
1)) � ¨ (

�
) ¯ .

DasMaximumdiesesErwartungswerẗuberalle kausalenAnlagestrate-
gienist dieSummëuberdiemaximalenErwartungswertefür dieeinzel-
nenTage;wir wählenalsofür jedenTagdasjenigePortfolio,vondemwir
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dasmaximalelogarithmischeWachstumerwarten,d.h.daslog-optimale
Portfolio. Da die Zufallsvariablen̈ (

�
) nicht mehralsunabḧangigvor-

ausgesetztsind, dürfen wir allerdingsnicht mehr einfach jeden Tag
das log-optimalePortfolio zur Wahrscheinlichkeitsverteilung © neh-
men,dennwie sich ¨ (

�
) entwickelt hängtja abvondenEntwicklungen

der Vortage.Daslog-optimalePortfolio ª « ( � )( � (1) ��������� � (
�àÝ

1)) mußda-
her bestimmtwerdenüberdie bedingteWahrscheinlichkeitsverteilung
unterderVoraussetzung,daß ¨ (1) = � (1) ��������� ¨ (

�ÞÝ
1) = � (

�ÞÝ
1) ist. Den

entsprechendenErwartungswertfür den � -tenBörsentagbezeichnenwir
alsdiebedingteVerdoppelungsratediesesTagesundschreibensiealsÌ « ( ¨ (

�
) ¢Ö� (1) ��������� � (

�ÞÝ
1)) =ã Ñ

log2 ® ª « ( � )( � (1) ��������� � (
�àÝ

1)) � ¨ (
�
) ¯�ää ¨ (1) = � (1) ��������� ¨ (

�ÞÝ
1) = � (

�ÞÝ
1) Ô .

Der ErwartungswertdesLogarithmusvon ¬ ( ¨ (
�
)) ist der gewichtete

Mittelwert
Ì « ( ¨ (

�
) ¢Ó¨ (1) �������È� ¨ (

�ÞÝ
1)) dieserbedingtenVerdoppelungs-

ratenüberallemöglichenEntwicklungenderersten�å£ 1 Tage,undfür
denErwartungswertdesLogarithmusvon ¬ � erhaltenwir dieKettenre-
gelÌ « ( ¨ (1) ��������� ¨ ( � )) =

ã
(log2 ¬ � ) =

�æ �
=1

Ì « ( ¨ (
�
) ¢Ó¨ (1) ��������� ¨ (

�ÞÝ
1)) .

In AnalogiezurEntropierateeinesstochastischenProzessessagenwir

Definition: Die optimaleWachstumsrateistÌ «� =
def

lim�D¦ � Ì « ( ¨ (1) �������È� ¨ ( � ))� ,

soferndieserGrenzwertexistiert.

Genauwie im Falle derEntropieratekönnenwir auchhierzeigen

Satz: In einenstation̈arenMarkt existiert die Wachstumsrateund ist
gleich lim�D¦ � Ì « ( ¨ ( � ) ¢Ö¨ (1) �������È� ¨ ( � Ý 1)) .

Beweis:DadieWachstumsratebeimehrInformationnichtkleinerwer-
denkannundwir einenstation̈arenProzessvorausgesetzthaben,istÌ « ( ¨ ( � +1) ¢Ö¨ (1) �������È� ¨ ( � ))

� Ì « ( ¨ ( � +1) ¢Ö¨ (2) ��������� ¨ ( � ))

=
Ì « ( ¨ ( � ) ¢Ö¨ (1) ��������� ¨ ( � Ý 1)) ,
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die Folgeder

Ì « ( ¨ ( � ) ¢Ó¨ (1) ��������� ¨ ( � Ý 1)) ist alsomonotonwachsend.
Somit ist sieentwederkonvergentoderdivergiert bestimmtgegen+ è .
Da nachderKettenregelÌ « ( ¨ (1) ��������� ¨ ( � ))� =

1� �æ �
=1

Ì « ( ¨ (
�
) ¢Ö¨ (1) �������È� ¨ (

�ÞÝ
1))

ist, hat die linke Seitenachder Mittelwertsatzvon CESÁRO (Kap. 1,é
5c),Schritt 2) denselbenGrenzwert.

Um auchbei station̈arenMärktendie log-optimaleStrategie mit ande-
ren Anlagestrategien vergleichenzu können,müssenwir unsan einen
Begriff ausderStochastikerinnern:

Definition: ê = Á 1 � Á 2 ������� und ë = ì 1 � ì 2 ������� seien zwei sto-
chastischeProzesse.ë heißt Martingal bez̈uglich ê , wenn für alle� ¤ í gilt

ã
( ì�îD¢dÁ 1 ��������� Áï� ) = ì�� . Er heißt Supermartingal,wennã

( ì î ¢dÁ 1 ��������� Á � ) ° ì � ist; entsprechendheißter Submartingal,fallsã
( ì î ¢dÁ 1 ��������� Á � ) � ì � .

(Tats̈achlichbetrachtetman in der StochastikMartingale meistallge-
meinerbez̈uglich einerbeliebigenFiltration auf demWahrscheinlich-
keitsraum;für unsgen̈ugtaberdieserSpezialfall.)

Satz: Ù sei ein station̈arerstochastischerProzessund ¬ «� beschreibe
die Wertentwicklungderersten

�
TageeinerAnlagebez̈uglich derbe-

dingt log-optimalenStrategie, ¬ � die bez̈uglich irgendeinerbeliebigen
kausalenStrategie. Dann ist die Folge ð der Quotienten¬ �i² ¬ «� ein
positivesSupermartingal bez̈uglich Ù .

ZumBeweismüssenwir denErwartungswertã ³ ¬ � +1¬ «� +1

ääää ¨ (1) ��������� ¨ ( � ) µ
abscḧatzen.Da wir bei Kenntnisvon ¨ (1) ��������� ¨ ( � ) die Wertentwick-
lungen ¬ � und ¬ «� kennen,könnenwir diesevor denErwartungswert
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ziehenunderhaltenã ³ ¬ � +1¬ «� +1

ääää ¨ (1) ��������� ¨ ( � ) µ =
ã ® ª ( � +1) � ¨ ( � +1) ¯ ¬ �ò ª « ( � +1) � ¨ ( � +1) ó ¬ «� äääää ¨ (1) ��������� ¨ ( � )

=
¬ �¬ «� ã ® ª ( � +1) � ¨ ( � +1) ¯ò ª « ( � +1) � ¨ ( � +1) ó äääää ¨ (1) ��������� ¨ ( � ) ° ¬ �¬ «� ,

dennwiewir in Abschnittc)gesehenhaben,istderletzteErwartungswert
für daslog-optimalePortfolio kleiner odergleich eins. Induktiv folgt
die entsprechendeAussagefür Index

�
+
�

statt
�

+ 1 und damit die
Supermartingaleigenschaft.

Nach dem Martingalkonvergenzsatzvon JOSEPH DOOB (1910–2004)
folgt aus der Tatsache,daß die Folge der ¬ �i² ¬ «� ein Supermartin-
gal ist, daß diese Folge gegen eine Zufallsvariable konvergiert de-
ren Erwartungswerthöchstensgleich demvon ¬ 1 ² ¬ «1 ist, alsokleiner
odergleicheins.AusKOLMOGOROVsVerallgemeinerungderMARKOV-
Ungleichungfolgt darauswiederum,daßfür alle ôº¡ 1 gilt�´³ sup� ¬ �¬ «� � ô µ ° 1ô .

Die Wahrscheinlichkeit,daßirgendeineandereStrategie langfristigdra-
matischbessereErgebnisseliefertalsdiebedingtelog-optimaleistsomit
relativ gering.

Kurzfristig freilich gibt esFälle, in denenandereStrategien mit hoher
Wahrscheinlichkeit zumindestetwasbessereErgebnisseliefern als die
log-optimale:An einer

”
Börse“ mit nur zweiAktien und¨ = ( ¨ 1 � ¨ 2) = õ 1 � 1

1
Ý3ö5÷ mit Wahrscheinlichkeit 1 £g 

(1 � 0) mit Wahrscheinlichkeit  
ist für dasPortfolio ª = (1 � 0)ã ³ ¨ 1ò ª � ¨ ó µ =

ã
( ³ ¨ 1¨ 1

µ = 1 undã ³ ¨ 2ò ª � ¨ ó µ =
ã

( ³ ¨ 2¨ 1

µ =
1 £g 
1 £g  = 1 ,
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nachdemKriterium ausAbschnittc) ist ª alsolog-optimal.Trotzdem
erzielt manmit demPortfolio (0 � 1) mit Wahrscheinlichkeit 1 £±  ein
besseresErgebnis.Nach

�
Börsentagenist allerdingsdie Wahrschein-

lichkeit dafür, daßmanmit dieserStrategie nochnicht pleitegegangen
ist, gleich(1 £@  ) � , wasfür große

�
eineziemlichkleineZahl ist.

Zusammenfassendläßtsich sagen,daßlog-optimalePortfoliosrelativ
sichersindundauf langeSichtdie bestenErwartungswerteliefern; mit
relativ hoherWahrscheinlichkeit – aberkeinesfalls sicher!– liefern sie
zumindestlangfristigauchein besseresErgebnis.Wie allerdingsunter
anderemder Wirtschaftsnobelpreisträgervon 1979PAUL A. SAMUEL-
SON (1915–2009)mehrfachgegensieargumentierte,hat jederAnleger
seineeigenenVorstellungenvomUmgangmit Risiken,sodaßsienicht
unbedingtdie Anlagestrategie für jedermannsind. Risikofrei sind sie
definitiv nicht; wie SAMUELSON in seinerArbeit Why we shouldnot
make meanlog of wealthbig thoughyears to act are long (Journalof
BankingandFinance3 (1979),305–307)sagt(Sein ¶ ist unser

�
):

Whenyou lose– andyousurecan lose– with ¶ large,youcan
loserealbig. Q.E.D.

§3: UniversellePortf olios

Die log-optimalenPortfoliosdesletztenParagraphenwarendefiniertin
BezugaufdieVerteilungsfunktionfürdieWertentwicklunganderBörse.
Wie bereitsdort erwähnt,ist überdieseFunktionennur wenigbekannt,
und wie wir gesehenhaben,führt eine falscheScḧatzungschnellzu
einerdeutlichkleinerenVerdoppelungsrate.

In diesemParagraphenwollen wir Ansätze betrachten,die keinerlei
Informationenüberdie VerteilungsfunktionenvoraussetzenundalsIn-
formation für die Wahl einesPortfolios am

�
-ten Tag höchstensdie

Wertentwicklungsvektoren� (1) � � (2) �������È� � ( � Ý 1) derVortagebenutzen.

Wir suchensomiteinkausalesPortfolio,d.h.eineFamilie ª vonPortfo-
lios ª ( � )( � 1 �������È� � (

�ÞÝ
1) derart,derenWertentwicklungen¬ � =

�ß �
=1

Ææ � =1

ª ( � )� ( � 1 ��������� � (
�àÝ

1)) � (
�
)�
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in einemnochzupräzisierendenSinne
”
möglichstgut“ seinsollen.

EntsprechendeAnlagestrategien werdenals universelle Portfolios be-
zeichnet;je nachdem,obwir voneinemfesten

�
ausgehenoderunseher

für dieAsymptotikvon ¬ � interessieren,redenwir voneinemuniversel-
lenPortfolio mit festemHorizontodereinemhorizontfreienuniversellen
Portfolio.

Wir wollenunshieraufdeneinfachstenFall beschr̈anken,einvonTHO-
MAS COVER vorgeschlagenesuniversellesPortfoliomit festemHorizont.

THOMAS M. COVER wurde1938im kalifornischenSanBernardinogeboren.Er studierte
zun̈achstPhysik am MassachusettsInstitute of Technology;nachseinemBachelorab-
schluß1960 wechselteer zur Elektrotechnikan die StanfordUniversity, wo er 1961
seinenMasterund1964seinenPhDbekam.Er blieb in Stanford,zun̈achstalsAssistant
Professorund Elektrotechnik,dannals AssociateProfessor, ab 1971auchfür Statistik;
seit1972hatereinenLehrstuhlfür ElektrotechnikundStatistik,seit1994einenendowed
chair. Er warunteranderemschonPr̈asidentvon IEEE,derinternationalenBerufsorgani-
sationderElektro-undElektronikingenieure,undberatenderStatistikerderkalifornischen
Staatslotterie.Die meistenkennenihn wohl alsAutor desBuchsElementsof Information
Theory(zusammenmit JOY THOMAS), dasdenerstenbeidenKapiteln dieserVorlesung
zuGrundeliegt.

COVERs Ansatzbestehtdarin,daßer Investorenbetrachtet,die mit ei-
nemfestenPortfolio ª = ( ª 1 ��������� ª8Æ ) arbeiten.Ein derartigerInvestor
realisierteineWertentwicklungvon¬ � ( ª � � ) =

�ß �
=1
® ª � � (

�
) ¯ =

�ß �
=1

Ææ � =1

ª � � (
�
)� ,

dienaẗurlich starkdavonabḧangt,wie gutdasPortfolio ª andenBörsen-
verlauf � = ( � (1) ��������� � ( � )) angepaßtist.Er möchtesichmit demerfolg-
reichstendieserInvestorenvergleichen,also mit einem,der ein Port-
folio ª « anwendet,für das ¬ � ( ª « � � )

� ¬ � ( ª � � ) ist für alle möglichen
Wahlenvon ª . Ein solchesª « existiert,dadie Menge ú aller möglicher
Portfolioskompaktist und ¬ � ( ª � � ) stetig.EsgarantiertzwarkeinenGe-
winn – bei einemgroßenBörsencrashwie 1929,1987oder2008wird
manauchmit ª « Verlustemachen– abermankannauchim Verlust-
fall sichersein,daßkein andereskonstantesPortfolio einengeringeren
Verlustergebenhätte.
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Nun kann allerdingsTHOMAS COVER genausowenig in die Zukunft
sehenwie der Restvon uns;er weiß also,daßseineChancen,die nur
mit vorherigerKenntnisaller � (

�
) realisierbareStrategie ª « zu treffen,

äußerstgeringsind. Stattdessenversuchter, einekausaleStrategie zu
finden,bei dersichdie Wertentwicklungmöglichstwenigvon derdes
Portfolios ª�« unterscheidet.

DieseWertentwicklunghängtebenfalls abvon sämtlichen� (
�
); im Vor-

aus kann man höchstensversuchen,beispielsweiseden Erwartungs-
wert desQuotienten¬ � ( ª � � ) ² ¬ � ( ª�« � � ) zu optimieren.DessenBerech-
nungsetztjedochvoraus,daßwir dieWahrscheinlichkeitsverteilungfür
die � (

�
) kennen,und in diesemParagraphenwollen wir ja ohnederen

Kenntnisauskommen.Deshalbwählt COVER ein anderesKriterium:
Selbstbei derausSichtunsererStrategie schlimmstm̈oglichenBörsen-
entwicklungsoll ¬ � ( ª � � ) ² ¬ � ( ª�« � � ) möglichstklein sein.

DieGrundideefürseinenAnsatzisteinfach:Fallswir im Vorauswüßten,
wie sichderMarkt entwickelt, würdenwir jedenMorgendasgesamte
Anlagekapitalin die Aktie investieren,die an jeweiligen Tag die be-
steWertsteigerung(oder, bei einemCrash,dengeringstenWertverlust)
bringt. Da wir dieseAktie abererstamAbendkennen,betrachtenwir
stattdessenalle Strategien,die jedenTagdasgesamtevorhandeneKa-
pital aufeineeinzigeAktie setzen,für jededer

� Æ
FunktionenÜ : û 1 ��������� �ýü�þ û 1 ���������bÿ ü

alsodie Strategie, die am � -ten Tag allesauf die Aktie Ü ( � ) setzt;die
MengealledieserFunktionenÜ bezeichnenwir mit � .

Für sichallein betrachtetkannjededieserStrategiensehrriskantsein;
mit einem

”
Portfolio“ , in demalledieseStrategienvertretensind,sollten

wir aberin der Lage sein,einenvernünftigen Kompromisszwischen
WachstumundRisiko zuerreichen.

Wir nehmenalsoan,daßwir für jededer
� Æ

FunktionenÜ einenge-
wissenAnteil � (Ü ) desAusgangskapitalsin die entsprechendeAnlage-
strategieinvestieren.DieserAnteil wird währendder

�
-tägigenLaufzeit

multipliziertmit � (1)Û (1) ����� � ( � )Û ( � ); dasGesamtkapitalwird alsomultipliziert
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mit ¬ ( � � � ) =
def

æÛ ��� � (Ü ) � (1)Û (1) ����� � ( � )Û ( � ) .

DasKapitaleinesInvestors,deraufeinfestesPortfolio ª = ( ª 1 ��������� ª8Æ )
setztwird multipliziert mit¬ ( ª � � ) =

�ß �
=1

Ææ � =1

ª��?� (
�
)� =

æÛ ��� �ß �
=1

Ñ ª Û ( � ) � (
�
)Û ( � ) Ô =

æÛ ��� �ß �
=1

ª Û ( � ) Æß �
=1

� (
�
)Û ( � ) ;

dasVerḧaltniszwischendenbeidenWertentwicklungenist also

¬ ( � � � )¬ ( ª � � )
=

æÛ ��� � (Ü ) Æß �
=1

� (
�
)Û ( � )æÛ ��� �ß �

=1

ª Û ( � ) Æß �
=1

� (
�
)Û ( � ) .

DiesesVerḧaltnis möchtenwir selbstfür dasbestefestePortfolio ª «
möglichstgroßwerdenlassen;wir müssenallerdingsrealistischerwei-
sedavon ausgehen,daßespraktischimmer kleiner als einsseinwird:ª�« wird schließlichim Nachhineinberechnetaufgrundder tats̈achli-
chenWertentwicklungderAktien, undobwohl wir mit unseremkausa-
len Portfolio einegrößereFlexibilit ät habenalsein Investormit einem
konstantenPortfolio, wird dasoptimalekonstantePortfolio eineWert-
steigerunghaben,die wir mit unsererfehlendenInformation überdie
künftigeEntwicklungderAktien nurmit einerverschwindendgeringen
Wahrscheinlichkeit übertreffenkönnen.Wir redenhieralsovonderMa-
ximierungeinerGröße,die im Allgemeinendeutlichuntereinsliegen
wird.

Wir könntenuns als eventuell realisierbaresZiel setzen,daßwir Tag
für Tag im Durchschnittwenigstenseinen gewissenProzentsatzder
WertsteigerungdesoptimalenkonstantenPortfolioserreichenkönnen,
aberzumindestfür große

�
wäreselbstdasein sehrunbefriedigendes

Ergebnis:Auch die Folgen 0 � 9� und 0 � 99� konvergierenschließlich
rechtschnellgegennull.

Auch die Strategie von COVER führt auf eineWertentwicklung,die fast
sicherlangfristig schlechterseinwird als die mit demim Nachhinein
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berechnetenoptimalenkonstantenPortfolio, aber das Verḧaltnis der
Wertentwicklungengehtzumindestlangfristigsehrviel langsamergegen
null alsjedeFolge( � � ) � �R� für irgendein�p¤ 1.

Gem̈aßder Philosophievon COVER wollen wir auchim schlimmsten
Fall nocheinenmöglichstgroßenQuotientenhaben.EineAbscḧatzung
für diesenschlimmstenFall liefert unsdasfolgende

Lemma: � � � � � � 0 seienreelleZahlen,und für mindestensein � sei
(� � � � � ) 	= (0 � 0). Dannist �æ �

=1
� ��æ �

=1

� � �
min� � �� � ,

wobei für die Minimumsbildungnur Indizes � ber̈ucksichtigtwerden
mit (� � � � � ) 	= (0 � 0).

Beweis: Ü seiderIndex, fürden� Û ² � Û minimalist.Falls � Û verschwindet,
ist � Û ² � Û = è , undwir müssennichtsbeweisen.Falls � Û verschwindet,
habenwir dietrivialeAussage,daßderQuotientlinks nichtnegativ sein
kann.Somit könnenwir unsbeschr̈anken auf denFall, daß � Û und � Û
beidepositiv sind.Dannist�æ �

=1
� ��æ �

=1

� � = � Û� Û
�æ �
=1

� �� Û�æ �
=1

� �� Û .

NachWahlvon Ü ist � � ² � � � � Û ² � Û , alsoauch� � ²8� Û � � � ² � Û ; im zweiten
Bruch ist daherderZählergrößerodergleichdemNenner, worausdie
Behauptungfolgt.
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Auf unsereSituationangewandt,liefert diesesLemmadieAbscḧatzung

¬ ( � � � )¬ ( ª � � )
=

æÛ ��� � (Ü ) Æß �
=1

� (
�
)Û ( � )æÛ ��� �ß �

=1

ª Û ( � ) Æß �
=1

� (
�
)Û ( � )

�
minÛ ��� � (Ü ) Æß �

=1

� (
�
)Û ( � )�ß �

=1

ª Û ( � ) Æß �
=1

� (
�
)Û ( � ) = minÛ ��� � (Ü )�ß �

=1

ª Û ( � ) .

Da wir nicht wissen,für welchesÜ dasMinimum angenommenwird,
müssenwir dafür Sorgetragen,daßdieQuotienten,̈uberdiewir hierdas
Minimum bilden,allesamtnicht zu klein werden.DieserreichtCOVER

dadurch,daßer � (Ü ) proportionalzumMaximalwertdesNennerswählt:� (Ü ) =
def 
 max� ���� � 0�

1+ ����� + � � =1

�ß �
=1

ª Û ( � ) ,

wobeidieProportionaliẗatskonstantenaẗurlich sogewähltwerdenmuß,
daßdieSummealler � (Ü ) gleicheinsist.

Bezeichnet
� � =

� � (Ü ) die Anzahl der Tage,an denenÜ ( � ) =
�

ist,
könnenwir denNennerauchschreibenals�ß �

=1

ª Û ( � ) =

Æß � =1

ª ���� ;

wir müssenalsodieFunktion» ( ª ) =  Æ � =1 ª ���� maximierenunterderNe-
benbedingung¼ ( ª ) = � Æ � =1 ª � = 1.DerGradientvon ¼ ist derkonstante
Vektormit lauterEinsen;im MaximummüssendahernachLAGRANGE

allepartiellenAbleitungen� »� ª�� =
� �Rª ��� Ý 1� Æß î =1î��= � ª ���� =

� �ª�� » ( ª )
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übereinstimmen,d.h. alle Quotienten

� � ² ª � müssengleich sein. Da
die Summeder

� � gleich
�

, die der ª � = 1 ist, folgt ª � = ���� ; der
Maximalwert von » ist also» õ � 1� �������È� � Æ� ÷ =

Æß � =1
õ � �� ÷ ��� =

� Ý � �ß � =1

� ���� .

DerLogarithmushiervon istÆæ � =1

� � log
� �� =

� Ææ � =1

� �� log
� �� ;

wir könnendenMaximalwert alsoauchschreibenals

2
£ ��� Ñ � 1� �������È� � Æ� Ô

mit derSHANNONschenEntropiefunktion�
(� 1 ��������� � Æ ) = £ æ � � log2 � � .

Damit setzenwir also� (Ü ) = 
 Æß � =1
³ � � (Ü )� µ ��� (Û ) ,

undum dasauchwirklich berechnenzu können,müssenwir nochdie
Konstante
 bestimmen.

Unterden ÿ � FunktionenÜ : û 1 �������È� �Oü þ û 1 ���������bÿ ü
gibt es³ ��

1 ��������� � Æ µ =
�

!�
1! ����� � Æ !

Funktionen,die
�

1-mal denWert 1,
�

2-mal denWert 2, ����� , � Æ -mal
denWert ÿ annehmen;somitist

1 =
æÛ ��� � (Ü ) = 
 æ� 1 ��������� � �� 1+ ����� + � � = � �

!�
1! ����� � Æ !

und 
 Ý 1 =
æ� 1 ��������� � �� 1+ ����� + � � = � �

!�
1! ����� � Æ ! õ � 1� ÷ � 1 ����� õ � Æ� ÷ � � ,
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wobeinaẗurlich alleSummationsindizes
� Û � 0 seinmüssen.

Damit könnenwir die Zahlen � (Ü ) berechnen;tats̈achlicharbeitenwir
aber naẗurlich nicht mit ÿ � verschiedenenAnlagen,von denenwir
täglich(fast)jedevon Aktie Ü ( � ) auf Aktie Ü ( � + 1) umschichten;hand-
habbarwird die Strategie erst,wennwir wissen,wie wir jedenTagdas
gesamtevorhandeneKapital aufdie ÿ Aktien verteilen.

Der Teil desAnfangskapitals,dernachStrategie Ü�·�� investiertwird,
trägt genaudannam Tag � zum Portfolio für die Aktie

�
bei, wennÜ ( � ) =

�
ist. Zu Beginn des � -tenTagesist dernachdieserStrategie al-

lerdingsnichtmehreinfachderAnteil � (Ü ) desAusgangskapitals,denn
derwurdejaanjedemderVortagemultipliziertmit derWertentwicklung
jederAkte, die Ü für diesenTag aussucht.DasKapital, daszu Beginn
des� -tenTagesin Aktie

�
investiertwird, ist somitdasAusgangskapital

mal æÛ ���Û ( � )= � � (Ü ) �ÞÝ 1ß î =1

� ( î )Û ( î ) .

Damitkennenwir denabsolutenBetragdesInvestmentsin Aktie
�
; um

dasPortfolio für den � -ten Tag zu bekommen,müssenwir nochdurch
dengesamtenzurVerfügungstehendenBetragdividierenunderhalten

ˆª ( � )� =

æÛ ���Û ( � )= � � (Ü ) �ÞÝ 1ß î =1

� ( î )Û ( î )æÛ ��� � (Ü ) �ÞÝ 1ß î =1

� ( î )Û ( î ) ,

wobei � (Ü ) ausderobigenDefinition übernommenwird.

Dies definiertein kausalesPortfolio ˆª , dennum dasPortfolio für den� -tenTagzuberechnen,ben̈otigenwir nur Informationen̈uberdieKurs-
entwicklungderVortage;außerdemwissenwir, daßfür jedes,konstante
Portfolio ª , insbesondereauchfür dasPortfolio ª « , dassichnachAblauf
der

�
Tagealsdasbesteherausstellt,dasVerḧaltnisderWertentwicklun-

gen ¬ (ˆª � � ) und ¬ ( ª « � � ) für jedenBörsenverlauf � größerodergleich 

ist.
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WasdiesesResultatwert ist, könnenwir freilich erstbeurteilen,wenn
wir wissen,wie sich 
 alsFunktionvon

�
und ÿ verḧalt. Im Buchvon

COVER wird zitiert, daßsich 
 asymptotischverḧalt wie ein konstantes
Vielfachesvon(

�
+ 1)

Ý
( Æ Ý 1) � 2; zumindestfür hinreichendgroßeWerte

von
�

ist dasbesseralsjedeFolge � � mit ��¤ 1.

Speziellfür ÿ = 2 ist
 Ý 1 =
�æ � =0

³ � � µ ³ �� µ � ³ � £ �� µ � Ý �



Kapitel 3
Inf ormation erschließen

Im Februar2011veröffentlichtenMARTIN HILBERT von derUniversity
of SouthernCaliforniaundPRISCILA LÓPEZvonderOpenUniversityof
CataloniaeineArbeit mit demTitel TheWorld’s Technological Capa-
city to Store, Communicate, andComputeInformation.Darin scḧatzen
sie,daßdie Menschheitim Jahre2007bei optimalerDatenkomprimie-
rung 2,9� 1920 Byte Informationspeichernkonnteund daßdie Summe
allerkommuniziertenInformationin diesemJahrsogarbei2 � 1021 Byte
lag. Unter der gespeichertenInformationbefindensich naẗurlich auch
viele Musiksẗucke auf privaten mp3-Playernund Filme auf privaten
DVDs, aberauchdieallgemeinzug̈anglicheInformationliegt weit über
dem,wasein Einzelnerüberblicken kann.Sp̈atestensseit der Jahrtau-
sendwendeist alleindasWorld WideWebsogroßgeworden,daßkeine
SuchmaschinemehrseinenInhaltvoneinerRedaktionausmenschlichen
Spezialistenordnenlassenkann;ben̈otigt werdenAlgorithmen,mit de-
nen dies Computerautomatischerledigenkönnen.Da die verfügbare
Informationzumindestbislangungef̈ahrim gleichenTempoanstieg wie
dieRechenkraftproEuroderjeweilsaktuellenComputer, hateinsolcher
AnsatzChancen,auchlangfristigdurchf̈uhrbarzubleiben.

KünstlicheIntelligenz,ComputerlinguistikundähnlicheForschungsge-
bietesindallerdingsnochweitdavonentfernt,einenComputerallgemei-
neTexte

”
verstehen“ zu lassen;lediglichbeiexperimentellenSystemen

mit sehrreduziertemVokabular könnenComputerein gewissesText-
versẗandnissimulieren.

RealeSystemefür praktischeAnwendungenmüssendahermit ziemlich
grobenundeinfachenMethodenarbeiten;perfekteErgebnissekannman
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unterdiesenUmsẗandenzwarnichterwarten,aber– wie derErfolg von
Suchmaschinenwie Googlezeigt– sinddie Resultatedocherstaunlich
gut.

§1: Vektorraummodelle

DaserstefunktionierendeSystemzur Informationssuchein Textdaten-
banken hießSmart;eswurdezwischen1962und 1965unterLeitung
von GERARD SALTON an der Harvard University entwickelt. Damals
arbeitetees im wesentlichenmit reinerTextsuche;sp̈ateran der Cor-
nell University entwickeltenSALTON und seineMitarbeiterwesentlich
feinereMethoden.InsbesondereverwendetensieabAnfangderSiebzi-
gerjahrezunehmendMethodenausderLinearenAlgebra.

Grundlagefür den EinsatzentsprechenderAlgorithmen ist die Term-
Dokument-MatrixderDokumentsammlung:Wir betrachteneinegewis-
seMengevon Begriffen; bei Fachdatenbanken kannessich dabeium
einevordefinierteListe von Stichwortenhandeln,bei Internetsuchma-
schinenaberauchum die Mengealler möglicherWörtereinerSprache
(etwa dreißig Tausend)und eventuell auchnoch Falschschreibungen,
Eigennamenundsoweiter.

Geradebei Internetsuchmaschinenwird vorheroft auchnochdasso-
genanntestemmingpraktiziert: Als mögliche Termegeltennicht die
Wörter, sonderndie Wortsẗamme,sodaßFlektionsendungen,Verwen-
dungalsSubstantiv, Adjektiv oderVerbkeineRolle spielen:Beispiels-
weisewerdenInformation,Informationen,informieren,informierte,in-
formativ usw. alseineinzigerSuchbegriff behandelt.

MancheSuchbegriffe wie Artikel oder häufigePr̈apositionensind so
unspezifisch,daßsiekaumzumAuffindengeeigneterDokumentebei-
tragenkönnen;diesewerdenoft aufeineStoplistegesetztundzumindest
beiSuchanfragen,dieauchnochandereBegriffeenthalten,nichtber̈uck-
sichtigt.(GooglefindetallerdingsauchaufdieAnfrage

”
die“ nochSei-

ten; ganz unter den Tisch fallen sie also zumindestdort nicht.) Was
auf die Stoplistekommt,hängtnaẗurlich von der Art der Anwendung
ab;einerderPionierederautomatischenTextsuche,die FirmaBoeing,
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erschließtihren Serviceingenieurendie sämtlichenHandb̈ucherdurch
eineSuchmaschine,die beispielsweisedasWort

”
Flugzeug“ auf ihrer

Stoplistehat– dieFirmastellt schließlichkeineRasenm̈aherher.

Zur Mengealler verbliebenerBegriffe wird üblicherweisezun̈achstein
sogenannterinvertierter Index gebildet,d.h. für jedenBegriff wird die
Liste aller Dokumentezusammengestellt,in denener vorkommt,gege-
benenfalls mit Zusatzinformationenwo undwie oft. DieserIndex wird
vonsogenanntenCrawlernzusammengestellt,dieperiodischdasworld
widewebnachDokumentendurchsuchen.

Die Term-Dokument-Matrixhat für jedenmöglichenSuchbegriff eine
Zeile und für jedesDokumenteine Spalte;der Eintrag in der � -ten
Zeile und Ü -tenSpaltegibt an,wie wichtig der � -te Begriff für dasÜ -te
Dokumentist.

Im einfachstenFall sindalleEinträgeentweder0 oder1, je nachdem,ob
derBegriff vorkommtodernicht;esgibt abereineganzeReiheweiterer
Strategien, von denenwir nocheinigebetrachtenwerden.Oft werden
auchdie Spaltenauf Längeeinsnormiert;derGrunddafür wird gleich
klar werden.In jedemFall ist die Matrix spärlich besetzt,d.h.nur ein
BruchteilderEinträgeist vonnull verschieden.

Eine Suchanfragekann als Vektor betrachtetwerden,der für jeden
möglichenSuchbegriff einenEintrag hat; die nicht verschwindenden
Einträgegebenan,welcheBegriffe, gegebenenfalls mit welcherWich-
tigkeit, in derAnfragevorkommen.

Suchanfrageund Dokumentewerdenalso dargestelltdurch Vektoren
auseinunddemselbenVektorraum;einDokumentpaßtumsobesserzur
Anfrage,je ähnlicherdiebeidenVektorenzueinandersind.

Um die
”
Ähnlichkeit“ zweier Vektorenin diesemZusammenhangzu

definieren,betrachtenwir einBeispiel:

Wir habenvier Dokumenteund die drei Suchbegriffe Jean,Paul und
Sartre. Im erstenDokumentkommenJean und Paul je zweimal vor,
im zweitenJean zweimal und Paul dreimal; von Sartre ist in beiden
Dokumentennicht die Rede.Im dritten Dokumentkommenalle drei
Begriffe jezweimalvor, im viertenschließlichJeanundPaul jezweimal,



Kap. 3: Information erschließen �ý¹��
Sartre dreimal.Die Suchanfragesei Jean Paul; wir interessierenuns
alsofür dendeutschenSchriftstellerJOHANN PAUL FRIEDRICH RICHTER

(1763–1825),derunterdemPseudonym JEAN PAUL publizierte.

Esist ziemlichklar, daßwohlnurdieerstenbeidenDokumentefür diese
Anfragerelevantsind;die letztenbeidendürftenvondemfranz̈osischen
Philosophenund SchriftstellerJEAN PAUL SARTRE (1905–1980)han-
deln,nachdemmanwohl ehernicht mit derAnfrageJeanPaul suchen
dürfte.

Die heutegebr̈auchlichenSuchmaschinenerkennendiesund liefern in
ersterLinie DokumentëuberJEAN PAUL; esgibt aberimmernochonline
Buchhandlungen(bei meinemTestim Mai 2011etwa libri.de), die bei
derSuchenachJEAN PAUL haupts̈achlichBüchervonJEAN PAUL SARTRE

finden.

Um zu sehen,wie sich dasvermeidenläßt, stellenwir zun̈achstdie
Term-Dokument-Matrixauf,wobeiwir hier alsWichtigkeit einfachdie
AnzahlderVorkommennehmen:

1 2 3 4
Jean 2 2 2 2
Paul 2 3 2 2

Sartre 0 0 2 3

Die SuchanfrageentsprichtdemSpaltenvektorzu (1 � 1 � 0).
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Die Abbildung zeigt die vier Spaltenvektorender Dokumentein de-
ren jeweiligen Farbensowie den schwarzenVektor der Suchanfrage.
Natürlich sinddieDokumentenvektorenallesamtdeutlichlängeralsder
Fragevektor, aberwie mansieht,unterscheidensichdieRichtungender
erstenbeidenDokumentenvektorengar nicht oder kaum von der des
Anfragevektors,wohingegender dritte und der vierte deutlichandere
Richtungenhaben.

Somit bietet sich als eineeinfacheStrategie zum Vergleich zwischen
Anfrage-undDokumentenvektorenan,dieBerechnungdesWinkelsan.
Da esunsnicht wirklich auf die genauenWertederWinkel ankommt,
sondernnur darauf,ob sie nahebeim Nullwinkel liegen,könnenwir
stattdessenauchdie einfacherzu berechnendenKosinuswertenehmen
undeinDokumentdannalsrelevantim SinnederSuchanfragebetrach-
ten,wenndieserKosinushinreichendnahebeieinsliegt.Sofernwir alle
SpaltenvektorenderTerm-Dokument-Matrixsowie auchdenVektorder
SuchanfrageaufLängeeinsnormieren,könnenwir diesenKosinuswert
einfachalsSkalarproduktderbeidenVektorenberechnen.Im Falleeiner
Suchmaschinehandeltessich dabeizwar um Vektorenin einemVek-
torraum,dessenDimensionbei runddreißigTausendliegendürfte; da
aberkaumeineSuchanfragemehrals drei Termeentḧalt, müssenwir
tats̈achlichnur wenigeProdukteberechnenundaufaddieren.

§2: Glätten durch orthogonaleProjektion

In der Term-Dokument-Matrixist jedesDokumentrepr̈asentiertdurch
einenVektor, derangibt,mit welchemGewicht welcheTermeim Doku-
mentvorkommen.Offensichtlichstecktin derWahldiesesVektorsviel
Willk ür, und auchwenn man nacheinemeinheitlichenVerfahrenar-
beitet,könneninhaltlichsehrähnlichenDokumentenrechtunterschied-
liche Vektorenzugeordnetwerden.Hinzu kommt, daßSuchanfragen
zwangsl̈aufig zu sehreinfachenVektorenführen,die in ein sehrviel
gröberesRasterpassenalsdieDokumentenvektoren.Wir könnenhoffen,
daßdie Qualiẗat derSuchergebnissesteigtundderSpeicherplatzbedarf
für die Term-Dokument-Matrixsinkt,wennwir die Dokumentenvekto-
renzu Äquivalenzklassenzusammenfassen.



Kap. 3: Information erschließen �ý¹,¹
EinesolcheZusammenfassungmußnaẗurlich automatischerfolgen;al-
les anderewärebei wirklich umfangreichenSammlungenvon Doku-
mentenvöllig unrealistisch.

Wir könnenzumindestinformell so tun, alsseiderDokumentenvektor
zusammengesetztauszwei Komponenten:dem

”
wirklichen“ Inhalt des

DokumentsundeinerArt
”
Rauschen“ , dasvonZufälligkeitenderWort-

wahl undÄhnlichemabḧangt.Auch wennzumindestich keineChance
sehe,diesebeidenKomponentenauchnur einigermaßenpräzisezu de-
finieren,befindenwir unsdamitdochin einerSituation,mit derwir von
anderenAnwendungenhervertrautsind:

a) Lotfußpunkte
Auch hier zerlegenwir einenVektor in zwei Komponenten:Wenn,im
einfachstenFall, ein Vektor � · Ú 2 senkrechtprojiziert werdensoll
auf die Geradedurch den Nullpunkt mit Steigungsvektor � , wollen
wir � darstellenalsSummeeinesVektorsparallelzu � undeinesauf �
senkrechtstehendenVektors :� = !"� +  mit !(· Ú und  $#%� .

Bilden wir auf beidenSeitendasSkalarproduktmit � , erhaltenwir die
Gleichungò � � � ó = ! ò � � � ó +

ò  � � ó = ! ò � � � ó oder ! =

ò � � � óò � � � ó .

Entsprechendkönnenwir auchim Höherdimensionalenvorgehen:Um
einenVektor � ·¥Ú � zu projizierenauf denUnterraum,der von den
Vektoren � 1 ��������� �'& aufgespanntwird, zerlegenwir � in eineLinear-
kombinationder � � sowie einenLotvektor  , derauf allen � � senkrecht
steht: � = ! 1 � 1 + ����� + ! & � & +  mit  $#%� 1 ���������  (#)� & .

Skalarmultiplikationmit � � machtdarausò � � � � ó = ! 1

ò � 1 � � � ó + ����� + !*& ò �+& � � � ó ,

unddie , soerhaltenenlinearenGleichungenbildenein linearesGlei-
chungssystemfür diegesuchtenParameter! 1 ��������� ! & .
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Besonderseinfachwird die Situation,wenndie � � eineOrthonormal-
basisdesbetrachtetenUnterraumsbilden,wennalso ® � � � � Û ¯ für �-	= Ü
verschwindetundfür � = Ü einsist. Dannwerdendie Gleichungenein-
fachzu

ò � � � � ó = ! � . Manbeachte,daßwir in keinemFall denVektor  
wirklich ausrechnenmüssen.

b) ÜberbestimmtelineareGleichungssysteme
Wennin einemlinearenGleichungssystem.

11� 1 + ����� + . 1� � � = ª 1.
21� 1 + ����� + . 2� � � = ª 2

...
.... Æ 1 � 1 + ����� + . Æ � � � = ª Æ

die Anzahl ÿ der Gleichungengrößerist als die Anzahl
�

der Unbe-
kannten,gibt esim allgemeinenkeineLösung.Nunkannes,je nachAn-
wendung,allerdingsvorkommen,daßdasGleichungssystemausphysi-
kalischenodersonstigenGründeneineLösunghabenmüßte,daßaber
die . � Û und oder ª � durch Meß- oder Rundungsfehlerverfälschtsind
unddasGleichungssystemerstdadurchunlösbarwird. UnsereAufgabe
in solchenFällen bestehtdarin, eine

”
Lösung“ ( � 1 ��������� � � ) zu finden

derart,daßdieUnterschiedezwischendenlinkenunddenrechtenSeiten
möglichstgeringsind.

Fassenwir die Koeffizienten . 1Û ��������� . Æ Û zusammenzu einemVek-
tor . Û ·@Ú Æ unddie rechtenSeitenzu einemVektor ª�·@Ú Æ , suchen
wir alsoZahlen� 1 ��������� � � derart,daß� 1

.
1 + ����� + � � . � möglichstnahe

bei ª liegt.

DasGleichungssystemist genaudannexakt lösbar, wenn ª im von den
Vektoren. Û erzeugtenUnterraum/ von Ú Æ liegt. Andernfalls besteht
unserebesteStrategie darin, daßwir ª senkrechtin diesenUntervek-
torraum projizieren und das Gleichungssystemmit dem projizierten
Vektor 
 als neuerrechterSeitelösen.Da  = ª'£ 
 senkrechtauf /
steht,ist daswiederäquivalentdazu,daßwir reelleZahlen � � suchen,
für diegilt� 1

.
1 + ����� + � � . � +  = ª mit  $# .

1 ���������  0# . � .
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Dasist genaudasProblem,daswir im vorigenAbschnittgelösthaben.

Besonders̈ubersichtlichwird die Lösung,wenn wir dasGleichungs-
systemin Matrixform schreibenals 1 � = ª , wobei 1 diejenigeÿ 2 � -
Matrix bezeichnet,derenSpaltendie Vektoren. Û sind.Da diesesGlei-
chungssystemunlösbarist, suchenwir tats̈achlicheineLösungvon1 � +  = ª ,

wobei  auf allen . Û senkrechtstehensoll; die Skalarprodukte® . Û �  ¯
müssenalsofür Ü = 1 ���������%ÿ verschwinden.

DieseOrthogonaliẗatsbedingungläßtsichebenfalls kompaktermit Ma-
trizen schreiben:Die transponierteMatrix 143 hat in der Ü -ten Zeile
die EinträgedesVektors . Û stehen;die Ü -te Komponentevon 1536 ist
alsodasSkalarprodukt® . Û6�  ¯ . Somitmußfür denobigenVektor  das
Produkt 1437 gleichdemNullvektorsein.Multiplizieren wir daherdie
Gleichung 1 � +  = ª von links mit der Matrix 153 , erhaltenwir das
neue,lösbareGleichungssystem

( 15371 ) � = 153�ª ,

dessenLösungsvektor(en) � für dasüberbestimmteGleichungssystem
dasbesteist (sind),waswir bez̈uglichderEUKLID ischenNormbekom-
menkönnen.

c) Lineare Regression
Hauptanwendungsolcher̈uberbestimmterlinearerGleichungssystemist
die Ausgleichsrechnung;dasbekanntesteBeispieldazuwiederumsind
Ausgleichsgeraden:Hier habenwir zwei Meßgr̈oßen � �bÅ , zwischen
denenwir einenZusammenhangder Form Å = . � + ª erwartenmit
unbekanntenParametern. und ª . Für � und Å habenwir eineReihe
von Messungen( � � �bÅ � ) für � = 1 ��������� ¶ , und naẗurlich wird es im
allgemeinenkeinezwei reellenZahlen . � ª geben,sodaßfür alle � giltÅ � = . � � + ª .
Die ¶ GleichungenÅ � = . � � + ª bildenfür ¶ ¡ 2 ein solches̈uberbe-
stimmteslinearesGleichungssystemaus¶ Gleichungenfür diebeiden
Unbekannten. und ª . (Im Gegensatzzu sonstsindhier also . � ª unbe-
kannt,währenddie � � �%Å � bekanntsind.)
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Die Matrix 1 diesesGleichungssystemhatzwei Spalten:In derersten
stehendie � � , in der zweitenstehenlauterEinsen.Der Vektor auf der
rechtenSeiteist derVektor Å , dessenKomponentendie Å � sind.1 3 hatentsprechendzweiZeilen,wobeiin dererstendie � � stehenund
in derzweitenlauterEinsen.Somitist1 3 1 =

89: ;��
=1
� 2� ;��

=1
� �;��

=1
� � ¶

<>=? und 1 3 ª =

89: ;��
=1
� � Å �;��

=1
Å �

<>=? .. und ª sindsomitLösungendeslinearenGleichungssystems;æ �
=1

� 2� � . +

;æ �
=1

� � � ª =

;æ �
=1

� � Å � und

;æ �
=1

� � � . + ¶ � ª =

;æ �
=1
Å � ,

diemanauchleichtalsgeschlosseneFormelangebenkann.

Entsprechendlassensichauchim Höherdimensionalenzuvorgegebenen
Datenpunkten( � � 1 ��������� � � � �%Å � ) · Ú Æ +1 beliebigelineareRegressions-
ans̈atzederForm Å � =

Ææ Û =1

. Û » Û ( � � 1 ��������� � � Æ )

mit unbestimmtenKoeffizienten . Û auf überbestimmtelineare Glei-
chungssystemezurückführen,dienachMultiplikation mit derTranspo-
niertenderMatrix desGleichungssystemseinneuesSystemliefern,des-
senLösungendie nachderMethodederkleinstenQuadratebestm̈ogli-
chenKoeffizientensind. Man beachte,daßder Ansatznur in den . Û
linearseinmuß;dieFunktionen» Û könnenbeliebiggewähltwerden.

d) Projektion auf optimale affine Teilr äume
Oftmalshabenwir in unseremModell keineexplizitenGleichungen,die
einederVariablenalsFunktionderanderendarstellen,sondernwir su-
cheneinfacheineRelation,dieeineWolkevonDatenpunktenmöglichst
gutbeschreibt.Hier wollenwir unsaufdeneinfachstenFall einerlinea-
renRelationbeschr̈anken;wir suchenalsoeinenaffinenTeilraumeiner
vorgegebenenDimension,in dessen

”
Nähe“ dieDatenpunkteliegen.Da
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allewesentlichenIdeenschonim Eindiemsionalenauftreten,wollenwir
zun̈achstderFall einerGeradenausf̈uhrlichbetrachten.

Wir habenalso E PunkteF 1 G�H�H�H�G FJI KMLON und suchendazueineim
SinnederkleinstenQuadrateoptimaleGeradeP . EineGeradeläßtsich
schreibenin derForm P = Q�R + SUT VV SWKXLZY ,

wobeiwir annehmenkönnen,daßderVektor T dieLängeeinshat.

Ist [�\ = R + SU\]T die orthogonaleProjektionvon F*\ auf P , so stehtder
Differenzvektor F \�^ [ \ senkrechtauf T , d.h._ F \�^ R ^ S \ T G Ta` =

_ F \�^ R \ G Ta` ^ S \ = 0 ;

somitist [�\ = R +
_ F*\ ^ R G Ta`�T .

Gesuchtist jeneGeradeP , für diedieSummederAbstandsquadratezu P
minimal wird; mit bdceb =

def f _ c G cg` soll alsoIh \ =1

biF \�^ [ \ b 2 =

Ih \ =1

b (F \�^ R ^ _ F \�^ R G Ta`jTMb 2
minimal werden.

Wir überlegen uns zun̈achst,daßdanndasarithmetischeMittel (der
Schwerpunkt)der F*\ auf P liegenmuß:Fürk =

def

1E Ih \ =1

(F*\ ^ [�\ ) und lm\ =
def
F*\ ^ [�\ ^ k

istIh \ =1

biF \�^ [ \ b 2 =

Ih \ =1

b k + l \ b 2 = E _ k G k ` +2 k G Ih \ =1

l \ +

Ih \ =1

_ l \ G l \ ` .

Dabeiist

Ih \ =1

lm\ =

Ih \ =1

(F*\ ^ [�\ ) ^ E k = 0, alsoIh \ =1

bnF*\ ^ [�\ob 2 = E b k b 2 +

Ih \ =1

bplm\ob 2 .
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Geometrischbetrachtetist l \ = F \p^ ( [ \ + k ) derDifferenzvektorzwischenF \ unddemVektor [ \ + k aufderGeradenrP = Q�R + k + SsT VV SWKXL-Y .

Der Abstandvon F \ zur Geraden
rP ist alsohöchstensgleichderLänge

von l \ , und wäre k nicht der Nullvektor, so wäredie Summeder Ab-
standsquadratefür

rP kleineralsfür P . NachWahlvon P mußsomit k = 0
seinund t

=
def

1E Ih \ =1

F*\ =
1E Ih \ =1

[�\
liegt alsSchwerpunktvonPunktenauf derGeradenP selbstauf P .

Wir könnendaherin der GeradengleichungR =

t
setzenund müssen

nunnocheinenVektor T derLängeeinsfinden,für dendieSummeder
Abstandsquadratezu P minimal wird.

Schreibenwir zurAbkürzung ªd\ = F*\ ^ t
, soist [�\ =

t
+ uvF*\ ^ t G T wT =

t
+ u ª \ G T wxT , alsoF \�^ [ \ = ª \y^ u ª \ G T wzT undIh \ =1

biF*\ ^ [�\ob 2 =

Ih \ =1

bwªo\ ^ _ ªo\ G Ta`jTMb 2
=

Ih \ =1

bwªo\ob 2 ^ 2

Ih \ =1

_ ªo\ G Ta` _ ªo\ G Ta` +

Ih \ =1

b _ ªo\ G Ta`jTMb 2
=

Ih \ =1

bwªo\ob 2 ^ Ih \ =1

b _ ªo\ G Ta`jTMb 2 .

DadieersteSummein derzweitenZeilenichtvon T abḧangt,mußder
gesuchteVektor T diezweiteSummedortmaximalmachen.

Bezeichnet{ die E |vE -Matrix, derenZeilen die Vektoren ª \ sind,
soist {}T derSpaltenvektormit Einträgenª \ T , unddasSkalarprodukt
diesesVektorsmit sichselbstist gleichderzumaximierendenSumme.

Identifizierenwir Vektorenmit einspaltigenMatrizen,soist dasSkalar-
produktzweierVektoren~ G k gleichdemMatrixprodukt ~+��� k , wobei
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geḧorigenZeilenvektor. DasSkalarproduktvon {}T mit sichselbstist
somitgleich

( {}T ) � ( {}T ) = ( T���{�� )( {}T ) = T�� ( {���{ ) T .{���{ ist einesymmetrischereelle E |�E -Matrix; wie wir wissen,sind
alle ihreEigenwertereell,undder L I hateineBasisausEigenvektoren
von { � { .

Wennwir in dieserBasisrechnen,wird { � { zur Diagonalmatrixmit
denEigenwerten� 1 G�H�H�H�G �JI als Einträgen,und sind T 1 G�H�H�H�G T�I die
Komponentenvon T bez̈uglichderBasisausEigenvektoren,soist

T�� ( {���{ ) T = ( T 1 T 2 H�H�H T I )

���� � 1 0 ����� 0
0 � 2 ����� 0
...

...
.. .

...
0 0 ����� � I

�>��� ���� T 1T 2
...T I
�>���

=

Ih \ =1

�*\]T 2\ .

Da T�� ( {���{ ) T alsLängenquadratdesVektors{}T nichtnegativ wer-
denkann,sinddabeialleEigenwerte� \e� 0.

Damit ist klar, daßdergesuchteVektor T EigenvektorderLängeeins
zum größtenEigenwertvon { � { sein muß. Falls dieserEigenwert
Vielfachheiteins hat, ist T bis aufs Vorzeicheneindeutigbestimmt,
und esgibt nur eineLösungsgerade;andernfalls sind alle Geradenim
affinenTeilraumdurchk mit einemRichtungsvektorausdemEigenraum
Lösungen.

Mit minimalenVer̈anderungenbeidenobigenArgumentenist nunauch
klar, wasderoptimalel -dimensionaleaffineTeilraum�

= Q�R + S 1 T 1 + ����� + SU��T��$VV S 1 G�H�H�H�G SU�-KXLZY
zudenvorgegebenenPunktenist: Für R könnenwir wiederdenSchwer-
punkt der F \ nehmen,und T 1 G�H�H�H�G T � sind die Eigenvektorenzu denl größtenEigenwertenvon {}��{ .
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e)Orthogonalit ät bei Matrizen
Bei den bisherigenBeispielenwußtenwir stets,in welchemUnter-
vektorraumdie gesuchteProjektionliegen sollte; im Falle der Term-
Dokument-Matrixwar bislangnur vagedie Redevon einem

”
Inhalt“ ,

dernieexakt definiertwurde.

Angenommen,wir habenzwei Dokumente,die so ähnlich sind, daß
wir ihre Inhalte bez̈uglich praktischjeder Suchanfrageals äquivalent
betrachten.AngesichtsderautomatischenundreinformalenZuordnung
von Dokumentenvektorenwird esselbstdannimmer wiedervorkom-
men,daßfür die beidenDokumenteverschiedeneVektorenberechnet
werden.Wennwir die Längeder Vektorenauf einsodereinesonstige
Konstantenormieren,bedeutetdieseVerschiedenheitinsbesondere,daß
dieVektorenlinearunabḧangigsind.

Für die gesamteTerm-Dokument-Matrixhat dies zur Folge, daß es
viel mehr linear unabḧangigeSpaltengibt als eigentlich notwendig.
Von daherbietet sich an, auf einenRaumvon Matrizen niedrigeren
Rangeszu projizieren;um konkreteZahlenwertewollen wir uns im
Augenblicknochnicht kümmern,undauchdie Tatsache,daßMatrizen
einesvorgegebenenRangs(oder auchhöchstenseinesvorgegebenen
Rangs)nur in denseltenstenFälleneinenUntervektorraumbilden,soll
unsnicht stören.

Von orthogonalenProjektionenkönnenwir erstreden,wennwir einen
Orthogonaliẗatsbegriff, d.h. alsoein Skalarprodukthaben.Wir wählen
dazudie einfachsteMöglichkeit: Wir fasseneine ��|�T -Matrix auf als
einenVektorausL N�� undnehmendortdasüblicheStandardskalarpro-
dukt,d.h. _ � G {0` =

def

Nh \ =1

�h �
=1

R�\ � ªo\ � .

Wer will, kanndasauchkompakterformulieren:Wie stumpfsinniges
Nachrechnenzeigt,ist _ � G {�` = Spur(

� � { ) ,

was wir allerdingsim folgendennicht brauchenwerden.Die Normb � b = f _ � G � ` zu diesemSkalarproduktwird, um sievon denvielen
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anderenmöglichen Matrixnormenzu unterscheiden,als FROBENIUS-
Norm bezeichnet.

f) Orthonormalbasen im Vektorraum der Matrizen
Da wir denVektorraumLW����N der T |�� -Matrizenmit demVektor-
raum L �ON identifizieren,habenwir eineStandardbasis,bestehendaus
Matrizen,bei denengenauein Eintraggleicheinsist undalle anderen
gleichnull; wie jedeStandardbasiseinesL I ist dasnaẗurlich eineOr-
thonormalbasis.Wir wollen unsüberlegen,daßwir unsauchauszwei
beliebigenOrthonormalbasenvon L N und L � eineOrthonormalbasis
von L Ng�j� konstruierenkönnen.

Dazudefinierenwir zun̈achstfür zweiVektorenk =

�� k
1
...k �
�� K LW� und ¡ =

�� ¡ 1
...k N
�� K LON

derenTensorproduktalsdieMatrix

k£¢ ¡ =

���� k
1 ¡ 1

k
1 ¡ 2 H�H�H k 1 ¡ Nk

2 ¡ 1
k

2 ¡ 2 H�H�H k 2 ¡ N...
...

. ..
...k � ¡ 1

k � ¡ 2 H�H�H k � ¡ N
� ��� K LW����N .

(DasZeichen
”
¢ “ wird in diesemZusammenhangausgesprochenals

”
Tensor“ ).

Lemma: ( k 1 G�H�H�H�G k � ) und ( ¡ 1 G�H�H�H�G ¡ N ) seienOrthonormalbasenvonLWN bzw. LW� . DannbildendieVektorenk \ ¢ ¡ � eineOrthonormalbasis
desVektorraumsLWN'��� .

Beweis:Wir bezeichnendie KomponentenderVektorenk \ mit k \¥¤ , die
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derVektoren¡ � mit ¡ �¨§ . Dannist© k \ ¢ ¡ � G k�ª«¢ ¡O¬� =
�h ¤ =1

Nh §
=1

( k \¥¤j¡ �¨§ )( k�ª ¤j¡W¬ § )
=
�h ¤ =1

k \¥¤j¡ ª ¤ Nh §
=1

¡ �¨§ k ¬ §
=
_ k \ G k ª ` © ¡ � G ¡ ¬� .

Ist ®¦=̄ ° oder ±�=̄ ² , soverschwindetrechtsmindestenseinerderbeiden
Faktoren,alsoauchdasProdukt.Ist aber ® = ° und ± = ² , sosindbeide
Skalarprodukterechtsgleicheins,alsoauchdasSkalarproduktlinks.

§3: Die Singulärwertzerlegung

UnsernächstesZiel ist es,zu einergegebenenMatrix
� KvLW����N Or-

thonormalbasenk 1 G�H�H�H k � von LO� und ¡ 1 G�H�H�H�G ¡ N von LWN zu finden,
derart,daß

�
in der OrthonormalbasisausdenMatrizen k \ ¢ ¡ � eine

möglichstkurzeBasisdarstellunghat.OffensichtlichhatjedederMatri-
zenk \ ¢ ¡ � denRangeins,dennjedeihrerSpaltenistproportionalzu ¡ � ,
undjedeihrerZeilenistproportionalzu k \ . EineMatrix vomRangl muß
dahereineLinearkombinationvonmindestensl Basismatrizensein;wir
wolleneineBasisfinden,in derwir mit genaul auskommen.

Satz: Zu jederlinearenAbbildung³
:

LW� ´ LWNk$µ´ � k
gibt esOrthonormalbasenk 1 G�H�H�H k � von L � und ~ 1 G�H�H�H�G ~ N von L N
derart,daßin der Abbildungsmatrix ¶ von

³
bez̈uglich dieserBasen

alleEinträge ·*\ � mit ®¦=̄ ± verschwindenundfür dieEinträge ·*\¥\ gilt:· 11 � · 22 � ����� � · �¸� .

Für � = T ist ¶ alsoeineDiagonalmatrix,für �vw¹T einedurchNull-
spaltenundfür T wz� einedurchNullzeilenerweiterteDiagonalmatrix.
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DenBeweisführenwir durchInduktionnachdemMinimum derbeiden
ZahlenT und � :

Ist diesesMinimum gleicheins,soist T = 1 oder � = 1 oderbeides.

Im Falle T = 1 nehmenwir für L � = L die Orthonormalbasisbeste-
hendausder Eins.Falls

�
die Nullmatrix ist, könnenwir für L N eine

beliebigeOrthonormalbasiswählen;andernfalls nehmenwir alsersten
BasisvektordenVektor

³
(1) dividiert durchseineLängeundergänzen

ihn zu einerOrthonormalbasisvon LWN .

Ist � = 1, nehmenwir entsprechendfür L N = L die Orthonormalbasis
bestehendausderEins.In L � nehmenwir irgendeineOrthonormalba-
sis desKernsund ergänzensie durch einenweiterenVektor zu einer
Orthonormalbasisvon ganz LWN ; diesenweiterenVektorbetrachtenwir
alserstenBasisvektor.

WenndasMinimum größerals einsist und
�

die Nullmatrix, können
wir für LWN und LW� beliebigeOrthonormalbasenwählenundalle · \ = 0
setzen.

Für alleanderenMatrizen
�

betrachtenwir in L � dieEinheitsspḧare¬ = Q k KXLW� VV'º k º = 1 Y
bestehendausallenVektorenderLängeeins,unddaraufdieAbbildung»

:
¬v´ Lk$µ´ º ³ ( k ) º ,

die jedemVektor k K�¬ dieLängedesVektors

³
( k ) =

� k KXL N zuord-
net.Da ¬ kompaktist, nimmt

»
seinMaximum an; diesessei · 1 und

werdefür denVektor k 1 K@¬ angenommen.Da
�

nicht die Nullmatrix
ist,kann · 1 nichtverschwinden;wir könnendaherdividierenundsetzen~ 1 =

³
( k 1)· 1

.

Dannist

³
( k 1) = · 1 ~ 1, und ~ 1 ist wie k 1 einVektorderLängeeins.

Nach dem Basisergänzungssatzin Verbindungmit dem Orthogonali-
sierungsverfahrenvon GRAM und SCHMIDT könnenwir dazuweitere
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Vektorenk 2 G�H�H�H�G k N und ~ 2 G�H�H�H�G ~ � findenderart,daßdie Vektorenk \
eineOrthonormalbasisvon LDN bildenunddie ~ � einevon LW� .Bez̈uglich
dieserbeidenBasenhabe

³
dieAbbildungsmatrix

�
1.

DadieSpaltenvektorenderAbbildungsmatrixdieKoeffizientenderBa-
sisdarstellungder Bildvektorensind und k 1 aus · 1 ~ 1 abgebildetwird,
hatdie ersteSpaltevon

�
1 in dererstenZeile denEintrag · 1, undalle

anderenEinträgeverschwinden.Wir wollenunsüberlegen,daßauchin
dererstenZeilevon

�
1 alleanderenEinträgeverschwindenmüssen.

Wir schreiben �
1 =

���� · 1 ¼ 01 H�H�H ¼ 0 ½ �5¾ 1
0 ¼ 11 H�H�H ¼ 1 ½ �5¾ 1
...

...
...

...
0 ¼ N�¾ 1 ½ 1 H�H�H ¼ Nj¾ 1 ½ �5¾ 1

�>���
undbetrachtendenVektork = · 1

k
1 + ¼ 01

k
2 + ����� + ¼ 0 ½ �5¾ 1

k � K LO� .

Da er bez̈uglich einerOrthonormalbasisdargestelltist, könnenwir das
QuadratseinerLängeeinfach als Summeder Koeffizientenquadrate
berechnen,d.h. b k b 2 = · 2

1 +
�5¾ 1h �

=1
¼ 20� .

SeinBild unter

³
ist

³
( k ) = · 1

³
( k 1) + ¼ 01

³
( k 2) + ����� + ¼ 0 ½ �5¾ 1

³
( k �5¾ 1)

= · 2
1 ~ 1 + ¼ 01 ¼ (1) + ����� ¼ 0 ½ �5¾ 1 ¼ ( �5¾ 1) ,

wobei ¼ ( � ) den(± ^ 1)-tenSpaltenvektorvon
�

1 bezeichnet.In Koordi-
natenausgedr̈uckt ist somit³

( k ) =

���� · 2
1 + ¼ 201 + ����� + ¼ 20 ½ �5¾ 1¼ 01 ¼ 11 + ����� + ¼ 0 ½ �5¾ 1 ¼ 1 ½ �5¾ 1

...¼ 01 ¼ N�¾ 1 ½ 1 + ����� + ¼ 0 ½ �5¾ 1 ¼ N�¾ 1 ½ �5¾ 1

�>��� .
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DasLängenquadratdiesesVektorsist QuadratsummederEinträge,d.h.b ³ ( k ) b 2 � Á · 2

1 + ¼ 201 + ����� + ¼ 20 ½ �5¾ 1 Â 2
.

DerEinheitsvektork
0 =

def

kb k b =
k· 2

1 + ¼ 201 + ����� + ¼ 20 ½ �5¾ 1

wird dementsprechendabgebildetauf den Vektor

³
( k ) ÃJb k b , dessen

Längegrößerodergleich· 2
1 + ¼ 201 + ����� + ¼ 20 ½ �5¾ 1· 2

1 + ¼ 201 + ����� + ¼ 20 ½ �5¾ 1

� · 2
1 + ¼ 201 + ����� + ¼ 20 ½ �5¾ 1

ist. DieseLängekannaberhöchstensgleich · 1 sein,dennnachKon-
struktionist dasja die größtm̈oglicheLängefür dasBild einesVektors
derLängeeins.Somitmüssenalle ¼ 0� verschwinden;dieMatrix

�
1 hat

alsodieForm �
1 = Ä · 1 0

0 {ÆÅ
mit einer( � ^ 1) | ( T ^ 1)-Matrix { . Dieszeigt,daß

³
denvon k 2 bisk � erzeugtenUntervektorraumdesL � aufdenvon ~ 2 bis ~ N erzeugten

Untervektorraumdes L N abbildet.Schr̈ankenwir die Abbildung

³
ein

aufdiesebeidenUntervektorr̈aume,habenwir jeweils umeinskleinere
Dimensionen;nachInduktionsannahmegibt esalsoOrthonormalbasen
dieserUntervektorr̈aume,bez̈uglichdererdieEinschr̈ankungvon

³
Dia-

gonalgestalthat.NachWahl von · 1 ist klar, daßalle Diagolaneintr̈age
kleinerodergleich · 1 seinmüssen.

Ersetzenwir k 2 G�H�H�H�G k � und ~ 2 G�H�H�H�G ~ N durchdie VektorendieserBa-
sen,erhaltenwir zusammenmit k 1 und ~ 1 Orthonormalbasenvon L �
und LÇN , bez̈uglich dererdie Abbildungsmatrix¶ von

³
keineEinträge· \ � mit ®È=̄ ± hatundfür die · \¥\ = · \ gilt · 1 � · 2 � ����� � · � , wobei l

dasMinimum derbeidenDimensionenT und � bezeichnet.

Der Wechselvon der Standardbasiszu dieserOrthonormalbasiswird
jeweils durch eine orthogonaleMatrix beschrieben;somit habenwir
bewiesen:
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Satz: Jedereelle T |Ê� -Matrix
�

läßtsichalseinProdukt
�

= ËZ¶ÍÌÎ�
schreibenmit orthogonalenMatrizen Ë KXLÇ����� und Ì KXLWN'��N sowie
einerMatrix ¶)KXLW����N , in deralleEinträge· \ � mit ®¦=̄ ± verschwinden
undfür die restlichenEinträgegilt · 11 � · 22 � ����� � · �Ï� .
Definition: Die Zahlen · \ =

def
· \¥\ heißensingul̈are Werte von

�
; die

Spaltenvektorenvon Ë undvon Ì bezeichnenwir alssingul̈areVektoren
von

�
. Die Zerlegung

�
= ËZ¶ÍÌ � heißt Singul̈arwertzerlegung der

Matrix
�

.

Da die Matrizen Ë und Ì orthogonalsind,sindihre inversenMatrizen
einfachdietransponierten.Dieskönnenwir ausn̈utzenumdiesingul̈aren
WerteundVektorenmit bekanntenGrößenin Verbindungzu bringen:�4� � = ËZ¶ÍÌZ�ÐÌ�¶W�eËÑ� = ËZ¶Í¶W�ÐË£� = Ë-ÒÓË£� = Ë-Ò�Ë�¾ 1 ,

wobei Ò eineDiagonalmatrixmit Einträgen · 2\ ist. Somit sind die · \
dieWurzelnderEigenwertevon

�4� � .

Multiplizierenwir dieGleichung
�

= ËÎ¶ÍÌ � vonrechtsmit Ì , erhalten
wir die Gleichung

� Ì = ËÎ¶ , dennfür eineorthogonaleMatrix Ì istÌÎ�BÌ = ÌÊÌZ� gleichderEinheitsmatrix.Für den ® -tenSpaltenvektor k \
von Ì ist daher

� k \ = · \ ~ \ .
Entsprechendkönnenwir

� � = ÌÊ¶ � Ë � von rechtsmit Ë multiplizie-
renunderhalten

� �eË = ÌÊ¶W� ; für den ® -tenSpaltenvektor ~+\ von Ë ist
daher

� � ~+\ = ·*\ k \ .
Fassenwir beideszusammen,erhaltenwir dieGleichungen� � � k \ = · 2\ k \ und

�5� �7~ \ = · 2\ ~ \ ;

diesingul̈arenVektorensindalsodieEigenvektorenvon
� � � bzw.

�5� � .

DadieMatrizen Ë und Ì alsorthogonaleMatrizeninvertierbarsind,ist
der Rangder Ausgangsmatrix

�
gleich demder Matrix ¶ , d.h. gleich

derAnzahl l dervonNull verschiedenenSingul̈arwerte.

DadieEinträgederMatrix ¶ höchstensdannvonNull verschiedensein
können,wenn der Zeilenindex gleich dem Spaltenindex ist, wird im
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Produkt ËÎ¶ der ® -te Spaltenvektorvon Ë mit · \ multipliziert. Entspre-
chendwird im Produkt¶ÍÌZ� der ® -teZeilenvektorvon ÌÎ� , d.h.alsodie® -te Spaltevon Ì , mit · \ multipliziert. Für ®�w l ist · \ = 0, die ent-
sprechendenSpaltenvon Ë und Ì spielenalsofür dieBerechnungvon�

= ËÎ¶«Ì � keinerleiRolleundmüssensomitauchnichtabgespeichert
werden.BezeichnetË 1 die �a|Ól -Matrix ausdenerstenl Spaltenvekto-
renvon Ë , Ì 1 die T |Êl -Matrix ausdenerstenl Spaltenvektorenvon Ì
und ¶ 1 die l�|Ôl -Diagonalmatrixmit Einträgen · 1 G�H�H�H�H ·J� , so ist also
auch�

= Ë 1 ¶ 1 ÌÎ�1 mit Ë 1 K LWN'� � G Ì 1 K LW��� � und ¶ 1 KXL � � � .

Ausgedr̈uckt durchdie Spaltenvektoren ~'\ G k \ von Ë 1 und Ì 1 können
wir diesauchschreibenals�

=

�h \ =1

· \ ~ \ k �\ =

�h \ =1

· \ ~ \ ¢Mk \
mit demin Õ 2f) eingef̈uhrtenTensorprodukt.

Die Projektionauf denRaumaller Matrizenvom Ranghöchstens

t
für

ein

t-Ö l liefert unsderfolgende

Satz:
�

seieineMatrix vomRangl ; ihre Singul̈arwertzerlegungsei�
= ËZ¶ÍÌZ� =

�h \ =1

·J\×~+\ ¢Æk \ .
Dannist für jedes

t-Ö l dieMatrix�-Ø
=

Øh \ =1

· \ ~ \ ¢Mk \
eineorthogonaleProjektionvon

�
auf einenVektorraumvon Matrizen

mit Ranghöchstens

t
, und für jedeMatrix { vom Rankhöchstens

t
gilt: b � ^ {�b � b � Ø ^ � b .
(Als Matrix könnenwirfl

� Ø
wie folgt definieren:DieMatrix ¶ Ø entstehe

aus ¶ dadurch,daßalle ·J\Ù\ mit ®Úw t
aufNull gesetztwerden.Dannist� Ø

= ËÎ¶ Ø ÌÎ� . Die Matrix
� Ø

ist genaudanneindeutigbestimmt,wenn· Ø w¹· Ø +1 ist; andernfallsgibt esmehrereLösungen.)
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Beweis:Dadiesämtlichen~ \ bzw. k � jeweilseineOrthonormalbasisdes
zu GrundeliegendenVektorraumsbilden,bildendie ~ \ ¢Ûk � nach Õ 2f)
eineOrthonormalbasisdesentsprechendenVektorraumsvon Matrizen.
Wir betrachteneinebeliebigeMatrix { ausdiesemRaumundschreiben
sieals { =

Nh \ =1

�h �
=1
¼ \ � ~ \ ¢Æk � .

Da dasQuadratderEUKLID ischenNorm bez̈uglich einerOrthonormal-
basiseinfachals Summeder Koeffizientenquadrateberechnetwerden
kann,ist bo{ ^ � b 2 =

min( � ½ N )h \ =1

( ¼ \Ù\�^ · \ )2 +
h \ÝÜ=� ¼ 2\ � .

Wenndiesminimalwerdensoll, müssenalsozun̈achstalle ¼ \ � mit ®¦=̄ ±
verschwinden.

Von den Koeffizienten ¼ \¥\ können für eine Matrix { vom Rang
höchstens

t u l Ö
min(� G T ) nicht mehr als

t
von Null verschie-

densein;wir könnendahernicht alle l Koeffizienten ¼ \¥\ = · \ setzen,
sondernmüsseneinigeauchaufnull setzen.Ein solcherKoeffizient lie-
fert danneinenBeitragvon · 2\ zurobigenSumme.Dadie ·*\ derGröße
nachgeordnetsind,setzenwir somit ¼ \¥\ = · Ø für ® Ö)t

und ¼ \Ù\ = 0sonst.

§4: Latente semantischeAnalyse

Wir habenorthogonaleProjektionenunddieSingul̈arwertzerlegungbe-
trachtet,um damit die Term-Dokument-Matrixzu

”
entrauschen“ ; wir

wollen also den Vektor k zu einemDokumentauffassenals Summe
zweierVektoren,von denender eineden

”
wirklichen“ Inhalt desDo-

kumentsbeschreibt,währendim anderenall dieZufälligkeitenstecken,
die individuelle Wortwahl (Karotte/Möhre, Auto/PKW) und Stil mit
sich bringen.Wennwir dieseZerlegungwirklich definierenund auch
durchf̈uhrenkönnten,hättedie Matrix der

”
Inhaltsvektoren“ sicherlich

einenkleinerenRangalsdieTerm-Dokument-Matrix.
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Ansatzpunktder latentensemantischenAnalyse ist die logisch un-
zulässige,aberpraktischbewährteUmkehrungdieserAussage:Wenn
wir die Term-Dokument-Matrixdurcheine

”
benachbarte“ Matrix nied-

rigerenRangsersetzen,stehtzuhoffen,daßderenSpalteneherden
”
In-

haltsvektoren“ entsprechenalsdieSpaltenderTerm-Dokument-Matrix.

Ein ähnlichesProblemhatauchdienumerischeMathematikbeimRech-
nenmit Gleitkomma-Matrizen:Falls die SpaltenR�\ einerMatrix einer
linearenGleichung Þ �*\nR�\ = 0 gen̈ugensollten,wird durchallfällige
Rundungsfehlerdie rechteSeitetats̈achlich oftmals verschiedenvom
Nullvektor;derRangderGleitkomma-Matrixwird alsogrößeralsder
RangderexaktenMatrix.

Betrachtetmandie singul̈arenWerteeinersolchenMatrix, so werden
diesemeisthintereinemfestenIndex plötzlichsehrviel kleiner. Diesen
Index bezeichnetmanalsden(nichtwirklich exaktdefinierten)numeri-
schenRangderMatrix.

Als Beispielbetrachtenwir dieMatrix�
=

1 2 3
4 5 6
7 8 9

mit
�4� � =

14 32 50
32 77 122
50 122 194

Die Eigenwertevon
�4� � sind0 und 1

2(285 ß 3 à 8881), undtats̈achlich
hat

�
naẗurlich nurdenRangzwei.

Ein Programmwie MatLabberechnetjedochauchzu
�

eine
”
inverse“

Matrix (wennauchmit WarnungüberdieschlechteKonditionszahl)und
kommtauf die singul̈arenWerte16,85,1,07und4,42 � 10¾ 16. Hier ist
dernumerischeRangoffensichtlichgleichdemRangzwei derexakten
Matrix.

Soextremwie in diesemBeispielist derAbfall dersingul̈arenWerteim
Falle von Term-Dokument-Matrizennaẗurlich nur selten;trotzdemist
meistungefähr klar, abwannsieklein genugwerden,umvernachl̈assigt
zuwerden.Derwohl popul̈arsteAnsatzzur latentensemantischenAna-
lysebestehtdaherdarin,dieTerm-Dokument-MatrixsoaufeineMatrix
niedrigerenRangszu projizierenundmit dieserzu arbeiten.

Als Beispielfür einelatentesemantischeAnalysebetrachtet
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LARS ELDÉN: Matrix Methodsin DataMining andPatternRe-
cognition,SIAM, 2007

fünf DokumentefolgendenInhalts:
1. TheGoogleTM matrix á is amodelof theinternet.
2. á \ � is nonzero,if thereis a link from Webpage± to ® .
3. TheGooglematrix is usedto rankall Webpages.
4. Therankingis doneby solvingamatrixeigenvalueproblem.
5. Englanddroppedoutof thetop tenin theFIFA ranking.

Wenn wir die zehnSuchbegriffe eigenvalue, England,FIFA, Google,
internet,link, matrix,page, rank,Webzulassen,erhaltenwir die Term-
Dokumentmatrix

�
=

���������������

0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 1
1 0 1 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
1 0 1 1 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1
0 1 1 0 0

� ��������������
.

Die Suchanfrage
”
Ranking of Web Pages“ entsprichtdem Spalten-

vektor zu (0 G 0 G 0 G 0 G 0 G 0 G 0 G 1 G 1 G 1); berechnenwir denKosinusseines
Winkels mit den fünf Spaltenvektorenvon

�
erhaltenwir die Werte

0 G 2
3 G 3â

15 ã 0 G 775 und für die beidenletztenSpaltenjeweils 1
3. Dem-

nachwäredasdritte Dokumentdaspassendste,gefolgt vom zweiten,
danachgleichrangigdasvierteunddasfünfteundamunpassendstendas
erste.

Tats̈achlichist klar, daßfür dieseAnfragedasletzteDokumentvöllig
irrelevant ist, währenddaserstetrotz disjunkterSuchbegriffe durchaus
einegewisseBedeutunghat.
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Die Singul̈arwertzerlegungvon

�
ist
�

= Ë 1 ¶ÍÌZ� mit

Ë 1 =

���������������

^ 0 G 142 ^ 0 G 243 0 ^ 0 G 578 0 G 364^ 0 G 0787 ^ 0 G 261 ^ 0 G 385 0 G 392 0 G 168^ 0 G 0787 ^ 0 G 261 ^ 0 G 385 0 G 392 0 G 168^ 0 G 392 0 G 0274 0 G 385 0 G 399 ^ 0 G 251^ 0 G 130 ^ 0 G 0740 0 G 385 0 G 375 0 G 495^ 0 G 102 0 G 373 ^ 0 G 192 ^ 0 G 0346 0 G 654^ 0 G 535 ^ 0 G 216 0 G 385 ^ 0 G 179 0 G 113^ 0 G 365 0 G 475 ^ 0 G 192 ^ 0 G 0102 ^ 0 G 0917^ 0 G 484 ^ 0 G 402 ^ 0 G 385 ^ 0 G 161 ^ 0 G 215^ 0 G 365 0 G 475 ^ 0 G 192 ^ 0 G 0102 ^ 0 G 0917

� ��������������
G

¶ =

����� 2 G 85 0 0 0 0
0 1 G 88 0 0 0
0 0 1 G 73 0 0
0 0 0 1 G 26 0
0 0 0 0 0 G 848

�>����
und

Ì =

����� ^ 0 G 370 ^ 0 G 139 0 G 667 0 G 472 0 G 420^ 0 G 291 0 G 703 ^ 0 G 333 ^ 0 G 0436 0 G 555^ 0 G 750 0 G 191 0 0 G 0308 ^ 0 G 633^ 0 G 407 ^ 0 G 457 0 ^ 0 G 728 0 G 309^ 0 G 225 ^ 0 G 491 ^ 0 G 667 0 G 494 0 G 142

�>���� .

Setzenwir zur latentensemantischenAnalysedie letztendrei dieser
Diagonaleintr̈ageauf Null, erhaltenwir dieneueMatrix���������������

^ 0 G 142 ^ 0 G 243^ 0 GÙH 0787 ^ 0 G 261^ 0 GÙH 0787 ^ 0 G 261^ 0 G 392 0 G 0274^ 0 G 130 ^ 0 G 0740^ 0 G 102 0 G 373^ 0 G 535 ^ 0 G 216^ 0 G 365 0 G 475^ 0 G 484 ^ 0 G 402^ 0 G 365 0 G 475

�>��������������
Ä 2 G 85 0

0 1 G 88 Å
����� ^ 0 G 370 ^ 0 G 291^ 0 G 139 0 G 703

0 G 667 ^ 0 G 333
0 G 472 0 G 044
0 G 420 0 G 555

� ����
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=

���������������

0 G 214 ^ 0 G 203 0 G 218 0 G 375 0 G 316
0 G 152 ^ 0 G 280 0 G 0748 0 G 316 0 G 291
0 G 152 ^ 0 G 280 0 G 0748 0 G 316 0 G 291
0 G 407 0 G 362 0 G 850 0 G 432 0 G 226
0 G 156 0 G 00992 0 G 251 0 G 214 0 G 152

0 G 00992 0 G 579 0 G 353 ^ 0 G 203 ^ 0 G 280
0 G 622 0 G 159 1 H 07 0 G 807 0 G 542
0 G 261 0 G 932 0 G 951 0 G 0147 ^ 0 G 205
0 G 617 ^ 0 G 130 0 G 891 0 G 908 0 G 682
0 G 261 0 G 932 0 G 951 0 G 0147 ^ 0 G 205

� ��������������
.

Berechnenwir nundie KosinuswertederWinkel zwischendenSpalten
unddenSuchanfragen,erhaltenwir dieneuenWerte

0 H 604G 0 H 640G 0 H 743G 0 H 374 und 0 H 140,

nachzwar weiterhindasdritte Dokumentdie besteAntwort ist, aller-
dingsliegennunsowohl daserstealsauchdasviertedeutlichvor dem
irrelevantenfünften.DerGrundliegt naẗurlich darin,daßdieProjektio-
nenderentsprechendenSpaltenvektorenvon

�
auf denvon denersten

beidenSpaltenvektorenvon Ë 1 aufgespanntenUntervektorraumdesL 10

weitausbesser̈ubereinstimmenalsdieOriginaleim L 10.

§5: Der PageRankvon Google

GooglebegannalsstudentischesForschungsprojektderbeidenDokto-
randenSERGEY BRIN undLAWRENCEPAGE anderStanfordUniversity
im kalifornischenPaloAlto; seineerstenVorläuferwarenauchnurdort
aufdemCampuszug̈anglich.Als StanfordsPr̈asidentJOHN HENNESSY,
ein technischerInformatiker, Mitte der neunzigerJahreerstmalsvon
derneuenSuchmaschinehörte,tippteer seinenNamenein underhielt
gleich als ersteseineSeitevon Stanford.Daswar ihm bei der damals
führendenSuchmaschineAltaVistanochniepassiertundtrugsicherlich
mit dazubei, daßStanfordsp̈aterdie Kommerzialisierungvon Google
nachKräftenförderte.

Die erstenPrototypenber̈ucksichtigtenzur AnordnungderSuchergeb-
nisseselbstversẗandlichnochnichtdieheuteüblichenüberzweihundert
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”
Signale“ ; damalsgab es im wesentlichennur ein Kriterium, denPa-

geRank.Er ist benanntnachLAWRENCE PAGE und patentiertals US
Patent6285999vom4. September2001mit Anschlußpatent7058628
vom 6. Juni2006*) InhaberderPatenteist die StanfordUniversity;als
Erfinderist jeweils LAWRENCEPAGE angegeben.

Im Gegensatzzu denmeistenanderenKriterien ist der PageRankun-
abḧangig von jeder Suchanfrage:Durch ihn sollen alle (dem System
bekannten)Webseitennachihrer Wichtigkeit geordnetwerden.Getreu
der allgemeinenPhilosophievon GooglemußdieseWichtigkeit nach
einemgut skalierbarenVerfahrenohnemenschlicheInterventionbere-
chenbarsein.

DieGrundideedazuisteinfachundauchnichtneu:Seitlangemwird im-
mer wiederversucht,die Wichtigkeit wissenschaftlicherArbeitenrein
mechanischzu bestimmen.Ein einfacherunddeshalbgerneverwende-
ter Ansatzbestehtdarin,eineArbeitennachder Anzahl jeneranderer
Arbeitenzu beurteilen,in denensiezitiert wird. Mit Hilfe desScience
Citation Index und inzwischenauchCiteSeer( ä�åçæ¨èêédèè�ëíìîåïé¸æíìîð�éÏñeì�èóòôñ )
und ähnlichenDatenbanken läßt sich dieseAnzahl leicht feststellen
(oderzumindestscḧatzen,dennsiehängtnaẗurlich abvomUmfangder
verwendetenDatenbank),undmanerḧalt einobjektivesMaß.

Wenigerklar ist, was durch diesesMaß gemessenwird, dennan der
Spitzestehenpraktischnie Arbeiten,die ein Fachwissenschaftlerder
entsprechendenDisziplinzudenwichtigstenausdembetreffendenZeit-
raum rechnenwürde.Der Grund ist ziemlich klar: Ein kleinesLicht
mit einergroßenScharmittelmäßigerScḧuler, die allesamtsẗandigden
großenMeisterzitieren,schneidethier besserabalsein Autor, dernur
vonwenigenhochkar̈atigenSpezialistenzitiert wird.

Ähnlich siehtesaus,wennmandieseVorgehensweiseauf dasWorld
WideWebübertr̈agt.DaeineVolltextsuchmaschineohnehinKopienaller
ihr bekannterWebseitenim Speicherhat,kannsiezujederdieserSeiten

*) US-Patentesind auf dem offiziellen Server ð6õóæpö]æóìîñ�éÏðgæo÷gì�øj÷íù des
United StatesPatentand TrademarkOffice in HTML zu finden,pdf-
Dateienbei úÑú5ú$ìîð6õæ�ûíð�ò*ö¸ì�÷�ëoø .
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leichtermitteln,wievieleandereSeitendaraufverweisenundkanndann
alsWichtigkeitsm̈asfür eineSeite ¬ definieren¡ 0( ¬ ) = AnzahlderSeiten,dieauf ¬ verweisen.

Die Problememit diesemMaßsindim wesentlichedieselbenwie oben:
1. EinVerweisvoneinerwichtigenSeitesagtmehraus,alseinVerweis

voneinerunwichtigen.
2. WenneinewichtigeSeiteauf hundertandereSeitenverweist,kann

mandasnicht vergleichenmit einemVerweisauf nur eineeinzige
Seite.

3. DurchMassenproduktioninhaltsleererSeiten,dereneinzigerZweck
der Verweisauf einezu pushendeWebseiteist, läßtsich dasMaß
leichtmanipulieren.

PAGE benutzttrotzdemdie Informationen,die in der Verweisstruktur
desWorld Wide Websteckt,allerdingsmit einerModifikation,die den
erstenbeidenProblemenentgegenwirktunddamitzumindestteilweise
auchdasdritte löst:EineSeiteist wichtig, wennwichtigeSeitenaufsie
verweisen,insbesonderedann,wenndiesenuraufwenigeandereSeiten
verweisen.

EinersterAnsatz,diesin einemathematischeFormelumzusetzen,könn-
te folgendersein: JedeSeite ¬ erḧalt eine Wichtigkeit ¡ ( ¬ ), für die
folgendesgilt: Sind ü 1 G�H�H�H�G ü N die Seiten,die auf ¬ verweisenund
verweist ü \ auf T \ Seiten,soist¡ ( ¬ ) =

Nh \ =1

¡ ( ü5\ )T \ . ( ý )
Dies ist sicherlicheine sinnvolle Forderung,jedochist a priori nicht
klar, ob dadurcheineeindeutigeRangordnungdefiniertwird: Erstein-
malmußuntersuchtwerden,obesüberhaupteinevonderNullfunktion
verschiedeneLösungsfunktion¡ gibt, danachstellt sichnochdasPro-
blemderEindeutigkeit.

DieseFrageläßtsich einfachbeantworten,denndie obigeFormel de-
finiert offensichtlichein linearesGleichungssystemfür die Unbekann-
ten ¡ ( ¬ ). Um esin eineüblichereForm zubringen,bezeichnenwir die
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der SuchmaschinebekanntenDokumentemit ¬ 1 G�H�H�H�G ¬ I , die Anzahl
dervonSeite ¬ � ausgehendenVerweisemit T � undsetzenR�\ � = þ 1�Çÿ fallseseinenVerweis ¬ � ´ ¬ \ mit ±�=̄ ® gibt

0 sonst
.

Dannwird dieobigeGleichungzu¡«\ =

Ih �
=1

R�\ � ¡ � für ® = 1 G�H�H�H�G E .

Bringenwir hier noch ¡«\ auf die andereSeite,habenwir die Standard-
form eineshomogenenlinearenGleichungssystems:Nh �

=1
¼ \ � ¡ � = 0 mit ¼ \ � = þ R \ � falls ®¦=̄ ±^ 1 falls ® = ± .

Ein solchesSystemhat immer den Nullvektor als Lösung;weitere
Lösungengibt esgenaudann,wenndie Gleichungenlinear abḧangig
sind.

Für eineSeite ¬ � , vondermindestenseinVerweisausgeht,istIh \ =1

R \ � = T � � 1T � = 1 unddamit

Ih \ =1
¼ \ � = 0 ;

falls von jederSeitemindestensein Verweisausgeht,ist alsodie Sum-
me aller E linker Seitengleich Null. In diesemFall sind daherdie
Gleichungenlinearabḧangigundesgibt auchnichttriviale Lösungen.

Nun gibt esallerdingsviele Seiten,die auf keineanderenSeitenver-
weisen,zumBeispieldiepdf-Dateimit demText diesesSkriptums.Um
trotzdemdie Existenznichttrivialer Lösungenzu garantieren,werden
vor allemzweiStrategienangewandt:
1. Manignoriertzun̈achstalleSeiten,dieaufkeineanderenverweisen.

Für denRestlöst mandaslineareGleichungssystemund setztdie
Lösungdannmittels der Formel ( ý ) fort auf die restlichenSeiten.
DadieseSeitenaufnichtsverweisen,könnensienieaufderrechten
Seitevon ( ý ) auftreten;rechtsstehenimmer nur bereitsausdem
erstenSchrittbekannteGewichte.
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2. ManbehandeltdieseSeitenso,alswürdensieauf jedeandereSeite
verweisen,setzt also für eine solcheSeite ¬ � den Wert von R \ �
für jedes® auf1Ã¨E . Dannist auchfür solche± dieSummealler R�\ �
gleicheins,sodaßobigesArgumentdieExistenzeinernichttrivialen
Lösungzeigt.

Ein weiteresProblemsind Verweiseauf nicht (mehr) existenteoder
einfachnur unzug̈anglicheSeiten,z.B. solchemit Paßwortschutzoder
Geb̈uhr. Diesemuß die Suchmaschineentwederignorierenoder aber
wie eineSeiteohneausgehendeVerweisebehandeln.

Nachdemdie Existenznichttrivialer Lösungengekl̈art ist, stellt sich
als nächstesdie Frage der Eindeutigkeit. Natürlich erfüllen mit je-
demLösungsvektorauchdessensämtlicheVielfachendasGleichungs-
system;sofernesabereineLösungmit ausschließlichnichtnegativen
Wichtigkeitengibt, führenalle positiven Vielfachendavon auf diesel-
beRangordnung.Wir müssenalsosicherstellen,daßderLösungsraum
erstenseindimensionalist undzweitensVektorenohnenegative Kom-
ponentenentḧalt.

Leiderkanndie DimensiondesLösungsraumsdeutlichgrößerseinals
eins:Wennwir dieWebseiten¬ 1 G�H�H�H�G ¬ I einteilenkönnenin zweiKlas-
sen

�
und { mit derEigenschaft,daßkeineSeiteaus

�
auf eineSeite

aus { verweistund umgekehrt, sind die Gleichungenfür die Seiten
aus

�
unddie für dieSeitenaus{ offensichtlichunabḧangigvoneinan-

derundjedesderbeidenTeilsystemehatnachobigerDiskussioneinen
mindestenseindimensionalesLösungsraum,und läßtsich jedeLösung
deserstenTeilsystemsmit jederLösungdeszweitenzu einerLösung
desGesamtsystemskombinieren,so daßdessenLösungsraumminde-
stenszweidimensionalist. Bei mehralszweiKlassen,dienur innerhalb
der eigenenKlassezitieren,wird die Dimensionnochgrößer, und für
die Praxisamschlimmstenist die Tatsache,daßunsdasGleichungssy-
stemkeinerleiAnhaltspunktegibt, wie wir die relative Wichtigkeit der
einzelnenKlassenfestlegensollen.

AusdiesemGrundmußGleichung( ý ) erweitertwerdenumeinenTerm,
derdie ExistenzdisjunkterKlassenverhindert.Die Ideedazuerklären
BRIN undPAGE folgendermaßen:
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Gleichung( ý ) läßtsichauchstochastischinterpretieren:Angenommen,
ein Surferbeginnt mit einerzufällig ausgewähltenWebseiteundklickt,
sobalder sieauf demBildschirmhat,zufällig auf irgendeinenderdort
gefundenenVerweise.Mit dernunerscheinendenSeiteverfährt er ge-
nauso,undsoweiter. FallsdiesesExperimenthinreichendoft wiederholt
undhinreichendlangedurchgef̈uhrtwird, ergibt sichalsGrenzwerteine
Wahrscheinlichkeitsverteilungüberalle Webseiten,d.h.wir könnenfür
jedeSeite ¬ die Wahrscheinlichkeit F ( ¬ ) ermitteln,daßderSurferdort
ankommt.Offensichtlichgen̈ugtauchdieFunktionF derGleichung( ý ).
Nun wird dasModell etwasmodifiziert: Der Surferklickt nicht mehr
unbedingtauf einenderVerweisederaktuellenWebseite,sondernnur
mit einergewissenWahrscheinlichkeit � . Alternativ gehter mit Wahr-
scheinlichkeit 1 ^ � zu irgendeinerzufällig ausgewähltenWebseite.
Jetztwird die Wahrscheinlichkeit für dasAnkommenauf einerSeite ¬
beschriebendurcheineFunktion,diederRekursionsbedingungF ( ¬ ) = � Nh �

=1

F ( ü � )T � +
1 ^ �E .

LautBRIN undPAGE ist � ã 0 G 85einevernünftigeWahl.

Auch gem̈aßdieserRekursionsvorschrift könnenwir wiederWichtig-
keiten ¡ ( ¬ ) definieren,die einemlinearenGleichungssystemgen̈ugen:
Sind ¬ 1 G�H�H�H�G ¬ I die sämtlichenWebseiten(wobeiwir annehmen,daß
entwedernur Webseitenber̈ucksichtigtwerden,die auf andereverwei-
sen,oderaber, daßeineWebseiteohneexterneVerweiseso behandelt
wird, alsverwiesesieaufalleWebseiten)undsoll ¬g\ dieWichtigkeit ¡Í\
bekommen,somußnungelten¡Í\ = �

Ih �
=1

R�\ � ¡ � +
1 ^ �E ,

wobeidie Koeffizienten R�\ � wie obendefiniertsind.Im Gegensatzzum
dortigenAnsatzhabenwir hieraberfür � =̄ 1 ein inhomogeneslineares
Gleichungssystem,

DiesesGleichungssystemkannfür 0

Ö
� u 1 höchstenseineLösung

haben:Sind nämlich ( ¡ 1 G�H�H�H�G ¡ÍI ) und ( ~ 1 G�H�H�H�G ~'I ) beidesLösungs-
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vektoren,sokönnenwir einenIndex ® finden,für den º ¡ \�^ ~ \ º maximal
ist. Für dieses® ist dann

º ¡«\ ^ ~'\ º = VVVVVV
�� � Ih �

=1

R�\ � ¡ � +
1 ^ �E �� ^ �� � Ih �

=1

R�\ � ~ � +
1 ^ �E �� VVVVVV

=
VVVVVV � Ih �

=1

R�\ � ( ¡ � ^ ~ � ) VVVVVV
Ö
�
Ih �
=1

R�\ � VV ¡ � ^ ~ � VVÖ
�
Ih �
=1

R�\ � º ¡«\ ^ ~'\ º = �� � Ih �
=1

R�\ � �� º ¡«\ ^ ~+\ º
= � º ¡ \ ^ ~ \ º , denn

Ih �
=1

R \ � = 1 .

Dasistabernurmöglich,wenn º ¡«\ ^ ~'\ º verschwindetunddamit,wegen
dessenMaximaleigenschaft,auchalleanderenDifferenzen¡ � ^ ~ � .Dies
zeigt,daßdiebeidenLösungen̈ubereinstimmen,

Noch nicht gezeigtist die Existenzeiner Lösung,aberjeder, der mit
demBANACHschenFixpunktsatzvertrautist, wird wohl wissen,wie es
nun weitergeht: Wir startenmit irgendeinemE -tupel ( ¡ (0)

1 G�H�H�H�G ¡ (0)I )
positiverZahlenundkonstruierendazusukzessiveneueE -tupelgem̈aß
derVorschrift ¡ (

ª
+1)\ = �

Ih �
=1

R�\ � ¡ (
ª

)

�
+

1 ^ �E .

FallsdasTupel( ¡ (
ª

)
1 G�H�H�H�G ¡ (

ª
)I ) eineLösungist, stimmtesnaẗurlich mit

seinemNachfolger( ¡ (
ª

+1)
1 G�H�H�H�G ¡ (

ª
+1)I ) überein,aberdaskönnenwir

nicht realistischerweiseerwarten.

Als MaßderAbweichungzwischendenbeidenTupelnbetrachtenwir

wie obeneinemIndex ® , für den VVV ¡ (
ª

+1)\ ^ ¡ (
ª

)\ VVV maximal wird. Für



Kap. 3: Information erschließen @7¿O�° � 1 ist dannnacheinervöllig analogenRechnungVVV ¡ (
ª

+1)\ ^ ¡ (
ª

)\ VVV = VVVVVV
�� � Ih �

=1

R�\ � ¡ (
ª

)

�
+

1 ^ �E �� ^ �� � Ih �
=1

R�\ � ¡ (
ª ¾ 1)

�
+

1 ^ �E �� VVVVVV
=
VVVVVV � Ih �

=1

R�\ � ( ¡ (
ª

)

� ^ ¡ (
ª ¾ 1)

�
)
VVVVVV
Ö
�
Ih �
=1

R�\ � VVV ¡ (
ª

)

� ^ ¡ (
ª ¾ 1)

� VVVÖ
�
Ih �
=1

R \ � VVV ¡ (
ª

)\ ^ ¡ (
ª ¾ 1)\ VVV = �� � Ih �

=1

R \ � �� VVV ¡ (
ª

)\ ^ ¡ (
ª ¾ 1)\ VVV

= � VVV ¡ (
ª

)\ ^ ¡ (
ª ¾ 1)\ VVV , denn

Ih �
=1

R \ � = 1 .

Da wir � u 1 vorausgesetzthaben,werdendie Abweichungenalso
immerkleiner, undim Limeserhaltenwir eineLösung.

Damit ist bewiesen,daßesgenaueineLösunggibt, undnachdem,was
wir in der LinearenAlgebragelernthaben,könnenwir diesemit dem
GAUSS-Algorithmusbestimmen.

Esgibt allerdingseinenwesentlichenUnterschiedzwischendemhierzu
lösendenGleichungssystemunddenausÜbungsbl̈atternundKlausuren
bekannten:Zwargehtesin beidenFällen(meist)um E GleichungeninE Unbekannten,aberim Studiumist E seltenmehralsvier, während
esbeiGoogleim Augenblickbeietwasüber80Milliarden liegt.

UmdenGAUSS-AlgorithmusfüreinGleichungssystemausE Gleichun-
genmit E Unbekanntendurchzuf̈uhren,brauchtmanasymptotischetwaE 3 Rechenoperationen.Bei E ã 8 � 109 sinddasungef̈ahr29 � 1027, mit
derNäherung210 ã 103 alsoungef̈ahr299.

Bei der Beurteilungder SicherheitelektronischerUnterschriftengeht
dasBundesamtfürSicherheitin derInformationstechnikderzeitausvon
einemSicherheitsniveau2100; ein Verfahrengilt somitalssicher, wenn
anzunehmenist, daßeinGegnermindestens2100 Versucheben̈otigt, um
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dasVerfahrenzu knacken.Diese
”
Versuche“ sindzwar etwaskomple-

xeralseinfacheRechenoperationen;andererseitsmußmanaberbeider
Beurteilungder Sicherheitvon KryptoverfahrenauchGegnerber̈uck-
sichtigen,dieeinenRechenaufwandvoneinemJahrodergarmehrnicht
scheuen,wasweit jenseitsdessenliegt, wasfür die periodischzu ak-
tualisierendeRangfolgeder Webseitenliegt. Daherkönnenwir davon
ausgehen,daß299 Rechenoperationenzumindestfür dieseAufgabeder-
zeit nicht im BereichdesRealisierbarenliegen.

Andererseitssind wir hier auchnicht im Bereichder ReinenMathe-
matik, sondernesgehtum eineAnwendungderMathematikauf reale
Probleme.Dabeimüssenwir unsgeradebeisoeinemThemaauchstets
bewußtsein,daßunsereModellemit ziemlicherSicherheitnureineAp-
proximationandieWirklichkeit sind– fallseshierüberhauptirgendeine

”
Wirklichkeit“ gebensollte.

Von daherwäre es Unsinn, mit riesigemAufwand ein Problem,das
bestenfalls einegrobeApproximationan einevielleicht gar nicht vor-
handeneWirklichkeit beschreibt,mathematischexakt zu lösen:Eine
approximativeLösungreichtvollkommen.

DiesewiederumbietetunsgeradedertheoretischeAnsatz,mit demwir
die ExistenzeinerLösungbewiesenhaben:Die dazuverwendeteItera-
tion gestattetunsschließlicheinebeliebiggenaueAnnäherungan die
Lösung.Dawir vonachtMilliarden Gleichungenin genausovielenUn-
bekanntenausgehen,ist schließlichauchdie Iterationsvorschrift keine
Aufgabefür dasRechnenmit Bleistift undPapier:Um dieGleichung¡ (

ª
+1)\ = �

Ih �
=1

R�\ � ¡ � ( ° ) +
1 ^ �E

für alle ® auszuwerten,brauchenwir größenordnungsm̈aßigE 2 Rechen-
operationenje Iteration.

Hier hilft unseinepraktischeBeobachtung,die wohl keinenSurferim
WorldWideWeberstaunendürfte:Bekanntlichist R�\ � = 0,wenndie ± -te
Webseitenicht auf die ® -te verweist,und naẗurlich gibt eskaumWeb-
seiten,die auchnur auf einenBruchteil aller vorhandenerWebseiten
verweisen.ExperimentelleUntersuchungenzeigen,daßeineWebseite
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im DurchschnittnursiebenexterneVerweisehat.In derobigenSumme
überachtMilliarden Summandensindalsoim Durchschnittnur sieben
von Null verschieden,wir brauchenalsotats̈achlichnur etwa 7E Ad-
ditionenund Multiplikationen. Damit sind wir wieder im Bereichder
für die langfristigeExistenzvon Googleso wichtigen Skalierbarkeit:
Die Zahl E wird naẗurlich im LaufederJahreziemlichansteigen,aber
zumindestnachbisherigerErfahrungwird die Rechenkraftpro Dollar
(oderEuro)ungef̈ahrim gleichenMaßesteigen.Bei derAnzahlsieben
für denDurchschnittfür die Verweiseauf andereWebseitensind zu-
mindestmittelfristig keinewesentlichenÄnderungenzu erwarten:Die
ErzeugervonWebseitenwerdenwohl auchin Zukunftnichtwesentlich
mehrVerweiseauf ihren Seitenanbringen,der Aufwandpro Iteration
bleibtalsoungef̈ahrderselbe,wennauchkünftig derUmfangdesWorld
Wide Webim selbenMaßeansteigtwie die RechenkraftderComputer
einerfesten(inflationsbereinigten)Preisklasse.

Was die Anzahl der Iterationen betrifft, die für ein vorgegebenes
Genauigkeitsniveaunotwendigsind, sagtuns die Summenformelfür
geometrischeReihen, daß es nicht auf die Anzahl der Webseiten
ankommt: Sei ( ¡ 1 G�H�H�H�G ¡¦I ) die Lösungdes linearenGleichungssy-
stems,( ¡ (

ª
)

1 G�H�H�H�G ¡ (
ª

)I ) die ° -te Iterationund ® derjenigeIndex, für denVVV ¡Í\ ^ ¡ (
ª

)\ VVV maximalist. DannistVVV ¡ \�^ ¡ (
ª

)\ VVV = VVVVV �h ¬ = ª ( ¡ ( ¬ +1)\ ^ ¡ ( ¬ )\ VVVVV
Ö �h ¬ = ª VVV ¡ ( ¬ +1)\ ^ ¡ ( ¬ )\ VVVÖ �h ¬ =0

� ¬ VVV ¡ (
ª

+1)\ ^ ¡ (
ª

)\ VVV = VVV ¡ (
ª

+1)\ ^ ¡ (
ª

)\ VVV
1 ^ �

nachderSummenformelfür diegeometrischeReihe.Wir könnendaher
nachjedemIterationsschrittabscḧatzen,wie großdermaximaleFehler
istundabbrechen,sobalddiesereineakzeptableGrößenordnungerreicht
hat.

In derArbeit vonBRIN undPAGE von1998

SERGEYBRIN, LAWRENCEPAGE: TheAnatomyof a Large-Scale
HypertextualWebSearchEngine, ComputernetworksandISDN
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systems,1998,Elsevier;� æpæpð�������ò
	Àì�é¸æ�õ��'ön÷�ë>ò�ì�èóòôñ�óð+ñ�	�óð+ñ�	��¥å×ä � æ������ð7õêð7èmëoé���øj÷"÷�ø��ïè�ìîð�ò*ö
ist davon die Rede,daßdie Berechnungfür dasdamalsuntersuchte
Netz von 26 Millionen Seitenauf einer (nachdamaligenStandards)
mittelgroßenworkstationeinigeStundendauerte.In

LAWRENCEPAGE, SERGEYBRIN, RAJEEV MOTWANI , TERRY WI-
NOGRAD: The PageRankCitation Ranking:Bringing Order to
theWeb,TechnicalReport.StanfordInfoLab1999,� æpæpð������óå��çð+ñ�	�éì�épæ�õ��'ö ÷�ë>ò�ì�èò"ñ������������! ôû�û��

wird dasKonvergenzverhaltengenaueruntersuchtundgezeigt,daßfür
einWebmit 322Millionen Linksetwa45Iterationenausreichen.Neuere
ZahlenwerdenvonGooglenichtveröffentlicht;nachexternenScḧatzun-
gensoll GoogleeinigeTageben̈otigen,umdenPageRankkomplettneu
zuberechnen.

DieWertefürdieWichtigkeitenkönnenbetr̈achtlichschwanken:dermi-
nimaleWertist offensichtlichgleich1 ^#" , alsofür " = 0 G 85gleich0 G 15;
die theoretischeObergrenzeliegt bei " E , also im Milliardenbereich.
Google zerteilt diesenBereich in elf Teilintervalle, denendie Page-
Ranksnull bis zehn zugeordnetwerden.Über die Definition dieser
Intervalle ist nichts bekannt,allerdingswird vermutet,daßdie Inter-
vallängenungef̈ahr in einer geometrischenProgressionansteigen,so
daßder PageRankungef̈ahr gleich einemLogarithmusder geradebe-
stimmtenWichtigkeit ist, dessenBasisin der Gegendvon sechsoder
siebenliegendürfte (610 = 60466176 und 710 = 282475249).Auch
wenn für interneBerechnungendie exaktenWerte der ¡ \ verwendet
werden,veröffentlichtGooglenurdieGrobwerte– wahrscheinlichauch
dieswieder, umSuchmaschinenoptimierernnichtzuviel Informationan
dieHandzugeben.

§6: Der HITS-Algorithmus

Zur gleichenZeit, als BRIN und PAGE in Stanfordim Rahmenihres
DissertationsprojektsdenPageRank-Algorithmusentwickelte,warrund
zwanzigKilometersüdlich JON KLEINBERG vonderCornellUniversity
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als visiting professoram IBM AlmadenResearchCenterbei SanJośe
undbefaßtesichebenfallsmit demProblem,WebseitennachWichtigkeit
undRelevanzzuordnen.SeinAnsatzwaretwaskomplizierter:

NachdemAnsatzvonBRIN undPAGEgibt eineWebseitemit T Verwei-
senan jededer aufgef̈uhrtenWebseitenein T -tel ihrer eigenenWich-
tigkeit weiter, bei großenWertenvon T alsofastnichts.

Im FalleeinerSeite,diewahllossoziemlichalleszitiert, ist diessicher-
lich sinnvoll; geradedamalsgabesaberauchnocheineganzeReihevon
Webseiten,auf denenein odermehrereAutorenmit großerMüheeine
SammlungvonReferenzenfüreinbestimmtesThemazusammengestellt
hatten,teilweisesogarmit KommentarenzudeneinzelnenSeiten.Wenn
einesolcheSeitegut gemachtist, verweistsieauf wichtigeSeiten,und
dassolltebeiderenBeurteilungauchgeb̈uhrendgewürdigtwerden.

In seinerArbeit

JON M. KLEINBERG: Authoritativesourcesin a hyperlinkeden-
vironment,Journalof theACM Volume46 Issue5, Sept.1999� æpæpð������óð7÷�ëdæ�õ��Uì õ�ä$�vì�÷�ëoø%��ä�åçæ�õæpåï÷��eì�ä�ö&�('óòJ÷�å ò*),+ û� .-�+�+'ì�+ û! *-$ /�

betrachteter WebseitendeshalbunterdenbeidenGesichtspunktenhub
undauthority.

DasenglischeWort hubhatviele deutschëUbersetzungen;unterande-
rembezeichnetesim Luftverkehrein Drehkreuz,d.h.einenFlughafen,
überdeneineGesellschaftbeispielsweisediePassagiereihrerFernfl̈uge
aufdieAnschlußfl̈ugezudenwenigerzentralenZielenverteilt,undent-
sprechendauchdieVerteilzentrenvonLogistikunternehmen.Außerdem
stehtdasWort für die NabeeinesRads(von dernachallenRichtungen
die Speichenausgehen),undnicht zuletztbezeichnetsichauchKLEIN-
BERGs GeburtsstadtBostonals hub of the universe, frei übersetztalso
alsNabelderWelt.

AuchdasWort authorityhatvielemöglicheÜbersetzungen,unterande-
rem Beḧorde,Berechtigung,Befehlsgewalt, Ermächtigung,Obrigkeit,
Vollmacht;wasKLEINBERG meint sind allerdingsdie alternativen Be-
deutungenim SinnevonFachmannoderFachkompetenz.
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DieIdeeistalso,daßhubszentraleAnlaufstellensind,dieaufauthorities
verweisen,dieetwaszueinembestimmtenThemazusagenhaben.Das
Prinzip,nachdemerWebseitenordnet,faßter in derzitiertenArbeit so
zusammen:

A goodhub is a pagethat points to many good authorities;a
goodauthority is apagepointedto by many goodhubs.

Wie bei denMaximenfür denPageRankist auchdieseDefinition zir-
kulär, undwie dortkanndieZirkularitätmit Hilfe derLinearenAlgebra
leichtaufgel̈ostwerden:

KLEINBERG ordnetjederderSeite ¬ \ zweiGewichtezu: Dasauthority-
Gewicht cJ\ und dashub-Gewicht 0�\ ; sie sind so normalisiert,daßder
Vektor c mit KomponentencJ\ und der Vektor 0 mit Komponenten0�\
jeweils die (EUKLID ische)Längeeinshaben.Die obigeMaxime wird
im wesentlichensoumgesetzt,daßdieauthority-Wichtigkeit einerSeite
proportionalzurSummederhub-Wichtigkeitenallerdaraufverweisen-
derSeitenist,wohingegendiehub-Wichtigkeit proportionalzurSumme
der authority-Wichtigkeiten jenerSeitenist, auf die sie verweist.Die
Proportionaliẗatskonstantensindjeweils dadurchbestimmt,daßsowohlc alsauch0 Einheitsvektorenmit nichtnegativenEinträgensind.

Bezeichnenwir mit
�

dieMatrix mit EinträgenR \ � =
1

1 fallseseinenVerweis ¬ � ´ ¬g\ mit ±�=̄ ® gibt
0 sonst

,

soll esalsoKonstanten� G32 KXL54 0 geben,sodaß

0 = � � c und c = 2
� �0

ist, d.h. c = � 2
� � � c und 0 = � 2

�4� � 0 .

Somitist c einEigenvektorvon
� � � und 0 einervon

�4� � , beidezum
selbenEigenwert.

Tats̈achlichgehtKLEINBERGnichtvondieserCharakterisierungderbei-
denVektoren c und 0 aus,sonderngibt stattdesseneineMethodezur
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Konstruktionder beidenVektorenan: Er startetmit zwei beliebigen
Vektorenc (0) G 0 (0) mit nichtnegativenEinträgenundsetztsukzessivec (

ª
) =

� �60 (
ª ¾ 1) und 0 (

ª
) =

� c (
ª

) .

NacheinergewissenAnzahlvon Iterationen,wennsichdieRichtungen
von c (

ª
) und c (

ª ¾ 1) sowie die von 0 (
ª

) und 0 (
ª ¾ 1) nicht mehrwesent-

lich voneinanderunterscheiden,nimmt er für c denEinheitsvektor in
Richtungc (

ª
) undfür 0 denin Richtung0 (

ª
).

DiesesVorgehenerinnertan die Berechnungsmethodefür den Page-
Rank.Um zu sehen,ob und wohin KLEINBERGs Folgenkonvergieren,
beachtenwir, daßc (

ª
) =

� � � c (
ª ¾ 1) und 0 (

ª
) =

�4� �0 (
ª ¾ 1)

ist; wir müssenunsalsonur überlegen,wohin für einesymmetrische
Matrix 7 diedurch8 (

ª
) = 7 8 (

ª ¾ 1) definierteFolgefüreinengegebenen
Anfangsvektor 8 (0) konvergiert.

Wie wir wissen,gibt eszu einersymmetrischenMatrix eineBasisaus
Einheitsvektoren,bez̈uglich derersie Diagonalgestalthat; durchUm-
ordnenerhaltenwir eineBasis( ¼ (1) G�H�H�H�Gp¼ ( I )), bez̈uglich derer 7 Dia-
gonalgestalthat mit Diagonaleintr̈agen � 1 � � 2 � ����� � � I . Für
8 (0) = 8 1 ¼ (1) + ����� + 8êI ¼ ( I ) mit 8�\ew 0 ist dann

8 (
ª

) = � ª1 8 1 ¼ (1) + ����� + � ªI98 N ¼ ( I ) .

Für alle � \ u)� 1 gehtderQuotient� ª\ Ã � ª1 gegennull; im Einheitsvektor
zu 8 (

ª
) kommendaherfür großeWertevon ° praktischnurnochdieKo-

effizientenvor, diemit � ª1 multipliziert wurden.Ist � 1 w)� 2, bekommen
wir somit als ErgebnisnachNormalisierungdenEigenvektor ¼ (1) zum
größtenEigenwert� 1; ansonstenerhaltenwir einenvon 8 (0) abḧangigen
VektorausdemEigenraumzumEigenwert� 1. Wie im Falle von Page-
Rankkannmanletzteresausschließen,indemmandieMatrix 7 ersetzt
durcheinekonvexeLinearkombinationmit derMatrix, derensämtliche
Einträgeeins sind, allerdingszeigenexperimentelleUntersuchungen,
daßmanauchohnedieseMaßnahmeauskommt.

DasVerfahrenvon KLEINBERG unterscheidetsichnochin einemzwei-
ten Punktvon PageRank:Dort werdenbekanntlichsämtlichevon den
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CrawlerngefundeneWebseitenunabḧangigvon jederSuchanfrageglo-
balnachihrerWichtigkeit geordnet.KLEINBERG dagegenbetrachtetnur
einenAusschnittdesWebs:In derobenzitiertenOriginalarbeitschl̈agter
vor, beispielsweisemit denerstenzweihundertErgebnissenderdamals
popul̈arenSuchmaschineAltavista zu starten;in heutigenDarstellun-
genist die Rededavon,mit allenbekanntenSeitenanzufangen,die die
Suchbegriffe enthalten.

In einemnächstenSchrittwird dieseAusgangsmengeerweitertumalle
Webseiten,dieentwedereinenVerweisaufeinederbetrachtetenSeiten
enthaltenoder aberZiel einesLinks von einer derartigenSeitesind.
(DiesesVerfahrenkannmangegebenenfallsnocheinodermehrereMa-
le wiederholen.)Danachwird dieMatrix

�
für dassoerhalteneTeilnetz

aufgestellt,und nur für dessenSeitenwerdendie hub- und authority-
Wichtigkeitenaufgestellt.Man beachte,daßdurchdie Erweiterungder
urspr̈unglichenMengevon WebseitenauchSeiteneinbezogenwerden
und möglicherweisesogar hoheWichtigkeiten bekommen,die über-
hauptkeinender Suchbegriffe enthalten.Auf dieseWeiseerreichtder
AlgorithmusauchohneUntersuchungderTerm-Dokument-Matrixeine
Art latentesemantischeAnalyse.

§7: Die Gewichteder Terme

Kehrenwir zurückzurTerm-Dokument-Matrix.Ihr Eintrag R \ � soll eine
Art Gewicht des ® -ten Term im ± -ten Dokumentsein. Im einfachsten
Fall nimmt R�\ � nur die beidenWerte0 und1 an,je nachdemob derder
Begriff im Dokumentvorkommtodernicht;eineandereoffensichtliche
Lösungwäre,daß R�\ � zählt,wie oft derBegriff auftritt. Beidesist zwar
einfach, führt aber auch zu offensichtlichenProblemen:Nicht jedes
Wort, dasirgendwo in einemDokumentvorkommt,läßtauf denInhalt
desDokumentsschließen,und wennein Wort sehrhäufig vorkommt,
kanndasaucheinfachnur bedeuten,daßdasDokumententwedersehr
langodersehrgeschẅatzigist.

Seit esTextdatenbanken gibt werdendaherauchkompliziertereSche-
matadiskutiertundimmerweiterverfeinert;Googleetwa benutztnach
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eigenenAngabenrundzweihundertsogenannte

”
Signale“ , um die Re-

levanzeinesDokumentsfür eineSuchanfragezubestimmen.

SchonbeideutlicheinfacherenVorgehensweisenempfiehltessich,zwi-
schender lokalenundderglobalenWichtigkeit einesBegriffs zuunter-
scheiden.Dabeisoll die lokaleWichtigkeit messen,welcherelativeBe-
deutungeinBegriff innerhalbeinesspeziellenDokumentshat,während
die globaleWichtigkeit angibt,wie wichtig derBegriff für die gesamte
Dokumentensammlungist. Der Eintragin derTerm-Dokument-Matrix
ist dasProduktderbeidenWichtigkeiten,wobeianschließendeventuell
nochalleSpaltenin geeigneterWeisenormalisiertwerden.

Beginnenwir mit derlokalenWichtigkeit.Die beideneinfachstenSche-
matawurdenbereitserwähnt:Wir setztendie lokaleWichtigkeit ²�\ � des® -tenBegriffs für das± -teDokumententwedernurauf0 oder1, je nach-
demob derBegriff im Dokumentvorkommt,oderaberwir setzten² \ �
auf die Anzahl : \ � derVorkommendesBegriffs im Dokument.Um die
damit verbundeneBevorzugunglangerDokumenteabzumildern,wird
teilweiseauchderLogarithmusverwendet;dadieserfür denWert null
nichtdefiniertist, setztmanhier² \ � = log(1+ : \ � ) .

Um völlig unabḧangigvon der Dokumentl̈angezu werden,kannman
auchdiedurchschnittlicheHäufigkeit :

�
derTermeim ± -tenDokument

betrachten:Ist ~ � die Anzahl verschiedenerTermeim Dokument,so
setztenwir

:
�

=
1~ � �h \ =1

: \ � und ² \ � =
log(1 + : \ � )
log(1 + :

�
)

.

Hier ist ²�\ � = 1 für jedenBegriff, dergenaudie mittlereHäufigkeit hat:
kommt der Term überdurchschnittlichoft vor, ist ² \ � w 1, ansonsten
kleiner.

Ein KompromisszwischenbloßemVorkommenund(relativer) Häufig-
keit istdiebereitsvonSALTON vorgeschlagenevergrößertenormalisierte
Häufigkeit²�\ � =

1
2
Ä%; ( :\ � ) +

:ê\ �
max

§
:
§¸� Å mit ; ( c ) =

1
1 falls c =̄ 0
0 falls c = 0

.
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Die globaleWichtigkeit P \ hängt nur vom Suchbegriff ab. Durch sie
soll ber̈ucksichtigtwerden,daßeherselteneBegriffe meistdeutlichspe-
zifischersindalsAllerweltsbegriffe, die in praktischjedemDokument
vorkommen.DasextremsteBeispieldafür sind die bereitserwähnten
Nullenauf derStopliste,die überhauptnicht ber̈ucksichtigtwerden;im
Rahmender jetzigenBetrachtungsweisekönnenwir sie definierenals
dieWörtermit P�\ = 0.

Ein Begriff ist unterdemGesichtspunktder Informationssucheumso
spezifischer, je ungleichm̈aßigerer überdie Dokumenteverteilt ist. Da
dieSHANNONscheEntropiederartigeUngleichm̈aßigkeitenquantifiziert,
liegt es nahe,sie auch für die Definition einer globalenWichtigkeit
einzusetzen.Wir betrachtenalle Vorkommendes ® -ten Begriffs in den� DokumentenderSammlungunddefinierenalsF*\ � =

:ê\ �Þ N�
=1 : \ �

denAnteil dieserVorkommenim ± -tenDokument.Die Summe^ Nh �
=1

F*\ � log F*\ �
hat ihrenmaximalenWert log � , wennderBegriff in jedemDokument
gleichhäufigauftritt; denminimalenWert Null nimmt siean,wenner
nur in einemeinzigenDokumentvorkommt.Damit bietetsichP�\ = 1 +

Þ N�
=1 F*\ � log F*\ �

log �
als eine Möglichkeit zur Definition der globalenWichtigkeit an: Im
Falle der gleichm̈aßigenVerteilung erhaltenwir den Wert Null, für
einenBegriff, dernur in einemeinzigenDokumentvorkommtdagegen
denmaximalmöglichenWerteins.

Für ein einfacheresMaß könnenwir aucheinfachnur zählen,in wie
vielenDokumentenderBegriff vorkommt.Ist ��\ dieseAnzahl,soistP�\ = log

���\
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gleichNull füreinenBegriff, derin jedemDokumentvorkommt,wohin-
gegenderMaximalwert log � angenommenwird. falls dasWort nur in
einemDokumentsteht.DiesesogenannteinverseDokumentḧaufigkeit
wird vor allemgerneeingesetztfür Sammlungen,derenInhaltsichnicht
allzu häufig ändert.Alternativ wird auchgelegentlichdassogenannte
probabilistischeInverse P \ = log

� ^ � \� \
verwendet,dasdieAnzahlenvonDokumentenmit bzw. ohnedenBegriff
zueinanderin Beziehungsetzt.

Einevöllig andereStrategiebestehtdarin,dieWichtigkeit einesBegriffs
danachzubeurteilen,wie oft er in denDokumentenauftritt, in denener
überhauptvorkommt;damithättenwir alsoP \ =

1� Nh �
=1

: \ � .

DiesesMaß ist offensichtlichnur sinnvoll, wennNullen vorherausge-
schlossenwurden,dennes würde auchbeispielsweisefür bestimmte
Artikel einehoheWichtigkeit liefern.

Möchtemandie globalenWichtigkeitennachSeltenheitdesSuchbe-
griffs festlegen,bietetsichauchan,denVektor( : \ 1 G�H�H�H�G : \ N ) KXLON der
Anzahlenzu betrachten;da selteneBegriffe kurzenVektorenentspre-
chen,kanndieglobaleWichtigkeit alsKehrwertP \ =

1Þ N�
=1 : 2\ �

derEUKLID ischenLängedefiniertwerden.

DurchMultiplikation derlokalenundglobalenWichtigkeitenerḧaltman
erḧaltmaneinMaßfürdieRelevanzdes® -tenTermsim ± -tenDokument.
Bei denmeistenWahlenerḧalt mandabeiWerte,die langeDokumente
gleichin zweierleiHinsichtbevorzugen:Einmalstehenin einemlangen
Dokumentim allgemeinenmehrverschiedeneBegriffe;dieWahrschein-
lichkeit, daßein Begriff ausder Suchanfragëuberhauptvorkommt, ist
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alsogrößer. Zum andernwird ein festerBegriff, so er uberhauptvor-
kommt, in einemlangenDokumentmeisthäufigervorkommenals in
einemkurzen.

DiesenEffekt kann man durch Normalisierungabmildernoder sogar
aufheben.Wir kennenbereitsdiehäufigangewendeteStrategie,denKo-
sinusdesWinkelszwischendemSpaltenvektordesDokumentsunddem
Anfragevektor als Ähnlichkeitsmaßzu verwenden;diesentsprichtder
Normierungder Spaltenauf EUKLID ischeLängeeinsund der Skalar-
produktbildungzur BerechnungderRelevanz.Wie experimentelleUn-
tersuchungenzeigen,führtdieseStrategiezueinerBevorzugungkurzer
Dokumente.Auch derVergleichmit Mittel- oderMaximalwertenkann
zurNormierungeingesetztwerden– einBeispielhabenwir bereitsoben
beidenlokalenGewichtenbetrachtet.

In derArbeit

AMIT SINGHAL . CHRIS BUCKLEY, MANDAR MITRA: PivotedDo-
cumentLengthNormalization,Proceedingsof the 19th annual
internationalACM SIGIRconferenceonResearchanddevelop-
mentin informationretrieval, 1976� æpæpð�������ä�åçæ¨èêéoèêè�ë=<6ìîåïépæóìîð�éÏñÀì�èòôñ>�íù åïèêú£ò+÷"ä?�ò+÷íú5��� ÷ õ�ò@'ò+÷ å�)A-��+ìB-�ìB-�ìDC��JìD����C���E}ëoè�ð)-ë¨è�ð�-�E}æ3F ð�è?)£ð�ò"ö

wird untersucht,wie für fünfzig Suchanfragenan eineDatenbankmit
741856 Dokumenteneinerseits,wie jeweils einerseitsdie Anzahl der
relevantenDokumenteundandererseitsdiedergefundenenDokumente
von der Dokumentl̈angeabḧangt.Als Ergebniserhieltendie Autoren
zweiKurven,diesichin einembestimmtenPunktschneiden;vordiesem
Punktliegt dieeineKurveoben,danachdieandere.

Idealerweisesolltennaẗurlich beideKurvenübereinstimmen;die Über-
einstimmungkann verbessertwerden,indem durch geeigneteRenor-
mierungdie Kurve der gefundenenDokumenteum den Schnittpunkt
so gedrehtwird, daßdie TangentenbeiderKurven dort übereinstim-
men.DazuwerdenverschiedeneAnsätzediskutiert,beispielsweisedie
Definition R�\ � =

(1 + log :\ � ) Ã (1 + G&HmP : � )
(1 ^ t

)F +

t ~ � ,
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wobei wieder :

�
die mittlere Anzahl der VorkommeneinesWorts im± -ten Dokumentist, F ist die mittlere Anzahl verschiedenerBegriffe

proDokumentund ~ � dieAnzahlverschiedenerWörterin Dokument± .
Der Slope

t
definiertdenWinkel, um dengedrehtwird, z.B.

t ã 0 G 2.
Damit erhieltensieum 13,7%bessereErgebnissealsmit der üblichen
Kosinusstrategie.

Natürlich sind die hier vorgestelltenMaßenur ein kleiner Ausschnitt
ausder Vielfalt aller denkbarerMöglichkeiten,und essind vor allem
die in der akademischenWelt diskutierten.Die kommerziell erfolg-
reichenSuchmaschinenundsonstigenTextverwaltungssystemedürften
wohl deutlichkompliziertereMaßeverwenden,derenEinzelheitensie
aus gutem Grund für sich behalten.PublizierteexperimentelleTests
gibt esim wesentlichennur für kleineSysteme;ihre Ergebnisselassen
sichnur sehrbedingtauf großeZeitschriftendatenbankenodergar das
gesamteWorld Wide Web übertragen– insbesondereda im letzteren
mittlerweilevieleWebseitenoptimiererdamitbescḧaftigt sind,Rangfol-
genzu analysierenunddie Seitenihrer Kundennachvornezu bringen.
Bevor dasProblemderoptimalenGewichtungwirklich verstandenist,
sindsicherlichnochviele theoretischewie auchexperimentelleStudien
notwendig.

§8: Mehr über Matrixzerlegungen

Wir habenbislangnurdieSingul̈arwertzerlegungeinerMatrix betrachtet
undgesehen,daßwir mit ihrerHilfe die im SinnederFROBENIUS-Norm
nächstgelegeneMatrix finden können,derenRangeine vorgegebene
Schranke nicht überschreitet;dieswar derAusgangspunktzur latenten
semantischenAnalyse.

Sowohl in der theoretischenLiteraturals auchin praktischimplemen-
tiertenSystemenwerdendanebennocheineganzeReiheweitererZerle-
gungendiskutiertbzw. angewendet,dieteilseinfacherzuberechnensind
(die Singul̈arwertzerlegungder Term-Dokument-Matrixdesgesamten
World WideWeb ist mit denheutezurVerfügungstehendenComputern
und Algorithmen definitiv nicht berechenbar),teils auchtheoretische
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oder– zumindestfür gewisseAnwendungen– auchexperimentellge-
zeigtepraktischeVorteilehaben.

EinigedieserZerlegungensollenhierzumindestkurzdiskutiertwerden;
für eineausf̈uhrlicheBetrachtungseiaufdasBuch

DAVID SKILLICORN : UnderstandingComplex Datasets– Data
Mining with Matrix Decompositions,Chapman& Hall/CRC,
2007

verwiesen.

a) Allgemeinesüber Matrixzerlegungen
Genauwie bei der Singul̈arwertzerlegung betrachtenwir Produktdar-
stellungen(oderApproximationendavon)einerMatrix

�
in derForm�

= ËJI Ì oder
� ã ËJI Ì .

Dabeisoll Ë eine T |�l -Matrix sein, Ì eine l0|�� -Matrix und I einel |�l -Diagonalmatrix.Bei der zweitenForm soll die Matrix ËJI Ì in
irgendeinemSinneeinfacherseinals

�
, abersichnichtallzuwesentlich

von
�

unterscheiden.Im FallederSingul̈arwertzerlegungetwakönnten
wir hier die im SinnederFROBENIUS-Norm bestm̈oglicheApproxima-
tion durcheineMatrix nehmen,derenRangeinevorgegebeneSchranke
nicht übersteigt.Da l in denmeistenFällen deutlichkleiner ist als �
und T , nehmendiedreiFaktorenË G I G Ì zusammenoft wenigerSpei-
cherplatzin AnspruchalsdieAusgangsmatrix

�
. Diesgilt insbesondere

dann,wenn
�

nur ungefähr gleich der rechtenSeiteist, da wir dann
(wie bereitsbeiderlatentensemantischenAnalysevia Singul̈arwertzer-
legung) l nocheinmalreduzieren.

Interpretierenwir
�

als die Term-Dokument-MatrixeinerTextsamm-
lungodereinerSuchmaschine,soentsprechendie � Spaltenvon

�
den

vorhandenenDokumenten,die T ZeilendenmöglichenSuchbegriffen.

Auch Ì hat � Spalten;dahersolltenauchdieseetwasmit denDoku-
mentenzutunhaben.WährenddieSpaltenvon

�
Vektorenim L � sind,

liegendie Spaltenvon Ì in L � , liefern alsoeineandereBeschreibung.
Die Komponentender Spaltenvektorenvon

�
entsprechendenWich-

tigkeiten der SuchtermeinnerhalbdesDokuments;die Komponenten
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desentsprechendenSpaltenvektorsvon Ì stehenin einemlinearenZu-
sammenhangdamit. Bei einer gutenMatrixzerlegung sollten sie der
Wichtigkeit von

”
Konzepten“ innerhalbdesDokumentsentsprechen;

mansprichtgelegentlichauchvon
”
latentenBegriffen“ .

Die Matrix Ë hat dieselbeAnzahl von Zeilen wie
�

, und die Zeilen
von

�
entsprechendenmöglichenSuchbegriffen. Es liegt dahernahe,

dieSpaltenvon Ë als
”
latenteDokumente“ zubetrachten.

NachdenRegelnderMatrixmultiplikation istR�\ � =

�h ª
=1

~'\ ª " ª�ªmk�ª � ;

derEintrag R�\ � derTerm-Dokument-Matrixist alsoeineArt gewichtetes
Skalarproduktausdem® -tenZeilenvektorvon Ë unddem± -tenSpalten-
vektorvon Ì ; dabeiwird der ° -teSummandmit " ª�ª gewichtet.Im ± -ten
Spaltenvektorvon Ì stehendie WichtigkeitenderlatentenBegriffe für
das± -te Dokument;jedevon diesenwird mit einemglobalen,nur vom
latentenBegriff abḧangigenGewichtsfaktorausderDiagonalmatrixI
multipliziert.DieEinträgedes® -Zeilenvektorsvon Ë schließlichkönnen
wir danninterpretierenalsGewichtsfaktoren,diedie Wichtigkeitender
latentenBegriffe kombinierenzurWichtigkeit des® -tenTerms.

DieseInterpretationensind naẗurlich nur das,waswir gernehätten;a
priori sprichtnichtsdafür, daßeinevorgegebeneMatrixzerlegungsinn-
voll aufdieseWeiseinterpretiertwerdenkann,daßalsodie

”
latentenBe-

griffe“ zumindestungef̈ahrsinnvollenKonzeptenentsprechen,andenen
Anwenderinteressiertsind. Bei der Singul̈arwertzerlegunghattenwir
einegewisseHeuristik(dieRangreduktion),diesoetwaswahrscheinlich
machte,aberhierwie beianderenZerlegungenkannletztendlichnurder
praktischeEinsatzzeigen,wie erfolgreichsiewirklich sind.

Im folgendenseieneinigeZerlegungen,die zumindestversuchsweise
schoneingesetztwurden,kurz vorgestellt.

b) Die QR-Zerlegung
DieseZerlegung wird in der LinearenAlgebrahäufig verwendetund
ist beispielsweiseauchdie Grundlageeiniger numerischerVerfahren
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zur Bestimmungder Eigenwerteund EigenvektoreneinerMatrix. Sie
hat die Form

�
= KZü oder

�
= K 1 ü 1, wobei in der erstenFom K

eine orthogonale�¹| � -Matrix ist und ü eine �¹| T -Matrix, deren
Einträge l \ � für ®}w ± verschwinden;im Falle � = T ist ü alsoeine
obereDreiecksmatrix.Die Diagonalmatrix I ist in diesemFall die
Einheitsmatrix.

Die Spaltenvon K bildeneineOrthonormalbasisdes L N ; falls dervon
denersten² Spaltenvon

�
aufgespannteUntervektorraumdes L N die

Dimension ° hat, sollendie ersten° Spaltenvon K eineBasisdieses
Untervektorraumssein.

Für denFall, daßderRangl von
�

kleinerals � ist, werdendieSpalten
von K hinter der l -ten sowie die Zeilen von ü unter der l -ten nicht
gebraucht,um die Spaltenvon

�
zu erzeugen;daherreicht es, die�v|�l -Matrix K 1 ausdenerstenl Spaltenvon K zu betrachtenunddielX|�T -Matrix ü 1 ausdenerstenl Zeilen von ü ; dies ist die zweite,

kompaktereForm derZerlegung.

In beidenFormen kann die QR-Zerlegung relativ einfach berechnet
werdendurchjedesVerfahren,daszu einergegebenenBasiseinesUn-
tervektorraumseineOrthonormalbasisliefert, alsobeispielsweisenach
GRAM-SCHMIDT. DadiesesVerfahrenallerdingsnumerischeherinstabil
ist, verwendetmanbeim numerischenRechnenmeistalternative Ver-
fahrenwie HOUSEHOLDER-TransformationenoderGIVENS-Rotationen.

Da K eineorthogonaleMatrix ist, ändertdieMultiplikation mit K nichts
andenWinkeln; insbesondereist derWinkel zwischendem ° -tenSpal-
tenvektor von

�
und k gleich demWinkel zwischendem ° -ten Spal-

tenvektor von ü 1 und K ¾ 1 k = K � k . Zus̈atzlich läßtsich mit der QR-
ZerlegungaucheineRangreduktionerreichen,indemmanZeilenvon ü ,
in denennurbetragskleineZahlenstehen,durchNullzeilenersetzt.

c) Die semidiskreteZerlegung
DieseZerlegungwird meistalsnäherungsweiseZerlegung� ã ËLI Ì
berechnet,wobei Ë eine T |(l -, Ì eine l£|(� und I eine l-|(l -Matrix
ist.Dabeisoll I wie üblicheineDiagonalmatrixsein;vondenMatrizen
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Wegen diesergravierendenEinschr̈ankungmuß hier l für eine gute
Approximationoder gar Gleichheitoft größersein als � und T ; aus
demgleichenGrundkönnenË und Ì auchmehrereidentischeSpalten
oderZeilenenthalten.

Bezeichnet~ ª den ° -tenSpaltenvektorvon Ë , k ª den ° -tenZeilenvek-
tor von Ì und " ª den ° -tenDiagonaleintragvon I , soliefern alle drei
zusammeneinenBeitrag " ª ~ ª ¢ k ª zu ËJI Ì ; dabeihandeltes sich
um eine T |�� -Matrix, derennichtverschwindendeEinträgeallesamt
denBetrag" ª haben.Die semidiskreteZerlegungstellteineMatrix also
dar als Summevon Blöcken konstanterabsoluterHöhe.Ordnetman
diesederGrößenach,verlangtalso,daß " 1 �M" 2 �M" 3 � ����� seinsoll,
approximiertmandie Matrix

�
durcheineMatrix, in der die Blöcke

geringsterHöhefehlen.DiesesolltensichalseineArt Rauscheninter-
pretierenlassen,so daßauchdie semidiskreteZerlegungzu einerArt
latentersemantischerAnalyseführt, hier allerdingsnicht durch Ran-
greduktion,sonderndurchdie spezielleForm der Matrizen Ë und Ì .
Obwohl l beidersemidiskretenZerlegunggrößerseinkannals � und T ,
ist diesetrotzdemrechtspeichereffizient,dadie Matrizen Ë und Ì nur
Einträge0 und ß 1 habenundsomit sehrkompaktgespeichertwerden
können.

d) Die nichtnegativeZerlegung
Auch hier ist wiederdie DiagonalmatrixI gleich der Einheitsmatrix;
wir suchenalsonachZerlegungenderForm

�
= N O , wobei N und O

nurnichtnegativeEinträgehabendürfen.Bez̈uglichderallgemeinenIn-
terpretationeinerMatrixzerlegungausAbschnitta) bedeutetdies,daß
wir unserelatentenBegriffe und latentenDokumenteohne negative
Koeffizientenaufbauen.Esgibt verschiedeneAnsätzezur Berechnung
solcherZerlegungen;einigedavonhaben(im Gegensatzzudenanderen
bislangbetrachtetenZerlegungen)die scḧoneEigenschaft,daßfür ei-
nesp̈arlich besetzteMatrix (wasdie Term-Dokument-Matrixpraktisch
immerist) auchdieFaktorensp̈arlichbesetztsind.


