Kapitel O
Wasist Information?

Wir leben bekanntlichim Informationszeitalterder ,Rohstof Infor-
matiorf ist ein wesentlicheMWirtschaftsaktor, und auchfiir unserZu-
sammenleberst Information so wichtig, dal3seit einigenJahrzehnten
vieleim GefolgedesamerikanischeiviathematilersNORBERT WIENER
(1894-1964unddesamerikanische®oziologerD. BELL (1919-2011)
voneinerinformationsgesellschafédenWasaberstInformationUnd
wie kannmansiemessen?

Erstaunlicherweisgibt esaufkeinediesebeidenFragereineallgemein
akzeptierteAntwort.

81: Ein Beispiel

Esist Wahlkampfzeitundviele Politikerbeniihensich,unserestimmen
zubekommen DeshalbdadtauchAmadeusiNohlgeraternvon der Partei
fur Gesundheitind Wohlstand(PGW) zu einerInformationseranstal-
tung,wo er sichundseineZiele vorstellenmochte Welchelnformation
erhaltendie TeilnehmerdieserVeranstaltung?

Aus der Sichtvon AmadeusWohlgeratersollensie lernen,dal3nur er
undseineParteisichwirklich fur ihre Interesserinsetzerund daf3nur
sieim Falle einesWahlsiggs Gesundheitind Wohlstandfuir alle Burger
bringenwerden;die Gegenparteietabenmnur Krankheitund Armut zu
bieten.Dasbetrachteeralsdie wesentlichédnformationin seinerRede.

SeineAnhangerdie allesdasschonlangstwissen wartenauf die griffi-
genSlogans die die PGWfir solcheZwecke entwerferiel3,umanden
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richtigen Stellenihre Begeisterungzu zeigen;als einzigeInformation
nehmersiemit nachHausedal3siedie Stimmungim Saaldominierten.

Der Redakteurder Lokalzeitungmuf3teim Laufe seinesLebensschon
viel zu viele Wahlversammlungermesuchengr kann sich bereitsim

Vorausziemlichgenaudenlen,worumesin der Redegehenwird. Ihn

interessierinur, ob AmadeusWohlgeraterauf demWeg zum Podium
stolpert,ob eslustige Versprechegibt oder idealerweisegine Saal-
schlacht;dieseInformation gerilgen,um seinembereitseine Woche
zuwor geschriebeneBerichtdie enddiltige Form zu geben.

Das Modehausdaszu den Sponsorerder Partei fur Gesundheiund
Wohlbefindenzahlt, ist vertretendurch denfir die Kundenzeitschrift
zustindigenMitarbeiter Waser tiberdie gesundemndgtnstigenStoff-
gualitaten der angebotenerWaren schreibenwird, ist nafirlich un-
abhangig vom Verlauf der Versammlungier mochte aber zumindest
nocherwahnenwelchenAnzugmit optimal passendeKrawatte Ama-
deusWohlgeraterfur diesenAbendausdemgrol3enAngebotdesMo-
dehauseausg&ahlthat.

Der Vorsitzendedes ortlichen Vereinsder Kaulquappenfreund&ann
sichnicht erklaren,wie sichjemandmit Politik besclaftigenkann,ob-
wohl esnochsoviele offene FrageniiberKaulquappergibt. Trotzdem
mul er alle Wahlveranstaltungebesuchendennwer auchimmer die
Wahl gewinnt, wird seineKaulquappenpolitikmoglicherweisedanach
ausrichtenpb er sich von den Kaulquappenfreundeanterstitzt fuhlt
odernicht. Den Vortragfal3ter kurz als ,,uiblichesPolitikergeschvatZ
zusammengochin dernachsterusgabedesKaulquappenfeundskann
er in deninformationenausdem\orstandstolz vermeldendal3er mit
demPGWKandidatenAmadeusWohlgerateriiberdie wichtige Rolle
derKaulquappenzucHiir Gesundheitind Wohlstandder Bevolkerung
gesprochemhabe.

Die Parteifur SogenfreiedNohlbefindenginerderHauptlonkurrenten
der Partei fur Gesundheiund Wohlstand,mochteWohlgeraten®kede
natirlich genauanalysierengajegliche Art von Ton-undVideoaufnah-
menverbotersind,schiclensieeinenStenographerderdie RedeWort
fur Wort mitschreibt.Da dieserzum Mitdenken keine Zeit hat, ist fur
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ihn der Informationsgehaltier Veranstaltunginfachdie Folge der zu
notierendeVorte.

DerOrganisatoeinerWahwettemochtewissenwie sichdie Wahlchan-
cenvon AmadeusWohlgeraterdurchdie Veranstaltungrerandern,so

dalRerdie Wettquotergegebenerdllsneufestlegenkann.Die Informati-

on,die er mitnimmt, ist eineneueSchatzungfur die Wahrscheinlichkit

einesSiggsderParteifir GesundheiundWohlbefindenpasiertauf die

bekanntetdmfrageegebnisseindseineEinscltatzungvon Stimmungs-
wandelnim Saal.

Der Mathematiler, dersichmit Informationbesclaftigt, darf sichnicht
daraufbeschéanken, diesesGescheherinfachin einenmehroderwe-
nigernutzlichenFormalismuszwingen;er mochtequantitativbeschrei-
ben,was hier geschehelist; zumindestfir den Wettanbietersollte es
socar moglich sein,die gawvonnendnformationdirektin EuroundCent
umzurechnen.

Angesichtsder Vielzahl von Interesserder Beteiligtenwird es dabei
sicherlichnicht reichen,die an diesemAbend vermittelte Information
durch eine einzige Zahl zu beschreibenbei jedemeinzelnenmiissen
wir sovohl seinVorwissenals auchseinenUmgangmit demGesagten
beriicksichtigenWasbeiihm ankommt, wurdemoglicherweisebereits
einigenVerarbeitungsschritteantworfen, z.B. weil er dankdesLarm-
pegelsnur einenTeil der Redehorenkann,undaucher verarbeitedie
ankommendelnformation weiter (War von Kaulquapperdie Rede?),
bevor ein Teil desErgebnisses seinGedachtniswandert.Schonjetzt
konnenwir einenwesentlicherAspektdiesernnformationserarbeitung
festhalten\Wie auchimmerwir Informationquantitatv fassenverden
mul3 offensichtlichgelten,dal3sie durchdieseVerarbeitunghdchstens
abnehmerkann.Dasheifl3tallerdingsnicht unbedingt.dal3sie dadurch
wenigernutzlich werdenmuf3: Eine ungeordnet&Sammliungvon meh-
reren Millionen Datengtzenist oft deutlich wenigerniitzlich als ein
SatzvondarausabgeleitetestatistischeiKenngbl3en Die Information
dariberist zwar natirlich in denDaten&tzenenthaltensie zu extrahie-
ren kannaberaufwendigsein. Auch mit solchenFragenmuf3sich ein
Mathematiler besclaftigen.
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Am einfachsterzu fassenst wohl nochdie InformationausSichtdes
Stenographerin ersterNaherungkonntenwir einfachzahlen,wie vie-
le Zeichener zu Papiergebrachtat. Aber selbstdasist nicht wirklich
wohldefiniertdennStenographearbeiterschlie3licrauchmit Kiirzeln,
die verwendetverdenkonnen abernicht missenundwennsich Ama-
deusWohlgeraterzu oft wiederholthabersollte,erfandder Stenograph
vielleicht auchnoch ad hoc neueKirzel fur einige besonderdaufi-
ge PhrasenDie Frage,wie weit der dabeioptimierenkann,fuhrt uns
zur SHANNONschennformationstheorieind,in letzterKonsequenzur
algorithmischerinformationstheorie.

Um dasVorwissendesLokalredakteursns Spiel zu bringen,kdnnen
wir die Information,die er bereitsvor der Veranstaltundnatte,verglei-
chenmit seineminformationsstandlanach;die Differenzist die neu
gewvonnenelnformation. Dies fuhrt unsauf den Begriff der bedingten
Information.

Im Falle desBuchmachersniissenwir zwei Wahrscheinlichkits\er-

teilungenmiteinandervergleichen: Die Siegwahrscheinlichkiten der
einzelnenKandidatenso, wie er sie vor der Veranstaltungeinsclatzte,
unddie entsprechendetahlennachdenererkinftig seinePramienbe-
rechnetDie gevonnendnformationausseinerSichtist somiteineArt

Distanzzwischenzwei Wahrscheinlichkits\erteilungendie wir spater
als KuLLBACK-LEIBLER-Distanzformalisierenwerden:;der finanzielle
Wert der Information laf3t sich Uiber die Erwartungswertefir seinen
Gewinn beziglich derbeidenVerteilungerguantifizieren.

Die Analystenin der Zentraleder Partei fir SoigenfreiesWohlbefin-
denwertennicht nur den (nachder Veranstaltungn ihren Computer
ubertragenenBerichtdesStenographenus,sonderrzahlreicheweite-
re Berichtevon ahnlichenVeranstaltungerie missereinerseitgdiese
Berichte nach Gemeinsaméiten gruppieren,um so einen Uberblick
uberdie gegnerischeStratgie zu bekommen;andererseitsissensie
aberauchAusreil3erfinden,die sichvielleicht als Wahlkampfmunition
eignenkonnten.Da sie auchdie entsprechendebatenandererpoliti-

scherGeggnerauswertermiissenhabensie viel zu tun undwollen ihre

Arbeit moglichst automatisierenDie mathematischeVerfahren,die
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siedabeianwenderkdnnenwerdenunsim zweitenTeil derVorlesung
besclaftigen.

§2: Information in sprachlicher Sicht

Die Etymologie des Wortes Information tragt leider nur wenig zum
VerstindnisdiesesBegriffs bei: Daslateinischenformatio enthalt den
Wortstammforma, Form oderGestalt,undinformatiowurdeim Sinne
von Bildung oder UnterrichtgebrauchtBei der AufnahmedesWorts
in die deutscheSprachem 15. bis 16. Jahrhundertrerschobsich die
Bedeutungzu Nadricht oderUnterrichtung (ibereinenSachwerhalt),
unddieserSinnhatdasWort heuteauchin andereimmodernerSprachen.

Information hat also etwas mit der Ubermittlungvon Nachrichtenzu

tun; eine mathematisch&heorieder Information muf sich daherins-
besonderauchmit der Strukturvon Nachrichtenbesclaftigen. Daftr

interessiersich selbstersindlich nicht nur die Mathematik;schonin

der Logik von ARISTOTELES (384—-322)findensich Uberleggungen die
in dieseRichtunggehenundauchdie Grammatiler befassersichschon
seitweit uberTausendlahrermit entsprechendeffragen.

Einen wesentlichenSchritt in Richtung auf eine mathematischée-
schreilungvon Sprachdeistetel879derPhilosophFRIEDRICH LUDWIG
GoTTLOB FREGE (1848-1925)mit seinerBegriffssarift, in der er die
mathematischeogik in ihrer heutigenForm begriindete SeinVersuch,
diegesamtdathematikaufLogik zureduzierenscheitertewar, fuhrte
aberzur Entwicklungalternatver Ansatzesovohl zur Grundlegungder
Mathematikals auchzur allgemeinerJntersuchundormaler Systeme
undschliel3lichauchnatirlicher Sprachen.

Vor allemdurchdie ArbeitendesamerikanischeRhilosopherCHARLES
WILLIAM MORRIS(1901-1979¢ntstandhbEndederDreiligerjahralie
Semiotikalsallgemeine_ehrevon denZeichenundihrer Verwendung.
Er unterscheidedrei Aspekte:

1. Die Syntax,in deresum die Zeichenselbstund die Regelnfir ihre
Aneinanderreihungeht.
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2. Die Semantik,die sich mit der Bedeutungvon Zeichenfolgen
besclaftigt.

3. Die Pragmatik,in deresum derenGebraud geht:Dazuzahlenbei-
spielsweisaunterschiedlichddedeutungsebendiKopf, Haupt, Riibe),
aberauchunterschiedlich&iele, die mit einemWort oderSatzerreicht
werdensollen: Der Ausruf Feuer! etwa kann zwar bedeutendald es
brennt,kannaberbeim Milit ar auchder Befehlzum Schiel3erseinund
bei einemRaucheie Bitte, ihm die Zigaretteanzuzinden.

Die klassischénformationstheoribeschanktsichaufreinsyntaktische
Aspekte;bei der SuchenachlInformationstehendaggensemantische
Aspekteim Vordegrund.Pragmatikspieltbei dermathematischeBe-
handlungvon InformationbislangkeineRolle.

Sobald wir von praktischenAnwendungender Information reden,
kommt allerdingsein neuey bislang noch nicht erwahnter Gesichts-
punktins Spiel: Informationkanneinenteilweisesogar betachtlichen
wirtschaftlichenWert darstelleninformationeniiberdenZustandeines
LandesodereinenUnternehmenbeeinflussebeispielsweiséie Preise
von Aktien, undje nachdenwie frith oderspatjemanddaraufreagiert,
kannerviel Geldgewinnenoderverlieren.

DerWert solcherinformationerkannallerdingsnicht objektv beziffert

werden:Die Nachricht,daf3in einer siidafrikanischerGoldmineeine
neuestarkerzfuhrendeAder entdeckiwurde,ist wertlosfir jemanden,
derkeinGeldfir Aktienkaufehatodergrundsitzlichnurin Europanve-

stiert;fur einensiidafrikanischemnvestordaggenkanndie Information

einenbetachtlichenwWert haben.

Auchfirihnkanneineentsprechenddeldungallerdingsvollig wertlos
sein,etwa welil er sieschonseit Tagenkenntundlangstdaraufreagiert
hat.Wennwir vomWerteinerinformationsprechemvollen,kannessich
dahernmmernurumdenWertfur einebestimmtePersommit bestimm-
teninteressemandelnjnsbesonderest derenVorwissenein wichtiger,
wennauchbei weitemnicht der einzigeAspekt. Wir werdendaherei-
ne ganzeReiheweitererMal3eberbtigen,um auchsolcheSituationen
mathematisclzu beschreiben.



Kapitel 1

Shannonsinf ormationstheorie

Die bekanntestejuantitatve Definition von Information geht zurtick
auf CLAUDE SHANNON; Buchermit Titeln wie Informationstheoriébe-
fassensich meist ausschlie3lichdamit. Die inhaltliche Interpretation
von Informationspielt hier keinerleiRolle, esgehtnur um ihre siche-
re Ubermlttlung Sicherheitbeziehtsich dabeisovohl auf den Schutz
vor Ubertragungsfehlerifdurch fehlererlennendeund -korrigierende
Codes)lsauchaufdie GeheimhaltundKryptographie).

CLAUDE ELWOOD SHANNON (1916—-2001wurdein Pe-
toskey im US-Bundesstadflichigangeboren1936ver-
liel3 er die University of Michigan mit sovohl einem
Bachelorder Mathematikals aucheinemBachelorder
Elektrotechnik,um am M.I.T. weiterzustudierenSei-
ne 1938geschrieben®iplomarbeitA symbolicanaly-
sisof relay and switching circuits bildet die Grundlage
der digitalenInformations\erarbeitungauf der Grund-
lageder hier entwickelten Schaltlogik;seineDisserta-
tion 1940befal3tesich mit Anwendungerder Algebra
aufdie MENDELschenGesetzeDanacharbeiteteer bis
1956 bei den Bell Labs, wo er wahrenddes zweiten

Weltkriegs insbesonderéberdie SicherheitkryptographischeBystemeorschte.Seine
Mathematicaltheory of cryptography wurde ausGeheimhaltungsgindenerst1949 zur
Veroffentlichungfreigegeben.Seinewohl bekanntestéirbeit ist die 1948 erschienene
Mathematicaltheoryof communicationin derer die fehlerfreieUbertragungson Nach-
richtenlibereinengesbrtenKanaluntersuchteVon 1956bis zu seinerfEmeritierungl978
lehrteeramM.1.T., daserdadurchzurfihrenderUniversititaufdemGebietderInforma-
tionstheorieund Kommunikationstechniknachte.Zu seinenzahlreichenArbeiten zahlt
aucheine Uber die mathematisch&@ heorieder JongliermusteranhanddererJongleure
eineReiheneuerMustergefunderhabenauchkonstruierteer mehrereJonglierroboter
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81: Die Entropie einer Quelle

Geradeweil der SHANNONschelnformationsbgriff derin denWissen-
schafteramweitestenverbreitetast, misserwir unsalsallererstesklar
werden,waser nichtist: Es gehtnicht darum,denInformationsgehalt
einereinzelnerNachrichtzu messen.

Im 1949erschieneneBuch Themathematicatheoryof communicati-
on, dasSHANNONS gleichnamigeArbeit von 1948zusammemit einer
ausfihrlichenEinleitungvon WARREN WEAVER entlalt, schreibtletzte-
rerzu Beginnvon §2.2:

Theword information,in this theory is usedin a specialsenseahatmusnot be
confusedith its ordinaryusageln particularinformationmustnotbeconfused
with meaning.

In fact,two messagesneof whichis heavily loadedwith meaningandtheother
of whichis purenonsense;anbeexactly equivalent,from thepresentiewpoint,

asregardsinformation.It is this,undoubtedlythatShannormeansvhenhesays
that™ thesemanti@spectarenecessarilyrrelevantto theengineeringspects.™
But this doesnot meanthatthe engineeringaspectarenecessarilyrrelevantto

thesemantiaspects.

To be sure,this word informationin communicatiortheoryrelatesnot somuch
to whatyou do say asin whatyou could say

SHANNON betrachteiNachrichteralsostetsvor demHintergrundeiner
Auswahl; waser messemwill, sinddie WahlmoglichkeitendesSenders
unddie Ungewil3heitdesEmpfangerssor Ubermittlungder Nachricht.

Ein solcherAnsatzkannnur funktionieren,wennsowohl fir denSen-
deralsauchdenEmpfangerklar ist, welcheNachrichtengrundstzlich

ubertragerwerdenkdnnten.Zu diesemZweck geht SHANNON ausvon

einemfestenAlphabetA. DarunteversteherirgendeinendlicheMen-

ge, derenElementezwar als Buchstaberbezeichnetverden,die aber
auchelektrischeSignale ASCII-Zeichen,Ereignissaundvielesandere
seinkonnen.

Der Sendemwird modelliertdurcheineNachrichtequelle die eineFol-
gevonBuchstabemlesAlphabetsA produziertln denseltensterfrallen
werdendabeialle Buchstabemit dergleichenHaufigkeit vorkommen;
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in SHANNONS Ansatzist daherjedemBuchstaberx, € A eineHaufig-
keit p, zugeordnetNatirlich mussenalle p, > 0 seinundihre Summe
gleich eins;bei einemAlphabetausn Buchstabeniegt dasTupel der
Wahrscheinlichkitenalsoin derMenge

n
A, = {(pl,...,pn) | p; >0 furalleiund 3 p, = 1} .
=1
Mathematisclgeseheimst eineNachrichtenquellalsoeinediskreteZu-
fallsvariable,die Werteaus A annimmt.

Ausgangspunkfir die Quantifizierungvon Informationist der mittle-
ren InformationsgehaleinesBuchstabensDa dieserIinformationsge-
halt sicherlichnicht von den Namender Buchstaberabhangt, konnen
wir H einfachalseineFunktionderBuchstabenahrscheinlichkitenp,
betrachtenwir suchenalso fir jede natirliche Zahl n eine Funktion
H:A, — Ry, sodalR H(pq,....p,) der mittlere Informationsge-
halt einesBuchstabensus einemn-elementigenAlphabetist. wobei
Py, - -, P, die HaufigkeitendereinzelnerBuchstabersind.

Eine solcheFunktionsollte nachSHANNON verninftigerweisedie fol-

genderBedingungererfillen:

1. H iststetig,dennnatirlich soIIenkleineAnderungerandenpi nicht
zu sprunghafternderungeram Informationsgehaltithren.

2. Die Funktion L(n) = H(Z,...,2) ist monotonwachsendd.h.
wennwir eineQuellehabendie die BuchstabeihresAlphabetamit
gleicherWahrscheinlichkit aussb(3t, steigtder Informationsgehalt
pro Buchstabemit der BuchstabenanzahBeispielsweisdiefert ein
Mefuhlermehrinformation,wenner einegrof3ereAufldsunghat.

Etwastechnischeund schwereizu verstehenst SHANNONS dritte For-

derung:Vor jederUbertraguncgeinesBuchstabenstehtder Sendewor
einerWahl. Wenner dieseWahlin mehrereTeilentscheidungererleagt,
soll sichdadurchnichtsander Gesamtinformatio@ndern Konkret:|Ist
C eineTeilmengedesAlphabetsA, sokannder Sendein einemersten
Schrittentwederein Elementvon A \ C' ausvahlenodersichdatflr ent-
scheidengin ElementausC zu sendenlm letzterenFall muf3er dann
in einemzweitenSchritt konkretisierenwelchesder ElementeausC
er sendenwill. Wennwir der Einfachheithalberannehmendal3A \ C
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die erstenm dern Elementevon A enthalt und die Summeder Wahr
scheinlichleitenfur die ElementeausC gleich p* ist, soll dannalso
gelten

3. Hipy,---,p,) = H®yy -y, p") + p*H(%,...,%), falls
p* =Y ..p; > 0ist. (Der Faktor p* vor dem zweiten Sum-
manderkommtdaherdal3nur mit Wahrscheinlichkit p* tberhaupt
eine zweite Entscheidunggetrofen wird, und die Nennerin den
Argumentensind notwendig,da der Buchstabez, mit i« > m die
Wahrscheinlichkit p, /p* hat, falls bereitsfeststehtdaRein Buch-

stabeausC gesendetvird.)

Vielleicht hilft derfolgendeSpezialéll, dieseBedingungetwasbesser
zuverstehen:

Lemma: A = {a,,...,a,,} und B = {b;,...,b,} seienzwei endli-
che Alphabete,wobei a; mit Wahrscheinlichkit p, und b; mit Wahr
scheinlichleit ¢; auftrete.Gibt mandemElement(a,, b;) € A x B die
Wahrscheinlichkit p,q;, soist

H("')piqja"'):H(pla"'apm)+H(q17"'aqn)1

beizweiunablangigernZufallsvariablenaddierersichalsodie mittleren
Informationsgehalte.

Beweis: Wir wendenForderung3 anaufdie TeilmengeC = {a,,,} x B
von A x B. Hieristp* = 3% p,,q; = p,,, alsofolgt

H(...,p;q,--) = H(..,0;qj5--Pm) * P H (a1, -, ) -

Auf denerstenSummandefinks konnenwir dasgleicheArgumentan-
wenderunddie Paaremit a,,,_; abspalterusw; wir erhalterschlief3lich

m
H(.\piy-) = Hpy o p) + S 9iH (s, 0,)
i=1,...,m =1

PR =H(py,...,p,) +H(qy,--.,q,)-
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Satz: Zu jederFamilie von FunktionenH: A,, — R, die obigedrei
Bedingungererfullt, gibt eseinereelleZahla > 1 sodal3

n
H(py, ... pn) = _Zpi log, p;
i=1

ist, wobeip, logp; fur p, = 0 alsNull interpretiertwerdensoll. Insbe-
sonderast H bis aufeinenpositiven Faktoreindeutigbestimmt.

Beweis: In einemerstenSdritt beschankenwir unsauf denFall, daf
alle p, gleichsind, betrachteralsofir jedesn € N nurdeneinenWert

L(n)=H(%,...,%).

A, bis A,, seienm voneinandeunablangigeQuellen,die jeweils r

verschieden®uchstabemnit gleicherWahrscheinlichkit 1/r liefern;

derInformationsgehalfederdieserQuellenist also L(r). DasProdukt
Ay x---x A enthaltr™ tupel,dieallesammmit derselberwWahrschein-
lichkeit 1/»™ auftretendie Gesamtinformatiomst also

1 1
H<—,...,—> = L(r™).
Tm Tm

Ausdemgeradebewvieseneremmafolgt induktiv, dalRdiesdie Summe
derinformationsgehaltderQuellenA, ist,d.h. L(r™) = mL(r).

Nun betrachterwir natirliche Zahlenr, s, m,n mit r™ < s® < r™**:
dannist (unablangigvon derBasisdesLogarithmus)

lo +1
mlogr <nlogs < (m+1)logr oder m < 9s < m :
n ~— logr n

Wegenderin ForderungzweipostulierterMonotonievon L gilt die Un-
gleichungL(r™) < L(s™) < L(r™*'); wie wir geradegesehermaben,
kdnnenwir dieseauchschreiberals

mL(r) < nL(s) < (m+1)L(r).
Division durchn L(r) machtdaraus

m _L(s) m+1
T < < ,
n — L(r) = n
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L(s)/L(r) undlog s/ logr liegendaherbeideim Intervall [2, ™*] so
dafi

‘L(s) log s SE
n

L(r) logr

seinmul3.Da n beliebig grof3 gewahlt werdenkann, gilt diesfir alle
n € N, d.h.

L(s) _logs
L(r) logr

oder L(s) = % -log s

Somitist L(s) proportionalzu einemLogarithmus,wobei die Propor
tionalitatslonstantel.(r)/ logr wegenderMonotoniesonvohl von L als
auchdesLogarithmuspositv seinmuf3.Mithin gibt eseinereelleZahl
a > 1mit L(n) = log, n furallen € N.

Im speziellerFall von Quellen,die alle Buchstabemit gleicherWahr
scheinlichleit ausgebenist der Satzdamitbewiesen.

Im zweitenSdritt verlangenwir von denWahrscheinlichkitenp, nur
noch,dalRessich dabeium positive rationaleZahlenhandelt.Wir be-
trachtenalsoein AlphabetA4 = {a,,...,a,} ausn Buchstabengderen
i-ter die Wahrscheinlichkit p, = g, /g habemit g, € N. Dadie Summe
aller p, gleicheinsist, muf3dabei) g, = g sein.

Weiter betrachterwir ein AlphabetB ausg Buchstabem,, ..., b/, die
allesamtdie gleicheWahrscheinlichkit 1/g haben.DieseBuchstaben
verteilenwir aufn disjunkteTeilmengenB, C B derart,da3B,; ausg,
BuchstaberbestehtDurch n-facheAnwendungder dritten Forderung
erhaltenwir die Gleichung

H(},...,}>=H(p1,...,pn)+2pz ( 1)

9 g 9i ' 9

Die Funktionenmit lautergleichenArgumenterkénnenwir durchLo-
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garithmenausdiickenund erhaltendann

Hpy,...,p,) = H( ) sz ( ...,1>

9;

=log, g — Zpi log, g; = Zpi(loga g —log, 9,)

n n

=1 =1
wie behauptet.

Als dritten Sdritt betrachterwir denallgemeinernfall. Wir gehenal-
so ausvon einer Familie von FunktionenH: A,, — R, die alle drei
ForderungerSHANNONS erfllt. Wie wir bereitswissen,ist dann

n
H(p17 cee 7pn) - - sz |ngz )

=1
falls wir fur alle p, positive rationaleZahleneinsetzenAuf derrechten
Seite stehteine Funktion, die fur alle positven reellen Werte der p;,
stetig ist; die Funktion links muf3 nach SHANNONS erster Forderung
stetigauf A, sein.Da zwei stetigeFunktionendie fur alle rationalen
Werte auseineroffenenMengeibereinstimmenglort gleich sind, gilt
obigeGleichungm Innernvon A, alsofuir alle positvenreellenWerte
derp,.

Bleibt nochder Fall, dal3einesodermehrereder p, verschwindenin
diesemFall ist die rechteSeitenicht definiert,denndie Logarithmus-
funktionhatanderStelleNull einenPol.Im Satzwarvereinbartdalwir
fur p, = 0 denTermp, logp, als Null interpretierenwennwir zeigen
konnen,dalRdadurchdie Funktionstetigauf A,, fortgesetzwird, folgt
Gleichheitauchin diesemFall.

Offenbargeriigt es, eineneinzelnenSummanderzu betrachtennach
derRegel von DE L’HOPITAL ist fur dennatirlichenLogarithmus

- logp 1/p
lim plogp = lim = lim
p\Op 9p = p\0 1/p pN\O0 —1/p?

=lim(—p)=0
p\o( D)
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unddajederanderd.ogarithmugproportionakumnaitirlichenist, haken
wir diesenGrenzwertauchfiir Logarithmenzu einerbeliebigenBasis.
Damitist der Satzvollstandigbewiesen. .
Damit sindwir allerdingsnochnicht ganzfertig: Zwar wissenwir nun,

daf3jedeFunktion,die SHANNONS drei Bedingungergeriigt, die ange-
gebend-orm habenmul3,wir wissenabernochnicht, ob estiberhaupt
solche Funktionengibt. Dazu mussenwir noch nachpiifen, dal3 die

Funktionen n
H(pb T 7pn) - sz Iogapi
alle drei Bedingungererfillen. =1

Die Stetigleit ist klar, da H nur durch Grundrechenarteond Loga-
rithmen definiertist. Auch mit der zweiten Bedingunggibt es keine
Problemedenn

p(2)=m(t ) == tiog L = og

n
=1

ist einemonotonwachsend&unktion.Die dritte Bedingungschliel3lich
ist erfullt, dennfurm < nundp* =p,,., +---+p, ist

n
H(p17 s ?pn) = _sz logapi

m =1 n
=—> p;log, p; — p*log, p* +p*log,p* — > p;log, p;
=1 i=m+1

n

=H(py,..-,Pm,p") + Y _ py(log, p* —log, p,)

=m+1
Z" p
:H(pla"'apmap*)_ piloga_i
i=m+1 p
— * * p D
= Hepy.....ppp’) 4 H (P22 P,

Damit habenwir fir die Definition desInformationsgehaltsiur noch
die Freiheit,die Basisa desLogarithmusfestzulgen;die traditionelle
Wahlista = 2.
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Definition: Die EntropieeinerQuelle A mit einemm-buchstabigerl-

phabetundWahrscheinlichkitp, fir dasAuftretendesi-tenBuchstaben
Ist m
H(A) = - Zpi log, p; -

=1

Der Name Entropie ist ein Kunstwort, das der deutschePhysiker RUDOLF CLAUSIUS
(1822-1888)n seinerArbeit

R. CLausius. Uber verschiedendiir die AnwendungbequemeFormen der
Hauptgleichungerder Warmetheorie Annalender Physik und Chemie 125
(1865),353-400

einfuhrte.Auf Seite390schreibter:

Suchtmanfir S einenbezeichnendeNamensokdnnteman. . . vonderGrof3eS
sagensie se¢y der VerwandlungsinhaltdesKorpers.Da ich esaberfir besser
halte,die Namenderartigerfur die Wissenschafivichtiger Grol3enausdenalten
Spracherzu entnehmengdamit sie unverandertin allen neuenSpracherange-
wandtwerdenkdnnen,so schlageich vor, die GroRe S nachdemgriechischen
Worter tporm, die Verwandlung,die Entropie desKorperszu nennenDas
Wort Entropiehabech absichtlichdemWort Enegie moglichstahnlichgebildet,
denndie beidenGrof3enwelchedurchdieseWorte benanniverdensollen,sind
ihren physikalischenBedeutungemacheinanderso naheverwandt, dal3 eine
gewisseGleichartigleit in derBenennungnir zwecknméfRigzu se/n scheint.

Die GroRReS, vondererhierspricht,hilft unteranderenbeiderErklarungwarumwarme
nievoneinemkaltererzueinemwarmererkKorperflieRenkann;wie LUDWIG BOLTZMANN
(1844-1906ppatergezeigthat, kannsieauchmikroskopischdefiniertwerdendurcheine
Formel,die engmit derhier zu definierenderSHANNONSchenEntropieverwandtist.

Als erstesBeispielbetrachtenvir eineZufallsvariable X, die alle Werte
ausdemAlphabetA mit gleicherWahrscheinlichkit annimmt.Falls A
ausn Buchstabermestehtjst alsop(a) = 1/n fur allea € A unddamit

1 1 1
H(X)==) pla)=-)  ~log, > =—log, ~ =log,n.
a€A acA

Speziellim Fall einer Zweierpotenzn = 2" ist dasgleich » und ent-
sprichtderTatsachegalRman2” Objektedurchr Binarzifferneindeutig
bezeichnerkann.

Im Falle einesAlphabetsA = {a, b, ¢, d, e} ausfunf Buchstaberund
einerZufallsvariablenY”, die diesemit Wahrscheinlichkitenp(a) = %
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undp(b) = p(c) = p(d) = p(e) = g annimmt,ist

1 1 1 1 1 4
= _ P PR _ = -4 — . =
H(Y) 2Iog22 4 8Iog8 >t3 3=2,
abernatirlich gibt eskeineMoglichkeit, funf Buchstabemit nur zwei

Binarziffern zu bezeichnenMit derKodierung
a=0, =100 ¢=101, d=110 und e=111

kommenwir aberimmerhinim Durchsdnitt mit zwei Binarziffern aus,
dennin derHalfteallerFallehaberwir a, woflureineZifferausreichtund
in derandererHalfte derFalle brauchermwir drei Buchstabenm Mittel
alsozwei.FureineZufallsvariableZ, diejedesElementvon A mit Wahr
scheinlichleit % annimmt,ist dag@en H(Z) = log, 5 ~ 2,321928095,
und hier gibt esoffensichtlichkeine Kodierung,bei derwir im Durch-
schnittH(Z) Binarziffern brauchendenndasarithmetischeMittel aus
funfnatirlichenZahlenmuf3einVielfachewon % sein.Die nachstgodl3e-
re Zahlmit dieserEigenschaftvare2,4, unddaskonnenwir tatsachlich
erreichenzumBeispielmit derKodierung

a=00, b=01 ¢=10 d=110 und e=111.

SHANNONS Entropiebgriff stehtalsooffensichtlichim Zusammenhang
mit der mittleren Anzahlvon Binarziffern, mit derwir die Buchstaben
ausdemAlphabetkodierenkdnnen;wie genaudieserZusammenhang
aussiehtywerdenwir in Kiirzeuntersuchen.

82: Konvexitat

SHANNONSs drei Forderungemeichenzwar aus,umdie Entropie(bis auf
einepositive Konstantegindeutigzu charakterisiererjer Begriff ware
abernicht sonderlichniitzlich, wennwir nicht noch eineganzeReihe
weiterer Aussagerherleitenkdonnten.So erwartenwir beispielsweise,
dalReineQuelle,die einenbestimmtenhrer Buchstabemit einersehr
hohenWahrscheinlichkitproduzierteinenkleineremittlereninforma-
tionsgehalthat als eine, bei der alle Buchstabemnit ungeghr gleicher
Wahrscheinlichkit vorkommen.Mit AussagerdieserArt werdenwir
esauchnochin andererzusammenéingenzu tun habendeshaldohnt
essich,dasProblemetwasallgemeinemanzugehen.
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Definition: a) EineTeilmeng A C R"™ heil3tkorvex, wennzu je zwei
PunktenP, @ € A und jedereelle Zahl A\ ausdem abgeschlossenen
Intervall [0, 1] auchderPunkt(1 — A)P + AQ@ in A liegt, wennA also
mit je zwei PunktenauchderenVerbindungsstreekentralt.

b) Eine Funktion f: A — R auf einerkornvexen TeilmengeA C R"
hei3tkorvex, wennfir je zwei PunkteP, Q@ € A undjedes) € [0, 1]

gilt:
F(A=NP+2Q) < (L-Nf(P)+Af(Q),

wennalsoderGraphvon f tiberjederVerbindungsstreazweierPunkte
P,Q € A unterhalbder Verbindungsstreakder Punkte(P, f(P)) und
(Q, £(Q)) liegt. SieheiBtstrikt korvex, wenndabeidasGleichheitszei-
chennurfar A =0und\ = 1 gilt.

c) f heil3t(strikt) konkay wenn— f (strikt) kornvex ist.

(z1,f(x1))

(z1,f(z1))

($2’f(m2

x1

konvex T2 1 konkav *2

StandardbeispiginerkornvexenMengein R™ ist fur unsdie Menge
A, = {(pl,...,pn) | p; >0 furalleiund 3 p, = 1} .
=1
SindP = (py,...,p,)und@ = (qq, - - -, q,,) ZweiPunkteausA , soist
L=NP+2Q = ((1—Np1+Aqp, -, (L= Np,, +Agy,) -

Da alle p, undg; nichtneyativ sind, gilt fir A € [0, 1] dasselbéur die
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Zahlen(1 — \)p, + Ag;, und

D (@=Npi+2Ag) =(L=N) p+AY g =(L-XN+A=1,
=1 =1 =1
sodafBauch(1 — A)P + AQ in A, liegt.

Geradebei der Definition einerkonvexen Funktionerscheintes etwas
seltsam,dal3 wir bei der Definition den Graphennur tber Streclen
betrachtenDie Definition beschanktsich auf diesenFall, weil essich
um eineEigenschafhandeltdie sichin vielenFallenleichtnachpiifen
lal3t;tatsachlichgilt abereineviel allgemeinerdussageUm sieauchfiir
denFall derstriktenKonvexitat zu formulieren,braucherwir zumachst
eineweitereDefinition:

Definition: a) Eine TeilmengeA C R™ heil3tr-dimensionaleaffiner
Unterraumvon R", wenneseinenPunkt P, € R™ gibt, so da3die
Verbindungsrz'ktorenlﬁg fur die samtlichenPunktePP € A einenr-
dimensionalertyntenektorraumvon R™ bilden.

b)m PunkteP,, ..., P,, € R" sindin allgemeinetage, wenneskeinen
(m — 2)-dimensionalemffinenUnterraumA C R"™ gibt, deralle diese
Punkteentralt.

Zwei Punktesind alsogenaudannin allgemeiner_age,wennsie ver-
schiedersind;vondreienerwartenwir zusatzlich,dafl3sienichtaufeiner
Geraderiegen,undvon vieren,dal3eskeine Ebenegibt, die alle drei
enthalt.

Lemma: a) EineTeilmengeA C R" ist genaudannkonvex, wennfir
jedesm € Ngilt: Sind Py, ..., P, € Aundist(A,...,A,,) € A, SO
liegtauchA Py +---+ A R, inA.

b) Eine Funktion f: A — R aufeinerkorvexenTeilmengeA C R"™ ist
genaudannkorvex, wennfur je m PunkteP,,..., P, € A undjedes
Tupel(Aq, ..., A,,) € A, gilt:

JOWP +--+ X PL) SN f(P)+---+ A, f(P,).

c) EineFunktion f: A — R aufeinerkorvexen TeilmengeA C R" ist
genaudannstrikt korvex, wennfir je m PunktePy,..., P, € Ain
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allgemeinelLageundjedesTupel(A;, ..., A,,) € A, gilt:
JOWP +- -+ X PL) S A f(P) +- -+ A, f(P)

mit Gleichheitgenaudann,wennein A; = 1 ist und die Ubrigen A;
verschwinden.

Beweis:Die Definition derKorvexitatist jeweils geradederFall m = 2
desLemmasgdie derstriktenKonvexitatdie Fallem = 1 undm = 2; zu
zeigenist alsonur die GegenrichtungDer Fall m = 1 ist dabeiin allen
drei Fallen trivial; wirklich zu zeigensind also nur die Falle m > 3.
Wir beweisendiesejeweils durchvollstandigelnduktion mit demFall
m = 2 alsInduktionsanfng.

a) Wir habenm PunkteP,,..., P, € A undein Tupel(A,...,A,,)

ausA,,. Fur A, = 1verschwinderalle ibrigen;, unddie Behauptung
ist trivial; wir kdnnenunsalsobeschankenaufdenFall A, #Z 1. Dann
konnenwir durchl — )\, dividierenunddas(m — 1)-tupel

A P
D Y = m A
()‘17 7)‘m—1) (1_ )\ma ) 1_ )\m) € m—1

betrachtenNachInduktionsannahmkegt der Punkt

P =XP +--+ X, P,

daherin A, und nach Definition der Korvexitat gilt dasselbefur
(1= NP+ A, P, => " NP

b) f seikorvex, Py, ..., P, seierwiederPunkteausA und(A,, ..., A,,)
ein TupelausA,,, und P* seiderobendefiniertePunkt.NachIndukti-
onsannahmistdannf(P*) < A1 f(P)+---+X,._1f(P,,_1), undnach
Definition derKornvexitatvon f ist aul3erdem

f((l_)‘m)P* +)‘um) :f()\1P1++)\um)
SA=X)fP) + A f(Pr) = A f(P) +-- -+ A f(Pr)
c) Wir mussennur noch zeigen,dal3fur Punktein allgemeinerLage

Gleichheitnurgilt, wennalle A, mit einerAusnahmererschwindemund
die Ausnahmeadamitgleicheinsist.
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Falls A\, = 1ist, gibt esnichtsmehrzu zeigen,wir konnenunsalsoauf
denFall ),, < 1beschanken.Dannkdnnerwir wie obendenPunktP*
definieren.

FUrPunkteP,, ..., P, inallgemeinetagesindauchdie beidenPunkte
P* und P, in allgemeineiLage,dennzwei Punktesindgenaudannin

allgemeinerLage,wennsie verschiedersind, und ware P* = P,_, SO
wareP, . eineLinearkombinatiorvon P, bis P, _;,lagealsoim vondie-
senPunktenaufgespanntefm — 2)-dimensionalemffinen Unterraum.
Somitist

f()‘1P1++Aum):f((1_)‘m)P*+)‘um)

=1 - N)FPF) + AL f(P)
genaudann,wenn),, = 0oder),, = list. DenFall A, = 1 habenwir
bereitsausgeschlossealsoist A, = 0. Dannaberfolgt die Behauptung
sofortausderInduktionsannahme. .
Die Aussageunterb) wird auchalsUngleichungvonJENSENbezeichnet;
er bewiessiein einemVortragvom 17. Januarl905vor derdanischen
Mathematilergesellschaftwobeierallerdingsnur voraussetztejalidie
Funktion f auf einemreellenintervall definiertist unddortdie Unglei-
chung f(z) + f(y) > 2f(%Y) erfullt, wasauf denerstenBlick etwas
schwacheraussiehtals die hier betrachteteDefinition der Konvexitat,
nachdemResultatvon JENSENaberaquvalentdazuist.

Der danischeMathematiler JohanLudwig William

Valdemar Jensen(1859-1925)studierteab 1876 an
der Kgbenhans Tekniske Skole unter anderemMa-

thematik, Physik und Chemie.Sein Interessekonzen-
trierte sichimmer mehrauf die Mathematik;zwischen
1879 und 1925 verodffentlichte er rund vierzig wis-

senschaftlichéArbeiten. Er war allerdingsnie an ei-

ner Universitt tatig und war auch von der Ausbil-

dung her im wesentlichenAutodidakt. Sein gesam-
tes Berufslebenarbeiteteer als Telephoningenieubei

der danischenTelephongesellschaful3er der heute
nachihm benanntetdngleichungbewieserunterande-
remauchSatzeim Umkreisder RIEMANN-Vermutung.
Wennwir die \; alsWahrscheinlichkiteninterpretierenkdnnenwir b)

undc) auchals AussageriiberErwartungswertenterpretieren:
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R : - : korvexe
Lemma: Fur eine diskrete Zufallsvariable X und eine {konka/e}

Funktionf aufdemWertebereiclvon X gilt: E( f(X)) {g} f(E(X)).

Im Falle einerstrikt {konka/en} Funktiongilt Gleichheitgenaudann,

wennX einenseineMNVertemit Wahrscheinlichkit einsannimmt. .

Fur mindestengweimalstetigdifferenzierbaréunktionenaldtsichdie
Konvexitat leicht anhandder zweiten Ableitung tberpiifen. Im Fall
einerVariablenhabenwir einfachdas

Lemma: a) Eine mindestengweimalstetigdifferenzierbard-unktion
f: I — R aufeinemintenall I C R ist genaudannkorvex, wennihre
zweite Ableitung auf I keine negativen Werte annimmt;sie ist genau
dannkonkav, wenn f” auf I keinepositiven Werteannimmt.

b) Falls f”” im Innernvon I nur positive Werte annimmt,ist f strikt
korvex auf I; falls f” dort nur negative Werte annimmt,ist f strikt
konkav.

Beweis:a) Wir zeigenzurachstdallim Falle derKornvexitatdie zweite
Ableitungin ganz(a, b) grofRerodergleich null seinmuf3: Andernflls
gabeesein z, € (a, b) mit f""(z,) < 0. Wir betrachterdie Funktion
9(x) = f(x) — f'(zo)(x — zp). Als Summevon f und einerlinearen

Funktionist g zweimaldifferenzierbamit

g' (o) = f'(wo) — f'(wo) =0 und g"(z) = f"(z) <O.

Die Funktion ¢’(x) ist also in einem hinreichendkleinen Intervall
(xg— h, xo+ h) strengmonotonfallend;sieist dahermositv firz < z,
undnegativ furz > zy. Somitist g strengmonotorwachsendirz <
und strengmonotonfallendfir x > x,; die Funktiong hatalsobei z
ein lokalesMaximum. Fir eine < h ist daherg(zy £ €) < g(x,) und
damitist auch

(o) = glae) > 50(mo — &)+ 59(wo+€) = 3 g — &)+ 5z +e).

DieswidersprichtaberderKorvexitatsbedingungir z, ,, = z, + € und
A = 1. SomitmuB f(z) in ganz(a, b) groRerodergleichnull sein.
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Umgelehrtsei f”(x) > 0 furalle z € (a, b); wir miissenzeigen,daR
f dannkorvex ist. Seienalsozx; < x, zweibeliebigePunkteaus(a, b)
undz = (1 — )z, + Az, mit A € (0, 1). NachdemMittelwertsatzgibt
esPunktet; € (z4, x) undé§, € (z, x,), sodald

ey - @) = flz1) _ f(z) = fz1)
(&) = =1 Aw,— )
f(zy) — f(x) — f(xy) — f(x)
Lyr — & (1 - N(zy — zy)

ist. Da f” nirgendsnegativ wird, ist f monotonwachsendund da-
mit insbesonderg’(£;) < f'(&,). DieseUngleichungkdnnenwir auch

schreiberals
fx) = (@) o fl=a) =~ fl2)

Mzy—z1) — (L= Nz — 1)
unddaz, < z, ist, folgt daraus

f(x) — f(z,) < f(z,) — f(x)

A - 1—) '
Fur A € (0, 1) andertsich nichtsandieserUngleichungwennwir mit
A(1 — A) multiplizieren;diesfuhrtauf
(1—=Nf(@) — (A= Nf(z1) < Af(xz) — Af(x)

unddamitdie gewvuinschtdJngleichung

f@) < (1 = A)f(z) + Af(z2)

die die Korvexitatvon f ausdiickt. Damitist die Behauptundur kon-
vexe Funktionenbewiesen.

und

(&)=

Fur konkave Funktionenfolgt sie einfachdarausdal3— f fur einekon-

kave Funktion f konvex ist. .

Korollar: Die Funktion f(x) = —xlogz ist UberdemIntenall [0, 1]
konkav.

Beweis: f'(z) = —z - £ —logz = —1 — logz hat als Ableitung die

T

Funktion f”(x) = —1/z, dieim Intervallinnerntiberallnegativ ist.
| |
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Damitgilt insbesonder&ir zwei beliebigeZahlenp,, p, € [0, 1], daf3

D +p P +p 1 1
— 12 2Iog2 12 2 > é(_pllogzpl)'i'é(_p2|0g2p2)
oder
p1tp p1tp
—2- 12 2 log, 12 2 > —p, 109, p; — p, 109, .

Ersetztmanalsoim Ausdruck

m
H(py,..-,p,) = — Zpi log, p;

=1
irgendwelchewei verschiedenéWahrscheinlichkitenp, undp; durch

ihrengemeinsameMiittelwert %(pi +p;), sowird die Entropiegro3er
Damitfolgt fastsofort

m
Satz: Furm Zahlenp,...,p,, € [0,1] mit > p, = 1 gilt stets
=1

m
0< H(py,...,py) =— Y _p;log,p; <logm;
=1
dabei steht rechtsgenaudann ein Gleichheitszeichenwenn alle p;
gleich 1/m sind und links stehtgenaudanneines,wenn alle p, mit
einerAusnahmeverschwinden.

Beweis: Da H eine stetige Funktion auf der kompaktenMenge A, ,
ist, nimmt sie sowvohl ihr Maximum als auchihr Minimum an. Wie
wir geradegeseherhaben kannesim Maximum keinezwei echtver-
schiedenem, gebenalsomusseralle p, = % seinund dasMaximum
st
H(X,...,2)=m-(-2log,X)=-log, L =log,m.

Umgelehrtist —p, log, p, > Oflrallep, € [0, 1] mit Gleichheitgenau
dann,wennp, = 0 oderp, = 1 ist. Eine SummeNull entstehtsomit
genaudann,wennalle p, € {0, 1} sind,d.h.wenngenaueinp, = 1ist

undderRestverschwindet. .
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§3: Ein Beispiel

Um ein Gefuhl fur denSHANNONscheninformationsbgriff zu bekom-

men, wollen wir ein bekannteRatespielinformationstheoretische-
trachtet: Gegebensind zwolf gleich aussehend&ugeln, von denen
mindesten®lf dasselbé&ewicht habensowie eineBalkenwaage Man

finde mit hochstengireimaligemWiegenherauspob eseine Kugel mit

abweichenden@Gewicht gibt, welchediesist und ob sie leichter oder
schweremlsderRestist.

Auf dieseFragegibt es25 moglicheAntworten,diewir auf Grundunse-
resinformationsstandalsgleichwahrscheinlictbetrachtemissendie
korrekte Antwort hat somit eineninformationsgehaltron log, 25 Bit.
Beim Wiegenerhaltenwir einesvon dreimoglichenErgebnisseiflinke
SeiteschwererrechteSeiteschwererbeideSeitengleichschwer)falls
esunsgelingt,die zu vergleichenderKugelnso auszuviahlen,daf3alle
drei Ergebnissegleich wahrscheinlichsind, bekommenwir eineInfor-
mationvon log, 3 Bit pro Wiegen.Bei dreimaligemWiegenwarendas
3-log, 3 = log, 3° = log, 27 Bit, wasmebhrist alslog, 25 Bit. Vondaher
sprichtalsonichtsgegendie Losbarleit der Aufgabe,allerdingshaben
wir auchnichtviel Spielraumund misserdaherbei jedemWiegenun-
bedingtdaraufachtendal3die drei moglichenResultatemit zumindest
ungethrgleicherWahrscheinlichkit auftreten.

Damit verbietetsich insbesondereler naheliggendeAnsatz, zurachst
zwei Sechsagruppenvon Kugeln miteinanderzu vergleichen:Da die

Waagenur im Fall, dalRalle Kugeln das gleiche Gewicht haben.im

Gleichgeavicht ist, tritt hier einer der drei Falle nur mit einer Wahr

scheinlichleit von 1/25 auf, die beidenanderenjeweils mit 8/25, so
dalwir nur einelnformationvon

1 1 16 8

T log, 58 T o8 log, o ~ 1,202

Bit bekommen waszu weit unterlog, 3 ~ 1,585liegt.
Stattdessenolltenwir mit VierelgruppenarbeitenWir numeriererdie
Kugelnvon 1 bis 12 und vergleichendie Kugeln 1 bis 4 mit 5 bis 8.
In neunder 25 Falle erhaltenwir dasErgebnisgleich schwer namlich
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genauwdann,wenndie zuleichteoderzu schwereKugelunterdenermit
Nummer9 bis 12 zufindenist oderaberalle Kugelngleichschwersind.
Die rechteSeitemit denKugeln1 bis 4 ist genaudannschwererwenn
entwedeeinedieserier Kugelnschwererst alsdie andereroderwenn
einederKugeln5 bis 9 leichterist als die anderenalsoin jeweils acht
Fallen. In denverbleibenderachtFallenist linke Seiteschwerer;wir
haberalsodrei Ergebnissenit Wahrscheinlichkiten9/25undzweimal
8/25; unserdnformationist

9 9 16 8
~oE log, 52 T o8 log, o ~ 1,583,
was nur sehr knapp unter der maximal moglichen Information von
log, 3 Bit liegt, die wir hier natirlich nicht erreichenkdnnen,da 25

nichtdurchdreiteilbarist.

WennbeideSeitengleich schwerwaren,wissenwir nicht nur, dal3die

gesucht&ugel,sosieexistiert,eineNummerzwischemeunund zwolf

hat, sondernwir wissenauch,dalRdie Kugeln eins bis acht allesamt
das, ubliché Gewicht habenWir habensomit, Referenzkugeln mit

denenwir entscheiderkdonnen,ob eine gegebeneKugel leichter oder
schwereiist alsderRest.

Insgesamhabenwir neunmogliche Falle (alle Kugelngleich schwer
eineder Kugelnneunbis zwolf leichterbzw schwerer)wir solltenso
wiegen,dal3jedesderdrei moglichenErgebnissen dreiderneunFalle
eintritt.

Dazu konnenwir beispielsweisalie zwolfte Kugel auszeichnemund
als eine Gruppevon drei Fallen den nehmen,dafd entwederalle Ku-
gelngleichschwersind oderaberdie zwolfte dasfalscheGewicht hat.
In diesendrei Fallen habenalso die Kugelnneunbis elf dasrichtige
Gewicht.

Dies konnenwir entscheidenin demwir sie mit drei Referenzkugeln
vemgleichen,etwa den Kugeln eins bis drei; in den drei betrachteten
FallensindbeideSeitender Waagegleichschwer

Falls die Kugelneinsbis drei schweresindalsneunbis elf, ist eineder
letzterenleichterals der Rest,wofiir esdrei Falle gibt; in denverblei-
benderdrei Fallen,wenneineder Kugelnneunbis elf schwerelist als
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derRestsindauchdiedreiKugelnzusammeischwerealseinsbisdrei.
Hier erhalterwir alsodie maximalmoglichelnformationvonlog, 3 Bit.

Falls die Waageim Gleichgevicht watr, ist klar, wie wir weiter wie-

gen:Wir vergleichenKugel zwolf mit irgendeinelanderernkKugel und

erfahren,ob sie schwererleichterodergleich schwerwie die anderen
Kugelnist; in diesemFall liefert unsalsoauchdasdritte Wiegeneine
Informationvonlog, 3 Bit.

In denbeidenanderenFallen wissenwir entwederdalReine der drei
Kugeln neun bis elf leichter ist als der Restoder daf3 sie schwerer
ist; wir miissennur noch herausfindenym welcheder drei Kugelnes
sich handelt. Dazu konnenwir beispielsweisalie Kugeln neunund
zehnmiteinandervergleichen: Sind sie gleich schwer so hat elf das
abweichendé&ewicht, andernélisist esim erstenFall die leichtere,im
zweitendie schwereraler beidenKugeln.Hier erhaltenwir alsobeim
Wiegenwiederdie maximalmoglichelnformationvon log, 3 Bit.

Damit sind alle Falle abgehandeltbei denendie Waagebeim ersten
Einsatzausbalancienvar; bleibennochdie, dafReinederbeidenSeiten
schweremvar.

Angenommengie Kugelnvon einsbis vier sind schwererals die von
funfbisacht.Dannist entwederinederKugelneinsbis vier zuschwer
ist oder eine der Kugeln funf bis acht zu leicht. Da wir in diesem
Fall achtgleich wahrscheinlicheMdglichkeiten habenund achtnicht
durchdrei teilbarist, konnenwir beim Wiegenkeine Informationvon
log, 3 Bit bekommen;ammeisteninformationerhalterwir, wennzwei
dermoglichenErgebnissen jewells drei Fallenauftreterund dasdritte
in zweien Einsolche€xperimentfallswir esrealisiererkonneniefert
einelnformationvon

3 3 1 1 3 1
-2 a log, s 1 log, 7- —Zr(|0923— log, 8) + Z log, 4
3 9 2 11 3
= —— + -+ -=— — — ~
4Iog23 2Y21° 2 4I0923 1,561

Bit, wasetwaskleinerist alslog, 3 ~ 1,585.

Im Gegensatzur obigenSituationgibt eshier fir jedeKugelnurnoch
zwei Moglichkeiten:Wennihr Gewicht von demderrestlichenKugeln
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abweicht,ist esim Falle derKugelneinsbis vier notwendigerweiseu
schwer bei denvier anderemotwendigerweiseu leicht. Wir kbnnen
deshallkeineGruppeauszwei Fallenkonstruierenindemwir nureine
Kugelbetrachtenwir brauchemmindestenzwei.

Versucherwir also,die beidenFalle Kugel einszu schwer und Kugel

zweizu sdwer zu einerFallgruppezusammenzafssenDie restlichen
sechsFalle mussenwir zu zwei Dreielgruppenzusammerdssenaus
Symmetrigriindensollte jedevon dieseneinender beidenFalle Kugel

drei zusdhwerundKugel vier zuschwer enthaltersowie zwei Falle mit

zuleichtenKugeln.

Damitistklar, wie wir weitervorgeherkonnenWir legenbeispielsweise
dieKugelndrei,funf,sechsn dielinkeundvier, siebenachtin dierechte
WaagschaleDie linke Waagschalgehtnachunten,wenndreischwerer
oderfunf odersechsleichterist, die rechte,wennvier schwereroder
siebenoderachtleichterist. In denverbleibenderiallen,dalReinsoder
zweischwerelst, haltensichbeideSeitendie Waage.

In diesemFall missenwir nur noch eins und zwei vergleichen;die
schwereraler beidenKugelnist die abweichendeyndsieist schwerer
alsderRest.DerInformationsgehaltdieses/emleichsist somitnurein
Bit.

In denandereriFallenvergleichenwir jeweilsdiebeidermoglicherweise
zuleichtenKugeln.Ist einedavontatsachlichleichteralsdie anderejst

siedieLdsungandernélishaberbeidedasselb&ewnichtunddie poten-
tiell schwerer&ugelistwirklich schwerealsderRestHier bekommen
wir alsowiederlog, 3 Bit Information.

Bleibt nochder Fall, daf3die Kugelnvon einsbis vier leichter sind als
die von funf bis acht;hier konnenwir natirlich vorgehenwie ebennur
dal3die Begriffe leichter und schweler miteinandewvertauschiverden
mussen.

Beim erstenWiegenerhaltenwir somiteinelnformationvon

16 8 9 9 -16 9
~oc log, 5528 log, 5 = E(Iog2 8—log, 25)— 2—5(Iog2 9—log, 25)
4 1
=log, 25— 48 _ —8Iogz3

25 25
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Bit. In den 9/25 aller Falle, in denendie Waageim Gleichgavicht
ist, konntenwir beim zweitenund dritten Wiegen jeweils die maxi-
mal mogliche Information von log, 3 Bit realisieren,insgesamtalso
2log, 3 Bit. In denubrigenFallen erhaltenwir beim zweitenWiegen
nureinelnformationvon £t — 2 log, 3 Bit undbeimdrittenerhaltenwir
in einemViertel der Falle nur ein Bit, ansonstertog, 3 Bit. Im Mittel
bekommenwir somitgenaudie berbtigte Informationvon

48 18
<Iog2 25— 52 T o8 log, 3)

L9 16 /11 3 1 3
210 2 |
*tog 210G, 3+ 25(4 21093+ 7+ 7log )
48 16 12 .
=log, 25— 25 T = log, 258Bit .

Bei n Kugeln,von denengenaueine entwederschwereroderleichter
alsdie Ubrigenist, habenwir offensichtlichkeineChancegdasProblem
mit r-maligemWiegenzu ldsenwennlog,(2n + 1) > r log, 3 ist oder
aquvalent,2n + 1 > 3"; schlie3lichkonnenwir beimWiegennie eine
grol3erelnformationals log, 3 Bit erhalten,und zumindestin einigen
Fallen erhaltenwir zwangshufig wenigerinformation.Man kannsich
fragen,ob wir im Falle log,(2n + 1) < rlog, 3 immer eine Stratgie
findenkdnnenpeiderwir mitr maligemwWiegenauslommenln diesem
Fall sollte esalsoinsbesonderendglich sein,mit dreimaligemWiegen
nichtnurdasProblemmit zwolf Kugelnzuldsensonderrsogar dasmit
dreizehn.

Hier gibt es 27 Madglichkeiten; um beim erstenWiegen die maxi-
mal mogliche Information zu bekommen,solltenwir ein Experiment
durchtihren beidemjedederdreiAlternatvengenawmneunMal eintritt.
Beim erstenWiegengibt esaberim wesentlichemur einenParameter
denwir beeinflussekdonnen:Wir wahlenirgendeineZahlm < 6 und
legenin beide Waagschaleneweils m Kugeln.In je 2m Fallen geht
danndielinke oderrechteWaagschaleachunten;in denverbleibenden
27 — 4m Fallensind sie ausbalanciertDa sichneunnichtin der Form
9 = 2m schreibenal3t, konnenwir somit schonbeim erstenWiegen
nichtdie erforderlichelnformationvonlog, 3 Bit erreichen.
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84: AsymptotischeGleichverteilung

Wie wir am Ende deszweiten Paragraphergeseherhaben,kanndie

EntropieeinerQuellegelegentlichinterpretiertwerdenals die mittlere
Anzahl von Bit, die wir zur KodierungeinesBuchstabenserbtigen.
Diesfunktioniertabernichtimmer: Bei einerQuelle,die drei Buchsta-
benmit gleicherWahrscheinlichkit produziert kannesnaiirlich keine
Kodierunggeben,bei der wir im Durchschnittgenaulog, 3 Bit brau-
chen—dermittlere Aufwandlal3tsichbeijederKodierungalsBruchmit

Nennerdrei darstellenUnserebesteWahl! bestehdarin,dalRwir einen
derBuchstaberetwa alsdie Null darstellerunddie beidenandererals
10und11; dermittlere Aufwandbetiagtdann5/3 Bit.

Wennwir je zwei Buchstaberzu einer Gruppezusammerdssenha-
benwir neunPaare die jeweils mit Wahrscheinlichkit 1/9 auftreten-
falls wir annehmendal3unsereQuelle Buchstabeneweils unablangig
vom Vorgangerproduziert.Kodierenwir die erstenvier Paaredurch
000,001,010und011,sokdonnenwir dierestlicherfiinf beispielsweise
darstellenals 100Q 1001, 1010 1011 und 1100; der mittlere Aufwand
ist alsogesunlenauf

4 5 32 _.

9><3+9><4— 9 Bit
proPaaroderl6/9 Bit proBuchstabeBei BlockenvonfinfBuchstaben
haberwir 3° = 243verschieden8ldcke; indemwir einfachdie Zahlen
von 0 bis 242 im Zweiersystendarstellenkommenwir alsomit acht
Bit aus (tatsachlich sogar geringfigig weniger da wir noch ein paar
7-Bit-Kodierungenvergebenkonnen)und sind damitbei knappl,6 Bit
pro Buchstabeangelangtwas bereitsrecht nahebei log, 3 ~ 1,585
angelangt.

Wir erwarten dalRwir durchUbeigangzuimmergroRererBlockendem
Wert log, 3 immer naher kommen,auchwennwir ihn zumindestin
diesemBeispielnie erreicherkdnnen:Wie manzeigenkann,ist log, 3
einetranszendent@)sbesonderalsoirrationaleZahl,undderAufwand
pro Buchstabest beidieserQuelleunablangigvon derKodierungstets
einerationaleZahl.
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Wir misserunsdaherbegniigenmit einerNaherungsaussage.

Betrachtenwir als Beispieleine Folge voneinandeunablangigerZu-

fallsvariablenX,, X5, ... mit einemAlphabet{0, 1} auszweiBuchsta-
ben.JedeVariableX; mogemit Wahrscheinlichkit p eineEinsliefern

unddementsprechenuit Wahrscheinlichkit ¢ = 1 — p eineNull. Die

Entropieist dannjeweils H(X;) = —plog, p — qlog,q.

Das n-tupel (X4, ..., X,,) produziertBlocke ausn Binarziffern; Er-
wartungswertir die Anzahlder Einsenin soeinemBlock ist pn. Um
einegrobeNaherungtur die Wahrscheinlichkit einestypisdhenBlocks
zu bekommen,nehmenwir erstensan, pn sei eine ganzeZahl, und
zweitensgdalin einemtypischenBlock genaupn EinsenauftretenDie
Wahrscheinlichkit einessolchentypischenBlocksist dann

PP TP = phPgne = QNP log, ptnglog, ¢ — 90— H(X:)

Natirlich gibt es(auf3enm Fall p = %) auchBlocke, derenWahrschein-
lichkeit deutlichvon diesemWert abweicht,zum Beispieldie beiden,
die auslauterNullenbzw lauterEinsenbestehenabemachdemGesetz
der grofRenZahl sollte fur hinreichendgrol3en die Wahrscheinlichkit

einergrol3ereMbweichungvon diesemWert sehrgeringsein.

DieserPhilosophieentsprechendefiniererwir nunfiir Zufallsvariablen
mit beliebigerVerteilungeine typisthe Menge und untersuchertderen
Eigenschaften:

Definition: X, X,, ... seieineFolge voneinandemunablangigerZu-
fallsvariablenmit Wertenin einemAlphabetA, die allesamdie gleiche
Wabhrscheinlichkits\erteilunghaben Fur ein Tupel (a4, . .., a,) € A™
bezeichne

pay, . a,) = [ pla;)
=1

dieWahrscheinlichkitdafur, daf¥fur: = 1, .. ., n dieZufallsvariableX;
denWerta, annehmeBezeichnet

H=-Y" p)log, p()

€A
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die Entropieder Zufallsvariablen X, definierenwir jedese > 0 eine
typisdhhe Menge

A" ={(ay,...,a,) € A" | 27"H*) < p(zq,. .., a,) < 27H}

Einige wichtige EigenschafterdieserMenge sind im folgendenSatz
zusammengef3t:

Satz: X, X5, ... seieine Folge voneinandemunablangigeridentisch

verteilterZufallsvariablenmit Wertenin einemAlphabetA; ihre Entro-

pie sei H. Danngilt:

a) Furalle(aq,...,a,) € A ist ‘—%p(al, ceay Q) — H‘ < €.

b) FirhinreichendyroReWertevonn ist die Wahrscheinlichkit dafur,
daf3ein Elementvon A™ in AT liegt, grof3erals1 — e.

c) Die Kardinalitat#A4™ von A™ ist hochstengleich 2+,
d) Fir hinreichendgroRen ist#A4" > (1 — g)2™H*e),

Beweis: a) folgt sofort ausder Definition der typischenMenge,wenn
wir in der definierenderngleichungzu Logarithmentibegehenund
durchn dividieren.

Fur b) erinnernwir unsan das(schwache)Gesetzder grof3enZahlen:
DanacH<orwe|gierendieMittelwerte%(Y1+- --+Y ) einerFolgevonein-
anderunablangigeraberidentischverteilterreelwertiger Zufallsvaria-

blenfiirn — oo stochastisclyegendengemeinsameg&rwartungswert
derY,. Die ZufallsvariablenY; definierenwir fur diesenBeweis wie

folgt: Wenn X, denWerta € A liefert, soll Y; denWert —log, p(a)

liefern. Der gemeinsam&rwartungswerterY; ist danndie Entropie

=)  p(a)log, p(a)

acA

der X;; esgibt daherzu jedemd > 0 ein N € N, sodalRdie Wahr
scheinlichleit desEreignisse§—2p(ay, .. .,a,) — H| < ¢ groBerist
alsl— ¢ furallen > N. Speziellkonnenwir auchfir § = £ soein N
finden,womit b) bewviesenware.
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c) folgt durcheineeinfacheAbschatzung:Da

1= Y plag,..na)> Y plag,.eeray,)

(a1,-..,an)EA™ (a1,-..,an)EAD

—n(H — o—n(H
> Z o—n(H+e) = o—n( +€)#A?
(a1,-..,an)EAT

ist, MuR#A™ < 2(H*e) gein,

Zum Beweis von d) schliel3lichschatzenwir in umgelehrterRichtung
ab,ausgehendgon Aussageb): Fur alle hinreichendyrol3em ist

l-—e< Y plag,...,a,) < Y 27H=9 = - nlH=eggn
(a1,...,an)EAD (a1,...,an)EA?

unddamit#A" > (1 — g)2MH~2), _
Als ersteAnwendungkdnnenwir absclatzen,wie viele Bit wir brau-
chenwennwir in dervorliegenderSituationblockweisekodierenWenn
wir zu vorgegebenent > 0 die Blocklangen so groRwahlen,dal’b)
erfilllt ist, haberwir einerseitshdchsten2™7*¢) Elementein A™ und
kommendahermit n(H + ¢) Bit pro Block aus,wennwir nur diese
Blocke kodieren Die Wahrscheinlichkit dafur, dal3einerderrestlichen
Blocke auftritt, ist kleinerals e; auchwennwir fur die Kodierungsol-
cherBlocke erheblichlangereBitfolgenansetzemussenbeispielswei-
sesolchederLangen log, m, wobeim die ElementanzatdesAlphabets
bezeichnetwird dieseLangemit e multipliziert, sodalwir im Mittel
nurn(H +¢) + ¢ - nlog,m = n(H +e(1 + log, m)) brauchenalso
H + ¢(1 +log, m) pro Zeichen.Mit hinreichendgrof3enBlocklangen
kommenwir somitbeimmittlerenKodierungsaufandin derTatbelie-
big naheandie Entropieheran.

85: Die Entr opierate stochastischePProzesse

a) Stochastische’rozesse

Im vorigen Paragrapherwarenwir ausggangenvon einer Folge un-
abhangigerZufallsvariablen Wennwir eineQuellemodellierenwollen,
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die beispielsweiseleutschélexte produziert,ist dassicherlicheineun-
realistische@AnnahmeE ist derhaufigsteBuchstabelesAlphabetsaber
hintereinemE kommtfastnie ein weiteresk, undauchhintereinemC
kommtnur seltenein E; viel wahrscheinlichesind hier die (ansonsten
ehernichtsohaufigen)Buchstaberd undK.

Um zu realistischereModellen zu kommen,missenwir daherauch
AbhangigleitenzwischerdenWahrscheinlichkits\erteilungerderein-
zelnenZufallsvariablenzulasserund damit auchallgemeinerestocha-
stischeProzesseulassen.

UntereinemstochastischeRrozessvollenwir dabeieinfacheineFolge
X, X,,... von Zufallsvariablenverstehenwir beschéanken unsalso
weiterhinauf diskreteZeit, und wir setzemauchweiterhinvoraus,daf3
alle X, WerteauseinemfestenendlichenAlphabetA annehmen.

Bei Prozessendie natirliche Spracherbeschreibensollte die Wahr
scheinlichleit, mit der ein gegebenesWort vorkommt, nicht davon
abrangen,ob wir den Anfang oder das Ende des Textes betrachten;
solcheProzesséezeichnenvir alsstatiorar:

Definition: Ein stochastischelProzesgX},),y heil3tstatiorar, wenn
furallen € N, alle(z4,...,x,) € A" undallem € N gilt: Die Wahr
scheinlichleit desEreignissesX, .1 = 1, X, 40 = Ty -« - s Xpam = &

) m+n

ist gleichderdesEreignissesX; =z, X, = z,,..., X, =«

n n*

n

Stochastischd’rozessedie reale Phanomenebeschreibenhabenoft
sehrkomplizierte Wahrscheinlichkits\erteilungen;nsbesonderevird
der Wert von X,, oftmalsvon vielen, wennnicht gar allen Wertender
VorgangerabhangenAls einfacheldealisierungdie immerhinnochet-
wasrealistischeist als eine Folge unablangigerZufallsvariablen,sind
MARKOV-Kettenein beliebtesModell. Hierbei handeltes sich um sto-
chastischd’rozessmhneGedachtnis,d.h. die Wahrscheinlichkit, mit
der die Zufallsvariable X, einenWert produziert,hangt nur ab vom
WertdesunmittelbarenvorgangersX,, ;. Formal:

Definition: a) Ein stochastischelProzessX,, X,,... heiRtMARKOV-
Prozes®derMARKoOV-Kette,wennfir allen € N gilt

p(Xn+l = Tp+1 | Xl EATRRE ?Xn = xn) = p(Xn+1 = Tn+1 | Xn = xn) .
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b) Eine MARKOV-Kette heil3t zeitinvariant, wenn die bedingteWahr
scheinlichleit p(X,,; = vy | X,, = z) nicht von n ablangt. Ist
A = {ay,...,a,}, sosetzenwir p;; = p(X,.; = a; | X, = a))
undbezeichnewie m x m-Matrix mit Eintragenp, ; alsdie Ubergangs-
matrix desProzesses.

c) Eine MARKOV-Kette heil3tirreduzibel,wenn es fir je zwei Buch-
stabena,b € A und jede natirliche Zahl n ein r € N gibt, so dal3

p(X,+r =b| X,, =a) > 0Oist.

Bei einerirreduziblenMARKOV-Kette gibt esalsokeinenBuchstaben,
desserAuftretendaskinftige AuftretenirgendeinesandererBuchsta-
benverhindert.

Derrussischévlathematiler ANDREI ANDREEVIC MAR-
KoV (Auapeii Aunpeesnu Mapkos, 1856—1922)
studiertein SanktPetershrg, wo er spaterauchProfes-
sorwurde.Er besclaftigte sich zunachsthauptéchlich
mit Zahlentheorieund Analysis; erst spater kommen
die wahrscheinlichkitstheoretischeirbeiten, fur die
er heute vor allem bekanntist. Der Name Map-
ko wird in lateinischerBuchstaberverschiedertran-
skribiert; MARKOVS franzZdsischeArbeiten erschienen
mit der SchreibweiseM ARKOFF, nachdenklassischen
deutschenTranskriptionsrgeln mif3te man MARKOW

4 schreiben.Die SchreibweiseMARKOV entsprichtden
englischerRegelnundscheintsichmittlerweilein derMathematikziemlichdurchgesetzt
zu haben.

Wir werdenim folgenden,saweit nicht explizit etwas andereggesagt
ist, stetsannehmendalRunsereM ARKOV-Kettenzeitinvariantsind. In
diesemFall konnenwir die Wahrscheinlichkitswerteilungenaller Zu-
fallsvariablenausdervon X, und der Ubergangsmatrixoerechnentst
allgemeirpgn) dieWahrscheinlichkit, mitderX,, demWerta, annimmt,
soist

p(X,, =a;,X,+1 = Qipyorey Xy = air)

207

T
= p(Xn = a’io) Hp(Xn+£ = aig | Xn+£—l = aE—l) .
=1

Furr = 1 wird daszu

p(X,, = a;, Xpiq = a;) = p(X,, = a;)p(X i1 = a; | X, =a;) = pg")pij ,
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waswir aucheinfachemit MatrizenundVektorenformulierenkdnnen:
Ist p™ = (p{™, ..., p™)T der Spaltemektor der Wahrscheinlichkits-

verteilungzu X,,, soist p™*V = ATp™ unddamitp™ = (AT)" "p®,

Somitbestimmerp™® unddie Ubeigangsmatrix4 die Wahrscheinlich-
keits\erteilungenaller X,, und erlaubendamit auch die Berechnung
der Wahrscheinlichkiten aller Teiltupel, die von der MARKOV-Kette
produziertwerden.

MARKoOV-Kettensindnochkeinrealistischedodell fur einenaiirliche
Sprachelm Deutscherfolgen beispielsweisauf ein C vorzugsweise
dieBuchstabeid undK; fallsvordemC aberein Ssteht sinktdie Wahr
scheinlichleit fur ein K dramatisch.Trotzdemliefern MARKOV-Ketten
ein deutlichbesseredodell fur die deutscheSpracheals unablangige
Zufallsvariablen.

Wennesunsdarumgeht,dasErgebniseinesstochastischeRrozesses
zukodierenjnteressiertir langeFolgenvor allemdie mittlere Entropie
oderEntropierate

[ H(Xy,...,X,)
def n—o0 n
—soferndieserGrenzwerexistiert. Esist nichtschwer Beispielezu fin-
den,in denerernichtexistiert; beidenProzessergie unsinteressieren,
werdenwir aberkeineProblemehaben.

b) Wechselseitigdnf ormation

Bevorwir die mittlereEntropieeinerM ARKOV-K etteberechnekdnnen,
brauchemwir nocheinigeVorbereitungeiiberdie Entropievoneinander
abhangigerZufallsvariablen.

Wir betrachterdaherzwei ZufallsvariablenX,Y mit Wertenin nicht
notwendigerweiséibereinstimmendeAlphabetenA, B. Die gemein-
sameEntropieder beidenist einfachdie Entropieder Zufallsvariablen
X x 'Y mit Wertenin A x B, also

HX,Y)=-) Y p(X=a,Y =b)log,p(X =a,Y =b).
acAbeB
Die Abhangigleit zwischenX undY wird beschriebermurchdie be-
dingtenWahrscheinlichkiten;entsprechendazudefinierenwir
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Definition: Die bedingteEntropie zweierZufallsvariablenX, Y ist
HY|X)==) > p(X =a,Y =b)log,p(Y =b|X =a);
acAbeEB
fur n Zufallsvariablenist entsprechend (X, | X,,_1, ..., X}) =

— E p(Xy=aq,...,X,, =a,)000,p(X,, =a,|X,_1=a,_1,---,X1 = ay) .
a€A1X-- XAy,

Um Platz zu sparenwerdenwir kunftig meistkurz p(a,,...,a,) und
p(a,la,_1,---,aq) schreiben.

Fur die bedingteEntropiegilt die folgende
Kettenregel: H(X,Y) = H(X) + H(Y'|X) undallgemein

n
H(X,,...,X,) = ZH(X'L'|X@'—1)'--7X1)'
i=1

Baweis: Der Ubersichtlichleit halberseizurachstderFall n = 2 behan-
delt:

HX,Y)=-) Y p(X =a,Y =b)log,p(X =a,Y =)
acAbeB

=3 (X =a,Y =b)log,(p(X = a)p(Y = b|X = a))

acAbeB

=Y (Zp(X =a,Y = b)) log, p(X = a)

acA \beB

=3 ) p(X =a,Y =b)log, p(Y =b|X = a)

a€AbeEB

=— > p(X =a)log, p(X = a) + H(Y|X)
acA

= H(X)+ HY|X).
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Der allgemeinefall gehtgenausoH (X4, ..., X,,) ist nachDefinition
gleich

—Z p(ay,...,a,)l00,p(ay,...,a,)

a€A1X-- XA,

n
= —Z p(ag,...,a,)log, Hp(ai |a;_q,- -5 a9)
i=1

aCA1X--XAn

= —Z Zp(al, —.an)log, pla,|a;_q,. .., aq1)

a€A1xX---XA, i=1

= —Z Zp(al,...,an) log, p(a,,|a;_1,---,a1)

=1 a€A1X--- XA,

= — Z Zp(al, —ya,) 00, pla,|a;_q,--.,aq)

i=1 a€A1X---XA;

n
= ZH(Xi|Xi—1a 5 X1),
i=1

denn Z plaq,...,a,) =plaq,...,aqa,;).

(34150050 )EA 41X X Ay
|

Die bedingteEntropieist nicht daseinzige Mal3 fur die Information,
die eine Zufallsvariable tiber eine anderegibt; um noch ein anderes
zu definierenpetrachterwir zurachstdenFall zweierZufallsvariablen
X, Y mit Wertenim gleichenAlphabetA. Dieseunterscheidesichnur
in denWahrscheinlichkitswerteilungen:X nehmedenWert a an mit
Wahrscheinlichkit p(a), Y mit Wahrscheinlichkit g(a).

Definition: Die KULLBACK-LEIBLER-DistanzzwischenX undY oder
p undgq ist

DX[[Y) = D@ollg) = 3 pla)log, X2

a€A Q(a) |

Man beachtedalR die KuLLBACK-LEIBLER-Distanztrotz desNamens
DistanzkeineMetrik ist: Im allgemeinenst D(p||q) Z D(q||p). Andere
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Namenfur D(p||q) sind relative Entropie oder KULLBACK-LEIBLER-
Divergenz. D(p||q) ist allerdings,wie essich fur eine Distanzgelrt,
nie negativ, dennwegender Konkavitat desLogarithmusist

> plalog, 2% = -3 tog, 565 Ae)

acA ( )

~ log, Zp(a)q” = _log, 3" q(a) = —log,1=0.

acA

SOLOMON KULLBACK (1907-1994¥tudierteMathema-
tik amCity Collegeof New York undarbeitetezunachst
alsLehrer Schon1930wechselteerzumSignaldntelli-
genceServicein Washingtonp.C.,wo erbei WILLIAM
FRIEDMAN Kryptologielernte.Daneberpromovierteer
1934 an der Geoge WashingtonUniversity mit einer
Arbeit ausdemGebietder Statistik. Wahrenddeszwei-
ten Weltkriegs besclaftigte er sich mit dem Knacken
deutscheund japanischerCodes;nach Grundungder
National SecurityAgencyim Jahr1952 leitete er dort
die Forschungund Entwicklung. Nach seinerPensio-
nierung1962 arbeiteteer als Professoffir Statistikan
derGeoge WashingtoriJniversity.

RICHARD ARTHUR LEIBLER (1914-2003}tudierteMa-
thematikan der NorthwesternUniversity; nachdemer
dortseinerMastererhalterhatte, promovierteerander
University of Illinois mit einer Arbeit Ubernichtlinea-
re DifferentialgleichungemlacheinerkurzenTatigkeit
als Lehrer wechselteer zur Navy, die ihn im zweiten
Weltkrieg im Pazifik einsetzte1953kamer zur Natio-
nal SecurityAgency wo er zurachstin derForschungs-
und Entwicklungsabteilungarbeitete;1957 wurde er
Leiter der Mathematischeforschungsabteilund.958
wechselteer zur Kommunikationsabteilungles Insti-
tutsfur VerteidigungsuntersuchungenPrincetonde-
ren Direktor er 1962 wurde. Von 1977 bis zu seiner
Pensionierundl 980 arbeiteteer wieder bei der NSA.

Di. RICHARD A LEIBLER

Um ausderKuLLBACK-LEIBLER-Distanzein Mal3fur die Abhangigleit
zweierbeliebigerZufallsvariablenX mit Wertenin A undY mit Werten
in B zu machenpetrachterwir zwei Wahrscheinlichkits\erteilungen
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auf A x B, namlicheinmaldie gemeinsam&/erteilungvon X undY’,
zumandererdie Verteilung,die wir hatten,wennX undY unablangig
waren,wennalsodasEreignis(X = a,Y = b) die Wahrscheinlichkit
p(X = a)p(Y = b) hatte.Die DistanzzwischerndieserbeidenVerteilun-
gengibt unsein Mal3fur die Abhangigleit derbeidenZufallsvariablen:

Definition: Die wedselseitig Information zweier Zufallsvariablen
X,Y ist

I(X;Y) = > ) p(X =a,Y =0)log,

acAbeB

p(X =a,Y =0)
p(X =a)p(Y =b)

Als speziellerFall einer KuLLBACK-LEIBLER-Distanzist sie natirlich
immergrofRerodergleichNull.

Dap(X =a,Y =b) = p(Y = b)p(X = alY =b)ist,kdnnenwir sieauch
schreiberals

I(X;Y)=)> " ) p(X=a,Y =b)

a€AbeB

Y St =y = O =Y =D

log, p(Y = b)p(X = alY =)
p(X =a)p(Y =b)

acAbeB p(X -
=3 3 WX =4,V = b)log, p(X = a|Y = b)
acAbeB
o Z <Z p(X =a,Y = b)) log,(X = a)
acA \beB
=> ") p(X =a,Y =b)log, p(X = alY =b)
acAbeB
— 3" p(X = a) logy(X =a)
acA

= H(X) — H(X|Y).

Somitist I(X;Y) = H(X) — H(X|Y) geradedie Differenzzwischen
der Entropievon X und der bedingtenEntropievon X bei Kenntnis
vonY , wasdenBegriff wedselseitig Informationbesseerklartalsdie
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FormelausderDefinition. Die Nichtnegativitatvon I(X; Y') beschreibt
die Tatsachedal3die EntropieeinerZufallsvariabledurchZusatzinfor
mationhochstenkleinerwerdenkann.

Auchdie durchdasWort wedselseitigmplizierte Symmetriewird nun
klar, denndawir in obigerRechnunglie Rollenvon X undY vertau-
scherkonnengilt auchdie Formel

I(X;Y)=H(®Y)- H{Y|X)
= H(X) - (H(X,Y) - H(Y))
—HX)+H®Y)- HX,Y),
ausderinsbesonder®lgt, daRl(X;Y) = I(Y; X) ist.

Wennwir bedingteVahrscheinlichkitenbetrachtenvollen, miisserwir
auchhier wiederdie Begriffe leichtabwandeln:

Definition: a)p(z, y) undq(z, y) seiereweiWahrscheinlichkits\ertei-
lungenaufderMengeA x B. Die bedingteK ULLBACK-LEIBLER-Distanz
zwischenp undg ist

D(pl)llaylz)) = Y p(z) Y plylz) log, plylz)

vy =t q(y|x)

b) Fur drei ZufallsvariablenX, Y, Z ist die bedingtewedselseitig In-
formationvon X undY beiKenntnisvonZ

I(X;Y|Z)=H(X|Z) - HX|Y, Z).
Fur beideGroRengeltenahnlicheKettenrgelnwie fir die Entropie:

Lemma: a) D(p(z,y)llq(x,y)) = D(p(z)llg(z)) + D(p(yl|z)llq(y|z))
b) Fur n + 1 ZufallsvariablenX, ..., X, undY ist

I(Xy, ..., X Y) = ZI(Xi;Y|X1a'--aXi—1)-
i=1

Zum Beweismussenwir in beidenFalleneinfachnachrechnen:



41 Mathematik und Information FS2011

&) D(p(e. (1) = 3" 3 pla. ) log, XY

rz€AyeEB ( y)
_ - ) log. P@PWlz)
=2 2 pe 0% )

_ - ) log. 2@ = N loa. PY2)
Z;%p( Wlog, 75 +m§4% pla.y)log, o rs
= Y 0la)10g, 20 + 3= 3 pte.)log, B
z€A z€AyeB ( | )

= D(p(w)IIQ(x)) + D (p(y|z)||q(y|z))
b) I(Xy,...,X,; V)= H(Xy,...,X,) — HXy,...,X,|Y)

n n
- ZH(X7,|X1a s 7Xz'—1) - ZH(X2|X17 ce. aXz'—bY)

n
= Z I(X; Y| Xy, X )
=1
c) Berechnungder mittler en Entr opie
In Abschnitta) hattenwir die mittlere Entropie

H = “m H(XlaaXn)

def n—o0 n

einesstochastischeRrozessed’ = (X,,),,cy definiert;nachdenVorbe-
reitungerausAbschnittb) konnenwir jetztuntersuchenjinterwelchen
Bedingungersie existiert, und wie sie auchandersberechnewerden
kann.

Dazubetrachtenvir dieInformation,dieunsdien-te ZufallsvariableX,,
neuliefert, wennwir ihre VorgangerX,, ..., X, _, bereitskennenund
lasserauchhiern gegenUnendlichgehenfallsderGrenzwerexistiert,
schreiberwir

H'(X) = lim H(X,|Xy,. ., X,_y).
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Satz: Fur einenstatiorarenstochastischeRrozesst = (X)),,cn €Xi-
stierendie GrenzwerteH (X) und H'(X) undsindgleich.

Der Beweisbestehtausdrei Schritten:
1. Schritt: H'(X) existiert
Da die Entropie durch Zusatzinformationhdchstenskleiner werden
kann,ist
H(X | Xy, Xp, oo X)) S HX | Xo, -, X))

Wegender Stationariat desProzessekonnenwir aufderrechtenSeite
alle Indizesum einserniedrigenphnedal3sichder Wert der bedingten
Entropieandert;daherist auch

H(X, | Xy, Xoy oo, X,) < H(X, | Xy, Xoy ooy X,y g)

furallen € N. Somitist die Folgeder H(X,,| X4, ..., X,,_;) monoton
fallend,und da auchbedingteEntropiennie negativ sind, ist sie nach
untenbeschankt.Beideszusammenmpliziert die Kornvergenz.

2. Schritt: Korvemgiert eine Folge (z,,),,cn VON reellenZahlengegen
einenGrenzwerta, so korvemiert auchdie Folge der arithmetischen
Mittel y,, = 2(z, +- - - + z,,) gegena (CESARO-Mittel).

Dazumissenwir zeigendalReszujedeme > Oein N € N gibt derart,
dalBla — y,,| < eistfurallen > N.

Dadie Folgederz,, gegena korvergiert, gibt esjedentllsein M € N,
sodaB|a — z,,| < Zeistfurallen > M. Fir solchen istdann

|a’_yn|:
=1 =1
B 1M—1| . n
D BPARED SITEEY
=1 =M
13 (n— M+1e 1= e
<—Z\a—xz|+ < = la — x|+ = .
n n n 2
=1 =1

Die SummeS uberdie erstenM — 1 Abweichungerhangtnichtvonn
ab; wir kdnnendaherleichtein M’ € N finden,sodaBS/n < €/2 ist
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fur allen > M’. Ist n mindestengleich dem Maximum N von M
und M’, somuRRdaherla — y,,| < e sein,wie verlangt.

3. Schritt: Der GrenzwertH (X) existiertundist gleich H'(X)

NachderKettenrgel fur die Entropieist

H(Xy,..., X)) =Y HX|Xy, ..., X, 1);
=1

dividierenwir beideSeitendurchn, sindwir genaun der Situationdes
zweitenSchritts,wobeilinks die GliederjenerFolge stehenals deren
GrenzwertH (X) definiertist, und rechtsdasarithmetischeMittel der
erstenn Terme der Folge, derenGrenzwertnach dem erstenSchritt
existiertundmit H'(X) bezeichnetvurde.

Damitist der Satzvollstandigbewiesen. .

ERNESTO CESARO (1859-1906)wurdein Neapelgebo-
ren und wuchs auf in der nahegelegenenKleinstadt
Torre Annunziata,wo sei Vatereinenlandwirtschaftli-
chenBetrieb mit Hofladenfuhrte.Nach seinerSchul-
ausbildungn Neapelstudierteerab1873in LiegeMa-
thematik.Nachdem Tod seinesVaterskehrteer 1879
nachTorre Annunziatazurick um den Betriebweiter
zufuhren.Dank einesStipendiumskonnteer ab 1882
sein Studiumin Liege fortfUhren; teilweise studierte
er auchin Paris und ab 1884 schlie3lichan der Uni-
versitat Rom. Obwohl er bereits zahlreicheArbeiten
: veroffentlicht hatte,wurdeer dorterst1887promoviert
und bekamdann gleich einen Lehrstuhlan der Universiét von Palermo. 1891 folgte
er einemRuf an die Universi&ét Neapel,wo er bis zu seinemTod lehrte. Der Grof3tell
seinerArbeitenbefaldtsich mit Differentialgeometrieer leisteteaberauchBeitragezur
Zahlentheorieyunteranderenetwa zur Primzahherteilung.

Speziellfur (zeitinvariante)MARKoOV-K ettenlaRtsich H'(X) leicht be-
rechnenWegender MARKOV-Eigenschafist H(X,,| Xq,...,X,,_1) =
H(X,|X,_1), und wegen der Zeitinvarianzist dasfur alle n gleich
H(X,|X;). Somitist hier die Entropieratesinfachdie bedingteEntro-
pie einerjedenZufallsvariablenbei KenntnisihnresVorgangers.
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86: Datenkompression

Wir habenschonmehrfachgesehengalRdie Entropieeiner Zufallsva-
riablenin einfachenFallen interpretiertwerdenkann als die mittlere
Bitanzahlfur eine Kodierungihres Alphabets.DiesenZusammenhang
undseineAnwendungaufdie Komprimierungverschiedenefrtenvon
Datensoll in diesemParagraphemintersuchtverden.

Zur SpeicherungderUbermittlungdervon einerZufallsvariablenoder
einemstochastischeRrozesgproduzierterDatenmissenwir die Ele-

mentedesAlphabetsA in geeigneteYWeisekodieremmit Zeichenfolgen,
diedurchdieverwendet@echnikvorgegebersind;heutzutagsinddies
meistBitfolgen. Wir gehenallgemeinausvon einemZeichensatzder

zwar meist,abemichtimmer, gleichderMenge{0, 1} seinwird. Histo-

rischbedeutsamBeispielevonMengenC mit mehralszweiElementen
sindetwadie Morsezeichemit C' = {kurz,lang,Pausé oderdiein der

SeeblhrtgebiauchlicherFlaggenalphabete.

Ziel derDatenlompressiomstes,die AnzahlderZeicherfirdiebetrach-
tetenDatenmoglichstklein zu halten;bei einemverlustfreienKompri-
mierungserfahrensollenaberdie urspiinglichenDatentrotzdemnoch
exakt rekonstruierbasein.

Nicht alle in der PraxisverwendeterVerfahrensind verlustfrei; beim
mp3-\erfahrenetwa wird ausgenutztdall mancheFrequenzerunser
Ohrfuranderd~requenzeblockieren sodalimandieseausdemSignal
herausfilterrkann. Auch dasJPEG-\érfahren,mit demsich der letzte
AbschnittdiesesParagrapheresclaftigt, ist oft nicht verlustfrei; hier
gibteseinenQualitatskktoralsParameterderdietolerierbaren/erluste
guantifiziert.

Esist klar, dal3eskeinenuniversellenAlgorithmuszur Datenlompres-
sion gebenkann: Gabe es namlich ein Verfahren,das fur beliebige
DateieneinenKompressionstktora < 1 garantiererwiirde,sokonn-
te mandiesesVerfahreniteratv anwenderund nachn Anwendungen
eine Kompressionsrategon o™ erreichen.Bei hinreichendgrof3emn
konntemandahernjedeDateiaufwenigeralsein Bit komprimierenwas
natirlich absurdst.
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Ein Kompressionserfahrenkann also nur auf Dateienmit spezieller
Struktur erfolgreich angevandt werden.Wir werdenin diesemPara-
graphernzwei Ansatzediskutieren:Die Entropielodierung,bei der die
UnterschiedewischerdenHaufigkeitendereinzelnerBuchstabemus-
genutztwird, und die Datenlomprimierungdurchlineare Transforma-
tionen, die bei einemstochastischeRrozessine weitestgehend®e-
korrelationder beteiligtenZufallsvariablenerreichenwollen.

a) Quellenkodierung

Wir gehenzunachstausvom einfachsterfall einereinzigenZufallsva-
riablen X. SienehmeWerteanin einemAlphabetA = {a4,...,q,,},
wobeiderBuchstabe:, mit Wahrscheinlichkit p, auftrete.

Zur Speicherungoder Ubermittlung der von X produziertenDaten
mussenwir die Elementevon A in geeigneteeisekodierenmit Zei-
chenfolgendie durchdie verwendetelechnik vorgegebensind; heut-
zutagesind dies meistBitfolgen. Wir gehenallgemeinausvon einem
ZeichensatzD, der zwar meist, abernicht immer, gleich der Menge
{0, 1} seinwird. Die ElementanzahtonAflD bezeichnenvir mit D.

Das Wort Kodierunghat in der Informationstheorienehreredeutlich
verschieden®edeutungenWir habeneinmal Codes,die dazudienen
allfallige Lese-und Ubertragungsfehleru erkennerundteilweiseauch
zukorrigieren;diesefehlererlennendemindfehlererlorrigierenderCo-
deshildendeninhaltmathematischeérorlesungeriberKodierungstheo-
rie; Informationstechni&r redenhier von Kanalkodierung Dann gibt
esschonseitmindestengweieinhalbJahrtausendeGeheimcodesnit
denenlext soverschiisseltverdensoll, dalihn einUnbefugtemnichtre-
konstruiererkann;diesewerdenin VorlesungeriiberKryptologie(odet
wenn die reine Verschlisselungim Vordegrund steht, auch Krypto-
graphie)behandeltDie Kodierung,mit derwir unshier besclaftigen,
greift bereitseine Stufevor diesenbeidenund hei3tQuellenlodierung;
siewird oft zusammemmit Kanalkodierungund/oderVerschiisselung
eingesetzt.

Definition: Ein Quellencoddir eineZufallsvariable X mit Wertenin
einemAlphabet A ist eine Abbildung C, die jedemElementz € A
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eine Folge von ElementenausD zuordnet.Das Codevort zux € A
bezeichnerwir mit C(x), seineLangemit ¢(z). Die mittlere Lange
L(C) istderErwartungswert

E((X)) = ) pa)(z).

€A

Die wohl bekanntesterBeispielevon Quellencodesind der ASCII-

Code(AmericanStandad Codefor InformationInterchange), der ein

Alphabetaus128 ZeichendurchFolgenausje siebenBit darstellt,de-
nenzwecksFehlererlennungpraktischimmerein Paritatsbitangelkangt
wird, sowie seineErweiterungerwie ISO Latin-1, die ASCII zu einem
echterAchtbitcodeerweiternjn demauchUmlauteundAhnlicheszum
Alphabetgehbren. Vor allem im World Wide Web wird oft auchder
sogenannt&nicodeverwendetder mit 17 Ebenernzu je 16 Bit jedem
irgendwo auf der Welt benutztenSchriftzeichereine digitale Entspre-
chungzuordnerwill.

Laut obiger Definition ist ein Quellencodesinfach irgendeineAbbil-
dung; wenn diesenicht injektiv ist, redenwir von einemsingufren
Code.Da solcheCodesnur seltennitzlich sind, werdenwir unsim
Folgenderauf nichtsingureCodesheschanken.

AuchbeidieserkannesabemochProblemenit dereindeutigerRekon-
struierbarleit geberwennwir unsbeiderKodierungnicht aufeinzelne
Buchstaberbeschanken, sondern— wie dieswohl meistder Fall sein
wird — Buchstabefolgen betrachtenKodierenwir etwa die 26 Buch-
staberdesAlphabetsdurchdie im ZweiersystengeschriebeneBdahlen
von 0 bis 25, soist dieseAbbildungsicherlichinjektiv; setzerwir aber
die CodesC(D) = 11, C(A) = 0 undC(S) = 10010einfachhinterein-
ander konnenwir dasErgebnisauchbeispielsweisals GEClesenstatt
alsDAS.

Um diesesProblem zu vermeiden,konntenwir uns auf Codesbe-
schianken,beideneralle CodavorterC(z) dieselbd.angehabenwie es
beispielsweisbei ASCII derFall ist oderauchbeidenheutekaumnoch
benutztenFernschreibernWennallerdingsdie ZeichendesAlphabets
(wie etwa im Fall der Buchstabereinesdeutschermexts) deutlichver-

schieden@Vahrscheinlichkitenhaben konnenwir die mittlere Lange
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desCodesoft drastisclreduzierenwennwir denhaufigenBuchstaben
kurzeCodevorterzuordnenDie geschiehbeispielsweiséeimMorse-
Code,dermit dendrei Zeichenkurz,lang und Pausearbeitet;hier wird
dasE durcheinmalkurz kodiert,dasN durcheinmallang,dasY aber
durchlang, kurz, lang, lang. Zum Trennender einzelnenBuchstaben
dientdasdritte Zeichen die Pause.

Wir interessiereansfir Codesvariabler.angepeidenerdieeindeutige
Dekodierbarleit ohnespezielleslrennzeichemewnahrleisteist:

Definition: a) Ein Code heil3t eindeutigdelodierbar wenn es keine
zwei Folgenvon BuchstabermusdemAlphabetA gibt, die aufdieselbe
Zeichenfolgeabgebildetverden.

b) Ein Codeheil3tPraefixcodewenneskeinezweiBuchstaber, y € A

gibt, fur die C'(xz) mit denerstené(x) Zeichenvon C'(y) Ubereinstimmt.

Offensichtlichist jeder Praefixcodeeindeutigdekodierbar;umgelehrt
Ist jedoch nicht jeder eindeutig dekodierbareCode ein Praefixcode:
Kodierenwir etwa ein dreielementigeé\lphabetdurchdie Vorschrift
C(a) = 0,C(b) = 001und C(c) = 11 und sehenbeim Dekodierenals
ersteZeicheneineEins,sokanndernachsteBuchstabeaur ein b sein.
Sehenwir eineFolge von n Nullen, gefolgtvon einergeradenAnzahl
von Einsen,somusserwir n maldenBuchstabem habengefolgtvon
einemc; folgt abereineungeradénzahlvonEinsensohabenwir n — 2
maldenBuchstabe, gefolgtvoneinemb. Somitist C' ein Praefixcode,
obwohl C(a) ein Praefixvon C(b) ist.

Die eindeutigeDekodierbarleit schiankt die Anzahl moglicher Co-
dewortereinervorgegebenenangeein;insbesondergilt die folgende

Ungleichung von Kraft und McMillan: Ist C ein eindeutigdeko-
dierbarerCodefur dasAlphabet A und bezeichnetD die Anzahl der

Codezeichersoist
Z D) < 1.

TeA

Beweis: Fur jede natirliche Zahl £ lal3tsich C fortsetzenzu einem
Codefiir dasAlphabetA®, indemwir einemk-tupel (z4, ..., z,) von
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Buchstabenmlie hintereinandegesetzteiCodavorterC(x,), ..., C(xy)
zuordnen,aufgefil3tals ein Codevort der Langef(zq) + - -« + {(xy).
WegendereindeutigerDekodierbarleitvon C istauchdiesererweiterte
Codenichtsinguér.

NachdemDistributivgesetast

k
(Z DE(m)) — Z D= ... p—Ht=k) = Z D
(z1,..

€A ., Tr)EAR Xxe Ak

Bezeichnet(n) die Anzahlder k-tupelx € A*, denenein Codevort
derLangen zugeordnewird, konnenwir diesauchschreiberals

kLmax
Z a(n)D™",
n=1

wobei/ ., dasMaximumaller ¢(z) fur z € A bezeichnetDaderCode
nichtsinguér ist, kanna(n) nicht groRerseinals die Anzahl D™ aller
moglicherCodevorterderLangen; somitist

ko klma
(Z D—@(-’ﬂ)) S Z DrpD~"™ = kemax

TEA n=1
unddamit

> D < Ykl

T€A

Diesqilt fur alle k£, undda

lim /K€, =1
k—o0

ist, folgt hierausdie zu bewveisenddJngleichung. .

DieserSatzwurde1949von LEON G. KRAFT im RahmerseinerMasterThesisim Fach
ElektrotechnikamMIT fur Praefixcodebewiesen.Fir beliebigeeindeutigdekodierbare
Codesbeawiessie BRockway McMILLAN von denBell Telephond_absunablangigvon
Kraft 1956in seinerArbeit Two Inequalitiesimplied by Unique Deciphearbility in den
IEEE Transactioron InformationTheory Band2(4),S.115-116.

Umgelehrtgilt
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Satz: Ist/: A — N eineAbbildungdesAlphabetsA in die natirlichen

Zahlenmit
> D <,
€A

sogibt eseinenPraefixcode” mit D-elementigenZeichensatZ,ir den
dasCodevort C'(x) die Langel(x) hat.

Beweis: Die D Zeichen,ausdenendie Codevorter gebildetwerden,
seienz,,..., zp, und /., seidasMaximumder Langen{(z); daszu
kodierendeAlphabetsei A = {a4,...,q,,}.

Wir zeichnereinenBaum,indemwir ausgehendoneinemfestenPunkt,
derWurzel, D gerichteteStreclenzeichnendie wir mit z; bis z, mar
kieren.Vom EndpunkteinerjedendieserStreclenzeichnerwir wieder
D solcheStreclenund soweiter, bis wir StreclenZigederLange’, .,
habenPunkte,die vom AnfangspunktwusibereinenStreclenzugder
Langen erreichbarsind, bezeichnerwir als Knotender Tiefe n. Jeder
Knotenist eindeutigbeschreibbadurch die Folge der Markierungen
z;, - .- #; der Streclen, die zu ihm fuhren; Knoten der Tiefe n ent-
sprecheralsopotentiellenCodevorternder Langen. Dieseordnenwir
lexikographischdurch die Ubereinkunft,daR z; vor z; kommensoll,

wenni < j ist.

Zur Konstruktiondes gewtinschtenCodesordnenwir als erstesdem
Buchstabem,; dasCodevort zu, dasaus/(a,) Zeichenz,; bestehtDa-

nachentfernenwir den zu diesemCodevort gelbrendenKnoten der
Tiefe n ausdem Baum sowie alle Knoten, die tiber diesenPunkter-

reichbarsind— sieentsprecheschlief3lichCodevortern,die dasgerade
vergebeneCodavort als Anfanghatten.

Wennwir Codevorter fur a, bis a,._; vergebenhaben,konstruieren
wir das Codevort C(a,) wie folgt: Unter allen noch verbleibenden
Knoten der Tiefe ¢(a,.) nehmenwir den lexikographischerstenund

definierenC(a,.) alsdasdazugebrige Codevort; sodannstreichenwir

wiedersonvohl dieserKnotenalsauchalle iberihn erreichbareiiKnoten
grol3ererTiefe.

Daskannnatirlich nur dannfunktionieren wennesnocheinenkKnoten
der Tiefe £(a,) gibt. Dazu geriigt es, wennwir zeigen,dafdes noch
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mindestenkinenKnotender Tiefe £, gibt, dennder Weg zu einem
solchenKnotenfuhrtdurchKnotenaller kleinerenTiefen.

Wennwir ein Codevort der Langen vergeben streichenwir mit dem
zugeldrigenKnotenderTiefen auchalletiberdieserkKnotenerreichbare
tiefere;in Tiefe £,,,,, sind dasD™a~" Stijck. Durch die Vergabevon
Codevorternfur a, bisa,._, wurdensomit

r—1 r—1
Z Dfmax—£(a:) = Demaxz D Yas)
=1 =1

Knotengeloscht Anfangsgabeszujedemn nachKonstruktionD™ Kno-
tenderTiefe n, also DMax KnotendermaximalenTiefe. NachVoraus-
setzungstfiurr <n

rz_:lD—ﬂ(ai) < Z D) <1,
i=1

€A

die Anzahl bereitsgestricheneKnoten maximalerTiefe ist also echt

kleineralsdie urspiiinglichvorhandenénzahl. .

Zusammerezeigendie beidengeradebewiesenenSatze,dalleszu je-
demeindeutigdekodierbarerCodeeinenPraefixcodaibt, desserCo-
deworter exakt dieselbeLangehaben.Auf der Suchenachmdglichst
guten Codeskonnenund werdenwir uns daherauf Praefixcodede-
schanken.

b) Optimale Codes

Dasawohl die Speicherunglsauchdie Ubertragungon Datenoftmals

knappeRessourcein Anspruchnehmenwie beispielsweiselen Spei-

cher einer kleinen Digitalkameraoder die Kapazitt eineszumindest
zeitweisesehrstarkbelastetetobilfunknetzesist esfur viele Anwen-

dungenwichtig, denberdtigtenAufwandaufdasunbedinghotwendige
Minimum zu beschanken. Auf demNiveauder Quellenlodierungbe-

deutetdiesinsbesonderalalidie mittlereLangedesverwendetelCodes
moglichstklein seinsoll.
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SeialsoX eineZufallsvariablemit Wertenin einemm-elementigerfl-
phabetd, desseri-tesElementmit Wahrscheinlichkit p, angenommen
werde.Wir suchereinenCode,dessemittlereLange

L= Z pit;
i=1

minimal ist; dabeisteht /¢, fur die Lange des Codavorts zum i-ten
ElementdesAlphabets.

Wiewir geradegesehehabenmuisserdie LangerderCodevortereines
eindeutigdekodierbarerQuellencodesdie Ungleichungvon KRAFT und
McMILLAN erfullen;umgelehrtgibt esauchzujederLangenerteilung,
die dieseUngleichungerfullt, einenPraefixcodeSomitmiussenwir L
minimierenunterderNebenbedingung

m
ZD—@ <1.
=1

Wennwir fur den Augenblick vergessengdaldie ¢/, natirliche Zah-

len sein mussen,habenwir hier ein klassische€xtremwertproblem
mit Nebenbedingungjaswir mit Hilfe einsLAGRANGE-Multiplikators

|6senkdnnen:DaceinelineareFunktionkeinelokalenExtremahat, muf3

die Nebenbedingundir alle Extremaeine Gleichungsein,und somit

mussen

P1 m
gradL = | : und grady D% =D"%InD

=1
DPm
proportionalsein,d.h.esgibtein A € R, sodal}
p;, =AD" %InD furallei.

Dasawohl die Summeallerp, alsauchdie Summeder D~% gleicheins
ist,muBA =1/In D sein,d.h.

Der Wertder Zielfunktionin diesemPunktist

m m
L= Zpifi = - Zpi logp, p;
=1 =1
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in Falle D = 2 alsodie Entropie H(X), ansonsteminedazuproportio-
naleGroRRe,die wir derKurzehalbermit H,(X) bezeichnenvollen.

Bislang habenwir nur eine notwendi@ Bedingungfir ein Extremum

gefunden;dasfolgendeLemmazeigt, dalBwir tatsachlichdasglobale

Minimum gefundenhaben.(Der Lesersollte sich davon tiberzeugen,
dal3der Beweis auchfunktioniert, wenndie ¢, beliebigereelle Zahlen

sind,die derUngleichungvon KRAFT und MCMILLAN gerigen.)

Lemma: Die mittlere Lange L einesjeden eindeutigdekodierbaren
Quellencodeamit D-elementigemZeichensatzst mindestenggleich
H,(X) mit Gleichheitgenaudann,wennfur alle Wahrscheinlichki-
tenp; gilt: p; = D~% mit einem¢; € N,.

Beweis: Die Ungleichungvon KRAFT und MCMILLAN sagtuns, dafd
c =" D% < list; setzewir ¢; = D% /¢, sodefinierenauchdie
q; eineWahrscheinlichkits\erteilungg und

L—Hp(X)=Y pti+y p;logpp;

=1 =1
m m
=1 =1
= sz' log, — = sz' logp, = — Zpi logp, ¢
— cr; T r; o
=1 =1 =1
D(p||q)
= —lo >0,
|ngD gD c =

da die KuLLBACK-LEIBLER-Distanzzweier Wahrscheinlichkits\ertei-
lungennichtnegativ istundlog,, ¢ < 0,dac < list. Fallsdie Differenz
gleich Null ist, mu3 ¢ = 1 und D(p||q) = O sein,d.h. fur jedes: ist
p; —=q; = D74,

|
Damit habenwir eine untere Grenzefur L gefunden,die allerdings
nurin rechtspeziellerSituationerwirklich angenommewird. Wie der
folgendeSatzzeigt,konnenwir aberimmereinenCodefinden,fir den
sieumwenigeralseinstiberschritterwird:
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Satz: X seieineZufallsvariablemit Wertenin einemm-elementigen
AlphabetA, desseni-tesElementmit Wahrscheinlichkit p, angenom-
men werde. Dann gibt es einen Quellencodefiir A mit einem D-
elementigerZeichensatzgessemittlere LangeL die Ungleichung

Hp(X) < L<Hp(X)+1
erfullt.

Beweis: Wir suchennatirliche Zahlen ¢,,...,¢,,, fur die > p/,
moglichstklein wird, die aberdie Ungleichungvon KRAFT und Mc-
MILLAN erfullen. Im Reellenwird fur ¢, = —logy, p; dasMinimum
angenommenyir gehenzur nachstgél3ererganzenZahl, definieren?,
alsoalsdiejenigenaiirliche Zahl, fur die gilt

—logpp; < ¢; < —logpp; +1.

Dannist
m m m
ZD—&SZDlogppi :Zpi:]"
=1 =1 =1

die Ungleichungvon KRAFT undMcCMILLAN ist somiterfullt, sodal3es
einenPraefixcode” gibt, der demi-ten BuchstaberdesAlphabetsA
ein Codevort derLange/, zuordnetFur dessemnittlere Langegilt

Hp(X) = Zpi(_ logp p;) < L = sz'fz'

=1 =1

< sz'(— logp p; +1) = Hp(X) +1.
i=1

In denerstenParagrapheulieseKapitelshabenwir mehrereBeispiele
betrachtet,bei denensich die Annaherungder mittleren Bitzahl pro
Buchstabean die Entropie verbesserriel3, wenn wir statt einzelner
BuchstaberBlocke von BuchstaberbetrachtenDer geradebewiesene
Satzerklartauchdas:
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Korollar: X seieineZufallsvariablemit Wertenin einemm-elementigen
AlphabetA, desseni-tesElementmit Wahrscheinlichkit p, angenom-
men werde. Dann gibt es einen Quellencodefiir A™ mit einem D-
elementigeZeichensatzjessemittlereLangel proBuchstaberausA
die Ungleichung

1
Hp(X)<L<Hp(X)+—
n
erfullt.

Beweis: Wir betrachterein n-tupelausunablangigenZufallsvariablen
Xy,...,X,,, dieallesamtWerteim AlphabetA annehmemundalle die
gleicheWahrscheinlichkitswerteilunghaberwie X . Die Entropiedieses
n-tupels(zur BasisD) mit Wertenin A" istnH ,(X); nachdemgerade
bewiesenerSatzgibt esalsoeinenQuellencodegdessemnittlere Lange
zwischemn H (X) undnH (X) + 1 liegt. Die LangeL bezogenauf
die Buchstaberaus A ist ein n-tel davon, erfillt also die behauptete
Ungleichung. .
DiesesKorollar zeigtinsbesonderajalB3wir denmittlerenAufwandpro
Buchstabemit hinreichendgrof3enBlocklangenbeliebig nahean die
Entropieanrahernkdnnen.

c) Huffman-Codes

DAvID HUFFMAN stellte1951ein Verfahrenvor, wie manzu einergege-
benenHaufigkeits\erteilungeinenPraefixcodemit minimalermittlerer
Langekonstruiererkann.In seinerArbeit

DaviD A. HUFFMAN: A Method for the Constructionof
Minimum-RedundangCodesProc.l.R.E.,Sept1952,1098—
1101

gehterausvon einerendlichenMengevon Nachrichtenalsodem,was
wir hier immer als dasAlphabetA = {a,,...,a,,} bezeichnenund
ordnetsieso,dal¥fur die Wahrscheinlichiit p, vona, gilt: p, > p; falls
1< 7.

Fur einenCodeC mit minimalermittlerer Langekannmandannohne
Beschankungder Allgemeinheitdavon ausgehengdal3fir die Lange’,
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desCodevorts C(a;) gilt: £, < £; fallsi < j. Warenamlich¢; > £,
sowarep,{; + p;t; > pl; +p;¢;, d.h.die mittlere LangedesCodes
wirdeechtkleinerdurchVertauschederCodevorterC'(a;) undC(a;),
im Widersprucheur vorausgesetztedinimalitat.

Auf3erdemmulR ¢, = ¢,,_, sein,denndie ersten/,, _; Zeichenvon
C(4,,,) konnenwegenderPraefixbedingungeinCodevort fur einenan-
derenBuchstabersein;wennwir etwaigefolgendeZeichenvon C(a,,,)
streichengerhaltenwir einenneuenPraefixcodegdessemnittlere Lange
imFall ¢, > ¢, _, kleinerwarealsdievonC.

Somitgibt esmindestenzwei Buchstabengenenein Codavort maxi-
maler Langezugeordnewird. Wir konnenabernochmehrsagenEEs
gibt unterdenCodevorternmaximaler.angemindestengwei, die sich
nur in ihrem letztenZeichenunterscheidenWare dies nicht der Fall,

konntenwir beiallenCodavorternmaximalerLangedasletzteZeichen
streicherohnedie Praefixbedingungu verletzen.

Bislanggilt allesfiir Codeanit einerbeliebigenAnzahl D vonZeichen,;
fur die KonstruktioneinesCodesanhandder aufgestellterPrinzipien
wollen wir uns aber— genauwie HUFFMAN — zurachstauf den Fall
D = 2 beschénlken, und die Modifikationenfur D > 2 anschliel3end
kurz diskutieren.

Angenommenyir habereinenoptimalerbinarenCodefirein Alphabet
ausm > 2 BuchstabenDannwissenwir, dal3esunterdenCodevortern
maximalerLangezwei gibt, die sichnurim letztenBit unterscheiden;
indemwir die Codesder Buchstabemit maximalerCodekngenoti-
genflls permutierenkdnnenwir annehmengdaf3essich dabeiim die
beidenBuchstabem,, unda,,, ; handelt(ManbeachtedaSHUFFMAN
die Buchstabemachihrer Haufigkeit anordnet.)

Fur einen beliebigenbinaren Code, bei dem die beidenBuchstaben
geringsterWahrscheinlichkit Codevorter maximaler Lange haben,
die sich nur im letztenBit unterscheidenkdnnenwir die HUFFMAN-
Reduktionbildenwie folgt:

Wir betrachterinneuesAlphabet4* ausm — 1 Buchstabenesenthalt
die Buchstabem, bis a,, , sovie einenneuenBuchstaberu*, der
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mit Wahrscheinlichkit p,,,_, + p,,, auftretensoll. Zu diesemAlphabet
betrachterwir denCodeC™, derdena,; mit ¢ < m — 2 dasCodevort
C(a;) zuordnet,C*(a*) seiC(a,,) ohnedasletzte Bit. Umgelehrtlafit
sich C ausC™ fasteindeutigrekonstruierenWir setzenC'(a,,,_;) auf
C*(a™) gefolgtvon einerNull undC(a,,,) aufC*(a*) gefolgtvon einer
Eins (oderumgelehrt). Die mittlere LangeL™ von C* la3tsichleicht
durchdie mittlereLangeL von C' ausdiicken:

m—1 m
L* = Z pili ¥ (D1 + ), — 1) = Zpigi — Pm—1"Pm
i=1 i=1

=L— Pm—1—"Pm>
dennl,, _,=1¢,,.

HUFFMANS KonstruktionberuhtwesentlichaufderfolgenderBeobach-
tung: C ist genaudannoptimal,wennC™ optimalist.

Ist namlich C* nicht optimal, so gibt eseinenCode D* mit kleinerer
mittlerer Lange L** < L*. Darauslaf3tsich ein Code D fur A kon-
struieren,bei dem D(a,,, ;) und D(a,,,) aus D*(a*) entsteherdurch
AnhangeneinerNull bzw einerEins; die mittlere LangediesesCodes
iIsStL** +p,,_4+p,, < L,sodalRauchC nichtoptimalist. Entsprechend
folgt auchdie andereRichtung.

Damit ist die rekursve Struktur desAlgorithmus von HUFFMAN Klar:
Wir wollen ein AlphabetA kodierendasm Buchstabernthalt.

Im Fall m = 2 konnenwir einfachjedemder beidenBuchstabereines
derbeidenCodezeicheruordnengdie mittlereLangedesCodesstdann
eins,undkirzerkannsiebei keinemCodesein.

Istm > 2, sofuhrenwir eineHUFFMAN-Reduktiondurch,d.h. wir fas-
sendie beidenamwenigsterwahrscheinlicherZeichenzusammerzu
einemZeichena™®, demwir die SummevonderenWahrscheinlichkiten
zuordnenDankunsererekursvenVorgehensweiskonnenwir fur die-
sesAlphabetausm — 1 ElementereinenoptimalenCodekonstruieren;
um aucheinenfir dasgegebenéAlphabetzu erhaltenkodierenwir die
beidenseltensterZeichenso,dalRwir andasCodevort fir o™ eineNull
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bzw eine Eins antangen Wie wir unsgeradeliberlgt haben,st dann
auchderneueCodeoptimal.

Als Beispiel betrachtenwir eine Zufallsvariable X mit Wertenin ei-
nemsechselementigeflphabetA = {a, b, ¢, d, e, f}; die Wahrschein-

lichkeitender sechsBuchstaberseien(in alphabetischeReihenfolge)
11111 und 1
374767812

Die beidenseltensterZeichensind e und f; wir fassersiealsozusam-
menzueinemZeichene f mit Wahrscheinlichkit -5 + 25 = £. Im neuen
Alphabet{a,b,c,d,ef} sindd undef die beldenseltensterBuchsta—
ben;wir fassersie alsozusammerzu einemneuenBuchstabeni(e f)
mit Wahrscheinlichkit § + £ = Z. Im Alphabet{a, b, c, d(ef)} ist c der
seltenst®uchstabefiir denzweitseltenstehaberwir die Auswahlzwi-
schenb undd(ef), die jeweils mit Wahrscheinlichkit %1 auftretenund
musserunsfir einenderbeidenentscheidenUm Klammernzu sparen
fasserwir b undc zusammerrzu einemneuerBuchstaberc mit Wahr
scheinlichleit ¢ + 2 = 2. Dies fuhrt auf dasAlphabet{a, bc, d(ef)},
in demd(ef) und a die beidenseltensterBuchstabersind; wir fassen
sie zusammerzum,,Buchstabeh a(d(ef)). Damit sindwir bei einem
zweiluchstabigerAlphabetangelangteinerder beidenoptimalenCo-
desbestehtarin,daRwir a(d(ef)) mit Null undbe mit Einskodieren.

Nun mussenwir nacheinandedie HUFFMAN-Reduktionerriickgangig
machenAls ersteswird bc aufgespaltenn b mit demCodel10 undc
mit demCodell; dasUmgelehrtewarenaiirlich genausgut moglich.
Sodannwir a(d(ef)) aufgespaltein a undd(ef) durchdie Kodierung
a = 00undd(ef) = 01. Als nachsteswird d(ef) aufgespalterdurch
d =010undef = 011,undim letztenSchrittsetzenwir e = 0110und
f=0111.

Damit habenwir einenoptimalenCodegefundenseinemittlereLange
st
1 1 3

1 1
Z.24 .34+ .4+ — .4= =2.375
6 8 12 24 28 2375,
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alsonurweniggrofReralsdie Entropie

1 1
H:§I0923+Zlogz4+ Iog26+ I09212+ Iog224
4 5
= -+ _-log,3~ 2,324.
3 8092 ’

Falls wir optimaleCodesmit einemZeichensatzon D > 2 Elemen-
tensuchenkodnnenwir im wesentlichergenausosorgehen;allerdings
kdonnenwir nun fur jedesAlphabetmit hochstensD Elementereinen
Codemit mittlerer Langeeinsfinden. Bei jeder HUFFMAN-Reduktion
aulRederersterfassemwir die D amwenigsterwahrscheinlicheBuch-
stabezueinemneuerBuchstaben® zusammengdadurchverringertsich
die ElementanzahdiesAlphabetsum D — 1. Fallsm — 1 durchD — 1
teilbarist, konnenwir diesauchim erstenSchritttun; andernéllsfassen
wir dort nur my Elementezusammenwobei2 < mqy < D sogevahlt
wird, dalRD — mg durchD — 1 teilbarist.

DAVID ALBERT HUFFMAN (1925-8"1999%tudierteElektrotechnikander Ohio StateUni-
versity; nachdemer 1944im Alter von 18 JahrenseinenBachelorAbschluf3bekommen
hatte verbrachteerdenRestderKriegszeitalsRadarofizier aufeinemSchiff derUS Navy.
NachdemKrieg kehrteer andie Ohio StateUniversity zuriick; nachseinemMaster1949
wechselteer zur PromotionansMIT. wo er danachvon 1953bis 1957auchlehrte.Den
HUFFMAN-Code entwiclelte er dort als StudienarbeitvahrendseinesPromotionsstudi-
ums.1957grundeteer dasCumputerScienceDepartmenterUniversittvon Kalifornien
in SantaCruz,wo er1994emeritiertwurde.Die meisterseinerArbeitenbesclaftigensich

mit Informations-undKodierungstheoriegr befal3tesichbeispielsweisenit GAussschen
Flachender Krimmungnull.

d) Komprimierung durch Dekorr elation

HUFFMAN-Codessind optimal, wennwir eine einzige Zufallsvariable
betrachtemmder wasaufdasselb&@inaushuft,eineFolgevonunablang-
genidentischverteiltenZufallsvariablen.Einesder Haupteinsatzgebie-
te der Datenlompressionsind aberBild- und Audiodaten,bei denen
dieseAnnahmesicherlichnicht erfullt ist: Bei einerdigitalen Tonauf-
nahmeetwa wird der Schalldruck44100-malpro Sekundegemessen
und auf einenWert zwischen0 und 224 — 1 = 16777215 oder0 und
216_ 1 = 65535skaliert.EineAufnahme peiderdie Lautstirke 44 100-
mal pro Sekundezufallig wechseltwerdennur wenigeHorerals Lieb-
lingsmusikwahlen:DramatischeNechselin der Lautstrke sind zwar
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ein wichtigeskompositorischeg&lement,aberes muf sparsaneinge-
setztwerden.Von den 44100 Werten,die pro Sekundeaufgezeichnet
werden,unterscheidesich die UberwiggendeMehrzahlnur wenig von
ihremVorganger

Ahnlich ist esbeiBilddaten:SelbsterstindlichsindabrupteUbergange
auchhier ein oft eingesetztestilmittel, aberverglichen mit der An-

zahl der Pixel, mit denenBilder typischerweisdligitalisiert werden,
unterscheidegichauchhier derGrol3teilaller Farb-oderGrauwertenur
wenig von denentsprechendewWertender Nachbarpiel. Hier werden
Grau-oder Farbwertetypischerweisenur mit WertenzwischenO und
28 — 1 = 256kodiert,daunserAuge bei gedruckteroderaufeineLein-

wandprojiziertenBildern selbstbei nur 64 verschiedenekVertenkeine
Artefaktemehrerkennenkann,wohingegenunserGehbr nochauf sehr
viel feinereUnterschiedeeagiert.

In beidenFallen stecktalsoein zumindestm Mittel wesentlichefTeil
derInformationbereitsim Vorganger;wir konnendiesdadurchquanti-
fizieren,dalRwir die typischeKorrelationeinesSchalldruckoderFarb-
wertsmit seinemvVorganger(odersonstigerNachbarperechnerDiese
Korrelationbezeichnemanals die Autokorrelation desstochastischen
Prozessegjurchdenwir eintypischesMusikstick oderBild beschrei-
ben.

Auf derfolgendenDoppelseitesind einigein LehrhiichernderBildver-
arbeitungpeliebteGrauwerttestbildezuseherzusammemit denDaten
uberminimale,maximaleundmittlereHelligkeit z i, Tmax Undu, Vari-
anzo?, Standardabweichung sowvie der Autokorrelationp. Alle diese
aus

P.M. FARELLE: Recursve Block Codingfor ImageDataCom-
pressionSpringer, 1990

entnommeneDatenbeziehersich natirlich auf die Originalbilderund
nichtaufdas,waslhr BildschirmoderDruckerdarausmacht.Trotzdem
solltederVemgleichvonBildernundDateneineneinigermalfekorrekten
EindruckzumindesterrelatvenSituationvermitteln,dahoffentlichalle
hier abgedrucktemilder in derselbeWeiseverunstaltesind.
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Wie dieDatenzeigenkonnenwir beiderKomprimierungronBilddaten

zumindestungeghrvon einer Autokorrelationum die 95% ausgehen;
jederWert ist somitim Mittel bereitszu 95% durch seinenVorganger
bestimmt.Trotzdemubertrageroderspeichernwir zumindestmir den

unsbislangbekannterKompressionserfahrenimmerwieder100%der

InformationeinerjedenZufallsvariablen.

Ein moglicherAnsatzzur Datenlompressionvaredaherdal3wir immer
nur die Differenzzum VorgangeruibertrageroderspeichernHabenX
und Y beide Erwartungswerty und Varianze?, sohatZ = Y — X
dendeutlichkleinerenErwartungswer{1l — p)u und nur nochVarianz
2(1— p)o?. Die KovarianzzwischenX und Z ist

Cov(X,Z2)=Cov(X,Y — pX)=Cov(X,Y) — pCov(X, X)
= po® — po® =0;
X und Z sindalsounablangigvoneinander

Verfahren,die diesausnutzengibt esin der Tat; sie missenabermit
demProblemfertig werden,dal3die Differenzzwar meistenklein ist,
dalRabergeradedie Ausnahmenbeidenensiegrol3ist, sehrwesentlich
fur die RekonstruktiondesOriginal sind.

Deramhaufigsterverwendeténsatzgehtdaheranderssor: Die,,Nach-
richt* wird in Blocke aufgeteilt;bei der Schallaufzeichunguf CD sind
diesbeidenderzeitauf demMassenmarkerhaltlichenGetatenBlocke
zuje achtWerten beiBildernsindesTeilbilder vonjeweils 8 x 8 Pixel.

Anstelle der einzelnenZufallsvariablenkodierenwir die Blocke; wie
wir bereitsmehrfachgesehehaben]al3tsichalleindadurchdermittlere
Aufwandmeistengeduzierenwennauchnicht so dramatischwie bei
denhier betrachteteiomprimierungserfahren.

Der Einfachheithalberbeschanken wir unsauf ein eindimensionales
Modell, mit demwir esbeispielsweisdei Audiodatenzu tun haben.
Wir betrachtenBlocke aus einer gewissen Anzahl n von Zufallsva-
riablen, die allesamtdasselban R enthalteneAlphabetund dieselbe
Wahrscheinlichkits\erteilunghaben.Dabeinehmenwir an, dal3jede
derZufallsvariablemit ihremNachbarmrdie Korrelationp habe.
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Peppers
uw= 1156
o2 = 5632
o= 75,0
p= 0,98
Lmin =0
Tmax = 237
Lenna
pw= 99,1
o= 2796
o= 529
p= 0,97
Lmin = 3
Tmax = 248
Sailboat
w= 124,3
o2 = 6027
o= 77,6
p= 0,97
Lmin =0

Tmax = 249
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Stream
w= 113,8
o2 = 2996
o= 54,7
p= 0,94
Lmin =0
Tmax = 295
Tiffany
uw= 208,6
o?= 1126
o= 33,6
p= 0,87
Lmin = 3
Tmax = 295
Baboon
pw= 1289
o’ = 2282
o= 47,8
p= 0,86
Lmin =0
Tmax = 236

62
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Als erstessolltenwir unsfragen,wie esmit der Korrelationzwischen
weiterentfernterVariableraussiehtDazukdnnerwir apriori nichtssa-
gen;wennwir im Extrem#ll nurzweiZufallsvariablemmit Korrelationp

habensodalialle Folgengliedemit geradenindex gleichdereinenund
alle ibrigengleichderanderersind, ist die Korrelationgleich p, wenn
sich die Indizesum eineungeradeZahl unterscheidenynd einssonst.
DieserFall wird freilich beiBild- und Audiodaterkaumvorkommen.

Dort gehtman tUblicherweiseausvom sogenannteir(1)-Modell, wo-
nach— in Analogie zu MARKOV-Ketten— alle Abhangigleiten aus-
schlie3lichauf die zwischenunmittelbarenNachbarnzuriickzufihren
sind, so dalRdie Korrelationzwischenzwei Zufallsvariablengleich p
hochBetragderIndexdifferenzist.

Beim blockweiserKodierennachdiesemModell betrachterwir somit
einenVektor (X3, ..., X,,) von Zufallsvariablen;alle X, habendensel-
benErwartungswert, unddieselbé/arianzs?; dieKorrelationzwischen
X; und X ist pl*~7|. Die Korrelationsmatrixpei der an der Stelle;

diesenWert steht,ist somitdie symmetrisché/atrix

1 i o> ... prl
p 1 p ... ph?

o> P 1 ... pn3

die Kovarianzmatrixist daso?-fachedavon.
Wir betrachtemunanstelleder ZufallsvariablenX, neueVariablen

Y; = i a5 X j
j=1

mit zurachstirgendwelchemeellenZahlena, ;. Dannist

Cou(Y, Vi) =Cov | 3 ;X ) apeX,
j=1 =1

= Z Z a;; Cov(X;, Xy)ag, -

Jj=1 ¢=1
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Stindein derletztenSummeganzrechtsa,, anstellevona,,, soware
die Summegeradeder ik-Eintrag desProduktsA mal Kovarianzma-
trix der X; mal A, wobei A die Matrix mit Eintragena, ; bezeichnetDa
tatsachlicha,, dastehtmisserwir alsletztenFaktordesMatrixprodukts
die transponiertéMatrix AT anstellevon A nehmengie Kovarianzma-
trix derneuenZufallsvariablenist also

Cov(Yy,...,Y,)=ACw(X,,..., X, )AT.

Als nachstesbeachtenwir, dafl3die Kovarianzmatrixder X, symme-
trischist; nachdem (im Anhangzu diesemParagrapherbewviesenen)
Spektralsatzyibt es dahereine Orthonormalbasigles R™, beZiglich

derer sie Diagonalgestalthat. Es gibt also eine Matrix A, so dal3
ACov(X,,...,X,)A™! eineDiagonalmatrixist, und da die Matrix A

zu einem Basiswechsekwischenzwei Orthonormalbasegelbrt, ist

AAT die Einheitsmatrixd.h. A= = AT,

Definierenwir daherY; = a,; X; mit denEintragendieserMatrix A,
soist Cov(Yy, ..., Y, ) eineDiagonalmatrix;die verschiedeneiy; sind
alsovoneinandeunablangigeZufallsvariablen.

Unter den Annahmendesar(1)-Modellskonnenwir somitjede Folge
von Zufallsvariablendurch eine lineare Transformationin eine Folge
unkorrelierter Zufallsvariablentiberiihren. Diese Transformationbe-
zeichnetman,obwohl sie zuerstvon HOTELLING vorgeschlagemvurde,
als KARHUNEN-LOEVE-Transformation.

HAROLD HOTELLING (1895-1973)war ein amerikani-
scherStatistiler und Okonom:;er lehrtean der Colum-
bia UniversityundderUniversity of North Carolina.ln
einerl1933verodffentlichtenArbeitim Journalof Educa-
tional PsyhologyschlugererstmaligdieseTransforma-
tion vor, die von Statistilernheutein Anlehnunganden
Titel seinerArbeit meistalsHauptlomponentenanalyse
bezeichnetvird. In Europaerschiertdie Transformation
fastgleichzeitigum 1947bzw 1948in wahrscheinlich-
keitstheoretischeArbeiten desFinnen KARI KARHU-
NEN (1915-1992)und desFranzoserMICHEL LOEVE
(1907-1979)nachdenensiein dertechnischertitera-
tur benanntwird.
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Die Matrix A derlinearenTransformatiorhangtnurvon p abundkann
daherfur gangigeWertevon p vorberechnetverden;die KARHUNEN-
L oEVE-Transformatiorbestehtsomiteinfachin der Multiplikation mit
einerbekannterMatrix. Da die Abhangigleit von p im hier relevanten
Bereichrelatv schwachist, verschlechterrsich die Ergebnissekaum,
wennmansichdabeiauf eintypisches beschéankt,etwa aufp = 0,95.

Trotzdemwird die KARHUNEN-LOEVE-Transformationpraktisch nie
verwendet,denn durch einen anderenAnsatz kommt man mit deut-
lich geringeremAufwandauffastdasselbé&rgebnis.Um zu sehenwie
dieserFuntkioniert,betrachtemnwir die fir Komprimierungserfahrenin
der UnterhaltungselektronikypischenWerten = 8 und p = 0,95. Die
Eigervektorender Kovarianzmatrix

(1p F R
2 1 p »p pooP, PP
p3 p2 ! I_fL) P pz ps p4

Cov(Xy,...,Xg) = 24 Za ;é ) i pp ,'Zz Za
pz pg pj pi po 1 p p
P Pe b5 Py Py Los )
pp P> ptop pt p 1

konnendann zumindestnumerischleicht bestimmtwerden;da man
achtVektorenmit jeweils achtEintragenwenig Strukturanseherkann,
habeich die Ergebnissan denfolgendenachtZeichnungergraphisch
damgestellt: Die eingezeichnetefPunktesind (i, z,) fur: = 1,...,8,
wobei z; jeweils die i-te Komponentedesauf Langeeins normierten
EigervektorsbezeichnetZusatzlichist in der j-tenZeichnungnochdie

Kurve @ G - 1)
y:cos< 16 )

eingezeichnetvie mansieht,liegendie Punkte(z, ;) zwar nicht exakt
auf diesenKurven, aberdochsehrin derenNahe.Entsprechendegilt
auchfur andereWerte von n und andereKorrelationskefizientenp
naheeins.

Der Grund dafur, daRmanin der Praxislieber mit denso durch Ko-
sinuswerteangehertenBasis\ektorenarbeitet,liegt nicht darin, dal3
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0.4{

0.24

02}

047

Der erste Eigenvektor der Korrelationsmatrix

0.4{

0.2}

Der zweite Eigenvektor der Korrelationsmatrix

dieseeinfacherzu berechnersind — die Eigervektorensind schliel3-
lich KonstanterdesKomprimierungserfahren Fir die Transformation
einesBlocksin die neueBasisbrauchenwir abereine Matrix-Vektor
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0.4{

0.24 7

02}

047

Der dritte Eigenvektor der Korrelationsmatrix

0.4{

0.2}

Der vierte Eigenvektor der Korrelationsmatrix

Multiplikation, d.h. n? Multiplikationen sowie n(n — 1) Additionen
reellerZahlen.Wennwir stattdessemit dendurchKosinuswerteege-
benervektoremarbeitenkdnnenwir einesogenanntschnelld~OURIER-
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, 2 4 6 8
02}
047

Der funfte Eigenvektor der Korrelationsmatrix

A
VIRV

Der sechste Eigenvektor der Korrelationsmatrix

bzw Kosinustransformatioanwendengie nur ungefihrn log, n Mul-
tiplikationenberbtigt. Ihre Dekorrelationsdiziensliegt im Fall n = 8
undp ~ 0,95 bei etwa 98%;wir verlierenalsofastnichtsim Vergleich
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AN

MERYAYE

Der achte Eigenvektor der Korrelationsmatrix

zur aufwendigereK ARHUNEN-L OEVE-Transformation.

Schnellé~ourRIER- undKosinustransformationagibt esauchin hoheren
Dimensionenjnsbesonder&dnnenwir im Zweidimensionale®locke
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von 8 x 8 Pixel schnellso in eine neueBasisdes64-dimensionalen
Raumsdransformierengalisie praktischunablangigvoneinandesind.

Die diskreteKosinustransformatiorst Teil fastaller gangigerNormen
zur Bildkomprimierung Sowvohl derJPEG-Standarfiir Photographien,
die StandardsMPEG 1 und 2 fur digitale (Unterhaltungs-)\dleosals
auchder StandardCCITT H.261fur Videokonferenzerenthalten(ne-
benandererBestandteileneweilseinediskreteKosinustransformation;
auchim mp3-Standardst sie ein Teil derCodierung.

Die Transformationallein ist natirlich noch keine Komprimierung:
Schlie3lichhabenwir nur einen Vektor in einer anderenBasis hin-
geschriebenynddie AnzahlderreellenZahlen,die manzur Beschrei-
bungeinessolchenVektorsberbtigt, ist unablangigvon derBasis.Der
wesentlicheVorteil der neuenBasisist, dal3man statistischrechtgute
Aussageriiber die Grol3eder Komponentermachenkann. Hier wol-
lenwir auf exaktestatistischdBerechnungemerzichternundstattdessen
informell diskutierenwarumdiesderFall seinkdnnte.

Wie die Abbildungender Basis\ektorenzur KARHUNEN-L OEVE-Trans-
formation und die Formelnfur die Basis\ektorenzur diskretenKosi-
nustransformatiozeigen,werdendie Basis\ektoren,wennmansiein
der hier anggebenenReihenfolgebetrachtetimmer hochfrequenter
Von einemhinreichendein abgetasteteBild- oderAudiosignalerwar-
tenwir, dathochfrequent&chwankungerkeinegrol3eRollespielenund
somitdie entsprechendeBasis\ektorennur kleine Koeffizientenhaben
oderin vielenFallensogar gleichgar nichtauftretenDementsprechend
geriigtes,fur die Ubertragunglieserk oefizientennur wenigeBits be-
reitzustellenjpeinur geringenAbstrichenandie Qualitat kannmanauf
gewisseKoeffizientensogar ganzverzichten.

Ein Kompressionserfahrenwird daher je nachAnspruchandie Qua-
litat, entwederalle KoeffizientendesSignalsin der neuenBasisubert-
ragenunddurcheinegeeignetdarstellungderDatendafur somgen,dafd
Folgenvon Nullen nur wenig Platz berbtigen, oder aberes wird nur
eine Auswahl der Koefiziententibertragerund auchfur diesejeweils
festlegen, wie viele Bit dafur in Anspruchgenommenwverden.Diese
Anzahlwird umsogeringersein,je hoherdie Frequenzlesjeweiligen
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Basis\ektorsist; bei einigenVerfahrenwie etwa JPEGkonnendie An-
zahlenauchvariabelin Abhangigleit von einer Qualitatszahlgewahlt
werden.

Zum SchluRseinochganzkurz erwahnt,daldie KARHUNEN-L OEVE-
Transformatiorunddamit(mit ganzgeringenAbstrichen)auchdie dis-
krete Kosinustransformatiomwar die Korrelationsmatrixn optimaler
WeisediagonalisierendalRaberdarausichtfolgt, daf3sieauchoptima-
le Kompressionserfahrenliefern: Ausl3erder Kovarianzgibt esnoch
weitereQuellenfur RedundanzinesBildes.

Ein gewisserMNachteilderKosinustransformatioist auRerdenmdaliman
fir abrupteUbergange wie sie etwa bei Kantenimmer wiedereinmal
auftauchengdie hochfrequentemBasis\ektorenbraucht,die dannaber
nicht nur die Kante selbstbeeinflussensonderndasgesamteQuadrat,
aufdasdie Transformatiorangevandtwird.

Eine besseraMloglichkeit ware esdaher wennmananstellevon Kosi-
nusfunktionenFunktionenverwenderkonnte,die sowvohl im Zeit- als
auchim Frequenzbereiclokalisiert sind. Solche Funktionengibt es
in der Tat, etwa die sogenanntei\avelets Hierbei handeltessichum
schnellabklingendaVellen,undneuereéArbeitendeuterdarauthin, dal3
diesefur gewisseBildmodelle(die im Gegensatzumhier betrachteten
nicht mit Wahrscheinlichkitenarbeiten)nicht zu weit vom Optimum
entferntseinsollten.Im RahmerdieserVorlesungst esjedochzeitlich
wedemaoglich,aufdieseModelleeinzugehemochistaneinegenauere
Behandlung/on Waveletszu denlen.

Einen allgemeinvers&ndlichenUberblick iiber Wavelets findet man
etwabei

BARBARA BURKE HUBBARD: Wavelets: Die Mathematikder kleinen
Wellen,Birkhauser1997;

daszitierte Optimalitatsresultatst beschriebemm Vortrag
STEPHANE MALLAT: Applied Mathematicsneetssignalprocessing

aufdeminternationalemathematilerkongress998in Berlin, nachzu-
lesenin Bandl derProceedingsS. 319—-338pderunterhttp:/www.ma-
thematik.uni-bielefeld.de/documentadtnicm/00/Mallat. MAN.html.
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e) Datenkomprimierung mit JPEG

Als praktischedBeispieleinesKkomprimierungsalgorithmusollen wir
zumindestkurz des JPEG-Standardler Joint Photayraphers Expert
Groupbetrachtengerin vielenDigitalkamerasrerwendetvird.

Er beginntdamit,dasBild in Blocke von 8 x 8 Pixel aufzuteilerundje-
denwie im vorigenAbschnittbeschrieberinerKosinustransformation
zuunterziehenDasErgebnisist eineneue8 x 8-Matrix reellerZahlen,
die zurachstquantisiert,d.h. auf WerteauseinerdiskretenMengege-
rundetwerden Gro3eund AufbaudiesetMengehangersovohlvonder
Positionin derMatrix alsvon einemwahlbarerQualitatsfaktorah

Der Matrixeintraglinks obenentsprichtdemBasis\ektor, dessersamt-
liche Eintragegleichsind;dortstehtalsoderMittelwertderEintrageder
urspiinglichen8 x 8-Matrix. Er wird (abgesehenatirlich vom ersten
Block) gespeichertls die Differenzvom Mittelwert des VVorganger
blocks;Vorgangerbeziehtsichdabeiauf die zeilenweiseAnordnung.

Die Uibrigen63 EintrageeinegedenBlockswerdenmaanderbrmignach
demSchemam nachsterBild durchlaufen:

Die so erhaltend-olge von 63 Wertenwird meistviele Nullen enthal-
ten; gespeichertverdendahernur die von Null verschiedeneWerte
zusammemit der AnzahlderNullfelder vor soeinemWert.

Im letztenSchrittschlie3lichwird diegesamtesoerhaltene&eichenfolge
HUFFMAN-kodiert.
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f) Anhang: Der Spektralsatz

FurdiejenigerLeserdienichtmit EigenwerterundEigervektorensym-
metrischeMatrizenvertrautsind, seienhier die entsprechendegatze
bewiesen.Um die Notationfestzulgen,beginneich mit der Definition
von Eigenwerterund Eigervektoren:

a) Eigenwerte und Eigenvektoren: Die Matrix einerlinearenAbbil-
dungy: V' — V beziglich einerBasisB = (b4, ..., b,,) ist genaudann
eine Diagonalmatrix,wenn jeder der Basis\ektorenbd, von ¢ auf ein
Vielfaches)\;b, von sich selbstabgebildetwird; alsdannist die Abbil-
dungsmatridgleichderDiagonalmatrixmit Eintragen),, . .., A,,. Somit
hangtessehrvonderBasisab,obdie AbbildungsmatrixXDiagonalgestalt
hatodernicht.

Die Matrix
1 2 1 -2
3 2 1 -2 1 Axd
A4=1 7 5 1 2]€R

-2 1 2 1

etwa ist ganz sicherkeine Diagonalmatrix.Betrachtenwir die lineare
Abbildung

o:R* 5 R v Av
aberbeZiglichderBasisB = (b4, b,, b, b,) mit

1 1 1 1
1 -1 -1 1
1 -1 1 -1

sorechnetmanleichtnach,dafd
o(by) = Aby =2by,  p(by) =2b,, (b3) = —4by und ¢(b,) = 4b,
ist, beZiglich B hat alsodie Diagonalmatrix

2 0 00
0 2 0O
O 0 40
O 0 0 4

D=
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als Abbildungsmatrix.Wenn keine schwerwigendenanderenGrinde
dag@ensprechenwird esbeiumfangreicherRechnungemit derMa-
trix A meist eine gute Idee sein, statt mit der Standardbasison R*
mit der BasisB zu rechnenSoist beispielsweisalie Berechnungler
inversenMatrix von D eineeinfacheKopfrechenaufgbe,wohingeen
die Berechnungon
2 1 2 -1

1 1 2 -1 2
gl 2 -1 2 1

-1 2 1 2
docheinigesan Aufwanderfordert.Genausast die Berechnungon

A™t=

524800 0 523776 0

A10 = 0 524800 0 523776
—523776 0 524800 0

0 —523776 0 524800

mit erheblicherArbeit verbunden,wahrendman fur die von D nur
wissenmuf,daR2'® = 1024und2?° = 1048576ist.

Definition: Ein Vektorv € k™ \ {0} heil3t Eigervektor der Matrix

A € k™™, wenneseineZahl A € k gibt, sodaBAv = \v ist. Dieses\

bezeichnemvir alseinenEigenwertvon A.

Der seltsameNameEigenwertlal3tsich vielleicht am besterverstehenywennmanseine
Anwendungin der QuantenmechaniketrachtetDort werdenObservabled.h. physika-
lischeMeRgbRendurchMatrizenbeschriebennd ZuséndedurchVektoren Die mogli-

chenErgebnisseeiner Messungsind die Eigenwerteder zugeldrigen Matrix, und nach
der Messungist der Zustanddes Systemsein Eigervektor zum gemessenekigenwert.
Die in der QuantenmechanikuftretenderMatrizensind allesamtso, dal3es eine Basis
ausEigervektorengibt.

FallsesalsozueinerMatrix A eineBasisausEigervektorerngibt, konnen
wir siealsobeZiglich dieserBasisals Diagonalmatrixdarstellen.

Offensichtlichist mit einemVektorv auchjedesVielfache(aul3erdem
nachDefinition ausgeschlossenétullvektor) ein Eigervektorzumsel-
benEigenwert;allgemeineiist socar jedeLinearkombination(aul3er0)
von Eigervektorenzum Eigenwert\ wiederein Eigervektor zum Ei-
genwert), d.h. die Eigervektorenzu einemfestenEigenwert) bilden
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zusammemit demNullvektor einenUntenektorraumvon V', denso-
genanntertigenraumvon .

Definition: Die DimensiondesEigenraums/on A heif3tgeometrisbe
MelfachheitdesEigenwertsh.

Lemma: Sind vq,...,v, € V Eigervektorender Matrix A zu ver-
schiedenerkEigenwerten\,, . .., A,., sosind dieseVektorenlinear un-
abhangig.

Beweis: Angenommeny, . .., v,. seienlinearabrangig.Dannkonnen

wir eineZahl2 < s < r finden,sodalRzwarv;, ..., v, linearabkangig
sind,nichtaberv,,...,v,_;. Esgibt daherSkalarex, € k, sodal3

oyt +tau, =0

ist. Wendenwir beideSeitendieserGleichungmit A multiplizierenund
beachtendal3Av, = A,v, ist, folgt, daf3auch

o v+ +ta A v, =0

ist. Andererseitkonnenwir obigeGleichungaucheinfachmit A, mul-
tiplizierenmit demErgebnis

Agoqug +o-+ A a0, =0.

DurchSubtraktiorderletztenbeidenGleichungervoneinandeerhalten
wir einelineareAbhangigleit

a;(Ag — APvp +-- a1 (A —A;_1)vs 1 =0

zwischenwvy,...,v,_;. Da diese Vektoren linear unabléangig sind,
musseralle KoeflizientenverschwindenDadie Eigenwerte),, - - -, A,
aberallesamtverschiedersind,ist diesnur moglich, wenna; bisa,_4
verschwindenWegen v, 7 0 muf3 dann aber auch o, verschwin-
den,im Widerspruchzur angenommeneinearenUnabtangigleit von
Ugy .-y Vg

|
b) Vielfachheiten von Eigenwerten: Ist z eine Nullstelle einesPoly-
noms f(X), sokann f(X) bekanntlichdurch(X — z) geteiltwerden,
und z heil3tr-fache Nullstellevon f(X), wenn f(X) durch(X — x)"

teilbarist, nichtaberdurch(X — z)"**.
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Definition: Wir sagengder Eigenwert)\ von A habedie algebraische
Vielfachheit 7, wenn A eine r-facheNullstelle des charakteristischen
Polynomsdet(A — AF) ist.

Im obigenBeispielhattealsoder EigenwertNull die algebraisch&/iel-
fachheitzwei, die andererbeidenhattenalgebraisch&ielfachheiteins.
Die Dimensiondesjeweiligen Eigenraumsdie geometrisch&/ielfach-
heit also,war genausa@rol3,jedochmuf3diesim allgemeinemichtder
Fall sein:Fur die Matrix
1 1
+=(5 1)

etwa hatdascharakteristisch@olynom
1— A 1

0 1— )
die doppelteNullstelle eins, A = 1 ist alsoein Eigenwertmit algebrai-

scherVielfachheitzwei. Der zugeldrige Eigenraumist die Losungs-
mengedeslinearenGleichungssystems

det(4d — \E) = ‘ =(1— \)?

Oz, +1z,=0
0.731 + Omz =0 ,
alsogeradadie Mengealler VektorenderForm (g) undsomiteindimen-

sional.Die geometrisch&/ielfachheitdesEigenwertinsist dahemur
eins.

DasBeispielder Abbildung
¥ — y sing
R? s R2: x x COS
T (y) ~ (ycosﬁm:sim}l
mit Abbildungsmatrix
_(cos¥ —sing 252
A= (sinﬁ cosﬁ) €R

zeigt,daRestiberhaupkeine Eigenwertegebenmul3,dennhier ist das

charakteristisch®olynomgleich

cosy — A —sind
siny cosy — A

‘ = (cosy — \)? +sirf 4 .
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AbgesehewomFall sing = 0, wennA gleichderpositvenodernegati-
venEinheitsmatrixst, hatdiesesPolynomkeinereelleNullstelle,daes
nurpositve Werteannimmt.Eshatabematirlich die beidenkomplexen
Nullstellen

Ay = cost +ising = e ;
fasserwir ¢ als Abbildungvon C? nachC? auf, gibt esalso zwei Ei-
genwerteBeidehabendie algebraischeind geometrisch&/ielfachheit
eins; zugelbrige Eigervektorensind etwa () und (_}). Wahlenwir
diesebeidenVektorenals Basis,so wird die Abbildungsmatrixvon ¢
beZiglich diesemeuenBasiszur Diagonalmatrix

e'éﬁ O
0 6—7,19 .

Allgemeingilt fur die algebraischenndgeometrischeWielfachheiten
von Eigervektoren

Satz: a) Die geometrisché&/ielfachheiteinesEigenwertdst stetsklei-
nerodergleichderalgebraischeWielfachheit.

b) Die Summeder algebraischeWielfachheiterderverschiedeneki-
genwerteeinerlinearenAbbildungistkleinerodergleichderDimension
desVektorraums.

Beweis:a) Der Eigenwerth dern x n-Matrix A habedie geometrische
Vielfachheitr, d.h. der zugelorige Eigenraumhabedie Dimensionr.
Wir wahleneineBasisb,, . . ., b, diesesEigenraumsind erganzensie
zu einerBasisdesgesamterVektorraumspeziglich dieserBasissei C
die AbbildungsmatrixderlinearenAbbildung

. k" — k"
& vis Av

Dab,,...,b, Eigervektorenzum Eigenwert\ sind,ist ¢(b,) = Ab,. In
denerstenr Spaltenvon C' stehtalso jeweils in der Diagonalendas
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Element\ undansonstemiberalldie Null. A hatsomitdie Form

()\ O ... 0 x ... *\
O X ... O * ... %
. 0 0 ... A x ... x |

O 0O ... O

Do M

\O O ... 0 /

wobei uns weder die mit * bezeichneterKodrperelementenoch die
(n —r) x (n — r)-Matrix M weiterzuinteressieretrauchen.

Fur C — z F gilt dasselbenur dal3jetzt A — x in der Diagonalersteht,
d.h.dieseMatrix hatdie Form

()\—w 0 0 * *\
0 A—2x ... 0 * *
0 0 0
5 L M —xE, _,
\ 0 0 0 /

wobei E,, .. die (n —r) x (n — r)-Einheitsmatrixbezeichnet.

Zur BerechnunghrerDeterminanternerwendemwir denLAPLACESchen
EntwicklungssatzDain derersterZeile (oderSpalte)nuranderersten
Stelleein von Null verschiedeneEintragsteht,ist dieseDeterminante
gleich(\ — z) mal der DeterminantgenerMatrix, die durchStreichen
derersterZeileundSpalteentstehtFallsr > 1ist, hatdieseneueMatrix
dieselbeForm, wir konnenden LAPLACESchenEntwicklungssatalso
nocheinmalanwenderusw; wir erhaltenschlief3lich

de{(C —zE)=(\ —z)"de(M — zFE,,_,).
Somitistdet(C — zF) durch(z — \)" teilbar.

Was uns wirklich interessiert,ist aber nicht de{C' — zFE), sondern
det(A — zF). Ist B die Matrix desBasiswechselgonderStandardbasis
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desk™ aufdie Basis{bl, e ,bn}, jeneMatrix also,derenSpaltenek-
torendie b, sind,soist C = B~*AB und

de(C — zE) = det(B~*AB — zE) =de{(B~'AB — :B~'EB)
= det{ B(A — zE)B ') = detB det(4 — zE)(detB) *
= det(d — zE) .

A und C habenalsodasselbeharakteristisch®olynom,und somitist
auchdascharakteristisch®olynomvon A durch(x — \)" teilbar Die
algebraisch&/ielfachheitvon )\ ist dahemmindestens:.

Unablangigvon diesemErgebniswollen wir nochfesthaltendal3nach
der geradedurchgetihrtenRechnungtr eine beliebigeMatrix A und
eineinvertierbareMatrix B die beidenMatrizen A und BAB~?! das-
selbe charakteristischd&>olynom haben;insbesonderdabenalso die
AbbildungsmatrizereinerlinearenAbbildung zu verschiedeneBasen
dasselbeharakteristisch®olynom.

b) Sind A\q,..., ), die verschiedenerEigenwertevon ¢ und sind
r4,...,T, INrealgebraischewielfachheitensoist dascharakteristische
Polynomdei(A — x F) teilbardurch

(=AD" (=A™

Diesist ein Polynomvom Gradr; + - - - + r,, wohingegendascharakte-
ristischePolynomGradn hat;daherist

rit---+tr,<n,

dennderGradeinesTeilerskannnichtgrof3erseinalsderdesPolynoms

selbst. .

c) Eigenwerte symmetrischer und Hermitescher Matrizen: Wie wir im

letztenParagraphegesehemabenkanndie geometrisch&ielfachheit
einesEigenwertskleiner seinals die algebraischeundim Falle einer
reellenMatrix miissemicht auchdie Eigenwertereell sein.In diesem
Abschnittwollenwir sehendalRsolcheDinge bei symmetrischergund
auchdennochzudefinierendefERMITESChenMatrizennichtmoglich

sind.
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a) Fur eine Matrix A = (a;;) € C™™" bezeichnerwir die Matrix
A = (a;;) alsdie zu A konjugiertkomplexe Matrix.
b) A € C™*™ heiRtHERMITESCh,falls AT = A ist.

(%1 Uy
c) Zu einemVektor v = : heil3tv = : der konjugiert
komplexe Vektor. v v,

n n

Schlie3lichwollenwir Vektorenhier mit 1 x n-Matrizenidentifizieren;
insbesondereschnenwir mit dem, transponierteiVektof

vl =(vy,...,v,).

Mit dieserBezeichnungkann das Standardskalarprodulweier Vek-
toren v,w € R" als Matrixprodukt vTw geschriebernwerden; das
Standard-tRMITEScheProduktin C" ist entsprechend” .

Dadie komplexe KonjugationaufR keineWirkung hat,ist eineHERMI-

TEscheMatrix mit reellenEintrageneinfacheinesymmetrisché/atrix;

wir kdonnenunsim folgenderbeidenBeweisendaherauf HERMITESche
Matrizenbeschanken und erhaltentrotzdemErgebnissedie auchfir

reellesymmetrischéVatrizengelten.

DasHauptzieldiesesAbschnittsist

Satz: A seieine symmetrischeeelle oder HERMITESChe (komplexe)
Matrix.

a) Dannsindalle Eigenwertevon A reell.

b) Eigervektorenzuverschiedenekigenwertersindorthogonabezig-
lich desStandardbzw HERMITESChenSkalarprodukts.

c) Fur jedenEigenwertvon A ist die geometrisché&/ielfachheitgleich
deralgebraischeWielfachheit.

d) R™ bzw C™ hateineOrthonormalbasiausEigervektorenvon A.

Beweis: a) Ist A € C ein Eigenwertvon A, so gibt esnachDefinition
einenVektorv Z 0, sodalRAv = \v ist. Da die komplexe Konjugation
mit samtlichenGrundrechenartevertauschbaist, folgt, daf3

Av =7, dh. vTAv=vT Ao =) vT7.
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Bislanggilt allesnochfiir beliebigen x n-Matrizen;umdie Symmetrie
bzw HERMITE-Eigenschafvon A ins Spiel zu bringen,betrachterwir

denVektor(T Av) = vT AT.DanachVoraussetzung? = Aist,kdnnen
wir dierechteSeitederGleichungauchalsv” A schreibenynddielinke
Seiteals (\v)T = M7, dav Eigervektorvon A ist. Somitkénnenwir

die ZahlvT A7 auchschreiberals

v AT = (’UT Z)@ = 0T 7.
Somithabenwir die beidenDarstellungen
vITAr =X vTt und vTAv=Xv"T7,

die nur dannbeiderichtig seinkonnenwenn = X undsomitreell ist;
dennv” 7 kannwegenderDefinitheitHERMITESCherSkalarproduktéiir
einenVektorv # 0 nichtverschwinden.

b) v seiEigervektorzumEigenwert\, undw seiEigervektorzumdavon
verschiedenek&igenwerty, d.h.

Av=X v und Aw=pw und AFu.
Dannist

MoTw = Ow)Tw = (Av)Tw = oT ATw

= vl Aw = vl Aw =vTaw = v w .
Wie wir schonwissen,sind alle Eigenwertereell, d.h.z = u # .
Die obigeGleichungskttekanndahemur richtig sein,wennv” @ ver-

schwindetd.h.wennv undw orthogonakind.

Beim Beweis von ¢) gehenwir im wesentlichergenausovor wie im

vorigen Abschnitt, als wir zeigten,dalRdie geometrisché/ielfachheit
eines Eigenwertsstetskleiner oder gleich der algebraischenst; die
zusatzlicheAnnahmeiberdie Matrix A wird zeigendaf3hierdiebeiden
Vielfachheitersogar gleichsind.

A seialsoein Eigenwertvon A mit geometrischeWielfachheitr, d.h.
derzugefdrigeEigenraumhabedie Dimensionr. Wir wahleneineBasis
{by,...,b,} davon und erganzensie zu einerBasisB = {by,...,b,}
desgesamterVektorraumsV = R™ oderC"™. Indemwir notigenflls
dasGRAM-ScHMIDTscheOrthogonalisierung®rfahrenanwenderund
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anschlieBendie Langeraller Vektorenauf einsnormierenkonnenwir
annehmendalessichdabeium eineOrthonormalbasifandelt.

Nun betrachterwir die lineareAbbildung
o V-V, v Av.

Beziglich der Standardbasibat sie A als Abbildungsmatrix;fur uns
interessanteist aberdie AbbildungsmatrixC' beziglich derneuenBa-
sis B. Dazusei B die Matrix mit Spaltenektorenb,; da der Eintrag
ander Stelle (i, ) einesMatrixproduktsdas(Standard-)Skalarprodukt
desi-ten ZeilervektorsdeserstenFaktorsmit dem j-ten Spaltenek-
tor deszweitenFaktorsist, stehtan der Stelle (, j) der Matrix BT B
das(StandardHErRMITEscheProduktder Vektorenb, undb,. Da B als
Orthonormalbasigenvahltwurde,ist daher

BTB=E unddamit BT=B '=B-1.

Aus dieserFormelfolgt, damit A auchC' eine HERMITESCheMatrix
Ist, denn

CT=(B'AB) =BT AT i(B") '=B-14AB=B14AB=C.

Die erstenr Basis\ektorend, sind Eigervektorenvon A zum Eigen-
wert A; furi < r ist daherp(b;) = A\b;, d.h.in deri-ten Spaltevon C
stehtanderi-tenStelledie reelleZahl A undansonstefiberalldie Null,
genauwie auchim vorigenAbschnitt.Im Gegensatzu dort habenwir
nun abereine HERMITESCheMatrix; dain der i-ten Spalteabgesehen
von A aufderHauptdiagonalemur Nullen stehenmul3daherdasselbe
auchfir die i-te Zeile gelten;die Matrix C' hatalsodie Form

A 0 ... O o ... O

/O A ... O o ... O\
C:oo.;x 0 ... 0

O 0O ... O

Lo M

\O O ... 0 )
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wobei M eine(n — r) x (n — r)-Matrix ist, die uns nicht weiter zu
interessieremrauchtDamithatC — zE die Form

()\—a: 0 0 0 O\

0 A—x ... 0 0 0
0 0 .. A-z 0 . 0
0 0 0
5 Lo M —xE, _,

\ 0 0 0 /

wobei E, .. die (n —r) x (n — r)-Einheitsmatrixbezeichnet.

Wiewir unsschonm vorigenAbschnittiiberleggtenbeimBeweis,dalkdie
geometrisch&/ielfachheiteinesEigenwertammer kleiner odergleich
deralgebraischerst, habenA undC dasselbeharakterisch@olynom;
dawir die Matrix C bessekennenfechnerwir mit ihr.

Wie in Abschnittd) folgt auf GrundderobigenFormderMatrix C —x E
ausdemLAPLACEschenEntwicklungssatzgald

de(A — zE) = de(C — zE) = (A — z)" de{(M — 2E,__)

ist, wobei E, . die (n — r) x (n — r)-EinheitsmatrixbezeichnetWir
musserezeigen,dalidie algebraisch&/ielfachheitvon A genaugleichr
ist, daRalso\ keineNullstellevondei(M — zE,,_,) seinkann.

Ware Nullstellevondet(M — zE,,_,.), sohatte M denEigenwert,
esgabealsoeinen(n — r)-dimensionalertigervektorw von M. Wegen
derspeziellenlFormderMatrix C ist fur jedenEigervektor

()

w = : von M derVektor v =
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einEigervektorvonC unddamitvon A —Eigervektorerhangerschliel3-
lich nur von derlinearenAbbildung ab, nicht von einerspeziellenAb-

bildungsmatrix Dies widersprichtaberder VoraussetzungjalRder Ei-

genraunzumEigenwert\ vonb,, ..., b, erzeugwird, dennv ist linear
unablangigvon dieseny,.

Also hat A die algebraisch&/ielfachheitr, undc) ist gezeigt.

d)istnuneineeinfacheFolgerungausdenubrigenAussagemnddemso-
genanntefrundamentalsatder Algebra, wonachedeseelleoderkom-
plexe PolynomiberdenkomplexenZahlenin Linearfaktorenzerfallt:

Wir wissen,dal3die Summeder algebraischeWVielfachheiteraller Ei-
genwertegleich der Dimensionn des Vektorraumsist und daf3 alle
Eigenwertereell sind; da die algebraischemgleich den geometrischen
Vielfachheitersind,gibt esalson Eigervektorendie eineBasisvon V'
bilden.

Fur jeden einzelnenEigenraumkonnenwir die Eigervektorennach
GRAM-SCHMIDT so wahlen,daf3sie eine Orthonormalbasisilden; da
Eigervektorenzu verschiedeneiigenwerterstetsorthogonalsind, ist

die VereinigungsmengeieserBasenOrthonormalbasison V.
|

e-e-e-e-e



Kapitel 2
Der wirtschaftliche Wert von Information

In diesenKapitelwollenwir sehenwie wir denWertderinformationei-
nerZufallsvariablenquantifiziererkdnnen DieserWert hangtnaiirlich
starkvom Umfeld ab und kannnur in Abhangigleit davon betrachtet
werden.

Wir interessiereminshaupt&chlichfur Anwendungenm Portfolioma-
nagementpetrachteraberzum bessererVerséindnisder Grundideen
zunmchstdenmathematiscldeutlicheinfachererfall von Pferdevetten.

81: Pferdewetten

Bei einemRennenstartenm Pferde,wobei dask-te mit einer Wahr
scheinlichleit p, siegenwird. Vor demRennerkonnenWettenaufden
Siggerabgeschlossewerden.Dazulegt der Wettanbieterfur jedesder
PferdeeineQuoteo,, fest:Wer einenEinsatze auf dask-te Pferdsetzt,
verliert diesenEinsatz falls ein andere?ferdgewinnt; wenner richtig
getippthat, bekommter daso,-facheseinesEinsatzesausbezahlthat
alsoeinenGewinn von (o, — 1)e.

Um nicht gegebenerdlls alles zu verlieren, wird ein Spieler seinen
Einsatzoft auf mehrerePferdeverteilen;dieseVerteilungbeschreiben
wir durchein Portfolio, d.h. einenVektor (b,,...,b,,) mit b, > 0 fur
allekund>_7", b, = 1;dabeisollb,, festlggen,dalvomGesamteinsaiz
derTeil b, e auf dask-te Pferdgesetzivird.

DasRennerselbsbeschreibewir durcheineZufallsvariableX , dieden
Wert £ annimmt,wenndask-te Pferdsiegt. Die weitereZufallsvariable
S(X) gibt an, womit der Einsatzam EndedesRennengnultipliziert
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wird; fur X = k istdasS(k) = b,0,, dennnur der auf dask-te Pferd
gesetzteTeil desEinsatzesvird mit o, multipliziert; der Restverfallt.
Der Erwartungswerfir S(X) ist somit

E(S(X)) Zpkbkok

Eine moglicher Stratgie zur OptimierungdesPortfoliosist die Maxi-
mierungdiesesErwartungswertsgda sowvohl die Zielfunktion als auch
die Nebenbedingungeandie b,, linearsind,handeltessichhierumein
Problemder linearenOptimierung,d.h. dasMaximum wird in einem
Eckpunktangenommen.

Die EckpunktedeszulassigerBereichssind die Punkte,in denenein
b, = 1 ist, wahrendder Restverschwindetfur diesePortfoliosist der
Erwartungswertron S(X) gleichp,0,.. Bei dieserStrat@ie setztman
alsodengesamtelkinsatzaufdasjenigd>ferd beidemdasProduktp, o,
maximalwird. Fir jemand,derjedeWocheeinekleinereSummesetzt,
derenTotalverlusterverschmerzehkann,ist dasdurchauginesinnvolle
Stratgie; man muld aberbedenlen, dal3die Wahrscheinlichkit eines
Totalverlustsmit 1 — p,. sehrgrofd seinkann: Das maximaleProdukt
konntebeispielsweiseinemkrassermulRenseiteentsprecherfiir den,
da niemandmit seinemSieg rechnet,eine grol3eQuoteo, angeboten
wird.

Wir betrachterPferderennehieralsEinstieg in dasdeutlichkomplexere
Gebietder Kapitalanlagehier ist eine Stratgie mit sehrwahrschein-
lichem Totalverlust natirlich nicht akzeptabelund wir miissenunser
Optimierungsproblemandersstellen.

DerAnsatz,denwir hierverfolgen,gehtzuriickaufeineArbeitvonJ.L.

KELLY JR. vonden(im Rahmerder Offnung desamerikanischeffele-
phonmarktanzwischenaufgeteilten)Bell TelephoneLaboratories,die
diesenm Juli 1956in derenForschungszeitschrittnterdemTitel A New
Interpretation of Information Rateveroffentlichte. Er bringt Nachhal-
tigkeit dadurchins Spiel,daf3ervon einervielfachenwiederholungles
RennensausgehtAnstelle eineseinzigenRennenspeschriebemurch
eine Zufallsvariable X, betrachterwir also eine grofieAnzahln von
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RennenpeschriebemurchunablangigeZufallsvariablenX, ..., X,
die allesamtdieselbeVerteilungsfunktionhabenwie X. Beim ersten
RennenX,; setzenwir den Einsatzgenaf} dem gewahlten Portfolio,
bei jedemfolgendenRennensetzenwir die Auszahlungdesvorigen
RennengiemalRdiesemPortfolio. Nachn Rennerist derurspiingliche

Einsatzdannmultipliziert mit

S, = ﬁ S(X,).
=1

Eine nachhaltigeStratgie konntedaraufbasierendallsS,, als Funktion
vonn zumindestm Mittel moglichstschnellwachsersollte. Stratgien
mit hohemRisiko einesTotalverlustssind dadurchpraktischausge-
schlossendennsobaldein S(X;) verschwindet,st S,, = O fur alle
n > 1.

JOHN LARRY KELLY JR. (1923-1965arwahrenddeszweiten
Weltkriegs vier Jahrelang Pilot bei der US Air Force; nach
demKrieg beganner ein Physikstudiuman der University of
Texasin Austin,daser 1953mit derPromotionabschlol3Nach
dem Studium arbeiteteer bei den Bell Labs unter anderem
auf demGebietder Sprachsynthes@ei der Anwendungder
Informationstheorieauf die Spieltheoriearbeiteteer eng mit
SHANNON zusammergerdie Resultatém GegensatzuKELLY
auchwirklich in LasVegasanwendete.

Das Wachstumserhaltenvon S,, kannam bestenmittels des Erwar-
tungswertglesLogarithmusvon S(X) beschriebenverden:

Definition: Die VerdoppelungsrateinesRennensnit Portfolio b und
Wahrscheinlichkitswverteilungp ist

W(b,p) = E(logS(X)) = > p;10g,(bs05)
k=1

Lemma: S,, wachstals Funktionvon n mit Wahrscheinlichkit eins
asymptotisctwie 2" ®:p),

Beweis:Dawir die hypothetischeWiederholungenX,; alsunablangig
annehmensind auchdie Zufallsvariablenlog, S(X;) unablangig,und
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siehabemallesamtieselbeVerteilungwie log, S(X). NachdemGesetz
dergrofRenZahl konvemiert

1 1 <&
” log, S(X) = - Z log, S(X;)

=1
dahemit Wahrscheinlichkit einsgegendenErwartungswert
E(log, S(X)) = W(b,p),

derLogarithmusvon S,, wachstalsowie nW (b, p).
|

Wennwir ein moglichstschnellesWachstumvon S,, wollen, miissen
wir alsodie Verdoppelungsratd’ (b, p) maximieren.

Definition: Ein Portfoliob* heil3tlog-optimal,wennW (b, p) furb = b*
seinenmaximalenwWertannimmt.

(Dadie Bedingungerb,, > 0und > b, = 1 einekompakteTeilmenge
desR™ definieren,ist klar, daRdie stetigeFunktion W (b, p) dort ein
Maximumannehmemuf3.)

Zur Berechnungpineslog-optimalenPortfoliosarbeitenwir wiedermit
LAGRANGE-Multiplikatoren;umdie Ableitungeneinfachzu halten,ma-
ximierenwir anstellevon W (b, p) die dazuproportionaleFunktion

f(0) =W (b,p)-In2= p,Inb,o, .

k=1

Ihre partielleAbleitungnachb,, ist
Of(®) _ py .
ob, b’

die Nebenbedingungsfunktiof(b) = > b, — 1 hatpartielle Ableitung
eins.Im Optimummufesdaherein A € R gebermit

P

2 A oder p,=Xb, furallek.
k
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Dasowohldie Summeallerp,, alsauchdieallerb,, einssind,muf3A =1
sein,d.h.b, = p,. In diesemPunktb™ = p ist

W (b*,p) = W(p,p) = Y _ pi 109, pj.04

k=1
m m
= Zpk log, o, + Zpk log, py,
k=1 k=1
m
= Zpk log, o, — H(p) ;

k=1

wir musserzeigendalidiesdermaximalmoglicheWertfir W (b, p) ist.
Fur jedesPortfolio b gilt

m m b
W(b,p) = Zpk: log, b0, = Zpk log, <_kpk0k>
k=1 k=1 Pr

m m m b
=) pplogyo, +> log,py + Y pylog, -
k=1 k=1 =1 Py,

=" pylogy0, — H(p) — D(|IE) = W, p) — D(pb)
k=1

<W(@®*,p),

dadie KuLLBACK-LEIBLER-Distanz D(p||b) keine negativen Wertean-
nimmt. Sie verschwindeigenaudann,wennb = p = b* ist, alsoliegt
dortdaseinzigeMaximum.

DasoptimaleWachstumvon S, wird alsoerreicht,wennwir aufjedes
Pferdgenauden Anteil desEinsatzesvetten,der seinerGewvinnwahr

scheinlichleit entspricht.Bei der praktischenUmsetzungdieserwie
auchfastjederanderenStratgyie habenwir dasProblem,dal3wir die
Geawvinnwahrscheinlichkitennichtwirklich kennenwir konnensie nur
schatzenanhandvon friherenRennender beteiligtenPferdeund ahn-
lichenInformationen.GenaudasgleicheProblemhatfreilich auchder
Wettanbieterbei der Festlgung seinerQuoten:Auch er kenntdie p,,

nicht.
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Nehmenwir zurmachstan,erwolle seineQuotensobestimmendaljeder
Wetterim Mittel geradeseinerEinsatzzuriickbelommt,dal3derWettan-
bieteralsoim Mittel wedereinenGewinn nocheinenVerlustmacht.Fur
einenWetter der einenEinsatze auf dask-te Pferd setzt,ist die er-
warteteAuszahlunggleich p, o,.e; bei so einerfairen Wette sollte also
o, = 1/p, sein.DaderWettanbietedie p, nichtkennt,mul3er stattdes-
senmit einer gesclatztenWahrscheinlichkits\erteilung (r4, ..., 7,,)
arbeiterundo,, = 1/r, setzenpntsprechendimmtderWetteralsPort-
folio seineSchatzung(b, ..., b,,) der Wahrscheinlichkits\erteilung.
Die Verdoppelungsrateei dieserStratajie ist

m m b
W(b,p) =) 108, byo, = Y pilog, <_k&>

k=1 k=1 Pk Tk
< P~ p

_ k k

= Zpk log, re Zpk log, b,
k=1 k=1

= D(p||m) — D(pl|b),

d.h.die Verdoppelungsratist positv, wennderWetterdie Wahrschein-
lichkeitswerteilungbessegesclatzthat,und negativ, falls derBuchma-
cherdie besseré&chatzunghatte.

(EchteSportwettersind natirlich nie fair; hier sinddie Quotendeutlich
kleinerals1/r,, dennsovohl der WettanbietealsauchdasFinanzamt
und gegebenerdlls der Ausrichter des Rennenswollen ein sicheren
Gewinn einstreichen.)

Wer nicht professionellwuf Pferdewettet,durfte im allgemeinerkeine
realistischeChancehaben,die Gewinnwahrscheinlichkitenbesserzu

schatzenalseinerfahreneswfPferdaevettenspezialisierte$Vetthiro. Er

konnteaberseineChancerernbhen,indemer denRatvon Fachleuten
einholt, also zum Beispiel Spezialzeitschriftermder Rundbriefeabon-
niert. Da diesenicht umsonstverteilt werden,stellt sich natirlich die

Frage,ob sichdieserAufwandlohnt.

Abstrakt mathematischbetrachtetial3t sich der Wert solcherZusatz-
iInformation einfach berechnenWir kodierendie Informationin einer
ZufallsvariablenY und kénnennun die gemeinsaméVahrscheinlich-
keits\erteilungder beidenZufallsvariablenX undY betrachtenOhne
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Zusatzinformatiorwirdenwir mit einenPortfoliob = (b4,...,b,,) ar
beiten,dasaufunsereiSchatzungdesVektorsderWahrscheinlichkiten
beruht; mit Kenntnisvon Y verwendenwir stattdessemin Portfolio
b(y) = (b1(v), - . -, b, (), dasauf denbedingtenVahrscheinlichkiten
pe(y) = p(X = k|Y = y) unterder Nebenbedingund” = y beruht.
Die optimaleVerdoppelungsratehneKenntnisvonY ist, wie wir oben
gesehemaben,

W*(X) =) pjlogy 0, — H(X);
k=1
mit KenntnisvonY erreichenwir

WHX[Y) =D Y pe() 109 py,y)og, = Y  pylog, 0, — H(X|Y).
k=1 vy k=1

Die DifferenzzwischendenbeidenWertenist
AW =W*(X|Y)-W*(X)=H(X)—- HX|Y)=1(X;Y);

der Zuwachsbei der optimalenVerdoppelungsratest also geradedie
wechselseitigénformationderbeidenZufallsvariablen.

§2: Portfolio Management

WennmanZeitungsberichtderletztenJahrdiest,bekommtmandurch-
ausden Eindruck, als handelterselbstgroReBanken am Aktienmarkt
ahnlichwie Zocker, die bei Pferderenneralles auf einen Aul3enseiter
mit minimalenGewinnchancersetzenTrotzdemgibt esausSichteines
Mathematilers grof3eUnterschiedewischeneinemPferderennemind
einer Borse: Wahrendes beim Pferderennemmmer nur einen Sieger
gibt, kannesanderBorsedurchausrorkommendallaneinemTagalle
gehandelte\ktien gevinnenundaneinemanderenragalle verlieren.
Dabeigehtes,voneherseltenerAusnahmembgesehemeiGevinnund
Verlustnichtum allesodernichts,sonderrandenmeistenBorsentagen
um ehermoderateKursveranderungen.

Entsprechenkomplizierter mul? auch unsermathematische#odell
sein: Eine einzigeZufallsvariable,die den Gewinner desRennensde-
schreibt,genigt hier definitiv nicht meht
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a) DasModell

Wennwir von einerBorseausgehenander m Aktien gehandeliver-
den,braucherwir fur jedeeinzelneAktie eine eigeneZufallsvariable,
die derenEntwicklung beschreibt Wir gehender Einfachheithalber
davonaus,dalwir unsfur denWertdereinzelnenAktien nurin gewis-
sendiskretenZeitintenallen interessierengder Anschaulichleit halber
wird im folgendenmeist von einem Borsentagdie Redesein, beim
computegestitzten Handelan heutigenBorsenkann es sich bei die-
semZeitintenall aberauchdurchausum eine Minute odereinennoch
kleinerenZeitraumhandeln.

Fur jedederm Aktien betrachterwir eineZufallsvariable X, die an-
gibt, mit welchemFaktorderKursdieserAktie im betrachtete@eitraum
multipliziert wird. Wir musserrealistischerweisdavon ausgehendaf3
wir Uber die VerteilungsfunktionerdieserZufallsvariablennur wenig
wissen:Durch langfristige Beobachtundgkdnnenwir zwar einige sta-
tistischeKennwerteder Verteilungschatzen;da wir abernicht davon
ausgeherkonnen,dal3die Verteilungsfunktionangfristig stabil bleibt,
sind selbstdiese Schatzungenvon begrenztemNutzen,und uber die
exakteVerteilungsfunktiorwerdenwir nurin seltenerfFallenhalbweys
zuwerlassigeAussagemacherkonnen.n diesemParagraphemuf3es
daherzwangséufigdeutlichwenigerkonkretzugeheralsim vorigen.

Trotzdemarbeitenwir im wesentlichermit denselberBegriffen: Wir
beschreibendas Gescheherman der Borse durch den Vektor X =
(Xy,...,X,,) ausden Zufallsvariablenfur die Wertentwicklungder
einzelnenAktien und wahlenals Anlagestratgie wieder ein Portfolio
b = (by,...,b,,), dasangibt, welcherTeil des Anlagekapitalswir in
welcheAktie investieren.

Vom gesamterKapitaleinsatzK entfallt alsoderTeil b, K aufdie k-te
Aktie, unddieserwird am EndedesBorsentagsnit demWertvon X,
multipliziert. Der Wert dergesamtef\nlageist dannalso

Y b KX, =K-S(X) mit S(X)=) b,X,=(bX).
k=1 k=1

Eine mogliche Anlagestratgie konntedarin bestehendal3wir denEr-
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wartungswertler WertentwicklungS(X) maximiererwollen; da
E(S(X)) ZbkE(Xk)

linearin denb,, ist,wUrdedlesbedeutendanw allesKapitalin die Ak-

tie(n) mit demhochsterErwartungswerinvestierenDadietatsachliche
Entwicklungder Aktie nichtdurchdenErwartungswertsonderrdurch
denWert einerZufallsvariablebestimmiwird, ist klar, dal3soeineStra-
tegie ihre Risikenhat.

b) log-optimale Portfolios

Eine mogliche Alternative, die von manchenGrolirvestorenanschei-
nendauchwirklich angevendetwird, ist wiederder Ansatzvon KELLY:
Wir wahlendie Stratajie,beiderwir beibeliebighaufigerWiederholung
desBorsentagslie grol3teWachstumsraterzielen.Wir betrachteralso
anstelledeseinenVektors X eineFolge von VektorenX ® von jeweils
m Zufallsvariablen,wobei die X voneinandeunabtiangigsein sol-
len,aberallesamtieselbéV/erteilungsfunktionF” habenWir sucherein
Portfolio b, fir dasdie Folgeder

n
S, =[[s&x®)

=1
zumindestim Mittel dasgro3tnmbgliche Wachstumhat. Man beachte,
daRwir beidiesemAnsatzzwarvon einemfestenPortfolio b ausgehen,
daR diesessich abernicht auf die Anzahl, sondernauf den Wert der
Aktien bezieht.Da sich dieserWert standig andert,muf3 nach jeder
»Wiederholun§ einesBorsentagsler Aktienbestancheuausbalanciert
werdendamitwiederderAnteil b, desvorhandeneKapitalsin Aktie k
investiertist.

Um in diesemSinneoptimalePortfolioszu charakterisiererhetrachten
wir wiederdie Verdoppelungsaite als ErwartungswertlesLogarithmus
vonS(X), d.h.

W (b, F) = E(log, S(X)) = E(log,({b, X)) = /Iog2 (b, X) dF(z) .

Wie im Fall der Pferdavettengilt
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Satz: Mit Wahrscheinlichkit einswachsts,, wie 2" ®:F),

Auch derBeweisgehtim wesentlicherwie dort: NachdemGesetader
groRenZahlenkornvermiert

1 g 1 .
~log, S, = — D S(x®) = m ) "log, (b, X))
=1 =1

mit Wahrscheinlichkit einsgegendenErwartungswertonlog, (b, X),
alsogegenW (b, F)).

Definition: a) Die optimaleWachstumsrat®*(F’) ist dasMaximum
von W (b, F'), wobeib alle Portfoliosdurchiauft.
b) Ein Portfolio b heil3tlog-optimal,wennW (b, F') = W*(F) ist.

Dadie Mengealler Portfolioskompaktist, wissenwir, dalRW*(F’) exi-

stiertund dalReslog-optimalePortfolios gibt; dawir F' nicht kennen,
konnenwir allerdingswederdie VerdoppelungsrateW (b, F') nochde-
ren Maximawert W*(F') wirklich ausrechnenTrotzdemkonnenwir

einigeAussageruberdieseFunktionermachen:

Lemma: a) W (b, F) istlinearin F undkonka in b.
b) W*(F) istkorvex in F.

Beweis: a) Die Linearitat in F' folgt sofort ausder Linearitat der In-
tegration. Da der Logarithmuseine konkare Funktionist, gilt fur alle
A€ [0, 1]

log, ((1 — A)by + Aby, X) > (1 — A)log, (by, X) + Alog, (by, X) ;

ausder Monotonieder Integrationfolgt damitauchdie Konkavitatvon
W (b, F)inb.

b) F; und F, seienzwei Verteilungsfunktionenund ™ (F}), b*(F) sei-
en log-optimale Portfolios dazu.Dannist fur jedesA € [1, 0] auch
(1 — A)F; + \F), eineVerteilungsfunktiondaslog-optimalePortfolio
dazuseib* ((1 — A\)F; + AF,). Dannist

W*((1— A)F, + AF,) = W(b* (1= NF, +AF,),(1— N F, + )\F2>
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= (1— A)W(b* (1= NF+AF,), F1> AW (b* (1= NF,+AF,), F2)
< (1_)‘)W(b*(F1)a Fl) +)‘W((b*(F2)7 Fy) = (- A\W*(F)+AW™(F) .

Im Gegensatzur Situationbei denPferdavettengibt eshier natirlich
keinenGrundfur die Annahmegsgabenur einlog-optimalesortfolio;
eskanneineganzeReihedavon gebenWir konnenallerdingszeigen

Lemma: Die Mengeallerlog-optimalerPortfolioszu einerfestenVer-
teilungsfunktionf ist kornvex.

Beweis:b undb’ seienzweilog-optimalePortfolios.WegenderKonka-
vitatvon W (b, F) in b ist dannfir jedes\ € [0, 1]
W ((L = Nby +Aby) > (L — MW (by, F) + AW (by, F)
=(1-NW*(F)+ \W*(F)=W*(F).
Da W* nach Definition die maximal erreichbareWachstumsratest,

muBalsoW ((1 — \)by + Ab,) = W*(F) sein,d.h.auch(1 — A)by + Ab,

Ist einlog-optimalesPortfolio. .

c) Eine erste Charakterisierung log-optimaler Portfolios

Dawir nurweniguberdie Verteilungsfunktion¥’ wissen kannunsauch
einAnsatzvia LAGRANGE-MultiplikationenkeinkonkretesGleichungs-
systemiefern,anhandlessenvir einlog-optimaledPortfolioberechnen
konntenZusammemit der Konkavitatvon W (b, F') in b liefert er aber
einnitzlichesKriterium zur Charakterisieruntpg-optimalerPortfolios:

Satz: a) Ein Portfolio b* = (b7,...,b;,) ist genaudannlog-optimal
beziglich derVerteilungsfunktionF’, wennfirr jedesanderePortfolio b

gilt:
() <t

b) Ein Portfoliob® = (b7, . . ., b},) istgenaudannlog-optimalbeziglich
derVerteilungsfunktiont’, wenn

E((bfé()) <1 flrallek.
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c) Ist fur ein log-optimalesPortfolio b* die k-te Komponenteb;, von
Null verschiedensoist socar

E(<bf’fx>>:1'

Beweis: a) Wie immerwennwir differenzierermiissenbetrachterwir
die Wachstumsratdeziglich des natirlichen Logarithmus, also die
Funktion

V(b)=W(b,F)-In2=E(In (b, X)) .
DaauchdieseFunktionkonkav ist, hatsiegenaudannein Maximumin
einemPunktb* deszulassigerBereichswennihre Richtungsableitung
entlangder Strecle von b* zu irgendeinemanderenPortfolio b stets
kleiner oder gleich Null ist. (Wegen der Korvexitat der Menge aller
Portfoliosliegt dieseStrecle im zulassigerBereich.)

Die VerbindungsstreekbestehtausdenPunktenb, = (1 — A\)b™ + Ab
mit A € [0, 1] und
dv (by)
dA

= 4 B(In (b, X))

A=0* A=0*
— i In<b aX>_|n<b*7X> <b ’ >
“foE () = mE ()
1— N (", X +)\(b X)
=% )\E <' (b, X )

==t (12 (5 1))

Aus derTAYLOR-Entwicklungvon

2 3 4
i i i
nl+z)=2— —+— — — +
Aro)=2-F+3-73
oderauchausdemMittelwertsatzder Differentialrechnundplgt, daf3
. In(1+
lim n(1+ \x) _

A—0 A

Ist, alsokonnenwir die Ableitungweiterausrechneals

dv(b)\) — <b7X> .
A=0* E(<b*aX>> L

dA\
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b* ist somitgenaudannein log-optimalesPortfolio, wenndiesfir alle

Portfoliosb kleinerodergleichNull ist, unddaswiederumist aquvalent
zur UngleichungE (%) <1

b) Daalle b, > 0sindund

IE(<<bX )‘1 Z”k (b X>>‘1

kin: ( (b X>>_l>

ist, gilt die Bedingungausa) genaudann,wennalle &:1 sind.

b*

)

c) Falls b} nicht verschwindetbetrachterwir jenesPortfolio b, das
dasgesamteKapital in die k-te Aktie investiert.b™ ist danneininnerer
PunktaufdemDurchschnitderGeraderdurchb® undb mit derMenge
aller Portfolios;daherhatV (b) aufdiesemDurchschnitgenaudannein

Maximumin b*, wenndortdie Richtungsableitungogar verschwindet,

d.h. ( mul3gleicheinssein.
(b*, X))

Die Bedingungausa) sagtinsbesonderejaldlog-optimalePortfolios
auchbeziglich des Erwartungswertdes Quotientender Gewinnent-
wicklung optimal sind; sie erfullen alsoauchein kurzfristigesOptima-
litatskriterium.

Nach der hier betrachtetertratgie wird nachjedem Borsentagdas
vorhandendapital soreinvestiert,da3der Anteil b, aufdie k-te Aktie
entfallt. Welcher Teil desKapitals am Ende des Borsentagan wel-
cher Aktie steckt,hangtnatirlich von der konkretenEntwicklungam
jeweiligen Tag ab, aberfur ein log-optimalesPortfolio b* kdnnenwir
zumindestden ErwartungswertberechnenDas gesamteKapital nach
Handelsschluftst das{b*, X )-fachedesAusgangskapitald<, und aus
demInvestmenty;, K in die k-te Aktie wurdeein Betragvon b, K X, .
Der Anteil derk-tenAktie istdaherb; X,/ (b*, X') mit Erwartungswert

E<<ZE,€?>> - zE(wf%) =
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unablangigdavon, ob b;, verschwindebdernicht. Zumindestwasdie
Erwartungswertdetrifft, bleibendie Anteile alsostabil.

d) AsymptotischeOptimalit at
Wennwir von einerBorseausgehenpeiderdie Verteilungsfunktion’
ubereinenangererzeitraumfestbleibt,konnenwir dieKELLY-Stratgie

stattauf hypothetischéViederholungereinesBorsentagsuchauf die
FolgederBorsentaganwenden.

Da die Verteilungsfunktionkonstantbleibt, ist auchdaslog-optimale
Portfolio jedenTag dasgleiche;wir investiereralsonacheinemfesten
log-optimalenPortfolio b*, wobeiwir zu Beginn einegedesBorsentags
dafur sogen, dal3 unablangig von der Kursentwicklungdes Vortags
wiederderAnteil b7, desAnlagekapitalsn Aktie &k investiertwird.

Diese Stratgie erscheintrecht unflexibel, wenn wir stattdessemlas

Portfolio jedenTag neufestlegenin Abhangigleit von der bisherigen
Kursentwicklungder Aktien, konnenwir moglicherweisesin besseres
Ergebniserzielen.

Definition: EinekausaleAnlagestatagie ist eineFolge von Abbildun-

gen
@™,

L) W OO R )

diein Abhangigleit von denKurs EntwicklungenX ) = 20 fiir j < i
dasPortfolio fur deni-tenBorsentadestlet.

Eine einfacheAbschatzungzeigtaber dalimantrotz dergroRererFle-
xibilitat mit einersolchenStratgjie zumindesim Mittel keinebesseren
Ergebnisserzieltals mit derlog-optimalenStrateie:

Lemma: BezeichnetS, = [[, S(X®) die Wertentwicklungnach
n Tagenflr eine kausaleAnlagestratgie, so ist E(log, S,,) < nW*,
wobeiW* die Verdoppelungsrateéerlog-optimalenStratejie ist.
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Beweis: Der Erwartungswertionlog, S,, ist hochstengleich

b, b(n) b, b(n)

max [E(logS,)= max E (Z log, <b("),X(")>>
=1

_ (@) v@\) = *

3 r?(ng(logz (B, XW)) =nW™*. _
Nun wissenwir freilich, daRder Erwartungswerallein nochnicht viel
aussagtdasgeradebevieseneLemmaschliel3tnicht aus,dal3wir mit
einer geeigneterkausalenStratayie vielleicht doch mit hoher Wahr
scheinlichleit besserfahrenals mit der log-optimalen.Um zu sehen,
daRauchdasnicht der Fall ist, berbtigenwir zurdchstzwei Aussagen
ausder Wahrscheinlichkitstheorie als erstessineneinfachenSpezial-
fall derUngleichungvon MARKOV:

Lemma: Ist X eineZufallsvariable die nichtnegative reelleZahlenals
Werteannimmt,soist fur jedesa > 0
E(X
pX > a) < 20
a

Beweis: x,(z) seidie charakteristischEunktionderMengeallerreeller
ZahlengroRerodergleicha. Dannist, wennP dasWahrscheinlichkits-
mal3bezeichnet,

0= [x@ars (@i [Zap=22

a

Lemma von Borel und Cantelli: E;, E,, ... seieine Folge von Er-
eignisserderart,daB® "< p(E;) korvemgiert. Dannist die Wahrschein-
lichkeit fur dasEintretenvon unendlichvielendieserEreignisseagleich
Null.

Beweis: Die Wahrscheinlichkit dafur, daRirgendeinEreignis £, mit
k > n eintritt, ist hochstensp,, = > "= p(E;); wegen der voraus-
gesetzterKornvergenzder Summebilden die p,, eine Nullfolge. Falls
unendlichviele der EreignisseE; auftreten,tritt insbesonderéir je-
desn mindestenginesmit 7 > n ein; die Wahrscheinlichkit fur das
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Eintretenunendlichvieler der Ereignisseist somitfir jedesn kleiner

odergleichp,,. DamitmufRdieseWahrscheinlichkit gleichNull sein.
|

EMILE BOREL (1871-1956wurdein Saint-Affrique in

den Pyreraen als Sohn eines protestantischerGeist-
lichen geboren.Ab 1889 studierteer Mathematikan
der Ecole Normalein Paris, wo er 1893 promovier-

te. Danachbekamer zurachsteine Stelle als mdtre

de conkrencean der Universitt von Lille, drei Jahre
spateran der Ecole NormaleSugerieure;von 1899bis

1902lehrteer am Collegede France.1909richtetedie

Sorbonnespeziellfur ihn einenLehrstuhlein, dener
bis 1941innehatte Ab 1924 war er auchpolitisch ak-

tiv als Abgeordneteder Nationahersammlung1924—
1936) und als Marineminister(1925-1940) Wahrend
deszweiten Weltkriegs kampfteer fur die RésistanceSeinemathematischerbeiten
kommenausfastallen Teilgebietender Mathematik;besonderbekanntsind seineBei-

tragezur Mal3- und Wahrscheinlichkitstheoriesowie zur Theoriereellerund komplexer
Funktionen.

FRANCESCO PAOLO CANTELLI (1875-1966)wurde in
Palermo geborenund studiertean der dortigen Uni-
versitat Mathematik. NebenseinemStudium arbeite-
te er aucham dortigen Obsenatorium und veroffent-
lichte verschiedeneArbeiten Uber Astronomie. Von
1903 bis 1923 arbeiteteer als Aktuar fur eine Versi-
cherungund besclaftigte sich mit Anwendungender
Wahrscheinlichkitstheorie;danachlehrte er Finanz-
und Versicherungsmathemati#urachstan der Univer-
sitat von Catania,ab 1925in Neapelund ab 1931 bis
zu seiner Emeritierung1951 in Rom. Nebenvielen
andererArbeitenzur Wahrscheinlichkitstheoridbewvieserunteranderenmauchdasstarle
GesetalergrolienZahlen.

AulBerdenmseinochanzweiBegriffe ausder Analysiserinnert:

Definition: a) EinereelleZahl z heiRtHaufungspunkderreellenZah-

lenfolge(x,,),,cn, Wenneszujedeme > OunendlichvieleFolgenglieder
z,, gibtmit |z —z,| <e.

b) Der kleinste Haufungspunkteiner Folge wird als Limes inferior

lim z, bezeichnetdergroRtealsLimessuperior lim z,,.

n— 00 n— 00
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Damitkdnnenwir nunbeweisendalkeineStrateyie langfristigwesent-
lich besseseinkannalsdie log-optimale:

Satz: XU, X®@ _  seieineFolgeunablingigeiVektorervon Zufalls-
variablendie allesamtVerteilungsfunktiont” haben Daslog-optimale
Portfolio dazusei b*, und b, 5@, . .. seiirgendeinekausaleAnlage-
stratgjie. Dann gilt fur die WertentwicklungenS;; = T[], (b*, X@)
undS,, = [T, (8%, Xx@) mit Wahrscheinlichkit eins,daR

— 1 S
lim =log, =2 <0.
n—oco n gZS,;"l_

Beweis: Wie wir ausAbschnittc) wissen,ist der Erwartungswerton
S,/ S, kleinerodergleicheins;nachderUngleichungvon MARKOV ist
daher

p(S,, >n25;';)=p(% >n2) < i

Dad 2 L korvemwiert,sagtunsdasLemmavonBORELUNACANTELLI,

n=1 n2

dafmit Wahrscheinlichkit null unendlichviele derUngleichungen

&>n2 oder EIo &>

S n 0% S
erfullt sind. Es gibt dahermit Wahrscheinlichkit einsein N € N, so
daf3furallen > N qilt

2log, n

1 S

_ |Og _n

n - Sk
Da rechtseine Nullfolge steht,kannder Limes superiornicht positv
sein.

2log, n

e) Der Einflul3 zusatzlicher Inf ormation

Nicht nur bei Pferderennersondernauchan der Borsewird viel mehr
oderwenigernutzliche ZusatzinformatiorangebotenUm derenWert
abzuschtzen betrachterwir zurachstwie sichdie Wachstumsratei-
neslog-optimalenPortfoliosandert,wennwir von einerfalschenver-
teilungsfunktionausgehenBei Pferderennetattenwir gesehengdald
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diesmit der KULLBACK-LEIBLER-Distanzder Wahrscheinlichkits\er-
teilungenzusammenangt;dawir hier kontinuierlicheZufallsvariablen
habenmiussenwir dieseerstdefinieren:

Definition: a) Die KuLLBACK-LEIBLER-Distanzzwischenzwei Wahr
scheinlichleitsdichtenf undg ist
f@ .

lXﬂmrj/fuom% o

b) Die wechselseitigdnformation zweier Zufallsvariablen X und Y
mit denWahrscheinlichkitsdichtenf s und fy- sovie dergemeinsamen
Wahrscheinlichkitsdichtef ist

f(z,y)
Ix (@) fy )

Satz: f(xq,...,z,,) seidie Wahrscheinlichkitsdichtezum Vektor X
derZufallsvariablenX;, ..., X,,, undb, seidaslog-optimalePortfolio
dazu.g(z,, ... .z,,) seieineweitereWahrscheinlichkitsdichteundb,
seidaslog-optimalePortfolio zu g. Dannist

AW =W(by, F) — W(b,, F) < D(f||g)

166 = [ f(a,y)log, dzdy.

Baweis: NachDefinition ist
AW = /f(w) log, <bf,ac> dx — /f(ac) log, <bg,:17> dx

(bs, )
/ f(z)log, <b;‘ 7 >dw

bs,x) g(z) f(x)
tfﬂmm%<%,>ﬂ@g@)x

- [ stevioq, G5 s (s

Da f eine Wahrscheinlichkitsdichteist, konnenwir die Ungleichung
von JENSENaufdasletztelntegralanwendemnddenLogarithmusnach
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vorneziehen;wir erhalten

<w>m) <ﬁ>
| #@yiog, 7% s s <log, [ @ G

= IogZ/g(a:)éb:x; dz <logl=0,

dab, daslog-optimalePortfolio zur Wahrscheinlichkitsdichteg ist.
Somitist AW < D(f||g), wie behauptet.

DiesenSatzwollenwir nunanwenderaufdenFall, dalRwir zusatzliche
Informationeriiberdie EntwicklungderBorsehabenDieselnformation
beschreibenvir wiederdurcheineZufallsvariableY . Die gemeinsame
Wahrscheinlichkitswverteilungvon X undY seidurchdie Wahrschein-
lichkeitsdichtef(x, y) gegeben,f und fy- seiendie Wahrscheinlich-
keitsdichterzu X undY allein. OhneZusatzinformatiordefiniererwir
daslog-optimalePortfolio anhandvon f, mit der Zusatzinformation
Y =y verwenderwir stattdesserf mit zweitemArgumenty.

Satz: Der Anstieg AW derVerdoppelungsrateurchdiein Y kodierte
Zusatzinformationst hochstengyleichI(X;Y).

Beweis: Wennwir daslog-optimalePortfolio auf einenkonkretenWert
Y =y abstimmensteigtdie VerdoppelungsrateachdemvorigenSatz

hochstenaim
z|Y =
D(Jalx =)lf@) = [ faly = )1og, o7 =P as.

AW istdasmit fy- gewichteteMittel UberdieseAnstiege,alsokleiner
odergleich

fz]Y =y)
fx(z)

Y =y) fy ()

fx@)  fy(y)

f(z,y) _ .
//f(x wlog, o e dody=10GY).

/ fr®) / f(alY = y)log, dz dy

- / / fy@)f@lY =1)log, dz dy
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Man beachtedalRder Zuwachshierim Gegensatzum Fall derPferde-
wettennicht gleich derwechselseitigeinformationseinmuf3,sondern
auchkleineraustllenkann.

f) Verallgemeinerungauf stationare M arkte

Bislangsindwir davon ausggangengdalidie verschiedeneBorsentage
(oderauchdie hypothetischeWiederholungerinesBorsentagsglurch
voneinandeunablangigeZufallsvariablenbeschriebemerdenlin letz-
ter KonsequenbedeutetdieseAnnahme,dal3sich die Borseam Tag
nacheinemgrofRenCrashverhalt, alsseinichtsgescheherdalieskeine
GewinnmithnahmemachHohenfligeneinerAktie gibt, undsoweiter.

Fur denRestdiesedParagraphemvollen wir daherunserModell erwei-
tern und die Kursentwicklungbeschreibemurch einenstochastischen
Prozesst = XM x@_ . auszufallsvariablenX ® mit Wertenin R™,
wobei die k-te Komponenteron X® angibt, wie sich die Aktie k¥ am
i-ten Borsentagentwickelt, d.h. mit welchemFaktorihr Wertim Laufe
desTageamultipliziert wird. Dieserstochastisch@rozessoll statiorar
sein,insbesonderbabenalsoweiterhinalle X dieselbeWahrschein-
lichkeitswerteilung F'; wir gehenabernicht mehr davon aus,dal3die
WertentwicklungerdereinzelnenTageunablangigvoneinandesind.

FurdieAnlagebetrachtenvir weiterhinkausaleéstratgyien,d.h.dasPort-
folio b ami-ten Taghangtabvon denWertender X mit j < i. Um
herauszustellenay® eineFunktiondieseiZufallsvariablerist, schrei-
benwir gelegentlichauchb®(X®, ... x@1): denFunktionswerfur
konkreteWerte X ) = zU) bezeichnemvir mit b(z®, ..., z¢~Y).

Auch in der neuenSituationwollen wir den Erwartungswertfir die
langfristigeWertentwicklungder Anlage maximieren alsodenErwar-
tungswertdesLogarithmusvon

n
S, = H BOX®, .. XDy x @)
=1
DasMaximumdiesesErwartungswertiberalle kausalerAnlagestrate-

gienist die Summeiberdie maximalerErwartungswertér die einzel-
nenTagewir wahlenalsofiirjedenTagdasjenigdortfolio,vondemwir
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dasmaximalelogarithmischéVachstunerwartend.h.daslog-optimale
Portfolio. Da die ZufallsvariablenX ® nicht mehrals unabtangigvor-

ausgesetzsind, durfen wir allerdingsnicht mehr einfach jeden Tag
daslog-optimale Portfolio zur Wahrscheinlichkits\erteilung F' neh-
men,dennwie sich X® entwickelt hangtja abvon denEntwicklungen
der Vortage.Daslog-optimalePortfolio *@(zW, . . ., 2~y muR da-
her bestimmtwerdeniuberdie bedingteWahrscheinlichkitsverteilung
unterderVoraussetzungdaR X® = z0 . x@=1 = 2= st Den
entsprechenddarwartungswertir deni-tenBorsentadezeichnenvir

alsdie bedingteVerdoppelungsrateiesesTagesundschreibersieals

W*(X(i)|:z:(l), oz y =
E(log, (5*@@®, ..., 2¢=D), xO) | XD =20 xG-D = 56-D)
Der Erwartungswertdes Logarithmusvon S(X ) ist der gawichtete
Mittelwert W*(X® | x®_ x(-Y)diesebedingterverdoppelungs-

ratenuberalle moglichenEntwicklungenderersteni — 1 Tage,undfir
denErwartungswertiesLogarithmusvon S,, erhalterwir die Kettenre-

gel

wH(x®, ..., x™) =E(log, 5,) = Y WH(XP|xW, ..., xY).
=1
In Analogiezur EntropierateeinesstochastischeRrozessesagenwir

Definition: Die optimaleWachstumsratest
WO x®
W2 = lim (X ),

def n—oo n
soferndieserGrenzwertexistiert.

Genauwwie im Falle der Entropierat&kdnnenwir auchhier zeigen

Satz: In einenstatioraren Markt existiert die Wachstumsrateind ist
gleich lim w*(x®W|x® . xCr-by,

n—oo

Beweis: Dadie Wachstumsratbei mehrinformationnichtkleinerwer-
denkannundwir einenstatiorarenProzesyorausgesettabenjst

WX xO o xey > wrxCD x@  xm)
=wH( XM xW® . x0by
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die Folgederw*(X™|xW . x"-Y)ist alsomonotonwachsend.
Somitist sie entwedeikornvergentoderdivergiert bestimmtgegen+oo.
DanachderKettenrgel

wHx® ., xMy 1
n n

n
» o WHX@ XWX
=1

ist, hat die linke Seite nachder Mittelwertsatzvon CEsARO (Kap. 1,
§5¢), Sdritt 2) denselbertsrenzwert.

Um auchbei statiorarenMarktendie log-optimaleStratgie mit ande-
ren Anlagestratgien vergleichenzu konnen,miissenwir unsan einen
Begriff ausder Stochastikerinnern:

Definition: Y = Y,,Y,,... und 2 = Z,,Z,,... seienzwei sto-
chastischeProzesse Z heil3t Martingal beziglich ), wenn fur alle
k < ¢ qilt E(Z,|Yy,...,Y;) = Z,. Er heil3t Supermartingalwenn
E(Z,|Yy,...,Y,) < Z, ist; entsprechentiei3ter Submartingal falls
E(Z|Yy, ..., YR) = Z,.

(Tatsachlich betrachtetmanin der StochastikMartingale meistallge-
meinerbeziglich einerbeliebigenFiltration auf demWahrscheinlich-
keitsraumfur unsgeriigt aberdieserSpezialéll.)

Satz: X seiein statiorarer stochastischeProzesaund S;, beschreibe
die Wertentwicklungder erstenn TageeinerAnlagebeziglich der be-
dingtlog-optimalenStrat@ie, S, die beZiglich irgendeineibeliebigen
kausalenStratgie. Dannist die Folge Q der QuotientenS,,/S;. ein
positvesSupermartingl beziglich X',

Zum Beweismiissernwir denErwartungswert

E (M X0 ,X(n>>
Sp1
abscfatzen.Da wir bei Kenntnisvon X% ... X die Wertentwick-

lungensS,, und .S,, kennenkonnenwir diesevor den Erwartungswert
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ziehenunderhalten

(n+1) (o)
el Sl v ymw)op( XTS5
Sf;:,+1 [ <b*(n+1),X(n+l)> S';kt rerto
(n+1) (o)
S (LX) v x| < S
S;; <b*(n+1),X(n+1)> ’ ) = S,;'; )

dennwiewir in Abschnittc) gesehehabenistderletzteErwartungswert
fur daslog-optimalePortfolio kleiner oder gleich eins. Induktiv folgt
die entsprechend@ussagefur Index n + k stattn + 1 und damit die

Supermartingleigenschatft. .

Nach dem Martingalkorvergenzsatzvon JOSEPH DooB (1910-2004)
folgt aus der Tatsachedaf die Folge der S,,/S;. ein Supermartin-
gal ist, dal? diese Folge gegen eine Zufallsvariable kornvemgiert de-
ren Erwartungswerhochstengleichdemvon S, /S5 ist, alsokleiner
odergleicheins.Aus KoLMOGORoOVs Verallgemeinerunger MARKOV-

Ungleichungfolgt darausviederumdal3fur allet > 1 gilt

Su & >t) < }
P nps;; - )t
Die Wahrscheinlichkit, dal3irgendeinendereStratgjie langfristigdra-

matischbesser&rgebnissdiefertalsdiebedingtdog-optimalest somit
relativ gering.

Kurzfristig freilich gibt esFalle, in denenandereStratgien mit hoher
Wahrscheinlichkit zumindestetwasbesserdergebnissdiefern als die
log-optimale:An einer,Borsé mit nur zwei Aktien und

’1—¢
(1,0) mit Wahrscheinlichkit e
ist fur dasPortfoliob = (1, 0)

5(gay) =) =1 wnd

() () -3

X = (X, X,) = { (1 ) mit Wahrscheinlichkit1 — ¢
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nachdemKriterium ausAbschnittc) ist b alsolog-optimal. Trotzdem
erzieltmanmit demPortfolio (0, 1) mit Wahrscheinlichkit 1 — ¢ ein
bessere&rgebnis.Nachn Borsentagerist allerdingsdie Wahrschein-
lichkeit dafur, daBmanmit dieserStrategie nochnicht pleite gegangen
ist, gleich(1 — &)™, wasfur grol3en eineziemlichkleine Zahlist.

Zusammerdssendalitsich sagendal3log-optimalePortfoliosrelativ
sichersindundauflangeSichtdie besterErwartungswertdiefern; mit
relatv hoherWahrscheinlichkit — aberkeinesalls sicher!— liefern sie
zumindestangfristigauchein bessereg&rgebnis.Wie allerdingsunter
anderemder Wirtschaftsnobelpreisigervon 1979 PauL A. SAMUEL-
SON (1915-2009)mehrlachgegensie agumentiertehatjeder Anleger
seineeigenenvorstellungervom Umgangmit Risiken,sodal3sie nicht
unbedingtdie Anlagestratgie fur jedermannsind. Risikofrei sind sie
definitiv nicht; wie SAMUELSON in seinerArbeit Why we should not
male meanlog of wealthbig thoughyeais to act are long (Journalof
BankingandFinance3 (1979),305-307)sagt(SeinN ist unsern):

Whenyou lose— andyou sure canlose—with N large,youcan
loserealbig. Q.E.D.

83: UniversellePortfolios

Die log-optimalenPortfoliosdesletztenParagraphemvarendefiniertin

Bezugaufdie Verteilungsfunktioritir die WertentwicklunganderBorse.
Wie bereitsdort erwahnt,ist tiberdieseFunktionemur wenigbekannt,
und wie wir geseherhaben fiihrt eine falscheSchatzungschnell zu

einerdeutlichkleinerenVerdoppelungsrate.

In diesemParagrapherwollen wir Ansatze betrachtendie keinerlei
Informationeniiberdie Verteilungsfunktioneworaussetzenndals In-
formation fur die Wahl einesPortfolios am n-ten Tag hochstensdie
Wertentwicklungsektorenz™M, 2 ..., (=1 derVortagebenutzen.

Wir suchersomitein kausale$?ortfolio, d.h.eineFamilie b von Portfo-
lios b@ (1, ..., 2%~1) derart,derenWertentwicklungen

n m
S, = H Z bg)(a:l, ... ,a:(i_l))a:g)

=1 k=1
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in einemnochzu prazisierendei®sinne, moglichstgut® seinsollen.

Entsprechend@nlagestratgien werdenals univeiselle Portfolios be-
zeichnetje nachdempbwir voneinemfestenn ausgehenderunseher
furdie Asymptotikvon S,, interessiererredernwir voneinemuniversel-
len Portfolio mitfestenHorizontodereinemhorizontfieienuniversellen
Portfolio.

Wir wollenunshier aufdeneinfachsterfall beschanken,einvon THo-
MAS COVER vorgeschlagenamiversellegRortfoliomit festemHorizont.

THOMAS M. CoveR wurde1938im kalifornischenSanBernardinogeborenEr studierte
zumchstPhysik am Massachusettinstitute of Technology;nach seinemBachelorab-
schluR 1960 wechselteer zur Elektrotechnikan die Stanford University, wo er 1961

seinenMasterund 1964 seinenPhD bekam.Er blieb in Stanford,zunachstals Assistant
Professomund Elektrotechnik,dannals AssociateProfessgrab 1971 auchfir Statistik;

seit1972hater einenLehrstuhlfiir Elektrotechnikund Statistik,seit1994einenendowed
chair. Er war unteranderenschonPrasidentvon IEEE, derinternationalerBerufsogani-

sationderElektro-undElektronikingenieurayndberatende$tatistiler derkalifornischen
StaatslotterieDie meisterkennenhn wohl als Autor desBuchsElementof Information

Theory(zusammemit Joy THOMAS), dasdenerstenbeidenKapiteln dieserVorlesung
zu Grundeliegt.

CovERs Ansatzbestehtdarin, dal3er Investorenbetrachtetdie mit ei-
nemfestenPortfoliob = (b4,...,b,,) arbeiten Ein derartigerinvestor
realisierteine Wertentwicklungvon

n

n m
Sab,2) = [ (0,29) = T[> byal?,

=1 =1 k=1
die natirlich starkdavonabhangt,wie gutdasPortfoliob andenBorsen-
verlaufz = (z®, ..., ™) angepafist. Er mdchtesichmit demerfolg-
reichstendieserinvestorenvergleichen,also mit einem,der ein Port-
folio b* anwendetfur dasS,,(b*, ) > S,,(b, z) ist fur alle moglichen
Wahlenvon b. Ein solches™ existiert, dadie MengeB aller moglicher
PortfolioskompaktistundsS,, (b, x) stetig.EsgarantierzwarkeinenGe-
winn — bei einemgrol3enBorsencrashwvie 1929,1987 oder2008wird
manauchmit b* Verlustemachen- abermankannauchim Verlust-
fall sichersein,dalRkein anderekonstante$’ortfolio einengeringeren
Verlustergebenrhatte.
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Nun kann allerdingsTHOMAS COVER genausowenig in die Zukunft
sehenwie der Restvon uns;er weil3 also,dal3seineChancendie nur
mit vorherigerKenntnisaller z® realisierbareStratgyie b* zu treffen,
aulRersgering sind. Stattdessenersuchter, eine kausaleStratgie zu
finden,bei der sich die Wertentwicklungmoglichstwenig von derdes
Portfoliosb™ unterscheidet.

DieseWertentwicklunghangtebenélls abvon samtlichenz®; im Vor-
aus kann man hochstensversuchen peispielsweisaden Erwartungs-
wert desQuotientenS,, (b, z)/S,,(b*, ) zu optimieren.DesserBerech-
nungsetztiedochvorausdalwir die Wahrscheinlichkitswverteilungfiir
die z® kennen,undin diesemParagraphemollen wir ja ohnederen
Kenntnisauslommen.Deshalbwahlt Cover ein anderesKriterium:
Selbstbei derausSichtunserelStratgie schlimmstndglichenBorsen-
entwicklungsoll S,, (b, x)/S,,(b*, ) moglichstklein sein.

Die Grundidedur seinenAnsatzst einfach:Fallswir im Vorauswif3ten,
wie sich der Markt entwickelt, wirdenwir jedenMorgendasgesamte
Anlagekapitalin die Aktie investierendie an jeweiligen Tag die be-
steWertsteigerundgoder, bei einemCrash,dengeringsteniMertverlust)
bringt. Da wir dieseAktie abererstam Abendkennen betrachterwir
stattdessealle Stratgien, die jedenTag dasgesamtesorhanden&a-
pital aufeineeinzigeAktie setzenfur jededern™ Funktionen

j:A{1,....,n} = {1,...,m}

alsodie Stratgjie, die am i-ten Tag alles auf die Aktie j(i) setzt;die
Mengealle dieserFunktionen; bezeichnenvir mit 7.

Fur sich allein betrachtekannjededieserStratgien sehrriskantsein;
mit einem, Portfolid’, in demalle dieseStratgienvertretersind,sollten
wir aberin der Lage sein, einenverninftigen Kompromisszwischen
WachstumundRisiko zu erreichen.

Wir nehmenalsoan, dalBwir fur jededern™ Funktionen; einenge-
wissenAnteil w(j) desAusgangskapitaln die entsprechendAnlage-
stratgjieinvestierenDieserAnteil wird wahrenddern-tagigenLaufzeit
multipliziertmitz'y), - - - 2{7),; dasGesamtkapitakird alsomultipliziert
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mit
— (1) (n)
S(w,x) = > wl)asay T
JET
DasKapital eineslnvestorsderaufeinfestesPortfoliob = (b4, ...,b,,)

setztwird multipliziert mit

S, ) = H Z b,z = Z H(bj(z-)w?()z-)) = Z H 1) H x% ;

=1 k=1 JeJ =1 JeJ =1 =1
dasVerhaltniszwischendenbeidenWertentwicklungenst also

L

S(w, ) _ J€J i=1
S(b, z) n mo
’ (2)
Z H bjw) H L)
JET i=1 i=1

DiesesVerhaltnis mochtenwir selbstfir dasbestefeste Portfolio b*
moglichstgroRwerdenlassenwir miussenallerdingsrealistischerwei-
sedavon ausgehendal3es praktischimmer kleiner als einsseinwird:
b* wird schlielichim Nachhineinberechnetufgrundder tatsachli-
chenWertentwicklungder Aktien, und obwohl wir mit unserenkausa-
len Portfolio einegroRereFlexibilit at habenals ein Investormit einem
konstanterPortfolio, wird dasoptimalekonstantePortfolio eine Wert-
steigerunghaben,die wir mit unsererfehlendeninformation tiber die
kiinftige EntwicklungderAktien nur mit einerverschwindenderingen
Wahrscheinlichkit Ubertrefenkdnnen Wir redenhieralsovonderMa-
ximierungeiner Grol3e,die im Allgemeinendeutlichuntereinsliegen
wird.

Wir kdnntenuns als eventuellrealisierbare&iel setzendal3wir Tag
fur Tag im Durchschnittwenigstenseinen gewissenProzentsataler
WertsteigerunglesoptimalenkonstanterPortfolioserreicherkdnnen,
aberzumindestfir grol3en ware selbstdasein sehrunbefriedigendes
Ergebnis:Auch die Folgen 0,9 und 0,99" korvergierenschlie3lich
rechtschnellgegennull.

Auch die Stratgjie von CoveR fuhrt auf eineWertentwicklungdie fast
sicherlangfristig schlechterseinwird als die mit demim Nachhinein
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berechneteroptimalen konstantenPortfolio, aber das Verhaltnis der
Wertentwicklungemehtzumindestangfristigsehiviel langsamegegen
null alsjedeFolge(¢™),, o furirgendeing < 1.

Genal der Philosophievon Cover wollen wir auchim schlimmsten
Fall nocheinenmoglichstgrofRenQuotienternaben Eine Abschatzung
fur diesenschlimmsterfall liefert unsdasfolgende

Lemma: p,,q; > 0 seienreelle Zahlen,und fur mindestensin i sei
(p;, ;) 7 (0, 0). Dannist

n

> _pi

i=1 . P;
= > min—,

Z%’ o

=1

wobei fur die Minimumsbildungnur Indizes: beiiicksichtigtwerden

Beweis:j seiderindex, furdenp; /qj minimalist. Fallsg; verschwindet,
istp;/q,; = oo, undwir miissemichtsbeweisen.Falls p, verschwindet,
habenwir dietriviale Aussagedal3derQuotientlinks nichtnegativ sein
kann.Somitkonnenwir unsbeschanken auf denFall, da3p; und g;
beidepositv sind.Dannist

n
Zpi
S )
n .
Z q; K
i=1

NachWahlvonjistp;/q; > p;/q;,alsoauchp;/p; > q;/q;;im zweiten
Bruchist daherder Zahlergrof3erodergleichdemNenner worausdie
Behauptundolgt.

D

3|3

E\
Al IS

(3
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Auf unsereSituationangavandt,liefert diesed emmadie Abschatzung

> wi) [] =5,

S(wax) _ JEJ =1
S, z) n m o
’ 0)
Z H bjw) H 210
JET i=1 i=1
w(f) [ =53, .
> min = min .
jeg M m Q) jeg M
11 %0 1125 1150
=1 =1 =1

Da wir nicht wissen,fur welchesj dasMinimum angenommenvird,
musserwir dafur Sogetragendal’die Quotienteniiberdie wir hierdas
Minimum bilden, allesamtnicht zu klein werden.Dies erreichtCOvVER
dadurchdalRerw(y) proportionazumMaximalertdesNennersvahlt:

n
) = max b,
w() det bERT, 11 40

b1+“.+5;1:1 =
wobeidie Proportionalitslonstantenatirlich sogewvahltwerdenmulf3,
dalRdie Summealler w(j) gleicheinsist.

Bezeichnetn,, = n,(j) die Anzahl der Tage,an denenj(i) = k ist,
konnenwir denNennerauchschreiberals

n m
1160 =105
=1 k=1

wir miisseralsodie Funktionf (b) = [ [, b.* maximiererunterderNe-
benbedingung(b) = >%, b, = 1. DerGradientvon g ist derkonstante
Vektormit lauterEinsen;im Maximum missemdahemachLAGRANGE
alle partiellenAbleitungen

of 1T N
= n, bl bt = £ (b
oo, = "k yl =5 IO

L7k
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Ubereinstimmend.h. alle Quotientenn, /b,, miissengleich sein. Da
die Summeder n;, gleichn, die derb, = 1 ist, folgt b, = =; der
Maximalertvon f ist also

()

Der Logarithmushiervonist

U n m'n/ n
E nklog—k=n§ —* log % ;

n n n
k=1 k=1

wir konnendenMaximahlvertalsoauchschreiberals

nH(™ Mm,
5 nH(n,..., n)

m n ng n

[1(%)" =T
n

= k=1

k=1

mit der SHANNONschenEntropiefunktion
H(py, .- pm)=— Y _ 13108, p;,

Damit setzenwir also
m N\ Nk(d)
. ny(7)
u(i) =TT ("42)
k=1

und um dasauchwirklich berechnerzu kobnnen,missenwir nochdie
Konstante: bestimmen.

Unterdenm™ Funktioneny: {1,...,n} — {1,...,m} gibtes

( n )_ n!
Ny ey My, nid-oon, !

Funktionen,die n,-mal denWert 1, n,-mal denWert 2, ..., n, -mal
denWertm annehmensomitist

!
1=) w@)=e 3, ﬁ

JET N1yeeayMm m*
nl+...+nm:n

e Y (M) (R
ny-oon, ! \n n ’

und
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wobeinatirlich alle Summationsindizesj > 0 seinmissen.

Damit konnenwir die Zahlenw(j) berechnentatsachlicharbeitenwir
aber natirlich nicht mit m™ verschiedenernlagen, von denenwir
taglich (fast)jedevon Aktie j(z) auf Aktie j(z + 1) umschichtenhand-
habbarwird die Stratgie erst,wennwir wissen,wie wir jedenTagdas
gesamtevorhandendapital auf die m Aktien verteilen.

Der Teil desAnfangskapitalsgernachStrategjie 5 € 7 investiertwird,
tragt genaudannam Tag 7 zum Portfolio fur die Aktie k bei, wenn
j(2) = k ist. Zu Beginn desi-ten Tagesist der nachdieserStratgjie al-
lerdingsnicht mehreinfachderAnteil w(j) desAusgangskapitalsjgenn
derwurdejaanjedemderVortagemultipliziert mit derWertentwicklung
jederAkte, die j fur diesenTag aussuchtDasKapital, daszu Beginn
desi-tenTagesn Aktie k investiertwird, ist somitdasAusgangskapital

mal
1—1
. ¢

> w) ][5,

jeg ¢=1

Jj(@)=k
Damitkennenwir denabsoluterBetragdesinvestmentsn Aktie k; um
dasPortfolio fir deni-ten Tag zu bekommen,misserwir nochdurch

dengesamterzur VerfugungstehendemBetragdividierenunderhalten

1—1
: ¢
> wi) [T 50
jeET =1
@) = J(@)=k

o =

1—1
. (£)
Z w(j) H L)
jedg 0=1
wobeiw(j) ausderobigenDefinition ibernommenvird.

Dies definiertein kausalesPortfolio b, dennum dasPortfolio fur den
i-tenTagzuberechnerherbdtigenwir nurinformationeniberdie Kurs-

entwicklungderVortage;aul3erdemvissenwir, dal¥fiir jedes konstante
Portfoliob, insbesonderauchfir dasPortfoliob*, dassichnachAblauf

dern TagealsdasbestenerausstelltdasVerhaltnisderWertentwicklun-
genS(b, z) und S(b*, z) fur jedenBorsewerlaufz groRerodergleichc

Ist.
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WasdiesesResultatwert ist, konnenwir freilich erstbeurteilenwenn
wir wissen,wie sich ¢ alsFunktionvon n. undm verhalt. Im Buchvon
CovER wird zitiert, daf3sich ¢ asymptotisclverhalt wie ein konstantes
Vielfachesvon (n + 1)~ ~Y/2; zumindesfur hinreichendgroReWerte
vonn ist dasbessenlsjedeFolgeq™ mitg < 1.

Speziellfiurm = 2 ist




Kapitel 3
Information erschliel3en

Im Februar2011veroffentlichtenMARTIN HILBERT von der University
of SoutherrCaliforniaundPrisciLA LOPEzvon derOpenUniversity of
Cataloniaeine Arbeit mit demTitel TheWbrld’s Technological Capa-
city to Store, Communicateand Computelinformation.Darin schatzen
sie,dalldie Menschheitm Jahre2007bei optimalerDatenlomprimie-
rung 2,919°° Byte Information speicherrkonnteund daRdie Summe
allerkommunizierterinformationin diesemJahrsogarbei2 - 107! Byte
lag. Unter der gespeicherteinformation befindensich natirlich auch
viele Musiksticke auf privaten mp3-Playernund Filme auf privaten
DVDs, aberauchdie allgemeinzuganglichelnformationliegt weit tiber
dem,wasein Einzelnertberbliclen kann. Spatestenseit der Jahrtau-
sendwendest allein dasWorld Wide WebsogroRgewvorden,dal3keine
SuchmaschinmehrseinerinhaltvoneinerRedaktiorausmenschlichen
Spezialisterordnenlasserkann;berbtigt werdenAlgorithmen,mit de-
nen dies Computerautomatischerledigenkonnen.Da die verfugbare
Informationzumindesbislangungefihrim gleichenTempoanstig wie
dieRechenkrafproEuroderjeweilsaktuellenComputerhateinsolcher
AnsatzChancenauchlangfristigdurchtihrbarzu bleiben.

Kunstlichelntelligenz,ComputerlinguistikundahnlicheForschungsge-
bietesindallerdingsnochweitdavonentfernt einenComputemligemei-
ne Texte ,versteheh zu lassenjediglich bei experimentellerSystemen
mit sehrreduziertemVokalular kbnnenComputerein gewissesText-
verstindnissimulieren.

RealeSystemdur praktischeAnwendungemiisserdahemit ziemlich
grobenundeinfacherViethoderarbeitenperfekteErgebniss&annman



Kap. 3: Information erschlie3en 118

unterdiesenUmstnderzwar nichterwarten,aber—wie derErfolg von
Suchmaschinewie Googlezeigt— sinddie Resultatedocherstaunlich
gut.

81: Vektorraummodelle

DaserstefunktionierendeSystemzur Informationssuchén Textdaten-
banlken hield Smart; eswurde zwischen1962 und 1965 unter Leitung
von GERARD SALTON an der Harnvard University entwickelt. Damals
arbeiteteesim wesentlichermit reiner Textsuche;spateran der Cor-
nell University entwickelten SALTON und seineMitarbeiterwesentlich
feinereMethodenlInsbesondereerwendetesie ab Anfangder Siebzi-
gerjahrezunehmendvethodenausderLinearenAlgebra.

Grundlagefur den Einsatzentsprechendeilgorithmenist die Term-
Dokument-MatrixderDokumentsammlungdir betrachterinegewis-
se Mengevon Begriffen; bei Fachdatenbardn kannessich dabeium
einevordefinierteListe von Stichwortenhandeln bei Internetsuchma-
schinenaberauchum die Mengealler moglicherWortereinerSprache
(etwa dreif3ig Tausend)und eventuell auchnoch Falschschreibngen,
Eigennamemundsoweiter.

Geradebei Internetsuchmaschinemird vorher oft auchnoch dasso-
genanntestemmingpraktiziert: Als mogliche Terme geltennicht die
Worter, sonderndie Wortsimme,so dal3Flektionsendungen/erwen-
dungals Substanii, Adjektiv oderVerbkeineRolle spielen:Beispiels-
weisewerdenlnformation,Informationenjnformieren,informierte,in-

formati usw alsein einzigerSuchbgriff behandelt.

MancheSuchbgriffe wie Artikel oder haufige Prapositionensind so
unspezifischgalRsie kaumzum AuffindengeeigneteDokumentebei-
tragenkonnengdiesewerdenoft aufeineStoplistegesetztindzumindest
beiSuchanfragerdieauchnochandereBegriffe enthaltennichtberick-
sichtigt.(Googlefindetallerdingsauchauf die Anfrage, die¢' nochSei-
ten; ganz unter den Tisch fallen sie also zumindestdort nicht.) Was
auf die Stoplistekommt, hangtnatirlich von der Art der Anwendung
ab; einerder Pioniereder automatischeiextsuche die FirmaBoeing,
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erschliel3tihren Serviceingenieuredie samtlichenHandkicherdurch
eine Suchmaschingjie beispielsweisealasWort ,,Flugzeu§ auf ihrer
Stoplistehat— die Firmastellt schlie3lichkeineRasenmherher.

Zur Mengealler verbliebeneBegriffe wird Ublicherweisezurnachstein
sogenannteinvertierter Index gebildet,d.h. fur jedenBegriff wird die
Liste aller Dokumentezusammengesteliin denener vorkommt, gege-
benenélls mit Zusatzinformationemvo undwie oft. Dieserindex wird
von sogenannte@rawlernzusammengestelldje periodischdasworld
widewebnachDokumenterdurchsuchen.

Die Term-Dokument-Matrixhat fur jedenmoglichenSuchbgriff eine
Zeile und fur jedesDokumenteine Spalte;der Eintrag in der i-ten
Zeile und j-ten Spaltegibt an, wie wichtig deri-te Begriff fir dasj-te
Dokumentist.

Im einfachsterfall sindalle Eintrageentwede oderl, je nachdemob
derBegriff vorkommtodernicht; esgibt abereineganzeReiheweiterer
Stratgien, von denenwir noch einige betrachterwerden.Oft werden
auchdie Spaltenauf Langeeinsnormiert;der Grunddafur wird gleich
klar werden.In jedemFall ist die Matrix sparlich besetztd.h. nur ein
Bruchteilder Eintrageist von null verschieden.

Eine Suchanfrageann als Vektor betrachtetwerden,der fur jeden
moglichen Suchbgriff einenEintrag hat; die nicht verschwindenden
Eintragegebenan, welcheBegriffe, gegebenerdlls mit welcherWich-
tigkeit, in der Anfragevorkommen.

Suchanfragaind Dokumentewerdenalso dagestelltdurch Vektoren
auseinunddemselbeiektorraumgin Dokumentpalitumsobesserur
Anfrage,je ahnlicherdie beidenVektorenzueinandesind.

Um die ,Ahnlichkeit' zweier Vektorenin diesemZusammenhangu
definierenpetrachterwir ein Beispiel:

Wir habenvier Dokumenteund die drei Suchbgriffe Jean, Paul und
Sartre. Im erstenDokumentkommenJean und Paul je zweimal vor,
Im zweitenJean zweimal und Paul dreimal; von Sartre ist in beiden
Dokumentemicht die Rede.Im dritten Dokumentkommenalle drei
Begriffe je zweimalvor, im viertenschlie3lichJeanundPaul je zweimal,
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Sartre dreimal. Die Suchanfragesei Jean Paul; wir interessiereruns
alsofur dendeutscherschriftstellerJOHANN PAUL FRIEDRICH RICHTER
(1763-1825)derunterdemPseudoym JEAN PauL publizierte.

Esistziemlichklar, dalRwohl nurdie ersterbeidenDokumentdir diese
Anfragerelevantsind;die letztenbeidendurftenvon demfranzdsischen
Philosopherund SchriftstellerJEAN PauL SARTRE (1905-1980)han-
deln,nachdemmanwohl ehernicht mit der AnfrageJeanPaul suchen
durfte.

Die heutegebi@auchlichenSuchmaschinearkennendiesundliefernin
ersterLinie DokumentaiberJEAN PAUL ; esgibtaberimmernochonline
Buchhandlungeiibei meinemTestim Mai 2011 etwa libri.de), die bei
derSuchenachJEAN PauL haupt&chlichBlichervon JEAN PAUL SARTRE
finden.

Um zu sehen,wie sich dasvermeidenlafit, stellenwir zumachstdie
Term-Dokument-Matrixauf, wobeiwir hier als Wichtigkeit einfachdie
AnzahlderVorkommennehmen:

2 3

Jean 2 2

Paul 3 2

Sartre 0 2

Die SuchanfragentsprichdemSpaltenektorzu (1, 1, 0).
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Die Abbildung zeigt die vier Spaltenektorender Dokumentein de-
ren jeweiligen Farbensowie den schwarzenVektor der Suchanfrage.
Natirlich sinddie Dokumentemektorenallesamtdeutlichlangeralsder
Fragerektor, aberwie mansieht,unterscheidesichdie Richtungender
erstenbeidenDokumenterektorengar nicht oder kaumvon der des
Anfragevektors,wohingegender dritte und der vierte deutlichandere
Richtungerhaben.

Somit bietetsich als eine einfache Stratgie zum Vergleich zwischen
Anfrage-undDokumenterektorenan,die BerechnunglesWinkelsan.
Da esunsnicht wirklich auf die genauenNerteder Winkel ankommit,
sondernnur darauf,ob sie nahebeim Nullwinkel liegen, kbnnenwir
stattdesseauchdie einfacherzu berechnendeKosinuswertenehmen
undein Dokumentdannalsrelevantim Sinneder Suchanfrag®etrach-
ten,wenndieserKosinushinreichendchahebeieinsliegt. Sofernwir alle
SpalterektorenderTerm-Dokument-Matrixsavie auchdenVektorder
SuchanfragaufLangeeinsnormierenkonnenwir dieserKosinuswert
einfachalsSkalarproduktierbeidenvektorenberechnenm Falleeiner
Suchmaschindandeltessich dabeizwar um Vektorenin einemVek-
torraum,desserDimensionbei rund dreil3ig Tausendiegendiirfte; da
aberkaum eine Suchanfragenehrals drei Termeenthalt, miissenwir
tatsachlichnur wenigeProdukteberechnemndaufaddieren.

§2: Glatten durch orthogonale Projektion

In der Term-Dokument-Matrixst jedesDokumentreprasentiertdurch
einenVektor, derangibt,mit welchemGewicht welcheTermeim Doku-
mentvorkommen Offensichtlichstecktin derWahl diesesvektorsviel
Willk Gr, und auchwenn man nacheinemeinheitlichenVerfahrenar-
beitet,kdonneninhaltlich sehrahnlichenDokumenterrechtunterschied-
liche Vektorenzugeordnetwerden.Hinzu kommt, dafd Suchanfragen
zwangshufig zu sehreinfachenVektorenfuhren,die in ein sehrviel
grobereRastepassemlsdie Dokumenterektoren Wir konnerhoffen,
daldie Qualitat der Suchegebnissesteigtund der Speicherplatzbedarf
fur die Term-Dokument-Matrixsinkt, wennwir die Dokumentemekto-
renzu Aquivalenzklassemusammergssen.
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Eine solcheZusammerdssungnuf3natirlich automatisclerfolgen;al-
les andereware bei wirklich umfangreicherSammlungervon Doku-
mentenvollig unrealistisch.

Wir konnenzumindesinformell sotun, als seider Dokumentemektor
zusammengesetatiszwei Komponentendem,wirklicher’ Inhaltdes
DokumentaundeinerArt ,Rauscheh dasvon ZufalligkeitenderWort-

wahl und Ahnlichemabténgt.Auch wennzumindesich keineChance
sehediesebeidenKomponentermuchnur einigermalemprazisezu de-

finieren,befindenwir unsdamitdochin einerSituation,mit derwir von

andererAnwendungerhervertrautsind:

a) LotfulRpunkte

Auch hier zerlggenwir einenVektorin zwei KomponentenWenn,im
einfachstenFall, ein Vektorw € R? senkrechtprojiziert werdensoll
auf die Geradedurch den Nullpunkt mit Steigungsektor «, wollen
wir w darstellerals SummeeinesVektorsparallelzu v undeinesaufu
senkrechstehendevektorsv:

w=A+v mit NeéR und v 1l w.

Bilden wir auf beidenSeitendasSkalarprodukimit «, erhaltenwir die
Gleichung

(w, u)

(u,u)

(w,u) = A(u,u) +(v,u) = A{u,u) oder \=

Entsprechen&dnnenwir auchim Hoherdimensionalemorgehen:Um

einenVektorw € R"™ zu projizierenauf denUnterraum,der von den
Vektorenu,, . .., u, aufgespanntvird, zerlggenwir w in eineLinear

kombinationderu, sovie einenLotvektorv, deraufallenu,; senkrecht
steht:

w=ANug -+ Au. v mit v Llug,...,vlu,..

Skalarmultiplikationmit u, machtdaraus
(wyug) = A {ug, ug) +- -+ A (U, )

unddie r soerhaltenerinearenGleichungerbilden ein linearesGlei-
chungssysterfilr die gesuchterParameten\, ..., A

re
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Besondersinfachwird die Situation,wenndie u; eine Orthonormal-
basisdesbetrachtetetunterraumsbilden, wennalso(u;, uj> furi Z j
verschwindeundfir ¢ = 5 einsist. Dannwerdendie Gleichungerein-
fachzu (w,u;) = A,. Man beachtedalwir in keinemFall denVektorv

wirklich ausrechnemussen.

b) Uberbestimmtelineare Gleichungssysteme
Wennin einemlinearenGleichungssystem
a1 T+t AT, =0y

214 teeet An Ty = b2

A1y oo+ 0, Ty = bm

die Anzahlm der Gleichungergrof3erist als die Anzahln der Unbe-
kanntengibtesim allgemeinerkeineLdsungNunkannes,je nachAn-
wendungallerdingsvorkommen daf3dasGleichungssysterausphysi-
kalischenodersonstigenGriindeneine Losunghabenmuf3te,dal3aber
die a,;; und oderb, durch Mel3- oder Rundungsfehlewerfalschtsind
unddasGleichungssysterarstdadurchunlosbamwird. UnsereAufgabe
in solchenFallen bestehtdarin, eine,Losung (x4, ...,z,) zufinden
derartdaldie UnterschiedewischerdenlinkenunddenrechterSeiten
moglichstgeringsind.

Fasserwir die Koefizientena,,,...,a,,; zusammereu einemVek-
tora; € R™ unddie rechtenSeitenzu einemVektorb € R™, suchen
wir alsoZahlenx,, ..., z, derartdalz,a, +- - - +z,a,, moglichstnahe
beib liegt.

DasGleichungssystenst genaudannexaktlosbar wennb im vonden
Vektorena,; erzeugterUnterraumJ vonRR™ liegt. Andernfalls besteht
unserebesteStratgie darin, dallwir b senkrechin diesenUnterek-

torraum projizieren und das Gleichungssystenmit dem projizierten
Vektor ¢ als neuerrechterSeitelosen.Dav = b — ¢ senkrechtauf U

steht,ist daswiederaquvalentdazu,dal3wir reelleZahlenz,; suchen,
fur die gilt

ray+---+x,a, tv=0b mt vla,...,v La,.
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Dasist genaudasProblem daswir im vorigenAbschnittgelosthaben.

Besonderdibersichtlichwird die Losung,wennwir dasGleichungs-
systemin Matrixform schreiberals Az = b, wobei A diejenigem x n-
Matrix bezeichnetderenSpaltendie Vektorena; sind. Da diesesGlei-
chungssysteranlosbarist, sucherwir tatsachlicheineLdsungvon

Az +v =0,
wobeiv auf allen a; senkrechstehensoll; die Skalarproduktdaj, v>
musseralsofur j = 1,...,m verschwinden.

DieseOrthogonaliatsbedingundaldtsichebenélls kompaktemit Ma-
trizen schreiben:Die transponierteMatrix AT hatin der j-ten Zeile
die EintragedesVektorsa; stehengdie j-te Komponenteson ATy ist

aIsodasSkaIarproduk(aj, v>. Somitmu3fir denobigenVektorv das

ProduktATv gleichdemNullvektor sein.Multiplizieren wir daherdie
GleichungAz + v = b von links mit der Matrix AT, erhaltenwir das
neueosbareGleichungssystem

(AT A)z = ATb,

desserlLosungsektor(en)z fur dastiberbestimmté&leichungssystem
dasbestest (sind),waswir beziglich der EuKLID ischenNorm bekom-
menkonnen.

c) Lineare Regression

HauptanwendungolcheriiberbestimmtdinearerGleichungssystemst
die Ausgleichsrechnunglasbekanntest®eispieldazuwiederumsind
Ausgleichsgeradentier habenwir zwei Mel3giblRenz,y, zwischen
denenwir einenZusammenhangler Form y = ax + b erwarten mit
unbekannterParameterm: und b. Fir z und y habenwir eine Reihe
von Messungen(z,,y;) fur< = 1,..., N, und natirlich wird esim
allgemeinerkeinezweireellenZahlena, b gebensodalifir alle : gilt
y; = az; +D.

Die N Gleichungeny, = ax; + b bildenfir N > 2 ein solchediberbe-
stimmtedinearesGleichungssysteraus N Gleichungerfir die beiden
Unbekannterm undb. (Im Gegensatzu sonstsind hier alsoa, b unbe-
kannt,wahrenddie z,, y, bekanntsind.)
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Die Matrix A diesesGleichungssysterhatzwei Spalten:In derersten
stehendie z;, in derzweitenstehenlauter Einsen.Der Vektor auf der
rechtenSeiteist derVektory, desserKomponentemlie y, sind.

AT hatentsprechendwei Zeilen,wobeiin dererstendie z, steherund
in derzweitenlauterEinsen.Somitist

N o, N N
A A= N und A°b= N

>z N YU

i=1 i=1

a undb sindsomitLosungerdeslinearenGleichungssystems

N N N N N
Z$$a+2xzbzzxzyz und in'a-'—N'b:Zyi’
=1 =1 =1 i=1 i=1

die manauchleicht alsgeschlosseneormelangeberkann.

Entsprechenthssersichauchim Hoherdimensionaleruvorgegebenen
Datenpunktefiz;,,...,z; ,y;) € R™*! beliebigdineareRegressions-
ansatzederForm

m
Yi = Za’jfj(xila ce 7$im)
7=1

mit unbestimmterKoeffizienten a; auf Uberbestimmtdineare Glei-
chungssystemeurtickfiihren,die nachMultiplikation mit der Transpo-
niertenderMatrix desGleichungssystenanneuesSystenliefern,des-
senLosungerdie nachder MethodederkleinstenQuadratdbestnigli-
chenKoefiizientensind. Man beachtedal3der Ansatznur in dena;
linearseinmuf3;die Funktionenf, konnenbeliebiggevahltwerden.

d) Projektion auf optimale affine Teilraume

Oftmalshaberwir in unserenModell keineexpliziten Gleichungendie
einederVariablenals Funktionderandererdarstellensondernwir su-
cheneinfacheineRelation die eineWolke von Datenpunktemoglichst
gutbeschreibtHier wollenwir unsaufdeneinfachsterfall einerlinea-
renRelationbeschanken;wir suchemalsoeinenaffinen Teilraumeiner
vorgegebenemimensionjn dessenNahé die Datenpunktdiegen.Da
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allewesentlichenndeenschonim Eindiemsionalemuftretenwollenwir
zumchstderFall einerGeraderausfihrlich betrachten.

Wir habenalso N Punktep,,...,py € R™ undsuchendazueineim
SinnederkleinstenQuadrateoptimaleGeradey. Eine Geraddalitsich
schreibenn derForm

={a+tm|t€R},
wobeiwir annehmerkonnen dalRderVektorm die Langeeinshat.

Ist ¢; = a + t;m die orthogonaleProjektionvon p, auf g, so stehtder
Differenz\ektorp, — ¢; senkrechaufm, d.h.

<pi_a’_timam> = <pi_a’7;am> —t,=0;

(2

somitistg; = a + (p, — a,m) m.

GesuchtstjeneGeradg, fur diedie SummederAbstandsquadratau g
minimal wird; mit ||z|| = V/(z, z) soll also
e

N N

2 _ 2
ZHpi_QiH _Z”(pi_a_<pi_aam>m“
i=1 i=1

minimal werden.

Wir Uberlegen uns zumachst,dald dann das arithmetischeMittel (der
Schwerpunktderp, auf g liegenmuf3:Fur

v = _Z(pz_qz) und r, gD 4V
ist

N N
S Il =S o s nlP= N z< zr> S Grurd
=1 =1 =1

N N
Dabeiist» "r, =) (p; — ¢;) — Nv =0, also
1= =1

N N

2 _ 2 2
D lps = aill® = Nl + D izl
=1 =1
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Geometriscibetrachtetstr, = p, —(q;+v) derDifferenz\ektorzwischen
p; unddemVektorg, + v aufderGeraden

§={a+v+tm‘t€R}.

Der Abstandvon p, zur Geradery ist alsohochstengleichderLange
von r;, undwarewv nicht der Nullvektor, so ware die Summeder Ab-
standsquadratfeir g kleineralsfur g. NachWahlvon g muf3somitv =0

seinund
ef N sz "N Zqz

liegt als Schwerpunkton Punktenauf der Geradery selbstauf g.

Wir konnendaherin der Geradengleichung = s setzenund miissen
nunnocheinenVektorm derLangeeinsfinden,fur dendie Summeder
Abstandsquadratau g minimal wird.

Schreiberwir zur Abkurzungb, = p, — s, Soistg; = s+ < p, —s,m >
m = s+ < b;, m > m,alsop, —q, =b,— < b;,,m >mund

N N
2 _ 2
Zsz — ¢l _Z”bi — (b;, m) m||
i=1 i=1
N

= Z oall? - ZZ (bism) (b m) + 3 (b, m) m
—an § —Zn m)m|? .

Dadie ersteSummen derzweitenZeile nichtvonm abhangt,mul3der
gesuchte/ektorm die zweiteSummedort maximalmachen.

BezeichnetB die N x N-Matrix, derenZeilen die Vektorenb, sind,
soist Bm der Spaltenektor mit Eintragenb,m, unddasSkalarprodukt
diesesvektorsmit sichselbstist gleichderzu maximierendersumme.

Identifizierenwir Vektorenmit einspaltigerMatrizen,soist dasSkalar
produktzweierVektorenu, v gleichdemMatrixproduktu® - v, wobei



Kap. 3: Information erschlie3en 128

uT die transponiertéMatrix bezeichnevon u bezeichnetalsodenzu-
gehdrigenZeilervektor. Das Skalarprodukivon Bm mit sich selbstist
somitgleich

(Bm)T(Bm) = (mTBT)(Bm) =mT(BTB)m .

BT B isteinesymmetrischeeelle N x N-Matrix; wie wir wissensind
alleihre Eigenwertaeell,undderRY hateineBasisausEigervektoren
von BT B.

Wennwir in dieserBasisrechnenwird BT B zur Diagonalmatrixmit

denEigenwerten)\,, ..., Ay alsEintragen,undsindmy, ..., my die
Komponentewonm beZziglich derBasisausEigervektoren,soist
)\l O e O ml
0 )\2 cc O m2
mT(BTBYm = (mym, ... my) . _ ,
=3
=1

Dam® (BT B)m alsLangenquadratesVektorsBm nichtnegativ wer-
denkann,sinddabeialle Eigenwerte\;, > O.

Damitist klar, daRder gesuchté/ektor m EigervektorderLangeeins
zum groRtenEigenwertvon BT B sein muR. Falls dieserEigenwert
Vielfachheiteins hat, ist m bis aufs Vorzeicheneindeutigbestimmt,
und esgibt nur eine Losungsgeradegndernélls sind alle Geradenm
affinenTeilraumdurchv mit einemRichtungsektorausdemEigenraum
Losungen.

Mit minimalenVeranderungebeidenobigenArgumentenst nunauch
klar, wasderoptimaler-dimensionalaffine Teilraum

A={a+t1m1+---+trm,.|t1,...,tr€R}

zudenvorgegebenerPunktenist: Fliir a kdbnnenwir wiederdenSchwer
punktder p, nehmenundm,, ..., m, sinddie Eigervektorenzu den
r groRtenEigenwertervon BT B.
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e) Orthogonalitat bei Matrizen

Bei den bisherigenBeispielenwul3tenwir stets,in welchemUnter
vektorraumdie gesuchteProjektionliegen sollte; im Falle der Term-
Dokument-Matrixwar bislangnur vagedie Redevon einem, Inhalt’,
dernie exakt definiertwurde.

Angenommenwir habenzwei Dokumente,die so ahnlich sind, dafl3
wir ihre Inhalte beZiglich praktischjeder Suchanfragels aquvalent

betrachtenAngesichtslerautomatischeandreinformalenZuordnung
von Dokumentewuektorenwird es selbstdannimmer wiedervorkom-

men,dal3fir die beidenDokumenteverschieden&/ektorenberechnet
werden.Wennwir die Langeder Vektorenauf einsodereinesonstige
KonstantenormierenpedeutetlieseVerschiedenheihsbesonderalal}
die Vektorenlinearunablangigsind.

Fur die gesamteTerm-Dokument-Matrixhat dies zur Folge, dal3 es
viel mehr linear unablangige Spaltengibt als eigentlich notwendig.
Von daherbietet sich an, auf einen Raum von Matrizen niedrigeren
Rangeszu projizieren; um konkrete Zahlenwertewollen wir unsim
Augenblicknochnicht kimmern,und auchdie TatsachedalRMatrizen
einesvorgeggebenenRangs(oder auch hochstensinesvorgegebenen
Rangs)nurin denseltensterirallen einenUntenektorraumbilden, soll
unsnichtstren.

Von orthogonalerProjektionerkdnnenwir erstreden,wennwir einen
Orthogonaliatsberiff, d.h. alsoein Skalarprodukhaben Wir wahlen
dazudie einfachstavidglichkeit: Wir fassereinen x m-Matrix aufals
einenVektorausR™™ undnehmerdortdasublicheStandardskalarpro-

dukt, d.h.
(A, B) d?af Z Z a;;b;; -

=1 j=1

Wer will, kanndasauchkompakterformulieren:Wie stumpfsinniges
Nachrechnerzeigt,ist

(A, B) = Spu(AT B),

was wir allerdingsim folgendennicht brauchenwerden.Die Norm
|A|| = v/(A, A) zu diesemSkalarproduktvird, um sie von denvielen
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anderenmoglichen Matrixnormenzu unterscheidenals FROBENIUS
Norm bezeichnet.

f) Orthonormalbasenim Vektorraum der Matrizen

Da wir denVektorraumR™*"™ derm x n-Matrizenmit dem Vektor
raumR™" identifizieren,habenwir eine Standardbasidestehendus
Matrizen,bei denengenauein Eintraggleich einsist und alle anderen
gleich null; wie jede StandardbasisinesR” ist dasnaiirlich eineOr-
thonormalbasisWir wollen unsiberlgen,dallwir unsauchauszwei
beliebigenOrthonormalbasemon R™ und R™ eine Orthonormalbasis
von R™*™ konstruiererkdnnen.

Dazudefinierenwir zurachstfiir zwei Vektoren

U1 wq
v = eER™ und w= e R"

(% (%

m

derenTensorpoduktalsdie Matrix

Ulwl Ule e 'Ulwn
'Uzwl 'Uzwz .. 'Uzwn

vRwW = _ _ _ | e R
UV, W, VW ...V,,W,

(Das Zeichen,®" wird in diesemZusammenhangusgesprocheals
» rensof).

Lemma: (vy,...,v,,) und(wy,...,w,) seienOrthonormalbasemon
R™ bzw R™. Dannbildendie Vektoren; ® w; eineOrthonormalbasis

desVektorraumdR™*™,

Beweis: Wir bezeichnerlie Komponentemler Vektorenv; mit v, ,, die
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derVektoremw,; mit w;,,. Dannist

m n
</Ui ® Wy, Vg ® w£> = Z Z(viuwju)(vkuwfy)

pu=1 v=1

m n
= E :U'L'p,wku E :wjuvéu
u=1 v=1

= <Uiavk> <wj7wf> .
Isti # k oderj # ¢, soverschwindetechtsmindestenginerderbeiden

Faktoren,alsoauchdasProdukt.Ist aber: = k£ undj = ¢, sosindbeide

Skalarprodukteechtsgleicheins,alsoauchdasSkalarproduktinks. .

83: Die Singularwertzerlegung

Unsernachste<Ziel ist es,zu einergegebenerMatrix A € R™*™ Or-
thonormalbaseny, ...v,, vonR™ undw,,...,w, vonR"™ zufinden,
derart,dal3 A in der OrthonormalbasigausdenMatrizenv, ® w; eine
moglichstkurzeBasisdarstellunpat. OffensichtlichhatjedederMatri-
zenv; ®w; denRangeins,dennjedeihrer Spalterist proportionakuw;,
undjedeihrerZeilenistproportionakuv,. EineMatrix vomRangr mufl3
dahereineLinearkombinatiorvon mindestens Basismatrizesein;wir
wollen eineBasisfinden,in derwir mit genaw auslommen.

Satz: Zu jederlinearenAbbildung
. R™ — R"
' v — Av

gibt es Orthonormalbasen,, . ..v,, von R™ und uq,...,u,, von R"
derart,daf3in der Abbildungsmatrix> von ¢ beZiglich dieserBasen
alle Eintrageo;; mit: 7 j verschwinderundfur die Eintrageo; gilt:

011 20222 " 2 Oppe -

Furn = m ist X alsoeineDiagonalmatrixfur n > m einedurchNull-
spalterundfirm > n einedurchNullzeilenerweiterteDiagonalmatrix.
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DenBeweisfuhrenwir durchinduktionnachdemMinimum derbeiden
Zahlenm undn:

Ist diesedMinimum gleicheins,soistm = 1 odern = 1 oderbeides.

Im Falle m = 1 nehmenwir fur R™ = R die Orthonormalbasibeste-
hendausder Eins. Falls A die Nullmatrix ist, konnenwir fur R™ eine
beliebigeOrthonormalbasisvahlen;andernélls nehmenwir alsersten
Basis\ektor denVektor ¢(1) dividiert durchseineLangeund erganzen
ihn zu einerOrthonormalbasison R™.

Istn = 1, nehmenwir entsprechendiir R® = R die Orthonormalbasis
bestehen@usderEins.In R™ nehmenwir irgendeinédrthonormalba-
sis desKernsund erganzensie durch einenweiterenVektor zu einer
Orthonormalbasison ganzR™; diesenweiterenVektor betrachterwir
alserstenBasis\ektor,

WenndasMinimum groRRerals einsist und A die Nullmatrix, konnen
wir fur R™ undR™ beliebigeOrthonormalbasewahlenundalles, = 0
setzen.

Fur alle andererMatrizen A betrachterwir in R™ die Einheitssphre
S={veR™| v =1}

bestehenausallenVektorenderLangeeins,unddaraufdie Abbildung

w_{S—HR
v o)

die jedemVektorv € S die LangedesVektorsp(v) = Av € R" zuord-

net. Da S kompaktist, nimmt ¢y seinMaximum an; diesessei o, und

werdefur denVektorv, € S angenommerDa A nichtdie Nullmatrix

ist, kanng; nichtverschwindenyir konnendaherividierenundsetzen
- p(vq)

U .
1 oy

Dannist ¢(v,) = oquq, Unduq ist wie v, ein VektorderLangeeins.

Nach dem Basiseganzungssatm Verbindungmit dem Orthogonali-
sierungserfahrenvon GRAM und SCHMIDT kdnnenwir dazuweitere



133 Mathematik und Information FS2011

Vektorenv,, ...,v,, undu,,...,u,, findenderart,daf3die Vektorenv,
eineOrthonormalbasigonR™ bildenunddie«,; einevonR™ . Beziglich
dieserbeidenBasenhabey die AbbildungsmatrixA;.

Dadie SpaltenektorenderAbbildungsmatrixdie KoeffizientenderBa-
sisdarstellungler Bildvektorensind und v; ausc,u, abgebildetwird,
hatdie ersteSpaltevon A in dererstenZeile denEintrago,, undalle
andererkintrageverschwindenWir wollen unsiiberlegen,dallauchin
dererstenZeilevon A, alle andererEintrageverschwindemmiissen.

Wir schreiben

o by oo Dot

0 by oo bigg
A= _

0 bn—l,l te bn—l,m—l

undbetrachterdenVektor
v = 0'1/U1 + bo]_'UZ +...+ b07m_1'Um - Rm .

Da er beziglich einerOrthonormalbasisagestelltist, kbnnenwir das
QuadratseinerLange einfach als Summeder Koeflizientenquadrate
berechnend.h.

m—1
2 _
[v]|* =0+ > 85;.
j=1

SeinBild untery ist

() = a1p(vy) +bgyp(vy) + -+ + by _1P(Vp, 1)
wobeib") den(j — 1)-tenSpaltenektorvon A, bezeichnetln Koordi-
natenausgedicktist somit

2, 2 2
oy tbort 05,1

boib11 -+ +bg 101 m—1
p(v) =

boibn—11t - +tbom_1bn_1m—1
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DasLangenquadratiesesvektorsist Quadratsummeer Eintrage,d.h.

2
le@)||? > (02 + b3+ -+ + b5 1) -

Der Einheits\ektor
v v

%@Mf¢zwu.+w
017001 ™ T 00,m-1

wird dementsprechendbgebildetauf den Vektor ¢(v)/||v||, dessen
LangegrolRerodergleich

2, 2 2
o1 +bgyt -+ 05,1

2. 12 2
\/‘71+501+"'+bo,m—1

ist. DieseLangekannaberhochstengleich o; sein,dennnachKon-
struktionist dasja die grof3tnbglicheLangefur dasBild einesVektors
derLangeeins.Somitmusseralle by, verschwindendie Matrix A; hat

alsodie Form
_ Ul O
n=(3 5)

mit einer(n — 1) x (m — 1)-Matrix B. Dieszeigt,dal3p denvonw, bis
v,, erzeugtetntenektorraumdesR™ aufdenvonu, bisw,, erzeugten
UntenektorraumdesR"™ abbildet.Schiankenwir die Abbildung ¢ ein
auf diesebeidenUntenektoriaume habernwir jeweils um einskleinere
Dimensionennachinduktionsannahmgibt esalsoOrthonormalbasen
dieselUnterektortaumepeziglichdererdie Einschankungvony Dia-
gonalgestalhat. NachWahl von ¢ ist klar, daf3alle Diagolaneintage
kleinerodergleicho, seinmussen.

> .12 2
> \Jortbg e b5 g

Ersetzerwir v, ...,v,, undu,,...,u, durchdie VektorendieserBa-
sen,erhaltenwir zusammemit v, und«, Orthonormalbasexon R™
undR"™, beziglich dererdie Abbildungsmatrix>: von ¢ keineEintrage
o;; miti 7 j hatundfurdieo,; = o; gilt 0, > 0, > --- > o, wobeir

dasMinimum derbeidenDimensionernn undn bezeichnet. .

Der Wechselvon der Standardbasigu dieserOrthonormalbasisvird
jeweils durch eine orthogonaleMatrix beschriebensomit habenwir
bewiesen:
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Satz: Jedereellem x n-Matrix A laRtsichalseinProduktd = USVT
schreibemit orthogonaleMatrizenU € R™*™ undV € R™*" sawie
einerMatrix 3 € R™*", in deralle Eintrages;; mit4 7 j verschwinden

undfur die restlichenEintragegilt 01, > 05, > -+ - > 0,.,..
|

Definition: Die Zahleno, = i heilRensingulre Werte von 4; die
€

SpalterektorervonU undvonV bezeichnemvir alssinguBre \ektoen
von A. Die Zerlgung A = UXVT heiRt Singubirwertzerlgung der
Matrix A.

Dadie MatrizenU undV orthogonalind, sindihre inversenMatrizen
einfachdietransponierterDieskonnenwir ausritzenumdiesinguiren
WerteundVektorenmit bekannterGrofRenin Verbindungzu bringen:

AAT =uxvTyxTuT =uxxTuT =uAUT =UAU L,

wobei A eine Diagonalmatrixmit Eintragenc? ist. Somitsind die o,
die WurzelnderEigenwertevon AAT.

Multiplizierenwir die Gleichung4 = ULVT vonrechtsmit V, erhalten
wir die GleichungAV = U3, dennfir eineorthogonaleMatrix V' ist
VTV = v VT gleichderEinheitsmatrix Fiir deni-ten Spaltenektor v,

vonV istdaherdv, = o,u,.

Entsprechen@&onnenwir AT = VETUT vonrechtsmit U multiplizie-
renunderhaltenA”U = VX7 fur deni-tenSpaltenektoru, vonU ist
daherATu, = o,v;.

Fasserwir beideszusammenerhaltenwir die Gleichungen

AT Av, = o2v; und AATw, = o?u,;

diesingularenVektorersindalsodie Eigervektorervon A7 Abzw AAT

Dadie MatrizenU undV alsorthogonaléMatrizeninvertierbarsind,ist
der Rangder AusgangsmatrixA gleichdemder Matrix 3, d.h. gleich
derAnzahlr dervon Null verschiedeneSinguBrwerte.

Dadie EintragederMatrix X hochstenglannvon Null verschiedersein
konnen,wenn der Zeilenindex gleich dem Spalteninde ist, wird im
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ProduktUX deri-te Spalternektorvon U mit o, multipliziert. Entspre-
chendwird im Produkt=V 7™ deri-te Zeilervektorvon VT, d.h.alsodie
i-te Spaltevon V', mit o, multipliziert. Fir ¢ > r ist o, = 0, die ent-
sprechendeBpaltervon U und V' spielenalsofir die Berechnungon
A =UXVT keinerleiRolle undmiissersomitauchnicht abgespeichert
werdenBezeichnelU, dien x r-Matrix ausdenersten- Spalterekto-
renvonU, V; diem x r-Matrix ausdenersten- Spalternektorenvon V
und X, die r x r-Diagonalmatrixmit Eintragenoy, . . ..o, soist also
auch

A=U2,VF mit U e R, V;€¢R™" und %; € R"™*",

Ausgediickt durch die Spaltenektorenu,, v, von U; und V; kdnnen
wir diesauchschreiberals

™ ™
_ T _
A= E ou0; = E o;U; @V,
i=1 i=1

mit demin §2f) eingefihrtenTensorprodukt.

Die Projektionauf denRaumaller Matrizenvom Ranghochstens fir
eins < r liefert unsderfolgende

Satz: A seieineMatrix vom Rangr; ihre Singubrwertzerlgungsei

-
A=UxVT = Zaiui ® v; .
=1
Dannist fur jedess < r die Matrix

S
AS = E O-’L'u’i X ,Ui
=1

eineorthogonald’rojektionvon A aufeinenVektorraumvon Matrizen
mit Ranghodchstenss, und fur jede Matrix B vom Rankhochstenss
gilt: |4 — B|| > [|4, — A

(Als Matrix konnernwirfl A, wie folgt definierenDie Matrix 3, entstehe
ausy dadurchdaRalle o,; mit i > s aufNull gesetziverden.Dannist
A, =Ux,VT. Die Matrix A, istgenaudanneindeutigbestimmtwenn
o, > 04, ISt; andernélls gibt esmehrerd.dsungen.)
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Beweis:Dadie samtlichenu, bzw v; jeweils eineOrthonormalbasides
zu GrundeliegendenVektorraumsbilden, bildendie u; ® v; nachg§2f)

eineOrthonormalbasigdesentsprechendeYiektorraumss/on Matrizen.
Wir betrachterinebeliebigeMatrix B ausdiesemRaumundschreiben

sieals
B =Zzbijui®vj'

=1 j=1

DadasQuadratder EUKLID ischenNorm beziglich einerOrthonormal-
basiseinfach als Summeder Koeffizientenquadratéerechnetverden
kann,ist

, min(m,n)
IB=AP= Y (b —0)?+) b
i=1 i7j

Wenndiesminimal werdensoll, musserelsozurachstalle b;; mit i 7 j
verschwinden.

Von den Koefiizienten b,; konnen fir eine Matrix B vom Rang
hochstenss < r < min(n, m) nicht mehrals s von Null verschie-
densein;wir konnendahernicht alle » Koefizientens,; = o, setzen,
sondermrmussereinigeauchaufnull setzenEin solcherKoeffizientlie-
fert danneinenBeitragvon o7 zur obigenSumme Dadie o; der GroRe
nachgeordnesind,setzerwir somitb,; = o, fur: < sundb,; = Osons.t.

84: Latente semantischeAnalyse

Wir habenorthogonaleProjektionerunddie Singuarwertzerlgungbe-
trachtet,um damit die Term-Dokument-Matrixzu ,,entrauschéen wir

wollen also den Vektor v zu einem Dokumentauffassenals Summe
zweierVektoren,von denender eineden ,wirklicher® Inhalt desDo-

kumentsbeschreibtwahrendm andererall die Zufalligkeitensteclen,
die individuelle Wortwahl (Karotte/Mohre, Auto/PKW) und Stil mit

sich bringen.Wennwir dieseZerlegungwirklich definierenund auch
durchfuhrenkdnnten hattedie Matrix der,Inhalts\vektorefi sicherlich
einenkleinerenRangalsdie Term-Dokument-Matrix.
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Ansatzpunktder latentensemantischerAnalyse ist die logisch un-
zulassige aberpraktischbenvahrte UmkehrungdieserAussageWenn
wir die Term-Dokument-Matrixdurcheine,benachbarteMatrix nied-
rigerenRangsersetzenstehtzu hoffen, daRderenSpalteneherden,,In-
halts\ektoreri entsprechealsdie Spalterder Term-Dokument-Matrix.

Ein ahnlichedroblemhatauchdie numerischélathematikbeimRech-
nenmit Gleitkomma-Matrizenfalls die Spaltena,; einerMatrix einer
linearenGleichung) _ \;a; = 0 geriigensollten,wird durchallfallige
Rundungsfehledie rechte Seite tatsachlich oftmals verschiedervom
Nullvektor; der Rangder Gleitkomma-Matrixwird alsogrof3erals der
RangderexaktenMatrix.

Betrachtetmandie singubrenWerte einer solchenMatrix, so werden
diesemeisthintereinemfestenindex plotzlich sehrviel kleiner Diesen
Index bezeichnemanalsden(nichtwirklich exaktdefiniertenhumeri-
schenRangderMatrix.

Als Beispielbetrachterwir die Matrix

1 2 3 14 32 50
A:<4 5 6> mit AAT=<32 77 122)
7 8 9 50 122 194

Die Eigenwertevon AA™ sind0 und 1 (285 3/8881), undtatsachlich
hat A natirlich nurdenRangzwei.

Ein Programmwie MatLab berechnefedochauchzu A eine,inversé

Matrix (wennauchmit Warnungiberdie schlecht&konditionszahlund
kommtauf die singuirenWerte 16,85,1,07und 4,42- 10~ 8. Hier ist
dernumerischeRangoffensichtlichgleichdemRangzwei der exakten
Matrix.

Soextremwie in diesemBeispielist derAbfall dersinguarenWerteim

Falle von Term-Dokument-Matrizematirlich nur selten;trotzdemist

meistungefahr klar, abwannsieklein genugwerdenumvernachassigt
zuwerdenDerwohl popubrsteAnsatzzur latentersemantischeAna-

lysebestehtdaherdarin,die Term-Dokument-Matrixsoauf eineMatrix

niedrigererRangszu projizierenund mit dieserzu arbeiten.

Als Beispielfir einelatentesemantischénalysebetrachtet
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LARS ELDEN: Matrix Methodsin DataMining and PatternRe-
cognition,SIAM, 2007

funf Dokumentefolgendeninhalts:

1. TheGoogle™ matrix P is amodelof theinternet.

2. P,; isnonzerojf thereis alink from Webpagey to .

3. TheGooglematrixis usedto rankall Webpages.

4. Therankingis doneby solvinga matrix eigervalueproblem.

5. Englanddroppedout of thetop tenin the FIFA ranking.

Wennwir die zehnSuchbgriffe eigervalug England,FIFA, Goagle,
internet,link, matrix, page, rank, Web zulassenerhaltenwir die Term-
Dokumentmatrix

0 0010

0 00 01

0 00 01

1 01 0O

1 0 0 0O

A= 01 00O
1 01 10
01100

0 0111

\O 1 10 O)

Die Suchanfrage,Ranking of Web Page$ entsprichtdem Spalten-
vektor zu (0,0,0,0,0,0,0,1, 1, 1); berechnerwir denKosinusseines
Winkels mit den funf Spaltenektorenvon A erhaltenwir die Werte
0,2, % ~ 0,775und fur die beidenletztenSpaltenjeweils 1. Dem-
nachware dasdritte Dokumentdaspassendstegefolgt vom zweiten,
danachgleichrangigdasvierteunddasfiinfteundamunpassendstetas

erste.

Tatsachlichist klar, dal3fur dieseAnfrage dasletzte Dokumentvollig
irrelevantist, wahrenddaserstetrotz disjunkterSuchbgriffe durchaus
einegewisseBedeutundhat.
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Die Singukirwertzerlgungvon A ist A = U; 2V mit
-0,142 0,243 0 -0,578 0,364
-0,0787 -0,261 -0,385 0,392 0,168
-0,0787 -0,261 0,385 0,392 0,168
-0,392 0,0274 0,385 0,399 0,251
. = -0,130 -0,0740 0,385 0,375 0,495
71 -0102 0,373 -0,192 -0,0346 0,654 |’
-0,535 -0,216 0,385 0,179 0,113
-0,365 0475 0,192 -0,0102 -0,0917
-0,484 -0,402 -0,385 -0,161 0,215
-0,365 0,475 0,192 -0,0102 —0,0917/
285 O 0 0 0
0O 188 O 0 0
X = 0 0O 173 O 0
0 0 0 126 O
0 0 0 0 0,848
und
-0,370 -0,139 0,667 0472 0,420
-0,291 0,703 -0,333 -0,0436 0,555
V=1 -0,750 0,191 0 0,0308 —0,633
—0,407 -0,457 0 —0,728 0,309
-0,225 -0,491 -0,667 0,494 0,142

Setzenwir zur latentensemantische\nalysedie letztendrei dieser
Diagonaleintageauf Null, erhaltenwir die neueMatrix

0,142

-0,.0787

0,.0787
~0,392
0,130
0,102
~0,535
~0,365
0,484
0,365

0,243
0,261
0,261
0,0274

~0,0740 | /2,85 0

0,373 <o 1,88)
~0,216
0,475
0,402
0,475

~0,370

~0,291

~0,139 0,703

0,667
0,472
0,420

0,333
0,044
0,555
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0214 -0203 0218 0375 0,316
0,152 0,280 0,0748 0,316 0,291
0,152 —0,280 00748 0,316 0,291
0407 0,362 0850 0432 0,226
0,156 0,00992 0251 0214 0,152
0,00992 0579 0,353 -0,203 0,280
0622 0,159 1.07 0807 0,542
0261 0,932 0951 0,0147 —0,205
0617 -0,130 0891 0908 0,682
\ 0261 0932 0951 00147 —0205/

Berechnerwir nundie Kosinuswertaler Winkel zwischendenSpalten
unddenSuchanfragergrhaltenwir die neuenWerte

0.604 0.640, 0.743 0.374 und 0.140,

nachzwar weiterhindasdritte Dokumentdie besteAntwort ist, aller-

dingsliegennun sonvohl dasersteals auchdasvierte deutlichvor dem
irrelevantenfiinften.Der Grundliegt naitirlich darin,daf3die Projektio-
nender entsprechendeBpaltenektorenvon A auf denvon denersten
beidenSpalterektorenvonU; aufgespanntetdntenektorraundesR*®

weitausbessefibereinstimmemlsdie Originaleim R1°.

85: Der PageRankvon Google

Googlebagannals studentischeborschungsprojekier beidenDokto-

randenSERGEY BRIN und LAWRENCE PAGE ander StanfordUniversity
im kalifornischenPalo Alto; seineerstenVorlauferwarenauchnurdort
aufdemCampuszuganglich.Als StanfordsPrasidentJoHN HENNESSY,

ein technischelnformatiker, Mitte der neunzigerJahreerstmalsvon

derneuenSuchmaschin&orte, tippte er seinenNamenein und erhielt
gleich als ersteseine Seitevon Stanford.Daswar ihm bei der damals
fuhrenderBuchmaschinéltaVistanochnie passiertindtrugsicherlich
mit dazubei, daf3Stanfordspaterdie Kommerzialisierunggon Google
nachKraftenforderte.

Die erstenPrototyperbeticksichtigtereur Anordnungder Suchegeb-
nisseselbsterstindlichnochnichtdie heuteliblichentiberzweihundert



Kap. 3: Information erschlieRen 142

»Signalé; damalsgab esim wesentlichemur ein Kriterium, den Pa-
geRank.Er ist benanntnach LAWRENCE PAGE und patentiertals US
Patent6 285999vom 4. SeptembeR001mit Anschlul3patent 058628
vom 6. Juni 2006*) Inhaberder Patenteist die StanfordUniversity; als
Erfinderist jeweils LAWRENCE PAGE ang@eben.

Im Gegensatzu den meistenandererKriterien ist der PageRankun-
abhangig von jeder SuchanfrageDurch ihn sollenalle (dem System
bekannten)Webseitemachihrer Wichtigkeit geordnewerden.Getreu
der allgemeinerPhilosophievon Googlemul3 dieseWichtigkeit nach
einemgut skalierbarerVVerfahrenohnemenschlichdnterventionbere-
chenbarsein.

Die Grundidealazuist einfachundauchnichtneu:Seitlangenmwird im-
mer wiederversuchtdie Wichtigkeit wissenschaftlicheArbeitenrein
mechanisclzu bestimmenEin einfacherund deshallgerneverwende-
ter Ansatzbestehtdarin, eine Arbeitennachder Anzahl jeneranderer
Arbeitenzu beurteilenjn denensie zitiert wird. Mit Hilfe desScience
Citation Index und inzwischenauch CiteSeer(citeseer.ist.psu.edu)
und ahnlichenDatenbankn lal3t sich diese Anzahl leicht feststellen
(oderzumindesschatzen dennsie hangtnatirlich abvom Umfangder
verwendeterbatenbank)undmanerhalt ein objektvesMals.

Wenigerklar ist, was durch diesesMal} gemessenvird, dennan der
Spitze stehenpraktischnie Arbeiten, die ein Fachwissenschaftleder
entsprechendebisziplin zudenwichtigstenausdembetrefendenZeit-
raum rechnenwirde. Der Grund st ziemlich klar: Ein kleinesLicht
mit einergrol3enScharmmittelmalRigerSchiler, die allesamistandigden
grolRenMeisterzitieren,schneidetier bessemb als ein Autor, der nur
vonwenigenhochkaatigenSpezialisterzitiert wird.

Ahnlich siehtes aus,wennman dieseVorgehensweisauf dasWorld
WdeWebubertiagt.DaeineVolltextsuchmaschinehnehinKopienaller
ihr bekannteWebseitenm Speicheihat,kannsiezujederdieserSeiten

*) US-Patentesind auf dem offiziellen Sener patft.uspto.gov des
United StatesPatentand TrademarkOffice in HTML zu finden, pdf-
Dateienbei www.pat2pdf.org.
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leichtermitteln,wie vieleandereSeitendaraufverweiserundkanndann
alsWichtigkeitsmasfir eineSeiteS definieren

wp(S) = Anzahlder Seitendie auf S verweisen

Die Problememit diesemMal3sindim wesentlichalieselberwie oben:

1. EinVerweisvoneinerwichtigenSeitesagtmehraus alseinVerweis
von einerunwichtigen.

2. Wenneinewichtige Seiteauf hundertandereSeitenverweist,kann
mandasnicht vergleichenmit einemVerweisauf nur eineeinzige
Seite.

3. DurchMassenproduktiomhaltsleereSeitendereneinzigerZweck
der Verweisauf eine zu pushendéNebseiteist, lal3tsich dasMal3
leicht manipulieren.

PAGE benutzttrotzdemdie Informationen,die in der Verweisstruktur
desWorld Wide Web steckt,allerdingsmit einerModifikation, die den
erstenbeidenProblemerentggenwirktund damitzumindesteilweise
auchdasdritte |0st: Eine Seiteist wichtig, wennwichtige Seitenauf sie
verweiseninsbesonderdann wenndiesenuraufwenigeandereSeiten
verweisen.

EinersterAnsatz diesin einemathematischEormelumzusetzerkonn-
te folgendersein: JedeSeite S erhalt eine Wichtigkeit w(S), fur die
folgendesgilt: Sind R4, ..., R,, die Seiten,die auf S verweisenund
verweistR,; aufm, Seitensoist

" w(R,)
S) = —,
W= = (*)
Dies ist sicherlicheine sinnvolle Forderung,jedochist a priori nicht
klar, ob dadurcheineeindeutigeRangordnunglefiniertwird: Erstein-
mal mufl3untersuchtverdenob estiberhaupeinevon derNullfunktion
verschiedené& osungsfunktionw gibt, danachstellt sichnochdasPro-

blemderEindeutigleit.

DieseFragelaldtsich einfachbeantvorten,denndie obige Formel de-
finiert offensichtlichein linearesGleichungssysterfiir die Unbekann-
tenw(S). Um esin einetiblichereForm zu bringen,bezeichnenvir die
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der SuchmaschindekannterDokumentemit S, ..., Sy, die Anzahl
dervon SeiteS; ausgehendeverweisemit m; undsetzen

a.. =

17 J

{ mi fallseseinenVerweisS, — S; mit j 74 gibt

0 sonst
Dannwird die obigeGleichungzu
N
w; = Zaijwj fure=1,...,N.
7=1

Bringenwir hier nochw, auf die andereSeite,habenwir die Standard-
form eineshomogenetinearenGleichungssystems:

& a,; fallsi%j
A = i - ]
wawj 0 mit b {—1 fallsi = j
7=1
Ein solchesSystemhat immer den Nullvektor als Losung; weitere
Losungengibt es genaudann,wenndie Gleichungerinear abhangig
sind.

Fur eineSeiteS;, von dermindestengin Verweisausgehtist

N 1 N

> ay =m;+— =1 unddamit > b =0;
i=1 J =1

falls von jederSeitemindesten®in Verweisausgehtist alsodie Sum-

me aller V linker Seitengleich Null. In diesemFall sind daherdie

Gleichungerinearabhangigundesgibt auchnichttriviale Losungen.

Nun gibt esallerdingsviele Seiten,die auf keine anderenSeitenver-
weisenzumBeispieldie pdf-Dateimit demText diesesSkriptums.Um
trotzdemdie Existenznichttrivialer Losungenzu garantierenwerden
vor allemzwei Stratgienangevandt:

1. Manignoriertzunachstalle Seitendie aufkeineandererverweisen.
Fur denRestlost mandaslineare Gleichungssystemnd setztdie
Losungdannmittels der Formel (x) fort auf die restlichenSeiten.
DadieseSeitenaufnichtsverweisenkonnensienie aufderrechten
Seitevon (x) auftreten;rechtsstehenimmer nur bereitsausdem
erstenSchrittbekannteGewichte.
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2. ManbehandeltdieseSeitenso,alswiirdensieaufjedeandereSeite
verweisen,setztalso fur eine solche Seite S; den Wert von a,;
fur jedes: auf1/N. Dannist auchfur solchej die Summeallera,;
gleicheins,sodal3obigesArgumentie Existenzeinernichttrivialen
Losungzeigt.

Ein weiteresProblemsind Verweiseauf nicht (mehr) existente oder
einfachnur unzuganglicheSeiten,z.B. solchemit Pal3wortschutzoder
Gehlihr. Diesemul3 die Suchmaschinentwederignorierenoder aber
wie eineSeiteohneausgehend¥erweisebehandeln.

Nachdemdie Existenznichttrivialer Losungengeklart ist, stellt sich
als nachstesdie Frage der Eindeutigleit. Natirlich erfullen mit je-
demLosungsektorauchdessersamtlicheVielfachendasGleichungs-
system;sofernes abereine Losungmit ausschliel3licmichtnegativen
Wichtigkeitengibt, fihrenalle positven Vielfachendavon auf diesel-
be RangordnungWir missenalsosicherstellendal3der Losungsraum
erstenseindimensionaist und zweitensVektorenohnenegative Kom-
ponenterenthalt.

Leiderkanndie DimensiondesLosungsraumdeutlichgrof3erseinals
eins:Wennwir dieWebseiterb,, . . ., Sy einteilenkdnnenn zweiKlas-
senA und B mit der EigenschaftdallkeineSeiteaus A auf eineSeite
aus B verweistund umgelehrt, sind die Gleichungenfur die Seiten
ausA unddiefur die SeitenausB offensichtlichunablangigvoneinan-
derundjedesderbeidenTeilsystemehatnachobigerDiskussioneinen
mindesten®indimensionales dsungsraumyndlafldtsich jedeLosung
deserstenTeilsystemanmit jeder Losungdeszweitenzu einerLosung
desGesamtsystemisombinieren,so dalRdesser.dsungsraunminde-
stenszweidimensionaist. Bei mehralszweiKlassengdie nurinnerhalb
der eigenenKlassezitieren,wird die Dimensionnochgrof3er und fur
die Praxisamschlimmsternist die TatsachedalRunsdasGleichungssy-
stemkeinerleiAnhaltspunktegibt, wie wir die relative Wichtigkeit der
einzelnerKlassenfestleggensollen.

AusdiesemGrundmufRGleichung(x) erweitertwerdenumeinenTerm,
derdie ExistenzdisjunkterKlassenverhindert.Die Ideedazuerklaren
BRIN und PAGE folgendermalien:
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Gleichung(x) lal3tsichauchstochastiscinterpretierenAngenommen,
ein Surferbeginnt mit einerzufallig ausg&vahltenWebseiteundKklickt,
sobalder sie auf demBildschirm hat, zufallig aufirgendeinerder dort
gefundenervVerweise Mit dernun erscheinendeBeiteverfahrter ge-
nausoundsoweiter. Fallsdiese€Experimentinreichendft wiederholt
undhinreichendangedurchgetihrtwird, ergibt sichalsGrenzwereine
Wahrscheinlichkits\erteilungiberalle Webseitend.h. wir konnenfir
jedeSeitesS die Wahrscheinlichkit p(S) ermitteln,daRder Surferdort
ankommt.Offensichtlichgerigtauchdie Funktionp derGleichung(x).

Nun wird dasModell etwas modifiziert: Der Surferklickt nicht mehr
unbedingtauf einender Verweiseder aktuellenWebseite sondermur
mit einergewissenWahrscheinlichkit «.. Alternatv gehter mit Wahr
scheinlichleit 1 — o zu irgendeinerzufallig ausg&ahlten Webseite.
Jetztwird die Wahrscheinlichkit fur dasAnkommenauf einerSeite.S
beschriebewurcheineFunktion,die der Rekursionsbedingung

" p(R) 1-a
S)=a I+ )
p(S) ; j N

Laut BRIN undPAGE ist a =~ 0,85 eineverninftige Wahl.

Auch gemal3 dieserRekursionserschrift konnenwir wieder Wichtig-
keitenw(S) definierendie einemlinearenGleichungssystergeriigen:
Sind Sy, ..., Sy die samtlichenWebseitenwobeiwir annehmendald
entwedemur Webseiterberiicksichtigtwerden,die auf andereverwei-
sen,oderaber dal3eine WebseiteohneexterneVerweiseso behandelt
wird, alsverwiesesieaufalle Webseitenundsoll S; die Wichtigkeit w,
bekommen,somuf3nungelten

N
_ Z l-«a
J=1

wobeidie Koeffizientena,; wie obendefiniertsind.Im Gegensatzum
dortigenAnsatzhaberwir hieraberfiir o # 1 eininhomogene$ineares
Gleichungssystem,

DiesesGleichungssysterkannfir 0 < a < 1 héchstensinelLdsung
haben:Sind namlich (wy, ..., wy) und (uq, ..., u,) beidesLosungs-
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vektoren sokdnnenwir einenindex i finden,fur den|w, — u,;| maximal
ist. FUr diesesg ist dann

N N
_ l-«o l-«
lw; —u;| = || @ E aijwj-l-T — |« E aijuj-l-T
j=1 i=1

N N
=la ay(w; —u)| <a) ay|w —u
j=1 j=1
N N
Sazaig’ lw; —u,| = aza’ij lw; —
j=1 J=1

N
= a|w; —u,;| , denn Zaij =1

J=1

Dasistabemurmoglich,wenn|w, — u,| verschwindetinddamit,wegen
desseMaximaleigenschafguchalleandererifferenzeny,; —u,. Dies
zeigt,dalldie beidenL 6sungerubereinstimmen,

Noch nicht gezeigtist die Existenzeiner Losung,aberjeder der mit
demBANAcCHschenFixpunktsatavertrautist, wird wohl wissen,wie es
nun weitergeht: Wir startenmit irgendeinemV-tupel (w!?, ..., w?)
positver Zahlenundkonstruiererdazusukzessie neueN -tupelgenmali
derVorschrift

1
(k+1>_aza w2~

@.7]

Falls dasTupeI(w(k) e ,wg\'ﬁ)) eineLosungist, stimmtesnaiirlich mit
seinemNachfolger(w{**V, ..., w{*Y) tiberein,aber daskdnnenwir

nichtrealistischerweiserwarten.

Als Mal3 der AbweichungzwischendenbeidenTupelnbetrachterwir

wie obeneinemIndex i, fiir den |w{*™ — ™| maximal wird. Fir
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k > listdannnacheinervdllig analogerRechnung

1 1
A RO ES B DSl

(k) (k—1)
i W ‘

N N
- k k—1
—aE aij(wg)—wg ))gag a;; |w
j:]_ jzl

N
9 9] = (03 ) [l

< ozz a;; |w

N
= a ‘wgk) - wgk_l)‘ , denn > “a,; =1

J=1

Da wir a < 1 vorausgesetzhaben,werdendie Abweichungenalso
immerkleiner, undim Limeserhaltenwir eineLdsung.

Damitist bewiesen,daResgenauveineLdsunggibt, undnachdem,was
wir in der LinearenAlgebragelernthabenkonnenwir diesemit dem
GAuss-Algorithmusbestimmen.

Esgibtallerdingseinenwesentlicherunterschie@wischerdemhierzu
|dsenderGleichungssystemnddenausUbungsbétternundKlausuren
bekanntenZwar gehtesin beidenFallen(meist)um IV Gleichungenn
N Unbekanntenaberim Studiumist N seltenmehralsvier, wahrend
esbei Googleim Augenblickbei etwasiiber80 Milliarden liegt.

UmdenGAuss-Algorithmusfir einGleichungssystermusN Gleichun-
genmit N Unbekanntewnlurchzufihren brauchtmanasymptotiscletwa
N3 RechenoperationeBei N ~ 8- 10° sinddasungefhr2® - 10?7, mit
derNaherung?'® ~ 10® alsoungefihr2.

Bei der Beurteilungder SicherheitelektronischetUnterschriftengeht
dasBundesamtir Sicherheiin derInformationstechnikierzeitausvon
einemSicherheitsnieau2!®; ein Verfahrengilt somitalssicher wenn
anzunehmeist, daBein Gegnermindesteng!® Versucheeritigt, um
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dasVerfahrenzu knaclen. Diese, Versuché sind zwar etwaskomple-
xer alseinfacheRechenoperationeandererseitmulRmanaberbeider
Beurteilungder Sicherheitvon KryptoverfahrenauchGegner beriick-
sichtigendie einenRechenauf@ndvoneinemJahrodergarmehrnicht
scheuenwasweit jenseitsdesserliegt, wasfir die periodischzu ak-
tualisierendeRangfolgeder Webseiteniegt. Daherkdnnenwir davon
ausgeherjalR2®® Rechenoperationerumindestiir dieseAufgabeder
zeitnichtim BereichdesRealisierbarefiegen.

Andererseitssind wir hier auchnicht im Bereichder ReinenMathe-
matik, sondernesgehtum eine Anwendungder Mathematikauf reale
ProblemeDabeimiisserwir unsgeradebei soeinemThemaauchstets
bewvul3tsein,dalBunsereModellemit ziemlicherSicherheihureineAp-

proximationandie Wirklichkeit sind—fallseshier iberhaupirgendeine
»Wirklichkeit' gebensollte.

Von daherware es Unsinn, mit riesigemAufwand ein Problem,das
bestendlls eine grobe Approximationan eine vielleicht gar nicht vor-
handeneWirklichkeit beschreibtmathematisclexakt zu |6sen:Eine
approximatve Losungreichtvollkommen.

Diesewiederumbietetunsgeradedertheoretischénsatz,mit demwir
die ExistenzeinerLosungbewiesenhaben:Die dazuverwendetdtera-
tion gestattetuns schlief3licheine beliebig genaueAnnaherungan die
Losung Dawir vonachtMilliarden Gleichungenn genauswielenUn-
bekannterausgehenist schliel3lichauchdie Iterationswrschrift keine
Aufgabefur dasRechnemmit Bleistift und Papier:Um die Gleichung

l1-«o
N

N
w§k+1) = a Z az’jwj(k) +
J=1

furalle: auszuwerterhrauchemwir groRenordnungsaRigN? Rechen-
operationerne Iteration.

Hier hilft unseine praktischeBeobachtunggie wohl keinenSurferim
World Wide Weberstauneuirfte:Bekanntlichista,; = 0,wenndie j-te
Webseitenicht auf die i-te verweist,und natirlich gibt eskaumWeb-
seiten,die auchnur auf einenBruchtelil aller vorhandeneiebseiten
verweisen ExperimentelleUntersuchungeaeigen,dal3eine Webseite
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im Durchschnitinur siebenexterneVerweisehat.In derobigenSumme
uberachtMilliarden Summandeisind alsoim Durchschnitinur sieben
von Null verschiedenwir braucheralsotatsachlichnur etwa 7N Ad-

ditionenund Multiplikationen. Damit sind wir wiederim Bereichder
fur die langfristige Existenzvon Google so wichtigen Skalierbarleit:

Die Zahl NV wird naitirlich im Laufe derJahreziemlichansteigenaber
zumindestachbisherigerErfahrungwird die Rechenkrafipro Dollar

(oderEuro)ungeghrim gleichenMal3esteigenBei der Anzahlsieben
fur den Durchschnittfir die Verweiseauf andereWebseitensind zu-

mindestmittelfristig keinewesentlicherAnderungerzu erwarten:Die

Erzeugervon Webseiterwerdenwohl auchin Zukunft nicht wesentlich
mehrVerweiseauf ihren Seitenanbringender Aufwandpro Iteration
bleibtalsoungefihrderselbewennauchkinftig derUmfangdeswWorld

Wide Webim selbenMalR3eansteigiwie die Rechenkrafler Computer
einerfesten(inflationsbereinigtenipreisklasse.

Was die Anzahl der Iterationen betrifft, die fur ein vorgegebenes
Genauiglkitsnveau notwendigsind, sagtuns die Summenformefur
geometrischeReihen, dal? es nicht auf die Anzahl der Webseiten
ankommt: Sei (wq, ..., wy) die Losungdes linearen Gleichungssy-
stems(w{,..., w{¥) die k-te Iterationund: derjenigelnde, fiir den

‘wi - w§k)‘ maximalist. Dannist

oo
k)| — £+1 £
‘ “‘—Z(wﬁ”—wﬁ’

o0
< Z ‘wgul) . wg)
0=k

L=k

s (k+1) _ (k)
<N o |t _ | = L ‘

£=0

nachder Summenformelir die geometrisch&®eihe Wir konnendaher
nachjedemlterationsschritabsclatzen,wie grolRdermaximaleFehler
iIstundabbrechersobalddieserineakzeptablé&roRenordnaogerreicht
hat.

In derArbeit von BRIN und PAGE von 1998

SERGEY BRIN, LAWRENCEPAGE: TheAnatomyof a Large-Scale
Hypertexctual WebSeach Engine ComputemnetworksandiSDN
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systems1998,Elsevier;
http://db.stanford.edu/pub/public_html/papers/google.pdf

ist davon die Rede,dal3 die Berechnungfir das damalsuntersuchte
Netz von 26 Millionen Seitenauf einer (nach damaligenStandards)
mittelgrof3enworkstationeinigeStunderdauerteln

LAWRENCEPAGE, SERGEY BRIN, RAJEEV MOTWANI, TERRY WI-
NOGRAD: The PageRankCitation Ranking:Bringing Order to
theWeb,TechnicalReport.StanfordinfoLab 1999,
http://ilpubs.stanford.edu:8090/422/

wird dasKornvergenz\erhaltengenaueuntersuchund gezeigt,daifir
einWebmit 322Millionen Links etwa45IterationerausreicherNeuere
ZahlenwerdenvonGooglenichtverdffentlicht;nachexternenSchatzun-
gensoll GoogleeinigeTageberbtigen,um denPageRankomplettneu
zuberechnen.

Die Wertefur die Wichtigkeitenkdnnerbetiachtlichschwanken:dermi-

nimaleWertist offensichtlichgleichl —d, alsofiird = 0,85gleich0,15;

die theoretischeObegrenzeliegt bei dIV, alsoim Milliardenbereich.
Google zerteilt diesenBereichin elf Teilintenalle, denendie Page-
Ranksnull bis zehn zugeordnetwerden. Uber die Definition dieser
Intenvalle ist nichts bekannt,allerdingswird vermutet,daf3die Inter-

vallangenungefihr in einer geometrischerProgressioransteigenso

dalRder PageRankungeghr gleich einemLogarithmusder geradebe-
stimmtenWichtigkeit ist, desserBasisin der Gegendvon sechsoder
siebenliegendirfte (61° = 60466176 und 71° = 282475249). Auch

wenn fir interne Berechnungemlie exakten Werte der w, verwendet
werdenyeroffentlicht Googlenurdie Grobwerte- wahrscheinlicrauch
dieswieder um Suchmaschinenoptimierenicht zuviel Informationan

die Handzu geben.

86: Der HITS-Algorithmus

Zur gleichenZeit, als BRIN und PAGE in Stanfordim Rahmenihres
DissertationsprojekidenPageRank-Algorithmusntwickelte,warrund
zwanzigKilometersidlich JoN KLEINBERG von der Cornell University
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als visiting professoram IBM AlmadenResearciCenterbei SanJo®
undbefaldtesichebenallsmit demProblemWebseitemachWichtigkeit
undRelevanzzu ordnen.SeinAnsatzwar etwaskomplizierter:

NachdemAnsatzvon BRIN undPAGE gibt eineWebseitemit m Verwei-
senanjededer aufgefinrtenWebseiterein m-tel ihrer eigenenwich-
tigkeit weiter, bei groRenWertenvon m alsofastnichts.

Im Falle einerSeite,die wahllossoziemlichalleszitiert, ist diessicher
lich sinrvoll; geradedamalsggabesaberauchnocheineganzeReihevon
Webseitenauf denenein odermehrereAutorenmit grof3erMiiheeine
SammlungronReferenzeffur einbestimmte§ hemazusammengestellt
hattenteilweisesogar mit KommentarezudeneinzelnerSeiten Wenn
einesolcheSeitegut gemachist, verweistsie auf wichtige Seiten,und
dassolltebei derenBeurteilungauchgehkihrendgewirdigt werden.

In seinerArbeit

JON M. KLEINBERG:. Authoritativesouicesin a hyperlinked en-
vironmentJournalof the ACM Volume46 Issueb, Sept.1999
http://portal.acm.org/citation.cfm?doid=324133.324140

betrachteter WebseiterdeshalbunterdenbeidenGesichtspunktehub
undauthority,

DasenglischeWort hub hatviele deutschdJbersetzungemnynterande-
rembezeichneesim Luftverkehrein Drehkreuzd.h.einenFlughafen,
uberdeneineGesellschafbeispielsweiséie Passagieréhrer Fernflige
aufdie Anschlul3fligezu denwenigerzentralerZielenverteilt,undent-
sprechen@uchdie Verteilzentrervon LogistikunternehmerAulRerdem
stehtdasWort fur die NabeeinesRads(von dernachallen Richtungen
die Speicherausgehen)yndnicht zuletztbezeichnesichauchKLEIN-
BERGS GehurtsstadtBostonals hub of the universe frei Ubersetzlso
alsNabelderWelt.

Auch dasWort authorityhatviele mdglicheUbersetzungenynterande-
rem Behorde, BerechtigungBefehlsgevalt, Ermachtigung,Obrigkeit,
Vollmacht; was KLEINBERG meint sind allerdingsdie alternatven Be-
deutungenm Sinnevon FachmanroderFachlompetenz.
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Die ldeeistalso,dalhubszentraléAnlaufstellensind,dieaufauthorities
verweisengdie etwaszu einembestimmterThemazu sagerhabenDas
Prinzip,nachdemer Webseiterordnet fal3terin derzitiertenArbeit so
zusammen:

A goodhubis a pagethat pointsto mary good authorities;a
goodauthorityis a pagepointedto by mary goodhubs.

Wie bei denMaximenfur denPageRankist auchdieseDefinition zir-
kular, undwie dortkanndie Zirkularitat mit Hilfe derLinearenAlgebra
leicht aufgebstwerden:

KLEINBERG ordnetjederder SeiteS; zweiGewichte zu: Dasauthority-
Gewicht x; und dashub-Gewicht y,; sie sind so normalisiert,dal3der
Vektor x mit Komponentenc, und der Vektor y mit Komponentery,
jeweils die (EuKLIDische)Langeeins haben.Die obige Maxime wird
im wesentlichersoumgesetztdal3die authority-Wichtigkeit einerSeite
proportionalzur Summeder hub-Wichtigkeitenaller daraufverweisen-
derSeitenist, wohingegendie hub-Wichtigkeit proportionalzur Summe
der authority-Wichtigkeiten jener Seitenist, auf die sie verweist.Die
Proportionalitslonstantersindjeweils dadurchbestimmt,daf3sovohl
x alsauchy Einheits\ektorenmit nichtnegativen Eintragensind.

Bezeichnemwir mit A die Matrix mit Eintragen

_ { 1 fallseseinenVerweisS; — S; mit j 74 gibt ’
0 sonst

soll esalsoKonstanterw, 8 € R, gebensodal?

y=adAz und z=pATy

ist, d.h.
z=afAT Az und y=aBAATy.

Somitist z ein Eigervektorvon AT A undy einervon AAT, beidezum
selbenEigenwert.

TatsachlichgehtK LEINBERG nichtvondieserCharakterisierunderbei-
denVektorenz und y aus,sonderngibt stattdesserine Methodezur
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Konstruktionder beidenVektorenan: Er startetmit zwei beliebigen
Vektorenz©, y© mit nichtnegativen Eintragenund setztsukzessie

g®) = ATy*=1 ynd y® = 42",

NacheinergewissenAnzahlvon Iterationenwennsichdie Richtungen
von z®) und 2~ sowie die von y*) undy*~Y nicht mehrwesent-
lich voneinandeunterscheidemimmt er fur z den Einheits\ektor in
Richtungz® undfir y denin Richtungy®.

DiesesVorgehenerinnertan die Berechnungsmethod#r den Page-
Rank.Um zu sehenpb und wohin KLEINBERGS Folgenkornvergieren,
beachtermwir, daf}

z®) = AT Az*~D und y®™ = 44T D

Ist; wir missenuns also nur tberlggen, wohin fr eine symmetrische
Matrix M diedurchz® = M z*~Y definierteFolgefiir einengegebenen
Anfangsektor z© korvemiert.

Wie wir wissen,gibt eszu einersymmetrischeMatrix eine Basisaus
Einheits\ektoren,beziglich derersie Diagonalgestalhat; durch Um-
ordnenerhaltenwir eineBasis(bY, . .., b!")), bediglich dererM Dia-
gonalgestalthat mit DiagonaleintagenA; > X\, > --- > Ap. FUr
20 =260 + ..+ 20N mit 2, > Oistdann

PARED VI SR D LS,

Firalle \; < \; gehtderQuotient\® /A¥ gegennull; im Einheits\ektor
zu z(® kommendaherfir groReWertevon k praktischnur nochdie Ko-
effizientenvor, die mit A¥ multipliziert wurden.Ist A\; > ),, bekommen
wir somitals ErgebnisnachNormalisierungden Eigenvektor 5 zum
groRtenEigenwert\,; ansonsterrhalterwir einenvon z(© abhangigen
VektorausdemEigenraumzum Eigenwert\;. Wie im Falle von Page-
RankkannmanletzteresausschlieRenndemmandie Matrix M ersetzt
durcheinekonvexe Linearkombinationmit der Matrix, derensamtliche
Eintrage eins sind, allerdingszeigenexperimentelleUntersuchungen,
dalmanauchohnedieseMalRnahmeauslommit.

DasVerfahrenvon KLEINBERG unterscheidesichnochin einemzwei-
ten Punktvon PageRankDort werdenbekanntlichsamtlichevon den
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Crawlern gefundenaVebseiterunablangigvon jederSuchanfragglo-

bal nachihrer Wichtigkeit geordnetK LEINBERG dag@enbetrachtehur

einenAusschnitdesWebs:In derobenzitiertenOriginalarbeischiagter

vor, beispielsweisenit denerstenzweihunder&rgebnissemerdamals
popuBirenSuchmaschindé\ltavista zu starten;in heutigenDarstellun-
genist die Rededavon, mit allenbekannterSeitenanzuingendie die

Suchbgriffe enthalten.

In einemnachstersSchrittwird dieseAusgangsmengerweitertum alle
Webseitendie entwederinenVerweisauf einederbetrachteteiseiten
enthaltenoder aberZiel einesLinks von einer derartigenSeite sind.
(DiesesVerfahrenkannmangegebenerdlls nochein odermehrereva-
le wiederholen.Panachwird die Matrix A fur dassoerhaltenéleilnetz
aufgestellt,und nur fir desserSeitenwerdendie hub- und authority
WichtigkeitenaufgestelltMan beachtedal3durchdie Erweiterungder
urspiinglichenMengevon WebseiterauchSeiteneinbezogerwerden
und moglicherweisesogar hohe Wichtigkeiten bekommen,die tber
hauptkeinender Suchbgriffe enthalten Auf dieseWeiseerreichtder
AlgorithmusauchohneUntersuchungler Term-Dokument-Matrixeine
Art latentesemantischénalyse.

87: Die Gewichteder Terme

Kehrenwir zurtickzur Term-Dokument-Matrixlhr Eintraga, ; soll eine

Art Gewicht desi-ten Termim j-ten Dokumentsein. Im einfachsten
Fall nimmta,; nurdie beidenWerteO und1 an, je nachdenob derder

Begriff im Dokumentvorkommtodernicht; eineandereoffensichtliche
Losungware,dal3a,; zahlt, wie oft derBegriff auftritt. Beidesist zwar

einfach, fuhrt aberauch zu offensichtlichenProblemen:Nicht jedes
Wort, dasirgendwo in einemDokumentvorkommt, lal3tauf deninhalt

desDokumentsschlielBenund wennein Wort sehrhaufig vorkommt,

kanndasaucheinfachnur bedeutendal3dasDokumententwedersehr
lang odersehrgeschvatzigist.

Seit es Textdatenban&n gibt werdendaherauchkompliziertereSche-
matadiskutiertundimmerweiterverfeinert;Googleetwa benutztnach
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eigenenAngabenrund zweihundertsogenannteSignalé, um die Re-
levanzeinesDokumentdir eineSuchanfrageu bestimmen.

SchonbeideutlicheinfachererVorgehensweiseempfiehltessich,zwi-
scherderlokalenundderglobalenWichtigkeit einesBegriffs zu unter
scheidenDabeisoll die lokale Wichtigkeit messenwelcherelative Be-
deutungein Begriff innerhalbeinesspeziellerDokumentsat,wahrend
die globaleWichtigkeit angibt,wie wichtig der Begriff fur die gesamte
Dokumentensammlunigt. Der Eintragin der Term-Dokument-Matrix
ist dasProduktderbeidenWichtigkeiten,wobeianschlie3endventuell
nochalle Spaltenn geeignetekiVeisenormalisiertwerden.

Beginnenwir mit derlokalenWichtigkeit. Die beideneinfachstersSche-
matawurdenbereitserwahnt:Wir setzterdie lokale Wichtigkeit £, ; des
i-tenBegriffs fur dasj-te DokumententwedemnuraufO oderl, je nach-
demob der Begriff im Dokumentvorkommt, oderaberwir setzter?,;

aufdie Anzahl f,; derVorkommendesBegriffs im Dokument.Um die
damit verbundeneBevorzugunglangerDokumenteabzumildernwird

teilweiseauchder Logarithmusverwendetdadieserfur denWert null

nicht definiertist, setztmanhier

£;; =10g(1+ f;;).
Um vollig unablangigvon der Dokumentingezu werden,kannman
auchdie durchsdnittliche Haufigkeit f; derTermeim j-tenDokument
betrachtenist U die Anzahl verschiedeneffermeim Dokument,so
setzternwir

1 « log(1 + f;;)
f.=— fz und [i.:—J_
T 21: ’ 7" log(1+ f;)
Hierist{,; = 1 fur jedenBegriff, dergenaudie mittlere Haufigkeit hat:
kommt der Term tiberdurchschnittlictoft vor, ist £,; > 1, ansonsten
Kleiner.

Ein KompromisszwischerblofiemVorkommenund (relatver) Haufig-
keitistdie bereitsvon SALTON vorgeschlageneergro3ertenormalisierte
Haufigkeit

i = % <X(fij) + #ﬂfw) mit  x(z) = {

1 fallsz #0
0 fallsz=0"
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Die globaleWichtigkeit g, hangt nur vom Suchberiff abh Durch sie
soll beriicksichtigtwerden dal3eherselteneBegriffe meistdeutlichspe-
zifischersind als Allerweltsbayriffe, die in praktischjedemDokument
vorkommen.Das extremsteBeispiel dafur sind die bereitserwahnten
Nullenauf der Stopliste die tiberhauphicht berticksichtigtwerden;im

Rahmender jetzigenBetrachtungsweiskonnenwir sie definierenals
die Wortermit g, = 0.

Ein Begriff ist unterdem Gesichtspunkter Informationssuch@imso
spezifischene ungleichnalRigerer iberdie Dokumenteverteiltist. Da
die SHANNONscheEntropiederartigdJngleichnal3igleitenquantifiziert,
liegt es nahe,sie auchfir die Definition einer globalenWichtigkeit
einzusetzenWir betrachteralle Vorkommendesi-ten Begriffs in den
n Dokumenterder Sammlungunddefinierenals

po=_Ju
Yy fi

denAnteil dieserVorkommenim j-tenDokument.Die Summe

n
- Zpij logp;;
j=1

hatihren maximalenWertlogn, wennder Begriff in jedemDokument
gleich haufig auftritt; denminimalenWert Null nimmt sie an,wenner
nurin einemeinzigenDokumentvorkommt. Damit bietetsich

Z?:l p;; 109 p;;

=1+
Ji logn

als eine Moglichkeit zur Definition der globalenWichtigkeit an: Im
Falle der gleichmalRBigenVerteilung erhaltenwir den Wert Null, fir
einenBegriff, dernurin einemeinzigenDokumentvorkommtdageen
denmaximalmoglichenWert eins.

Fur ein einfacheredMald konnenwir aucheinfach nur zahlen,in wie
vielen DokumenterderBegriff vorkommt.Ist n, dieseAnzahl,soist

_ n
9; = |og_
n;

(2
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gleichNull fir einenBegriff, derin jedemDokumentvorkommt,wohin-
gagender Maximalertlogn angenommemvird. falls dasWort nurin
einemDokumentsteht.Diesesogenannténverse Dokumentaufigleit
wird vor allemgerneeingesetztir Sammlungendereninhaltsichnicht
allzu haufig andert.Alternatv wird auchgelegentlich dassogenannte
probabilistischénverse

n—n;

g; =log
n;

verwendetdasdie AnzahlenvonDokumentemit bzw ohnedenBegriff
zueinandem Beziehungsetzt.

Einevollig andereStratgie bestehtlarin,die Wichtigkeit einesBegriffs
danacheu beurteilenwie oft erin denDokumenterauftritt, in denener
uberhauptvorkommt; damithattenwir also

1 n
9; = 52]%;‘-
j=1

DiesesMal3ist offensichtlichnur sinnvoll, wennNullen vorherausge-
schlossenwurden,dennes wiirde auch beispielsweisdir bestimmte
Artikel einehoheWichtigkeit liefern.

Mochtemandie globalenWichtigkeiten nach Seltenheitdes Suchbe-
griffs festlegen,bietetsichauchan,denVektor(f;4, ..., f;,) € R™ der
Anzahlenzu betrachtenga selteneBegriffe kurzenVektorenentspre-
chen,kanndie globaleWichtigkeit als Kehrwert

1
Y= I3

derEukLIDischenLangedefiniertwerden.

g9; —

DurchMultiplikation derlokalenundglobalenWichtigkeitenerhalt man
erhaltmaneinMal3fur die Relevanzdesi-tenTermsim j-tenDokument.
Bei denmeistenWahlenerhalt mandabeiWerte,die langeDokumente
gleichin zweierleiHinsichtbevorzugenEinmalstehenn einemlangen
Dokumenim allgemeinemmehrverschiedenBegriffe; die Wahrschein-
lichkeit, dal3ein Begriff ausder Suchanfrageéiberhauptvorkommt, ist
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alsogrofRer Zum andernwird ein festerBegriff, so er uberhauptvor-
kommt, in einemlangenDokumentmeist haufigervorkommenals in
einemkurzen.

DiesenEffekt kann man durch Normalisierungabmildernoder sogar
aufhebenWir kennerbereitsdie haufigangevendeteStrateie, denKo-
sinusdesWinkelszwischerdemSpaltenektordesDokumentsinddem
Anfragevektor als AhnlichkeitsmaRzu verwendengies entsprichtder
Normierungder Spaltenauf EUKLID ischeLangeeinsund der Skalar
produktbildungzur Berechnungler Relevanz.Wie experimentelleUn-
tersuchungereigenfuhrtdieseStratgie zu einerBevorzugungkurzer
Dokumente Auch derVergleichmit Mittel- oderMaximalertenkann
zurNormierungeingesetziverden-ein Beispielhabenwir bereitsoben
beidenlokalenGewichtenbetrachtet.

In der Arbeit

AMIT SINGHAL . CHRIS BUCKLEY, MANDAR MITRA: PivotedDo-
cumentLengthNormalization,Proceeding®f the 19th annual
internationalACM SIGIR conferencen Researclanddevelop-
mentin informationretrieval, 1976
http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/
download?doi=10.1.1.50.9950&rep=repl&type=pdf

wird untersuchtwie fur fiinfzig Suchanfragemn eine Datenbankmit

741856 Dokumentereinerseitswie jeweils einerseitsdie Anzahl der
relevantenDokumentaundandererseitdie dergefundenemdokumente
von der Dokumenthngeabhangt. Als Ergebniserhieltendie Autoren
zweiKurven,diesichin einembestimmterPunktschneidenyor diesem
Punktliegt die eineKurve oben,danachdie andere.

Idealerweisesolltennatirlich beideKurven iibereinstimmendie Uber
einstimmungkann verbesseriverden,indem durch geeigneteRenor
mierungdie Kurve der gefundenerDokumenteum den Schnittpunkt
so gedrehtwird, daf3die Tangenterbeider Kurven dort Ubereinstim-
men.Dazuwerdenverschieden@&nsatzediskutiert,beispielsweisélie

Definition _
_ (A +logf;;)/(A+1ogf;)
- (1 —s)p+ su,
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wobei Wiederfj die mittlere Anzahl der VorkommeneinesWorts im
j-ten Dokumentist, p ist die mittlere Anzahl verschiedeneBegriffe
proDokumentundu; die AnzahlverschiedenéWorterin Dokument;.
Der Slopes definiertdenWinkel, um dengedrehtwird, z.B. s =~ 0,2.
Damit erhieltensie um 13,7%besserdergebnisseaals mit der tiblichen
Kosinusstratgie.

Natirlich sind die hier vorgestelltenMal3e nur ein kleiner Ausschnitt
ausder Vielfalt aller denkbaremMoglichkeiten,und essind vor allem
die in der akademischeelt diskutierten.Die kommerziell erfolg-

reichenSuchmaschineand sonstigenrextverwaltungssystemdiirften
wohl deutlichkompliziertereMal3everwendenderenEinzelheitensie
aus gutem Grund fr sich behalten.Publizierte experimentelleTests
gibt esim wesentlichemur fur kleine Systemejhre Ergebnissdassen
sich nur sehrbedingtauf grol3eZeitschriftendatenbamk odergar das
gesamteNorld Wide Web Uibertragen- insbesonderela im letzteren
mittlerweileviele Webseitenoptimieretamitbesclaftigt sind,Rangfol-
genzu analysiererunddie Seitenihrer Kundennachvornezu bringen.
Bevor dasProblemder optimalenGewichtungwirklich verstandenst,

sindsicherlichnochviele theoretischavie auchexperimentelleStudien
notwendig.

88: Mehr Uber Matrixzerlegungen

Wir haberbislangnurdie SingurwertzerlgungeinerMatrix betrachtet
undgesehengdalwir mit ihrer Hilfe dieim Sinneder FROBENIUS-Norm
nachstgelgene Matrix finden kdnnen,derenRang eine vorgegebene
Schranle nicht Uiberschreitetdieswar der Ausgangspunkizur latenten
semantischeAnalyse.

Sowohl in dertheoretischertiteratur als auchin praktischimplemen-
tiertenSystemenverdendanebemocheineganzeReiheweitererZerle-
gungerdiskutiertbzw angaevendetdieteilseinfacherzuberechnesind
(die Singularwertzerlgung der Term-Dokument-Matrixdesgesamten
World Wide Webist mit denheutezur Verfligungstehendei@omputern
und Algorithmen definitiv nicht berechenbar)teils auchtheoretische
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oder— zumindesftfur gewisseAnwendungen- auchexperimentellge-
zeigtepraktischevorteile haben.

EinigedieserZerlegungersollenhier zumindeskurz diskutiertwerden;
fur eineaustihrlicheBetrachtungseiaufdasBuch

DAVID SKILLICORN: UnderstandingComplex Datasets- Data
Mining with Matrix DecompositionsChapmané& Hall/CRC,
2007

verwiesen.

a) Allgemeinestber Matrixzerlegungen

Genauwie bei der Singubarwertzerlgung betrachterwir Produktdar
stellungen(oderApproximationerdavon) einerMatrix A in derForm

A=UDV oder A=~UDV .

Dabeisoll U einem x r-Matrix sein,V einer x n-Matrix und D eine
r x r-Diagonalmatrix.Bei der zweitenForm soll die Matrix UDV in
irgendeinensinneeinfacherseinals A, abersichnichtallzuwesentlich
von A unterscheidendm Falle der Singubrwertzerlgungetwa konnten
wir hier die im Sinneder FROBENIUS-Norm bestndgliche Approxima-
tion durcheineMatrix nehmengderenRangeinevorgegebeneschranle
nicht GbersteigtDa r in den meistenFallen deutlichkleinerist als n
undm, nehmerdie drei FaktorenU, D, V' zusammerft wenigerSpei-
cherplatan Anspruchalsdie AusgangsmatrixA. Diesgilt insbesondere
dann,wenn A nur ungefahr gleich der rechtenSeiteist, da wir dann
(wie bereitsbeiderlatentersemantischeAnalysevia Singurwertzer
legung)r nocheinmalreduzieren.

Interpretiererwir A als die Term-Dokument-Matrixeiner Textsamm-
lung odereinerSuchmaschinesoentsprechedie n Spaltenvon A den
vorhandenemokumentendie m ZeilendenmaoglichenSuchberiffen.

Auch V' hatn Spalten;dahersolltenauchdieseetwas mit den Doku-
menterzutun habenWahrenddie Spalternvon A Vektorenim R™ sind,
liegendie Spaltenvon V' in R", liefern alsoeineandereBeschreilbing.
Die Komponenterder Spaltenektorenvon A entsprechemenWich-
tigkeiten der Suchtermennerhalbdes Dokuments;die Komponenten
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desentsprechendeBpaltenektorsvon V' stehernin einemlinearenZu-
sammenhanglamit. Bei einer guten Matrixzerlegung sollten sie der
Wichtigkeit von ,Konzeptet innerhalbdes Dokumentsentsprechen;
mansprichtgelegentlichauchvon ,latentenBegriffert’.

Die Matrix U hat dieselbeAnzahl von Zeilen wie A, und die Zeilen
von A entsprechemenmaoglichenSuchbgriffen. Esliegt dahernahe,
die Spaltervon U als,latenteDokumenté zu betrachten.

NachdenRegelnderMatrixmultiplikationist

,
Q;5 = E :uikdkkvkj;
k=1

derEintraga,; derTerm-Dokument-Matrixst alsoeineArt gewichtetes
Skalarprodukausdem:-tenZeilenvektorvon U unddemj-tenSpalten-
vektorvonV'; dabeiwird derk-te Summandnit d,,;,, gewichtet.Im j-ten
Spalterektorvon V' steherdie Wichtigkeitender latentenBegriffe fur

dasj-te Dokument;jedevon diesenwird mit einemglobalen,nurvom

latentenBegriff abhangigenGewichtsfaktorausder DiagonalmatrixD

multipliziert. Die Eintragedesi-ZeilervektorsvonU schlief3lichkdnnen
wir danninterpretiererals Gewichtsfaktorendie die Wichtigkeitender
latentenBegriffe kombiniererzur Wichtigkeit desi-ten Terms.

Dieselnterpretationersind natirlich nur das,waswir gernehatten;a
priori sprichtnichtsdafur, dal3einevorgegebeneMatrixzerlegungsinn-
voll aufdieseWeiseinterpretieriverderkann,daf3alsodie ,latenterBe-
griffé* zumindestingefhrsinnvollenKonzepterentsprechergndenen
Anwenderinteressiersind. Bei der Singurwertzerlgung hattenwir
einegewisseHeuristik(die Rangreduktion)die soetwaswahrscheinlich
machteaberhierwie beiandererZerlegungerkannletztendlichnurder
praktischeEinsatzzeigenwie erfolgreichsiewirklich sind.

Im folgendenseieneinige Zerlegungen,die zumindestversuchsweise
schoneingesetzwvurden kurz vorgestellt.

b) Die QR-Zerlegung

Diese Zerlegungwird in der LinearenAlgebra haufig verwendetund
ist beispielsweiseaauchdie Grundlageeiniger numerischeNerfahren
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zur Bestimmungder Eigenwerteund Eigervektoreneiner Matrix. Sie
hatdie Form A = QR oder A = Q,R,, wobeiin der erstenFom Q
eine orthogonalen x n-Matrix ist und R eine n x m-Matrix, deren
Eintrager,; fur: > j verschwindenjm Fallen = m ist R alsoeine
obere Dreiecksmatrix.Die DiagonalmatrixD ist in diesemFall die
Einheitsmatrix.

Die Spaltenvon (Q bilden eineOrthonormalbasigesR"; falls dervon
denersten? Spaltenvon A aufgespannt&ntervektorraumdesR"™ die
Dimensionk hat, sollendie erstenk Spaltenvon () eine Basisdieses
Untenektorraumssein.

Fur denFall, daRderRangr von A kleineralsn ist, werdendie Spalten
von @ hinter der r-ten sawie die Zeilen von R unter der r-ten nicht
gebrauchtum die Spaltenvon A zu erzeugen;daherreicht es, die
n x r-Matrix @, ausdenerstenr Spaltervon Q zu betrachterunddie
r x m-Matrix R, ausdenerstenr Zeilenvon R; diesist die zweite,
kompakterd=orm derZerlegung.

In beidenFormen kann die QR-Zerlgung relatv einfach berechnet
werdendurchjedesVerfahren,daszu einergegebenerBasiseinesun-
tervektorraumseine Orthonormalbasisefert, alsobeispielsweis@ach
GRAM-SCHMIDT. Dadieses/erfahrenallerdingsnumeriscreherinstabil
Ist, verwendetman beim numerischerRechnemmeistalternatve Ver-
fahrenwie HouseHoLDER TransformationemderGIVENS-Rotationen.

Daq eineorthogonaléatrix ist, anderdie Multiplikation mit @ nichts
andenWinkeln; insbesonderest derWinkel zwischendemék-ten Spal-
tervektor von A und v gleich demWinkel zwischendem k-ten Spal-
tervektorvon R, und Qv = Q7v. Zusatzlich laRtsich mit der QR-
ZerlegungaucheineRangreduktiorrreichenindemmanZeilenvon R,
in denemur betragsklein&ZahlenstehendurchNullzeilenersetzt.

c) Die semidiskrete Zerlegung
DieseZerlegungwird meistalsnaherungsweisgerlegung
A=UDV

berechnetwobeiU einem x r-, V einer x n und D einer x r-Matrix
ist. Dabeisoll D wie tiblicheineDiagonalmatrixsein;vondenMatrizen
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U undV verlangerwir, daf3sienur0 und+1 alsEintragehaberdurfen.
Wegen diesergravierendenEinschankungmuf3 hier r fur eine gute
Approximationoder gar Gleichheitoft groRerseinals n und m; aus
demgleichenGrundkonnenU undV auchmehreradentischeSpalten
oderZeilenenthalten.

Bezeichnet:;, denk-tenSpaltenektorvon U, v, denk-tenZeilervek-

tor von V undd,, denk-tenDiagonaleintragzon D, soliefernalle drei

zusammereinenBeitrag d,u;, ® v, zu UDV'; dabeihandeltes sich
um einem x n-Matrix, derennichtverschwindendé&intrageallesamt
denBetragd, habenDie semidiskret&erlegungstellteineMatrix also
dar als Summevon Bldcken konstanterabsoluterHohe. Ordnetman
dieseder Grolienach,verlangtalso,dal3d, > d, > d5 > - - - seinsoll,

approximiertmandie Matrix A durcheine Matrix, in der die Blocke

geringsteiHohefehlen.Diesesolltensich als eine Art Rauschernnter-

pretierenlassenso dalauchdie semidiskreteZerlegung zu einer Art

latentersemantischeAnalysefihrt, hier allerdingsnicht durch Ran-
greduktion,sonderndurchdie spezielleForm der MatrizenU und V.

Obwohlr beidersemidiskreteZerlegunggrof3erseinkannalsn undm,

ist diesetrotzdemrechtspeicherdizient, dadie MatrizenU undV nur
Eintrage0 und =1 habenund somit sehrkompaktgespeichertverden
konnen.

d) Die nichtnegative Zerlegung

Auch hier ist wiederdie DiagonalmatrixD gleich der Einheitsmatrix;
wir sucheralsonachZerlggungerderForm A = W H, wobeiW und H
nur nichtnegative Eintragehabendirfen.Beziglich derallgemeinerin-
terpretationeiner MatrixzerlegungausAbschnitta) bedeutedies,dal}
wir unserelatentenBegriffe und latentenDokumenteohne negative
KoeffizientenaufbauenEs gibt verschiedené\nsatzezur Berechnung
solcherZerlegungenginigedavonhaben(im Gegensatzudenanderen
bislangbetrachteterZerlegungen)die schbne Eigenschaftdal3fur ei-
ne sparlich besetzteMatrix (wasdie Term-Dokument-Matrixpraktisch
immerist) auchdie Faktorensparlich besetzsind.



