Diagonalisierbarkeit symmetrischer Matrizen

a) Eigenwerte und Eigenvektoren

Die Matrix einer linearen Abbildung: V' — V beziglich einer Basis

B = (bq,-..,b,) ist genau dann eine Diagonalmatrix, wenn jeder der
Basisvektoren, von auf ein Vielfaches\;b, von sich selbst abgebildet
wird; alsdann ist die Abbildungsmatrix gleich der Diaganatrix mit
Eintragen),, ..., A,,. Somit tangt es sehr von der Basis ab, ob die
Abbildungsmatrix Diagonalgestalt hat oder nicht.

Die Matrix
1 2 1 -2
_ 2 1 -2 1 4x4
4=l 1 o 1 2|€FK
-2 1 2 1

etwa ist ganz sicher keine Diagonalmatrix. Betrachten vérlicheare
Abbildung

e R S RY v Av

aber beiglich der Basi®3 = (by, b,, b3, b,) mit

1 1 1 1
1 -1 -1 1

by = E b, = 1 by = 1 und b, = 1]
1 -1 1 -1

so rechnet man leicht nach, daf3

p(b) = Aby = 2by,  @(by) =2y,  p(bg) = —4bs und  ©(by) = 4b,
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ist, bediglich B haty also die Diagonalmatrix

20 00
o2 oo
D=1o 0 -4 0

00 0 4

als Abbildungsmatrix. Wenn keine schwerwiegenden and&mémde
dagegensprechen, wird es bei umfangreichen Rechnungelenita-
trix A meist eine gute Idee sein, statt mit der StandardbasisRon
mit der BasisB zu rechnen. So ist beispielsweise die Berechnung der
inversen Matrix vonD eine einfache Kopfrechenaufgabe, wohingegen
die Berechnung von
2 1 2 -
1 1 2 -1 2
-1_ =
A7=5l 2 1 2 1
-1 2 1 2

doch einiges an Aufwand erfordert. Genauso ist die Bereuipran

524800 0 —523776

A0 = 0 524800 0 —523776
—523776 0 524800

0 523776 0 52480

mit erheblicher Arbeit verbunden,akirend manifr die von D*° nur
wissen muR, daR'®= 1024 und 2° = 1 048576 ist.

Definition: Ein Vektorv € k™ \ {0} hei3t Eigenvektorder Matrix
A € k™™, wenn es eine Zat\ € k gibt, so daRdv = \v ist. Dieses\
bezeichnen wir als eindBigenwertvon A.

Der seltsame NamgigenwertlaRt sich vielleicht am besten verstehen, wenn man seine
Anwendung in der Quantenmechanik betrachtet: Dort wefleservabled.h. physika-
lische MelR3gdRen, durch Matrizen beschrieben und Znste durch Vektoren. Die dgli-

chen Ergebnisse einer Messung sind die Eigenwerte der @tigeh Matrix, und nach
der Messung ist der Zustand des Systems ein Eigenvektor ramessenen Eigenwert.
Die in der Quantenmechanik auftretenden Matrizen sindaiffe so, da es eine Basis
aus Eigenvektoren gibt.

Falls es also zu einer Matri& eine Basis aus Eigenvektoren gikibyien
wir sie also beiglich dieser Basis als Diagonalmatrix darstellen.
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Offensichtlich ist mit einem Vektov auch jedes Vielfache (aul3er dem
nach Definition ausgeschlossenen Nullvektor) ein Eigetoredum sel-
ben Eigenwert; allgemeiner ist sogar jede Linearkombamatauler 0)
von Eigenvektoren zum Eigenwextwieder ein Eigenvektor zum Ei-
genwert), d.h. die Eigenvektoren zu einem festen Eigenwebilden
zusammen mit dem Nullvektor einen Untervektorraum Varden so-
genannteriEigenraunvon A.

Definition: Die Dimension des Eigenraums varheif3tgeometrische
Vielfachheitdes Eigenwerta.

Lemma: Sindvy,...,v, € V Eigenvektoren der linearen Abbildung
¢:V — V zu verschiedenen Eigenwertey, ..., \,., so sind diese
Vektoren linear unakingig.

Beweis:Angenommeny;, ..., v, seien linear abdngig. Dann knnen
wir eine Zahl 2< s < r finden, so dal® zwar,, . . ., v, linear abkngig
sind, nicht abep,, ..., v,_;. Es gibt daher Skalare; € &, so daf}

oqvgt---+tou, =0

ist. Wenden wir auf beide Seiten dieser Gleichung die Ahiitgly an
und beachten, daf(v,) = A,v; ist, folgt, daf3 auch

AUyt oA v, =0

ist. Andererseits &nnen wir obige Gleichung auch einfach mjtmul-
tiplizieren mit dem Ergebnis, dafld

A -+ A av, =0,

Durch Subtraktion der letzten beiden Gleichungen vonelaaarhalten
wir eine lineare AbRngigkeit

al()‘s - )‘l)vl oot asfl()‘s - )‘sfl)vsfl =0

zwischenw,,...,v,_;. Da diese Vektoren linear unadgig sind,
mussen alle Koeffizienten verschwinden. Da die Eigenwgfte- -, A
aber allesamt verschieden sind, ist dies néghch, wenna, bisa,_;
verschwinden. Wegen, 7 0 muf3 dann aber auch, verschwin-
den, im Widerspruch zur angenommenen linearen Uaadigkeit von

V1yerveyUgu
1 s Ys -
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b) Vielfachheiten von Eigenwerten

Ist z eine Nullstelle eines Polynom& X), so kannf(X) bekanntlich
durch (X — x) geteilt werden, und hei3tr-fache Nullstellevon f(X),
wenn £(X) durch (X — z)" teilbar ist, nicht aber durch¥ — z)"*1.

Definition: Wir sagen, der Eigenwektvon bzw.A habe diealgebrai-
sche Vielfachheit, wenn) einer-fache Nullstelle des charakteristischen
Polynoms ist.

Im obigen Beispiel hatte also der Eigenwert Null die algedmtze Viel-
fachheit zwei, die anderen beiden hatten algebraisché¢lheit eins.
Die Dimension des jeweiligen Eigenraums, die geometridgébkach-

heit also, war genauso grof3, jedoch muf3 dies im allgemeiicéh aer
Fall sein: Far die Matrix
(1 1
(o 1)

etwa hat das charakteristische Polynom
1-) 1
0 1-A

die doppelte Nullstelle eins\ = 1 ist also ein Eigenwert mit algebrai-
scher Vielfachheit zwei. Der zugéhige Eigenraum ist die &sungs-
menge des linearen Gleichungssystems

0$1+1{L‘2:O

Oz, +02,=0,

det(A — \FE) =

‘:(1—»2

also gerade die Menge aller Vektoren der Fcﬁ@mund somit eindimen-
sional. Die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts isindaher nur
eins.

Das Beispiel der Abbildung
¥ — ysing
e <y> ~ <ycosﬂ+xsim9
mit Abbildungsmatrix

_ [ cosy —sind 2%2
A= <sim9 cosﬁ) €R
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zeigt, dalR esiberhaupt keine Eigenwerte geben muf3, denn hier ist das
charakteristische Polynom gleich

cosy — A —sind

_ 2 H
sing  cosy — | = (€0s? =) +sirtd.

Abgesehen vom Fall sih = 0, wennA gleich der positiven oder negati-
ven Einheitsmatrix ist, hat dieses Polynom keine reelldstklle, da es
nur positive Werte annimmt. Es hat aberiiréith die beiden komplexen
Nullstellen

>‘1/2 = cosy £ i sing = eT ;

fassen wirp als Abbildung vonC? nachC? auf, gibt es also zwei Ei-
genwerte. Beide haben die algebraische und geometriseifadhiheit
eins; zugebrige Eigenvektoren sind etwd) und (_}). Wahlen wir
diese beiden Vektoren als Basis, so wird die Abbildungsmatm ¢
beziglich dieser neuen Basis zur Diagonalmatrix

eiz? 0
0 e )

Allgemein gilt fur die algebraischen und geometrischen Vielfachheiten
von Eigenvektoren

Satz: a) Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts ist stietis k
ner oder gleich der algebraischen Vielfachheit.

b) Die Summe der algebraischen Vielfachheiten der verscheu&i-
genwerte einer linearen Abbildung ist kleiner oder gleiehldimension
des Vektorraums.

Beweis: a)Der Eigenwert\ dern x n-Matrix A habe die geometrische
Vielfachheitr, d.h. der zugebrige Eigenraum habe die Dimensien
Wir wahlen eine Basig, ..., b, dieses Eigenraums und érgen sie
zu einer Basis des gesamten Vektorraumsiigkeh dieser Basis s&/
die Abbildungsmatrix der linearen Abbildung

_ kK" — k"
& vis Av
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Dab,,...,b, Eigenvektoren zum Eigenwektsind, iste(b;) = Ab;. In
den erstenr Spalten vonC' steht also jeweils in der Diagonalen das
Element\ und ansonsteaberall die Null. A hat somit die Form

A0 ... 0 X ... %

O X ... 0 * ... %
A= 0 O A * * 7

0O 0 . 0

0 0 ... 0
wobei uns weder die mik bezeichneten Erperelemente noch die
(n —r) x (n — r)-Matrix M weiter zu interessieren brauchen.

Fur C — xE gilt dasselbe, nur daf? jetxt— z in der Diagonalen steht,
d.h. diese Matrix hat die Form

A—zx 0 0 *
0 A—z ... 0 *
0 0 A—z * *
0 0 0
: : S M —-xE, .,
0 0 0

wobeiE,,_,. die (n — r) x (n — r)-Einheitsmatrix bezeichnet.

Zur Berechnung ihrer Determinanten verwenden wir depLiaCEschen
Entwicklungssatz: Da in der ersten Zeile (oder Spalte) nudex ersten
Stelle ein von Null verschiedener Eintrag steht, ist dieséeBninante
gleich (\ — z) mal der Determinante jener Matrix, die durch Streichen
der ersten Zeile und Spalte entsteht. Falls 1 ist, hat diese neue Matrix
dieselbe Form, wir &nnen den kPLACESchen Entwicklungssatz also
noch einmal anwendamsw.;wir erhalten schlie3lich

detC — zE) = (\—z)" detM — zE,,_,).
Somit ist detC' — zE) durch ¢ — \)" teilbar.
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Was uns wirklich interessiert, ist aber nicht dét¢ zF), sondern

det(A — xz F). Ist B die Matrix des Basiswechsels von der Standardbasis

desk™ auf die Basis{b,, ..., b, }, jene Matrix also, deren Spaltenvek-
toren dieb, sind, so isiC' = B~*AB und

detC — zF) = det(B 1AB — zF) = det(B 'AB — xB 'EB)
= de{ B(A — zE)B ') = detB det(A — zE)(detB) *
= detd — zE).

A undC haben also dasselbe charakteristische Polynom, und ssimit i
auch das charakteristische Polynom wblurch ¢ — \)" teilbar. Die
algebraische Vielfachheit vohist daher mindestens

Unablangig von diesem Ergebnis wollen wir noch festhalten, daf na
der gerade durchgéfirten Rechnungif eine beliebige Matrix4 und
eine invertierbare Matrix3 die beiden Matrizerd und BAB~! das-
selbe charakteristische Polynom haben; insbesonderen tebe die
Abbildungsmatrizen einer linearen Abbildung zu verschiesh Basen
dasselbe charakteristische Polynom.

b) Sind A4,..., )\, die verschiedenen Eigenwerte vgnund sind
r, ..., 7, ihre algebraischen Vielfachheiten, so ist das charakissise
Polynom detd — xF) teilbar durch

(@ =AD" (2= A"
Dies ist ein Polynom vom Grag| + - - - + r,, wohingegen das charakte-
ristische Polynom Grad hat; daher ist
rite--t+r, <n,

denn der Grad eines Teilers kann nicliif@er sein als der des Polynoms
selbst.
n

c¢) Eigenwerte symmetrischer und Hermitescher Matrizen

Wie wir im letzten Paragraphen gesehen haben, kann die desche
Vielfachheit eines Eigenwerts kleiner sein als die algsiotee, und im
Falle einer reellen Matrix fissen nicht auch die Eigenwerte reell sein. In
diesem Abschnitt wollen wir sehen, daf? solche Dinge bei sgiristhen
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(und auch den noch zu definierendearRMiTESchen) Matrizen nicht
moglich sind.

a) Fur eine Matrix A = (a;;) € C™*™ bezeichnen wir die Matrix
A = (a;) als die zuA konjugiert komplexe Matrix.
b) A € C™*™ heiRRt HERMITESCh, fallsAT = A ist.

vy vy
€) Zu einem Vektorv = : hei3tz = : der konjugiert
komplexevektor. v v,

n n

Schlie3lich wollen wir Vektoren hier mit & n-Matrizen identifizieren;
insbesondere rechnen wir mit deimansponierten Vektor*

vl = (ug,...,0,).
Mit dieser Bezeichnung kann das Standardskalarprodukiezwek-

torenv,w € R™ als MatrixproduktvTw geschrieben werden; das
Standard-HRMITESChe Produkt itf™ ist entsprechend”’ .

Da die komplexe Konjugation ali keine Wirkung hat, ist eine ERMI-
TEsche Matrix mit reellen Einigen einfach eine symmetrische Matrix;
wir kdnnen uns im folgenden bei den Beweisen daher @agimiresche
Matrizen besclhanken und erhalten trotzdem Ergebnisse, die alch f
reelle symmetrische Matrizen gelten.

Das Hauptziel dieses Abschnitts ist

Satz: A sei eine symmetrische reelle odeeriTESChe (komplexe)
Matrix.

a) Dann sind alle Eigenwerte va# reell.

b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind ortreddpaaig-
lich des Standardszw.HERMITESChen Skalarprodukts.

c¢) Fur jeden Eigenwert voul ist die geometrische Vielfachheit gleich
der algebraischen Vielfachheit.

d) R® bzw.C™ hat eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren son

Beweis: a)lst A € C ein Eigenwert vorn4, so gibt es nach Definition
einen Vektorv # 0, so daldv = \v ist. Da die komplexe Konjugation
mit samtlichen Grundrechenarten vertauschbar ist, folgt, daf3

Av=27, dh. vTAs=0v"AT=20"7.
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Bislang gilt alles nochiir beliebigen x n-Matrizen; um die Symmetrie
bzw.HERMITE-Eigenschaft vord ins Spiel zu bringen, betrachten wir
den Vektor { Av) = vT AT. Danach Voraussetzuntf = Aist, kdnnen
wir die rechte Seite der Gleichung auch@lsA schreiben, und die linke
Seite als fv)T = A", dav Eigenvektor vonA ist. Somit kdnnen wir
die ZahlvT A% auch schreiben als

vl Aw = (vT Z)E =xvT7.
Somit haben wir die beiden Darstellungen
vIAv=XvTy und vTAv=XvTw,
die nur dann beide richtig seirdknen, wenn\ = X und somit reell ist;

denm” 7 kann wegen der Definitheit#kmiTEscher Skalarproduktéif
einen Vektor # 0 nicht verschwinden.

b) v sei Eigenvektor zum Eigenwext undw sei Eigenvektor zum davon
verschiedenen Eigenwart d.h.

Av=Xv und Aw=pw und AFpu.
Dann ist
ATw = w)!'w = (Av)Tw =0T ATw
=vTAw =vTAw = vTu_w = EUTW.
Wie wir schon wissen, sind alle Eigenwerte reell, dsh= p # A.

Die obige Gleichungskette kann daher nur richtig sein, went ver-
schwindet, d.h. wenn undw orthogonal sind.

Beim Beweis vorc) gehen wir im wesentlichen genauso vor wie im
vorigen Abschnitt, als wir zeigten, dal’ die geometrischalfachheit
eines Eigenwerts stets kleiner oder gleich der algebraisdst; die
zusatzliche Annahméber die MatrixA wird zeigen, dal hier die beiden
Vielfachheiten sogar gleich sind.

A sei also ein Eigenwert voA mit geometrischer Vielfachheit, d.h.

der zugebrige Eigenraum habe die DimensienVir wahlen eine Basis
{b1,...,b,} davon und ergnzen sie zu einer Bast$ = {b,...,b,}

des gesamten Vektorraunis = R™ oderC". Indem wir ridtigenfalls
das QRAM-ScHMIDTsche Orthogonalisierungsverfahren anwenden und
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anschlieBend diedngen aller Vektoren auf eins normieretinken wir
annehmen, dafl3 es sich dabei um eine Orthonormalbasis handel

Nun betrachten wir die lineare Abbildung
V=V, ve Avu.

Beziglich der Standardbasis hat steals Abbildungsmatrix; dr uns
interessanter ist aber die Abbildungsmatthbeziglich der neuen Ba-
sis B. Dazu seiB die Matrix mit Spaltenvektoren,; da der Eintrag
an der Stelle j) eines Matrixprodukts das (Standard-)Skalarprodukt
desi-ten Zeilenvektors des ersten Faktors mit dgften Spaltenvek-
tor des zweiten Faktors ist, steht an der Stellg)(der Matrix BY B
das (Standard) ERmITEsche Produkt der Vektoren undb;. Da B als
Orthonormalbasis geihlt wurde, ist daher

BTB=FE unddamit B'=B '=B-1.

Aus dieser Formel folgt, daR mi auchC eine HERMITESChe Matrix
ist, denn

CT =(B'AB)" = BT AT i(BT)

1B 1AB=B'AB=C.

Die erstenr Basisvektorerb, sind Eigenvektoren vom zum Eigen-
wert \; fur ¢ < r ist daherp(b;) = Ab;, d.h. in deri-ten Spalte vorC
steht an dei-ten Stelle die reelle ZalN und ansonsteaberall die Null,
genau wie auch im vorigen Abschnitt. Im Gegensatz zu dor¢hatr
nun aber eine ERMITESche Matrix; da in dei-ten Spalte abgesehen
von \ auf der Hauptdiagonalen nur Nullen stehen, muf3 daher dessel
auch fir diei-te Zeile gelten; die MatrixC' hat also die Form

A0 ..0 0 .. 0

0OA...O O .. O
c=|0 o A0 ol

00 ..0

00 ..0



11 Mathematik und Information FS2011

wobei M eine @@ — r) x (n — r)-Matrix ist, die uns nicht weiter zu
interessieren braucht. Damit hat— z E die Form

Az 0 ... 0 0 0
0 X-z ... 0 0 0
o o0 A-z 0 0
o o0 0
M —xE,_,

wobei E,,_,. die (n — r) x (n — r)-Einheitsmatrix bezeichnet.

Wie wir uns schon im vorigen Abschniiberlegten beim Beweis, dal3 die
geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts immer kleodsr gleich
der algebraischen ist, habdnund C dasselbe charakterische Polynom;
da wir die MatrixC besser kennen, rechnen wir mit ihr.

Wie in Abschnittd) folgt auf Grund der obigen Form der MatiiXx— z £
aus dem lpLACESchen Entwicklungssatz, daf}
det(A — zE) = detC — zE) = (A — z)" detM — zE

n—r)

ist, wobeiE,,_,. die (n — r) x (n — r)-Einheitsmatrix bezeichnet. Wir
mussen zeigen, dal3 die algebraische Vielfachheitvganaugleichr
ist, dafd also\ keine Nullstelle von def{/ — zE,, _,) sein kann.

Ware X Nullstelle von detl — zE,,_,), so hatte M den Eigenwerd,
es dabe also einem(— r)-dimensionalen Eigenvektar von M. Wegen
der speziellen Form der Matri¥ ist fUr jeden Eigenvektor

0
wr—l 0
w = : von M der Vektor v =
. Wy_1
w

n
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ein Eigenvektor volw’ und damit vord — Eigenvektoren&ngen schliel3-
lich nur von der linearen Abbildung ab, nicht von einer spten Ab-
bildungsmatrix. Dies widerspricht aber der Voraussetzuladf der Ei-
genraum zum Eigenwektvonb,, ..., b, erzeugt wird, denm ist linear
unabléngig von dieseh;.

Also hat)\ die algebraische Vielfachheit undc) ist gezeigt.

d)ist nun eine einfache Folgerung aus dénigen Aussagen und dem so-
genanntefrundamentalsatz der Algebnapnach jedes reelle oder kom-
plexe Polynoniiber den komplexen Zahlen in Linearfaktoren aétf

Wir wissen, dalR die Summe der algebraischen Vielfachhaiten Ei-
genwerte gleich der Dimension des Vektorraums ist und daR alle
Eigenwerte reell sind; da die algebraischen gleich den g&isohen
Vielfachheiten sind, gibt es alsoEigenvektoren, die eine Basis vdh
bilden.

Fur jeden einzelnen Eigenraunoinen wir die Eigenvektoren nach
GRAM-SCHMIDT so wahlen, dal3 sie eine Orthonormalbasis bilden; da
Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stets onttadgond, ist

die Vereinigungsmenge dieser Basen Orthonormalbasi§’von



