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Fragen: je zwei Punkte

Die Antworten auf die nachfolgenden Fragen sollten nicht linger als etwa zwetr Zeilen
sein und lediglich eine kurze Begrindung enthalten. Antworten ohne Begriundung
werden nicht gewertet.

Richtig oder falsch: f(z) = e®®*# ist eine auf ganz C holomorphe Funktion.

Losung: Richtig, denn f entsteht durch Hintereinanderausfithrung aus der holomorphen
Exponentialfunktion und dem holomorphen Kosinus.

. d . . .
Was ist J z(?Z]O) fiir den im Gegenuhrzeigersinn durchlaufenen Kreisbogen k um Null
mit Radius drei?

Losung: Der Integrand ist meromorph mit Polen bei z = 0 und z = —10; von diesen liegt
nur z = 0 im Innern des von k berandeten Kreises. Nach dem Residuensatz ist das Integral

. . 1 2m omi
daher gleich 27i lz:i:eg 211010~ 5

Richtig oder falsch: Das Differentialgleichungssystem

(ic(t)) B (1 2) (x(t))
y(t) 0 3/ \y(t)
hat mindestens eine Lésung der Form x(t) = ate®! mit geeigneten Konstanten a, b.

Loésung: Falsch, denn hat die beiden verschiedenen Eigenwerte eins und drei,

1 2
0 3
ist also diagonalisierbar, und die Exponentialfunktion, angewandt auf die diagonalisier-
te Matrix, liefert eine Diagonalmatrix mit Eintrdgen e' und e3'. Somit ist jede Losung

Linearkombination von et und e3t.

Richtig oder falsch: Die n x n-Matrix A mit ayy = i(k — £) hat lauter reelle Eigenwerte.

Lésung: Richtig, denn ag, = i(£ — k) ist konjugiert komplex zu ayx, = i(k — £), d.h. die
Matrix ist HERMITEsch.

Welche Nullstellen hat das Polynom f(x) = x® — 14x% +49x? —36 ?

Losung: Das Produkt aller Nullstellen ist 36 und ihre Summe null; falls alle Nullstellen
ganzzahlig sein sollten, kdmen nur +1,+2 +3,+6,+12 und +18 in Frage. (Tatséchlich
wissen wir erheblich mehr: Da f nur gerade Potenzen enthilt, miissen auch die Nullstel-
lenquadrate Teiler von 36 sein, mit jeder Nullstelle x ist auch —x Nullstelle, so daf} es drei
Nullstellenpaare +x1,+x2,+x3 gibt, wobei die Summe der xiz gleich 14 sein mu8.)

f(£1)=1-14+49+36=0
f(£2) =64 —14-16+49 -4 —36 =4(16 —4 - 14449 — 9) = 0;
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damit sind vier Nullstellen gefunden. Da die noch fehlenden zwei entgegengesetzt gleich
sein miissen (f ist gerade) und das Produkt aller sechs Nullstellen 36 ist, muf§ auch noch
f(+3) verschwinden.

Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung

Y@ (1) —35(t) +3y(t) —y(t) = 0!

Losung: Die charakteristische Gleichung A3 — 3A? +3A —1 = (A — 1)3 = 0 hat die
dreifache Wurzel A = 1; die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung ist somit
y(t) = (a+ bt + ct?)et mit a,b,c € R.

Sie messen dieselbe physikalische Gréfle x fiinfmal mit Ergebnissen x; = §,9,10,11,12.
Was ist ihr bester Schédtzwert fiir x, und mit welcher Genauigkeit (Standardabweichung)
kennen Sie x?

Losung: Der beste Schatzwert ist das arithmetische Mittel zehn; die Summe der quadra-
tischen Abweichungen davon ist 2-22 4 2- 12 = 10, also ist der Fehler des arithmetischen

Mittels
10 v 10
=4/—— = — =~ 15811.
5—1 2 8
Aufgabe 1: (6 Punkte)
) T 16x2
Berechnen Sie J 219 dx!

— 00

Losung: Bei Integralen einer solchen Bauart fiihrt meist der Umweg iiber die komplexen
Zahlen am schnellsten zu Erfolg. Dazu miissen wir die Pole des Integranden kennen, also
zundchst die Nullstellen des Nenners.

Das Nennerpolynom (x? + 1)(x? + 9) verschwindet fiir x = +i und x = +3i.

Der Integrationsweg yr sei der Halbkreis um den Nullpunkt vom Punkt R durch die obere
Halbebene zum Punkt —R; in Formeln also yg:[0,71] — C; t+— Re't.

Or sei der Integrationsweg, der mit yr beginnt und dann entlang der reellen Achse von
—R nach R geht. Damit ist 0 eine geschlossene Kurve, und Integrale entlang 6g konnen
nach dem Residuensatz berechnet werden.

Fiir R > 3 liegen im Innern des von 6 berandeten Halbkreises die beide Pole z; =1 und
zp = 3i. Beide sind Pole erster Ordnung, d.h.

1622 . 16(z — zv)z?
Res = lim .
z=zy (22 +1)(224+9) 2=z (22 +1)(z2+9)
Damit ist
1622 ) 1622 1612 -16 .
Res = lim . S =2
z—1 (22 +1)(z24+9) z5i(z+1)(z24+9) (20)(i2+9) 161
und

1622 . 1622 16 - 9i? —16-9 )
Res = lim — = — — = - = -3i.
z=31 (22 +1)(224+9) =251 (22 +1)(z+31) (9i2+1)(61)) —8-6i
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Somit ist

J 162" dz = 2mi | Res 1622 + Res 1627
(z2+1)(z2+9) z=1 (22 +1)(z2249)  2=3i (22 +1)(z2+9)

Or

= 2mi(i—3i) = 4m.

Das ist auch der Wert des gesuchten Integrals, denn fiir R — oo geht wegen yg(t) = iRe't
der Integrand von

J [ T 16RZe2 iRet
(z22+1)(z2+9) ] (RZeZit +1)(R2Ze2it + 4)

YR

gegen Null, also — wegen des festen Integrationsintervalls [0, 7] — auch das Integral, so dafl
das Integral iiber &g fiir R — oo gleich dem Integral iiber die reelle Achse wird.

Aufgabe 2: (9 Punkte)

2t fiir t| <1
Sei f(t) = { 3 fiirl<t<3 , periodisch fortgesetzt mit Periode sechs.
-3 fiir -3<t<-1
Skizzieren Sie die Funktion f im Intervall [—6,6]!
Lésung:
] &
/ 2
-6 -5-4-3-2 -11 12 314 5/6
) :
— 3 |
Ist f gerade, ungerade oder keins von beiden?

Lésung: Da das Intervall [—3, 3], in dem f explizit vorgegeben ist, symmetrisch zum
Nullpunkt liegt und die Funktion dort ungerade ist, ist auch f ungerade.

Berechnen Sie die reelle FOURIER-Reihe von f!

Loésung: Da f eine ungerade Funktion ist, gibt es nur Sinusterme. Zu deren Berechnung
integrieren wir am besten iiber das Periodenintervall [—3, 3], in dem wir Formeln fiir f
haben. Auflerdem kénnen wir nochmals ausnutzen, dafl f eine ungerade Funktion ist, so
daf es reicht, von Null bis zwei zu integrieren und das Ergebnis zu verdoppeln; dies erspart
zwel Integrationen. Damit erhalten wir

3 1 3
4 2 2
be = A Jf(t) sin{wtdt = 3 Jtsin(%wtdt—I— gJZSinewtdt
0 1
1
_% —tcosewt _|_ EJcos (Zwt % 2 cos twt |
3 3 3 fw 1
0

_Zcos(iw n 2 sinfw]|' _ 4 cos 3lw — cos Lw
3 fw 3 (fw)? 3 {fw

_ 2cosfw —4cos3tw + 2sinfw

N 3w 3(fw)?




2 m
Da f Periode sechs hat, ist die Kreisfrequenz w = — = 3 wir werten also trigonometri-

sche Funktionen bei Vielfachen von 7t/3 aus. Die entsprechenden Funktionswerte sind in
der folgenden Tabelle zusammengefafit:

{ mod 6 0 1 2 3 4 5

cos {w 1 . -1 - —1 1

sin fw 0 § ? 0 _§ _?

2cosfw — 4 cos 34w -2 5 -5 2 -5 5
b _2 5 _3/3 _5 _3Y/3 2 _5 _3¥3 5 _ 33

¢ in A7 2272 [Z: 2272 [Z: (2 2272 (23 2272

d) Fiir welche t € R konvergiert diese gegen f(t) ? Wohin konvergiert sie sonst?

Lésung: Die FOURIER-Reihe konvergiert zumindest iiberall dort gegen f(t), wo f stetig
ist, also iiberall aufler bei den ungeraden ganzen Zahlen. Dort konvergiert die Reihe gegen
den Mittelwert aus links-und rechtsseitigem Grenzwert, also gegen j:Z% fir t = +1 mod 6
und gegen Null fiir b = 3 mod 6.

e) Fiir welche t € R tritt das GiBBS-Phadnomen auf?

Lésung: Nur fiir die in d) bestimmten Sprungstellen, also die ungeraden ganzen Zahlen.

Aufgabe 3: (3 Punkte)
N

Was ist J Z 5(t —2 )tcosmkt dt ?
k=1

—00

Lésung:

J 5(t—2"%)tcos kt dt = Z J 5(t—2"%)tcos kt dt = Z 2 % cos k2% ~ 0,1500
k=1 k=1

—00 k=1 —o00

Aufgabe 4: (6 Punkte) 1 fir1<t|<2
a) Skizzieren Sie die Funktion f(t) = { 3 fir3<|t|<4!
0 sonst

Loésung:

25

15

0.5




b) Berechnen Sie die FOURIER-Transformierte von f und geben Sie das Ergebnis in rein reeller
Form an!

Ldsung:
00 -3 -1 2 4
flw) = J f(t)e **tdt = J e wtdt + J e "tat+ J e Wtat 4 J'?)ei“’t dt
— 00 —4 -2 1 3
e i

. . A 2 1, . . Y .
(e3wu - e41w te 4w e 31w) 4+ — (elw - ele te 2iw e lw)
w w

2
= g(sinﬂfw —sin3w) + p (sin 2w — sin w)
~ 6sin4w —6sin3w + 2sin 2w — 2sinw

w
Aufgabe 5: (10 Punkte) _é (]) ? (1)

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix A = 0 _1 1 0 sowie deren alge-
braische und geometrische Vielfachheiten! 0 0 o0 —2

Loésung: Entwicklung nach der ersten Spalte gefolgt von Entwicklung nach der vierten
Spalte) ergibt

ECL N I S IR IR
—(=2-N] 1 —1-Aa 0
0 1 —1-A 0 K AN
0 0 0 —2-A
=@+ _11)\‘:(2+7\)2((1+7\)2—1)

= (24N A2 +20) =A2+A)3.

Es gibt also die beiden Eigenwerte Ay = 0 und A, = —2. Die algebraische Vielfachheit
von A, ist eins, die von A, drei.

Damit ist klar, dafl Ay auch die geometrischer Vielfachheit eins hat; da wir den Eigenvektor
ohnehin gleich brauchen, kénnen wir ihn gleich ausrechnen: Wie ein Blick die Matrix A
zeigt, muf} fiir einen solchen Vektor die vierte und damit auch die erste Komponente
verschwinden; auflerdem miissen die zweite und die dritte Komponente iibereinstimmen.
Ein mdglicher Eigenvektor ist also

0

~ = = 1

Vi =b2+b3 = 1

0

Im Falle von A, miissen wir die Matrix

0 0 0 1
01 10
A+2E= 01 1 0
0 0 00

betrachten. Fiir jeden Vektor Vv mit (A + 2E)V = 0 muB daher die vierte Komponente
verschwinden; die erste ist, wie man schon der Matrix A sofort ansieht, beliebig, und die
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beiden mittleren miissen entgegengesetzt gleich sein. Somit ist der Eigenraum zweidimen-
sional; als Basisvektoren kénnen wir beispielsweise

0 1
- 5= 1 - 0
2:b2—b3= 1 und V3—b1— 0
0 0
wahlen. Insbesondere hat also Ay, = —2 hat nur die geometrische Vielfachheit zwei.

Ist die Matrix A diagonalisierbar?

Losung: Nein, denn da die geometrische Vielfachheit von A, kleiner ist als die algebrai-
sche, gibt es keine Basis des R* aus Figenvektoren von A.

Beziiglich welcher Basis hat A welche Dreiecksgestalt A?

Losung: Um eine Basis von R* zu finden, beziiglich derer die Matrix Dreiecksgestalt hat,

brauchen wir noch einen Hauptvektor zweiter Stufe zu A\, = —2. Da
00 0 O
0 2 20
2 _
A+E =102 2 0
00 0 0

ist, haben wir nur noch die Bedingung, dafl die Summe der beiden mittleren Komponenten
verschwindet, wéhrend es keine Bedingung an die beiden verbleibenden Komponenten
gibt. Eine von V, und V3 linear unabhéngige Losung ist also zum Beispiel V4 = by.

Dann ist Avy = AI;4 die vierte Spalte der Matrix A, also
Aﬁ4 = 251 — 264 = —2\_;4 + 263 )

beziiglich der Basis aus den Vektoren V;,V,,V3,V, hat A somit die Dreiecksgestalt

o o0 o0 0
0o -2 0 0
A=lo o0 2 2
o o0 o0 -2
Berechnen Sie die Matrizen et und e”t!
Losung: Wir schreiben
o o0 o0 0 00 0 0
. 0o -2 0 0 0 0 00
A=D+N mit D= 0 0 -2 0 und N = 00 0 21|
o o0 o0 -2 0 0 0 0

offensichtlich ist N2 die Nullmatrix. Da nach der allgemeinen Theorie DN = ND ist, folgt

eAt —_ eDteNt — eDt(E + Nt)

1 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0 0
o e 0o o 0100) [0e2 0o o0
“lo 0 e 0 00 1 2t] |0 0 e 2t 2te?t

0 0 0 e 2t 0 0 0 1 0 0 0 e 2t



At At

Zur Berechnung von e?' = B~'e”'B miissen wir e
dardbasis des R*. Die neuen Basisvektoren sind

zuriicktransformieren in die Stan-

Vi=by+b3, V=by—b3, V3=0b7 und V4 ="by;

O 0 1 0
. . . . 1 100
die Matrix des Basiswechsels ist also B = 1 -1 0 o
0O 0 01
Zur Berechnung ihrer Inversen ist es am einfachsten, die oblgen Gleichungen umzukehren:
Offensichtlich ist by = V3, by = 2(\)1 + V), b3 = ;(w V2) und by =V , also
o7 1o e 2t 0 0 te 2t
_ o I -1 90 A 0 J+7e2t T—Je2t 0
B! = 2 2 d eAt — 272 7272
10 0 of™eF° 0 1T-le2t Iyle2t
0 0 0 1 0 0 0 e 2t

Bestimmen Sie die Lésung des Differentialgleichungssystems §(t) = Ag(t) mit den An-
fangsbedingungen y;(0) =y3(0) = 1 und y,(0) = y4(0) = —1, und diskutieren Sie deren
Langzeitverhalten! Ist dieses typisch fiir allgemeine Losungen des Systems?

Lésung: Nach der allgemeinen Theorie ist

1 (1—t)e 2t
. —1 —e 2t
y(t) - eAt 1 = eth
1 e 2t

Fir t — oo geht sie gegen Null, was nicht ganz typisch ist: Da einer der Eigenwerte
Null ist und der Rest negativ, konvergiert jede Losung gegen eine Konstante, aber diese
verschwindet nur fiir Anfangsbedingungen aus einem dreidimensionalen Teilraum des R*.

Aufgabe 6: (8 Punkte)
Lésen Sie das Anfangswertproblem

y W) —y(t) =4t—4 mit y(0)=0=7(0)=7(0) =y (0)=0!
Losung: Das ist ein reines Anfangswertproblem; fiir so etwas ist meist ein Ansatz via

LAPLACE-Transformation gut geeignet. Fiir die LAPLACE-Transformierte Y(s) = L{y(t)}(s)
der Losungsfunktion gilt

4 4 4-—4g
(s*=1)Y(s) =L@t —4)(s) = 5 — - = —5—;
s 3 3
. 4 —4g 4 4 .
also ist Y(s) = 7 1)s2 = 1 )5 Nach dem Formelanhang ist
2 4
L{cos wt + cosh wt — 2}(s) = ﬁ ;

dies wird fiir w =1 zu L{cost + cosht — 2}(s) = ﬁ Entsprechend wird

2w°

L{sin wt + sinh wt — 2wt}(s) = 57 —wh)s?
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fir w =1 zu L{sint + sinh t — 2t}(s) = ﬁ, also hat
y(t) =2(sint + sinht — 2t) — 2(cost + cosht —2) = 2sint — 2cost —2e ' +4 — 4t
LAPLACE-Transformierte Y(s) und ist somit Losung des Anfangswertproblems.

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

§(t) + 6y(t) + 10y(t) = 60 + 100t !

Losung: Zur Losung der homogenen Gleichung brauchen wie die Wurzeln der charakteri-
stischen Gleichung A +6A+10 = (A+3)2+1 = 0; das sind —3 +1i. Somit ist die allgemeine
Losung der homogenen Differentialgleichung Z(t) + 6z(t) + 10z(t) =0

z(t) = e 3YCycost+ Cysint) mit C;,Cr e R.

Nun brauchen wir noch eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Da deren rechte
Seite linear in t ist, konnen wir es mit einem Ansatz der Form y(t) = at + b probieren;
dann ist y(t) = a und §(t) = 0, Einsetzen in die linke Seite der Differentialgleichung liefert
also 6a + 10(at + b) = 10at + (10b + 6a). Dies soll 60 + 100t sein, also mufl a = 10 und
b = 0 gesetzt werden. Die gesuchte spezielle Losung ist also y(t) = 10t und die allgemeine
Losung der Differentialgleichung wird zu

y(t) =10t + e 3*(Cicost+ Casint) mit C;,C; € R.

Welche Losungen von b) sind beschrankt?

Losung: Da 10t fiir t — 4+ oo nicht beschrénkt bleibt, gibt es keine beschrankte Losung.

Aufgabe 7: (4 Punkte)

Bestimmen Sie die absoluten Extrema der Funktion f(x,y,z) = x* + y2 + z? unter der
Nebenbedingung x? + 2y? + 322 < 1!

2x
Losung: Vf(x,y,z) = | 2y | verschwindet nur im Nullpunkt, und natiirlich hat f dort
2z
sein absolutes Minimum.
Maxima kénnen offensichtlich nur auf dem Rand x? + 2y? + 3z?> = 1 liegen, denn f
wéchst mit jedem der drei Koordinatenquadrate. Fiir g(x,y,z) = 2x% + 3y? + 422 — 1 ist
4x
Vg(x,y,z) = | 6y |; soll dies auerhalb des Nullpunkts proportional zu Vf(x,y,z) sein,
8z
gibtesein A € R,sodaflgilt Ax=x, Ay=2y und Az =3z. Diese Gleichungen sind
offensichtlich nur dann erfiillbar, wenn mindestens zwei der Koordinaten verschwinden.
Ist x die nichtverschwindende Koordinate, so ist wegen der Nebenbedingung x? = 1, also
auch f(x,0,0) = 1.
Ist y die nichtverschwindende Koordinate, so ist wegen der Nebenbedingung 2y? = 1, also

£(0,y,0) = 1.
Ist z die nichtverschwindende Koordinate, so ist wegen der Nebenbedingung 3z> = 1, also
f(0,0,z) = %

Somit ist das absolute Maximum gleich eins; es wird in den beiden Punkten (+1,0,0)
angenommen.



