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Themenvorschliige fiir die kleinen Ubungen am 8. Januar 2004

1.0 0 01 2

0 2 0 0 0 3 (1 O)
a) Berechnen Sie die Matrizen e 0 01 , € 000 , € 11 !

Losung: Der erste Exponent ist eine Diagonalmatrix; da die k-te Potenz der Diagonal-

matrix mit Eintrdgen d;, ..., d, einfach die Diagonalmatrix mit Eintragen d¥,...,dX ist
folgt
1 00
0 20 e 0 0
e\O 0 1/ o e o
0 0 e

Die zweite Exponentenmatrix ist eine obere Dreiecksmatrix mit Nullen in der Hauptdia-
gonalen; also sollten nur endlich viele ihrer Potenzen von der Nullmatrix verschieden sein.
In der Tat ist

01 2 00 3
A=|0 0 3], A?=[0 0 0], A’=A%=...=0,
000 000
also
11 2
1., 2
=E+A+3AT=|0 1 3

0 0 1

Fiir die Matrix B = (1 1) schliefllich legt die Berechnung der zweiten und dritten Potenz
nahe, dafl B™ = (T]1 (1)) sein sollte, was sich auch leicht durch vollstdndige Induktion nach-
weisen 1a8t: Der Induktionsanfang n = 1 ist trivial, und auch der Induktionsschritt macht

keine Schwierigkeiten:

1 0 1 0 1 0
n+l _ pn | _ i _
B =B BInd.Ann. (TL ]) (] ]) <Tl+] ])

Somit ist
< 1 < 1
= 0 — 0
i g k! B kgok (e 0
k= 0 > 3 2 I Z > k!
k=0 k=0 k=1 k=0

b) Richtig oder falsch: e™ - e(A”) = ¢(A%) . A,

Losung: Richtig, denn A - A2 = A%2- A = A3, und fiir kommutierende Matrizen kommu-
tieren auch die daraus durch Anwendung der Exponentialfunktion entstehenden.

c) Fiir eine n x n-Matrix A sei sinA = J-(e** —e 'A) und cos A = J(e'* + e 'A). Finden
Sie eine Matrix P # 0, so daf fiir alle n x n-Matrizen A und alle r € Z gilt

sin(A+1tP)=sinA und cos(A+1P)=cosA.



d)

Losung: Die Periodizitat des klassischen Sinus und Kosinus kann via die Additionsformeln
darauf zuriickgefiihrt werden, dafl cos27t = 1 und sin 27t = 0 ist. Diese Additionsformeln
folgen via EULERsche Formeln aus der Regel e*™Y = e* - eY, und diese gilt auch fiir
mitetnander kommutierende Matrizen X und Y.

Da Vielfache der Einheitsmatrix mit jeder anderen Matrix kommutieren, gilt also insbe-
sondere fiir jede Matrix A und jedes A € R, daf

sin(A +AE) =sin AcosAE + cos AsinAE und cos(A +AE) =cos A cosAE —sin AsinAE.

Speziell fiir A = 27t ist e?™F = E, also sin 27tE = 0 und cos 2nE = E, so daB wir P = 2nE
setzen konnen.
Richtig oder falsch: Die Eigenwerte der Matrix 2A sind doppelt so grofl wie die von A.

Lésung: Richtig, denn det(2A —2AE) = det (Z(A — }\E)) = 2" det(A — AE) fiir eine n x n-
Matrix A.

1 -1 2
Berechnen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A= -2 2 -3 |!
4 —4 1
Loésung:
T—A -1 2
det(A—AE)=| =2 2—-A -3
4 -4 11 =A
2—-N =3 —1 2 —1 2
:“_7‘)‘ 4 11—>\‘+2‘—4 11—>\‘+4‘2—>\ —3‘

=(1=N(2=N11T=X)=12) +2(A=11+8) +4(3—-2(2—]7))
=(1=ANA2=13A+10)+T0A—10 = —A3 + 14\ — 13\
= AN —14A+13) = AA—=T1)(A—13).

Die Eigenwerte sind also 0,1 und 13.

Fiir den Eigenwert Null miissen wir die Gleichung AV = 0 16sen; da die erste und die
zweite Spalte der Matrix entgegengesetzt gleich sind, sind die Ldsungen offenbar gerade
die Vielfachen des Vektors

Beim Eigenwert eins miissen wir das Gleichungssystem
—y+2z=0, —2x+y—3z=0 und 4x—4y+10z=0

16sen. Wie die erste Gleichung zeigt, ist y = 2z; damit werden die beiden anderen Gleich-
hungen zu
—2x—2z=0 und 4x+2z=0,

d.h. z = —2x. Setzen wir x = 1, wird z = —2 und y = —4, der Eigenraum wird also erzeugt
von
1
Vo= -4
-2

Fiir den dritten Eigenwert schliefllich erhalten wir das System

—12x—y+2z2=0, —2x—11y—3z=0 und 4x—4y—2z=0.



1)

Subtraktion von sechsmal der zweiten Gleichung von der ersten und zweifache Addition
der zweiten Gleichung zur dritten ergibt die beiden Gleichungen

65y +20z=0 und —26y—8z=0,

die beide dquivalent sind zur Gleichung 4z = —13y. Setzen wir also z = 13, wird y = —4.
Beides eingesetzt in die dritte Gleichung ergibt 4x = 4y + 2z = —16 + 26 = 10, also
X = 2%. Um eine ganzzahlige Losung zu bekommen, multiplizieren wir um besten noch
alle Variablen mit zwei und erhalten dann als dritten Eigenvektor

5
vz=| -8
26
5 —6 —6
Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix B = 3 4 5!
-2 4 5
Lésung: Nach der SARRUSschen Regel ist
5—A —6 —6
det(B — AE) = 3 —4-A 5
-2 4 5—A

=(B5-A)(-4—A)(5-A)—60—72—12(=4—A)+20(5—A) +18(5—7)
= AN +6A2+150—100—132 —26A+238 = A3 +6A2 — 1IN+ 6.

Falls alle Losungen ganzzahlig sind (was bei Ubungsaufgaben recht hiufig der Fall ist),
sind sie nach dem Wurzelsatz von Viete Teiler von sechs, Kandidaten fiir Eigenwerte sind
also +1,42 und +3. Da sowohl das Produkt als auch die Summe (Koeffizient von A?)
sechs sind, erwarten wir die drei Nullstellen 1,2, 3, wovon man sich durch Einsetzen auch
leicht {iberzeugt.

Fiir die Eigenvektoren zum Eigenwert eins erhalten wir das lineare Gleichungssystem
4x —6y — 62z =0, 3x —5y—5z=0 und —2x+4y+4z=0;

da die Koeffizienten von y und z in allen drei Gleichungen iibereinstimmen, wird der
Losungsraum aufgespannt vom Vektor

W= 1
-1

Das LGS fiir A = 2 ist
3x —6y —6z=0, 3x—6y—5z2=0 und —2x+4y+3z=0;

hier ist der Koeffizient von y stets das —2-fache des Koeffizienten von x, der Lésungsraum
wird also aufgespannt von
2
V=1
0

Im Falle A = 3 schlieflich miissen wir das System
2x —6y —6z =0, 3x—7y—5z=0 und —2x+4y+2z=0

16sen, was anscheinend nicht ganz ohne Rechnung geht. Addition der zweiten Gleichung
zur dritten zeigt, dal —2y — 4z = 0 oder y = —2z ist; eingesetzt in die dritte Gleichung



g)

fiihrt dies zu —2x — 6z = 0 oder x = —3z. Setzen wir also z = —1, wird x =3 und y = 2.
Durch Einsetzen iiberzeugen wir uns, dafl dies alle drei Gleichungen 16st; der Eigenraum
zum Eigenwert drei wird also aufgespannt von

N W

Was ist eP ?
Lésung: Beziiglich der Basis Vy,V,,V3 hat die Matrix B die Gestalt
100 e 0 O
D=(0 2 0|, und eP=[0 &> 0
0 0 3 0 0 ¢

Die Basis aus Vi,V2,V3; entsteht aus der Standardbasis durch Multiplikation mit jener
Matrix M, deren i-te Spalte gleich V; ist, d.h. mit

02 3
M= 11 2
1 0 -1

Also ist D = M~ 'BM und damit B = MDM ™! und e® = MePM~!. Wir miissen
also die Matrix M~! berechnen; dies geschieht durch simultane Anwendung des GAUSs-
Algorithmus auf die drei Spalten der Einheitsmatrix als rechte Seiten eines LGS mit
Matrix M: In

0 2 3 1 10
11 010
-1 0 -1 0 0 1
miissen wir, um links eine Einheitsmatrix erhalten zu kénnen, zunéchst die ersten beiden

Zeilen vertauschen:
2

o = O
O —t
— O O

1
0
—1

O N =

—1

Als néchstes addieren wir die (neue) erste Zeile zur dritten;

~—

T 1 2 010
0 2 3 1T 10
01 1 0 11

Zur Vermeidung von Briichen empfiehlt es sich, noch die zweite und dritte Zeile zu ver-
tauschen bevor wir die linke Seite auf untere Dreiecksgestalt bringen; die Dreiecksgestalt
entsteht dann durch Subtraktion von zweimal der jetzt noch zweiten von der jetzt noch
dritten Zeile:

11 0 1 0
0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 -2 -2

Um links eine HEinheitsmatrix zu erhalten, miissen wir zunéchst die zweite Zeile von der
ersten subtrahieren

10 1 0o 0 -1
01 1 o 1 1,
00 1 1 2 2



h)

7)

sodann die dritte von der ersten und von der zweiten:

1 00 -1 2 1
010 —1 3 3.
0 0 1 1 -2 -2
Somit ist
-1 2 1
M'=|-1 3 3
1 -2 =2
und
e 0 0 —2e% +3e3 —6e3 + 6e? —6e3 + 6e?
eB=M|[0 e 0 |MT=|—-e2—e+2e> 2e—4e3+3e2 —de3+3e?+e
0 0 €3 e—e’ 2e3 —2e —e + 2¢3
Was ist eBt?
Loésung: Das geht natiirlich genauso: Mit den Bezeichnung aus der vorigen Loésung ist
eBt = MeP*M ', und eP* ist die Diagonalmatrix mit Eintrdgen e!, e?* und e3t. Somit
folgt mit zwei Matrixmultiplikationen
—2e2t 4 3e3t —6e3t 4 et —6e3t 4 Ge?t
eBt = | —e2t —et 423t 2et —4e3t 4 3e2t 43 4 32t fet
et —e3t 2e3t — 2¢t —et +2e3t

Bestimmen Sie die Losungen des Anfangswertproblems

x(t) = 5x(t) —6y(t) —6z(1), x(0) =0
y(t) = 3x(t) —4y(t) —5z(t), y(0)=0
z(t) = —2x(t) + 4y(t) + 5z(z), z(0) =7

Losung: Die Matrix dieses Differentialgleichungssystems ist die gerade betrachtete Ma-
trix B; die Losung des Anfangswertproblems ist also

0 —42e3t 4 4202
X(t)=ePt[ 0| = | —28e3 +21e2t +7et |,
7 14e3t — 7et

das Siebenfache der letzten Spalte von eB!. Skalar ausgedriickt haben wir somit die
Losungsfunktionen

x(t) = —42e3 + 42¢%, y(t) = —28e3 +21e?* +7e* und z(t) = 14e3t —7¢t.

Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix C = ( —]i }) !

Losung:

1—A i

det(C—)\E)_‘ I

‘—(1—7\)2—1—12—7\2—27\—?\(7\—2).

Die Eigenwerte sind also 0 und 2.



k)

)

Das Gleichungssystem x+1iy = 0 und —ix+y = 0 ist dquivalent zu y = ix, der Eigenraum
zum Eigenwert Null wird also aufgespannt vom Vektor (1) Fiir A = 2 haben wir die

Gleichungen —x + iy = 0 und —ix —y = 0, d.h. hier ist (71) ein Eigenvektor. (Wir
konnten stattdessen natiirlich auch (}) nehmen; die beiden Vektoren spannen denselben
Unterraum von C? auf.)

Finden Sie moglichst viele Nullstellen der folgenden Polynome:
x3 —12x% + 41x — 30

Lésung: Wir versuchen unser Gliick mit dem Wurzelsatz von VIETE,; falls alle Lésungen
ganzzahlig sind, sind sie Teiler von 30. In Frage kommen also +1,+2, +3, +5, +6,+10,+15
und +30. Einsetzen zeigt, da8 1,5 und 6 die Nullstellen sind.

x* — 8x3 — 34x% + 8x + 33

Loésung: Hier kommen nur +1,4+3,£11 und £33 als Teiler in Frage; die Wurzeln sind
+1,—3 und 11.

m)x* +17x3 4+ 69x? — 17x — 70

Losung: 70 hat die Primteiler 2,5 und 7; die Nullstellen sind +1,—7 und —10.

n) x° —3x* —x3 +11x* — 12x + 4

p)

q)

Losung: Hier stehen nur +,1,+2 und +4 zur Auswahl; Nullstellen sind +2 sowie (drei-
fach) die Eins.

3x6 +6x° — 12x* —30x3 —3x%2 +24x + 12

Losung: Hier ist der fithrende Koeffizient nicht eins; falls alle Nullstellen ganzzahlig sind,
teilen sie also nicht nur den konstanten Term zwolf, sondern dessen Quotienten bei der
Division durch den fithrenden Term drei, also vier. Die Nullstellen sind +1 und +2, wobei
—1 die Vielfachheit drei hat.

V sei der Vektorraum aller reeller Polynome vom Grad hochstens 200. Bestimmen Sie

VoV
Eigenwerte und Eigenvektoren der linearen Abbildung ¢: - . !
x(t) — %(t)

Losung: Eigenvektoren sind Polynome, deren zweite Ableitung ein Vielfaches des Poly-
noms selbst ist. Somit sind alle hochstens linearen Polynome (aufler dem Nullpolynom)
Eigenvektoren zum Eigenwert null, aber sonst gibt es keine Eigenwerte und Eigenvekto-
ren, denn die zweite Ableitung eines Polynoms (ungleich dem Nullpolynom) hat kleineren
Grad als das Polynom selbst.

Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der linearen Abbildung

[ C®(R, R) = C®(R, R)
’ x(t) — x(t)

Losung: Ein Eigenvektor zum Eigenwert A ist eine beliebig oft stetig differenzierbare
Funktion, deren Ableitung das A-fache der Funktion selbst ist. Also sind genau die Funk-
tionen x(t) = CeM mit C # 0 Eigenvektoren zu A. Insbesondere ist hier jede reelle Zahl
ein Eigenwert.



