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Modulklausur Funktionentheorie I

Aufgabe 1: (10 Punkte)

Bestimmen Sie alle komplexen Zahlen, die den angegebenen Glei
hungen gen

�

ugen, und

geben Sie die Ergebnisse in der Form x+ iy an mit x, y ∈ R:

a) z = (2+3i)(4i−1) b) z =
2+ 3i

4i− 1

) z2−2z+4−2i+2iz = 0 d) z2 = i99 e) z8 = 1

Lösung:

a) z = (2+ 3i)(4i − 1) = 2 · (−1) − 3 · 4+ 2 · 4i− 2i = −14+ 6i

b) z =
2+ 3i

4i− 1
=

(2+ 3i)(−4i − 1)

42 + 12
=

10− 11i

17
=

10

17
+

11

17
i


) z2−2z+4−2i+2iz = z2−(2−2i)z+4−2i =
(
z−(1−i)

)2
−(1−i)2+4−2i =

(
u−(1−i)

)2
+4

vers
hwindet genau dann, wenn z− (1− i) = ±2i ist, also z = 1+ i oder z = 1− 3i.

d) z2 = i99 ist glei
hbedeutend mit z2 = −i, denn i4 = 1, 99 = 24 · 4+ 3 und i3 = i2 · i = −i.
In Polarkoordinaten ist −i = e3πi/2, also ist e3πi/4 eine der beiden Quadratwurzeln.

Diese Zahl liegt auf der zweiten Winkelhalbierenden und hat den Betrag eins; daher ist

z =
√
2
2
(−1+ i). Die andere L

�

osung ist nat

�

urli
h −z =
√
2
2
(1− i).

(Alternativ wei� man von 
), da� (1 − i)2 = −2i ist, und mu� dann nur no
h dur
h

√
2

dividieren, um eine L

�

osung zu erhalten.)

e) Die L

�

osungen dieser Glei
hung sind die a
hten Einheitswurzeln. Diese bilden ein regelm

�

a-

�iges A
hte
k im Einheitskreis, dessen E
ken auf den beiden Koordinatena
hsen und den

beiden Winkelhalbierenden liegen. Somit ist

z ∈
{

1,−1, i,−1,

√
2

2
(1+ i),

√
2

2
(−1− i),

√
2

2
(1− i),

√
2

2
(i − i)

}

.

Aufgabe 2: (12 Punkte)

a) Ents
heiden Sie f

�

ur jede der angegebenen Teilmengen von C, wel
he der Eigens
haften

o�en, abges
hlossen, zusammenh

�

angend, kompakt sie hat! Falls es si
h um ein Gebiet

handelt, geben Sie bitte an, ob es einfa
h zusammenh

�

angend ist. Alle Aussagen m

�

ussen

begr

�

undet werden!

M1 = {z ∈ C | |Re z| > 1} M2 = {z ∈ C | |Re z| ≤ 1} M3 = {z ∈ C | |z| > 1}
M4 = {z ∈ C | 0 ≤ |z| < 1} M5 = {z ∈ C | 0 < |z| < 1} M6 = {z ∈ C | 0 ≤ |z| ≤ 1}

Lösung: Wenn der Betrag des Realteils gr

�

o�er als eins sein soll, mu� der Realteil selbst

entweder gr

�

o�er als eins oder kleiner als minus eins sein. M1 ist daher die Vereinigung

der beiden Mengen M+
1 = {z ∈ C | Re z > 1} und M−

1 = {z ∈ C | Re z < −1}. Da die

Abbildung z 7→ Re z stetig ist und sowohl {x ∈ R | x > 1} als au
h {x ∈ R | x < −1} o�ene
Teilmengen von R sind, folgt, da� M+

1 und M−
1 beide o�en sind, und damit ist au
h

ihre Vereinigung M1 o�en. M1 ist ni
ht abges
hlossen, da alle Punkte z mit Re z = ±1
zwar Randpunkte, ni
ht aber Elemente von M1 sind. M1 ist o�ensi
htli
h unbes
hr

�

ankt

(Die Imagin

�

arteile k

�

onnen beliebig gro� werden), also ni
ht kompakt. M1 ist au
h ni
ht



zusammenh

�

angend, denn M+
1 und M−

1 sind disjunkte ni
htleere o�ene Teilmengen, deren

Vereinigung M1 ist. Als unzusammenh

�

angende Menge ist M1 kein Gebiet.

M2 ist o�ensi
htli
h das Komplement von M1, also abges
hlossen und ni
ht o�en. Geo-

metris
h ist diese Menge ein Streifen der Breite zwei um die imagin

�

are A
hse, also konvex

und damit wegzusammenh

�

angend und erst re
ht zusammenh

�

angend. Wie M1 ist au
h

M2 ni
ht kompakt, da die Imagin

�

arteile beliebig gro� werden k

�

onnen. Da die Menge ni
ht

o�en ist, ist sie kein Gebiet.

M3 ist das Komplement der abges
hlossenen Einheitskreiss
heibe, also o�en und ni
ht

abges
hlossen, da die Randpunkte auf der Kreislinie ni
ht in M3 enthalten sind. (Eine

abges
hlossene Menge enth

�

alt alle ihre Randpunkte.) Die Menge ist zusammenh

�

angend,

sogar wegzusammenh

�

angend, denn wenn wir zur Polarkoordinatendarstellung

�

ubergehen,

besteht M3 aus allen Punkten reiϕ mit r > 1. Sind reiϕ und seiψ zwei sol
he Punkte,

so liegen daher sowohl die Stre
ke von reiϕ na
h seiϕ als au
h der Kreisbogen von seiϕ

na
h seiψ in M3, und beide zusammen bilden einen Weg vom einen Punkt zum anderen.

O�ensi
htli
h ist M3 ni
ht bes
hr�ankt, also ni
ht kompakt. Als o�ene zusammenh

�

angende

Menge ist es ein Gebiet, aber ni
ht einfa
h zusammenh

�

angend, da zum Beispiel das Integral

�

uber die in M3 holomorphe Funktion z 7→ 1/z entlang der Kreislinie mit Radius zwei um

Null ni
ht vers
hwindet.

M4 ist die o�ene Einheitskreiss
heibe, also o�en und ni
ht abges
hlossen, da keiner der

Randpunkte in M4 liegt. Also ist sie au
h ni
ht kompakt. Als konvexe Menge ist sie

aber nat

�

urli
h zusammenh

�

angend und damit ein Gebiet. Wegen der Konvexit

�

at ist der

Cau
hys
he Integralsatz bereits in seiner ersten Version anwendbar; damit ist M4 einfa
h

zusammenh

�

angend.

M5 ist die o�ene Einheitskreiss
heibe ohne ihren Mittelpunkt. Als Urbild des o�enen

Intervalls (0, 1) unter der stetigen Abbildung z 7→ |z| ist sie o�en; sie ist aber ni
ht

abges
hlossen, da sie keinen ihrer Randpunkte enth

�

alt. Wegen des fehlenden Mittelpunkts

ist M5 zwar ni
ht konvex, aber die Menge ist trotzdem wegzusammenh

�

angend: Sie besteht

aus allen Punkten reiϕ mit 0 < r < 1, und damit zeigt dasselbe Argument wie bei M3

den Wegzusammenhang. Somit ist M5 ein Gebiet, aber ni
ht einfa
h zusammenh

�

angend,

denn wieder ist z 7→ 1/z holomorph im Gebiet, aber das Intgegral l

�

angs der Kreislinie mit

Radius 1/2 um den Nullpunkt vers
hwindet ni
ht.

M6 ist die abges
hlossene Einheitskreiss
heibe, also abges
hlossen und bes
hr

�

ankt und

damit kompakt. Sie ist ni
ht o�en, also au
h kein Gebiet, denn keiner der Randpunkte

hat eine o�ene Umgebung, die ganz in M4 liegt. Als konvexe Menge ist sie insbesondere

zusammenh

�

angend.

b) Beantworten Sie die entspre
henden Fragen au
h f

�

ur M = Ĉ !

Lösung: In Ĉ ist Ĉ selbst nat

�

urli
h o�en, denn jeder Punkt z ∈ C hat in C eine o�ene

Umgebung, die damit au
h o�en in Ĉ ist, und f

�

ur z = ∞ ist beispielsweise die Menge

{z ∈ Ĉ | |z| > 1} eine o�ene Umgebung. Sie ist au
h abges
hlossen, den ihr Komplement,

die leere Menge, ist nat

�

urli
h o�en. Wie in der Vorlesung gezeigt wurde, ist Ĉ kompakt.

Ĉ ist au
h zusammenh

�

angend, denn w

�

are Ĉ die disjunkte Vereinigung zweier ni
htleerer

o�ener Teilmengen, so m

�

u�te eine davon den Punkt ∞ enthalten. Nimmt man diesen

Punkt aus der Menge heraus, ist sie (na
h De�nition einer o�enen Teilmenge von Ĉ) eine

o�ene Teilmenge von C, die ni
ht leer sein kann, da {∞} sonst o�en in Ĉ w

�

are. Also

w

�

are au
h C ni
ht zusammenh

�

angend, obwohl die Menge sogar konvex ist. Somit ist Ĉ

ein Gebiet. Jede auf ganz Ĉ holomorphe Funktion ist konstant, und f

�

ur eine konstante

Funktion vers
hwindet das Integral l

�

angs einer ges
hlossenen Kurve wegen der Existenz

der (linearen) Stammfunktion. (Strenggenommen m

�

u�te man si
h no
h Gedanken ma
hen

f

�

ur den Fall, da� der Integrationsweg dur
h den Punkt ∞ geht, aber die Situation kann

man immer wegtransformieren.)

Aufgabe 3: (8 Punkte)

Ents
heiden Sie, ob die folgenden Funktionen irgendwo holomorph sind, und geben Sie

gegebenenfalls das gr

�

o�tm

�

ogli
he Teilgebiet G von C an, auf dem dies der Fall ist! Unter-



su
hen Sie au
h, ob die jeweilige Funktion in den Punkten, in denen sie ni
ht holomorph

ist, meromorph ist!

a) f(z) =
sin z

ez − e−z
b) f(z) = e1/z

2


) f(z) =
|sin z|

os z

d) f(z) =
z3 − 6z2 + 11z − 6

z2 − 4
Begr

�

unden Sie ihre Aussagen!

Lösung:

a) Z

�

ahler und Nenner sind holomorph; Probleme gibt es also h

�

o
hstens mit den Nullstellen

des Nenners. Da die Exponentialfunktion keine Nullstellen hat, ist die Glei
hung ez = e−z

�

aquivalent zu e2z = 1, d.h. 2z ist ein ganzzahliges Vielfa
hes von 2πi und z selbst eines

von πi. Da

sin kπi =
eikπi − e−ikπi

2i
=

e−kπ − ekπ

2i

nur f

�

ur k = 0 vers
hwindet, gibt es Pole f

�

ur alle Punkte z = kπi mit k ∈ Z r {0}. F
�

ur

k = 0 vers
hwinden Z

�

ahler und Nenner; na
h de l'H

^

opital ist

lim

z→0

sin z

ez − e−z
= lim

z→0


os z

ez + e−z
=

1

2
∈ C ,

an der Stelle z = 0 l

�

a�t si
h die Funktion also stetig fortsetzen zu einer holomorphen

Funktion. Sie ist somit holomorph auf C ohne den Punkten z = kπi mit k ∈ Zr {0}, und
an den Ausnahmepunkten hat sie einen Pol, ist also meromorph.

b) Auf Cr {0} ist die Funktion holomorph als Hintereinanderausf

�

uhrung zweier holomorpher

Funktionen. F

�

ur z = 0 ist 1/z2 = ∞, und dort hat die Exponentialfunktion eine wesentli-


he Singularit

�

at. Somit ist die Funktion holomorph auf Cr {0} und au
h ni
ht meromorph

auf ganz C.


) 
os z ist holomorph auf ganz C; w
�

are f holomorph auf einem Gebiet G ⊂ C, so w

�

are dort

au
h die Funktion g(z) = f(z) 
os z = |sin z| holomorph. Da sie ni
ht konstant ist, m

�

u�te

sie G na
h dem Satz von der Gebietstreue abbilden auf ein Gebiet, das aber nat

�

urli
h in R

liegen m

�

u�te. Da es ein sol
hes Gebiet ni
ht gibt, ist f nirgends holomorph.

d) Als rationale Funktion ist f meromorph auf ganz C (und sogar Ĉ). �Uberall, wo der Nenner

ni
ht vers
hwindet, ist sie o�ensi
htli
h holomorph; Probleme ma
hen also h

�

o
hstens die

beiden Nennernullstellen ±2. F
�

ur z = 2 hat der Z

�

ahler den Wert 8− 24+ 22− 6 = 0, das
Polynom ist also dur
h z − 2 teilbar, und die Funktion ist f

�

ur z 6= 2 au
h darstellbar als

Z

�

ahler dividiert dur
h z − 2 geteilt dur
h z + 2 und damit holomorph fortsetzbar na
h

z = 2. F
�

ur z = −2 hat der Z

�

ahler den Wert −8 − 24 − 11 − 6 < 0; hier hat die Funktion
also einen Pol.

Aufgabe 4: (15 Punkte)

D sei die Kreiss
heibe mit Radius zwei um den Nullpunkt, und γ sei der Stre
kenzug vom

Punkt −2+ 2i zu den Punkten −2− 2i, 2+ 2i, 2− 2i und zur

�

u
k zu −2+ 2i.

a) Ist γ eine Jordan-Kurve?

Lösung: γ ist keine Jordan-Kurve, denn die Stre
ke von −2−2i na
h 2+2i und die von

2− 2i na
h −2+ 2i s
hneiden si
h im Nullpunkt, der somit zweimal dur
hlaufen wird.

b) Bere
hnen Sie die folgenden Integrale:

I1 =

∫

γ


os z dz, I2 =

∫

γ

Re z dz , I3 =

∫

∂D

dz

sin z
, I4 =

∫

γ

dz


os z
, I5 =

∫

γ

dz

z2 + 1

Lösung: Der Kosinus hat auf ganz C die Stammfunktion − sin z, und γ ist eine ges
hlos-

sene Kurve. Also vers
hwindet das Integral I1.

Die Stre
ke von −2+ 2i na
h −2− 2i kann parametrisiert werden dur
h

γ1:

{
[−2, 2] → C

t 7→ −2− t



Daher ist

∫

γ1

Re z dz =

2∫

−2

(−2) · (−i)dt = (2i) ·
(
2− (−2)

)
= 8i .

Der Weg von −2− 2i na
h 2+ 2i kann parametrisiert werden dur
h

γ2:

{
[−2, 2] → C

t 7→ (1+ i)t

Somit ist

∫

γ2

Re z dz =

2∫

−2

t · (1+ i)dt = (1+ i)

2∫

−2

t dt = 0 .

Die Stre
ke von 2+ 2i na
h 2− 2i kann parametrisiert werden dur
h

γ3:

{
[−2, 2] → C

t 7→ 2− t

Daher ist

∫

γ1

Re z dz =

2∫

−2

2 · (−i)dt = (−2i) ·
(
2− (−2)

)
= −8i .

Der R

�

u
kweg von 2− 2i na
h −2+ 2i kann parametrisiert werden dur
h

γ4:

{
[−2, 2] → C

t 7→ (i − 1)t

Somit ist

∫

γ4

Re z dz =

2∫

−2

t · (i− 1)dt = (i− 1)

2∫

−2

t dt = 0 .

I2 als Summe der vier Integrale vers
hwindet somit.

Der Integrand von I3 hat in D nur den einen Pol in z = 0; ansonsten ist er holomorph

au
h in einer Umgebung des Integrationswegs, zum Beispiel in der o�enen Kreiss
heibe

mit Radius 3/2 um Null. Na
h dem Residuensatz ist das Integral daher glei
h 2πi mal

dem Residuum des Integranden im Nullpunkt.

Da der Sinus bei Null eine einfa
he Nullstelle hat, ist dort au
h die Polordnung des Inte-

granden glei
h eins, d.h.

Resz=0

1

sin z
= lim

z→0

z

sin z
= 1

z.B. na
h de l'H

^

opital. Somit ist I3 = 2πi.

Der Kosinus, der Nenner des Integranden von I4, hat nur reelle Nullstellen; sie liegen bei

den halbganzzahligen Vielfa
hen von π. Die kleinste positive liegt also bei π/2 ≈ 1,7 . . .,
und damit geht der Integrationsweg um ±π/2 herum, w

�

ahrend die restli
hen Nullstellen

keine Rolle spielen.

Die Integration

�

uber γ ist

�

aquivalent zur Integration

�

uber einen Zyklus bestehend aus den

R

�

andern zweier Dreie
ke △1 mit E
ken 0 und −2± 2i sowie △2 mit E
ken 0 und 2± 2i.
△1 wird dabei, wie gewohnt, im Gegenuhrzeigersinn dur
hlaufen, △2 aber im Uhrzeiger-

sinn. Jedes der Dreie
ke enth

�

alt in seinem Innern genau einen Pol. Die Umlaufzahl von

∂△1 um −π/2 ist eins, die von −∂△2 um π/2 entspre
hend −1. Na
h dem Residuensatz

f

�

ur Zykeln ist daher I4 glei
h 2πi mal der Di�erenz der Residuen an der Stelle −π/2
und an der Stelle π/2. Die Polordnungen sind jeweils eins, so da� die Residuen lei
ht als

Grenzwerte bere
hnet werden k

�

onnen: Na
h der Regel von de l'H

^

opital ist

Resz=±π/2
1


os z
= lim

z→±π/2

z∓ π/2


os z
= lim

z→±π/2

1

− sin z
= ∓1 .



Damit ist I4 = 2πi ·
(
1− (−1)

)
= 4πi.

Der Integrand von I5 hat seine Polstellen an den Stellen ±i, die in keinem der beiden

Dreie
ke liegen. iEs gibt daher ein einfa
h zusammenh

�

angendes Gebiet, das beide Dreie
ke

enth

�

alt, und in dem der Integrand hoomorph ist. Das Integral vers
hwindet daher na
h

dem Cau
hys
hen Integralsatz.

Aufgabe 5: (5 Punkte)

Zeigen Sie, da� die Integrale

∞∫

−∞

x2 − 5x

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx,

∞∫

−∞

x2 + 3x

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx und

∞∫

−∞

x2 + 99x

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx

alle drei den glei
hen Wert haben, und bere
hnen Sie diesen!

Lösung: In allen drei F

�

allen hat der Z

�

ahler des Integranden Grad zwei, ist also um

mindestens zwei kleiner als der des Nenners, dessen Nullstellen ±i und ±2i allesamt

ni
htreell sind. Somit k

�

onnen sie mit dem Ansatz

�

uber den Residuensatz bere
hnet werden,

woraus insbesondere folgt, da� sie existieren. Aus dem glei
hen Grund existieren au
h die

Integrale

I1 =

∞∫

−∞

x2 dx

(x2 + 1)(x2 + 4)
und I2 =

∞∫

−∞

xdx

(x2 + 1)(x2 + 4)
,

und die drei Integrale sind daher wegen der Linearit

�

at der Integration I1 − 5I2, I1 + 3I2
und I1 + 99I2. Um zu zeigen, da� sie glei
h sind, mu� daher na
hgewiesen werden, da� I2
vers
hwindet. Das ist aber klar, da das Integral existiert und der Integrand ungerade ist.

Der Wert aller drei Integrale ist somit glei
h dem von I1, und der wiederum ist 2πi mal

der Summe der Residuen bei i und bei 2i. Da alle Pole einfa
h sind, lassen si
h diese als

Limites bere
hnen:

Resi

z2

(z2 + 1)(z2 + 4)
= lim

z→i

(z − i)z2

(z2 + 1)(z2 + 4)
= lim

z→i

z2

(z+ i)(z2 + 4)
=

−1

2i · (−1+ 4)
=

−1

6i

und

Res2i

z2

(z2 + 1)(z2 + 4)
= lim

z→2i

(z − 2i)z2

(z2 + 1)(z2 + 4)
= lim

z→2i

z2

(z2 + 1)(z + 2i)
=

−4

(−4+ 1) · 4i
=

−4

−12i
=

1

3i

Somit ist I1 = 2πi( 1
3i

− 1
6i
) = 1

3
π der gemeinsame Wert der drei Integrale.

Aufgabe 6: (3 Punkte)

a) Was ist der Hauptwert des Logarithmus von i?

Lösung: In Polarkoordinatendarstellung ist i = 1 · eπi/2; der Hauptwert des Logarithmus
von i ist daher πi/2.

b) Wel
he Werte kann log i annehmen, wenn Sie einen anderen Zweig des Logarithmus ver-

wenden?

Lösung: Die anderen Werte unters
heiden si
h vom Hauptwert um ganzzahlige Vielfa
he

von 2πi, sind also πi/2+ 2kπi mit k ∈ Z.


) Die Funktion z 7→ iz sei
�

uber irgendeinen Zweig des Logarithmus de�niert. Wel
he Werte

kann ii annehmen?

Lösung: iz = ez log i f
�

ur irgendeinen Zweig des Logarithmus; die m

�

ogli
hen Werte von ii

sind daher ei·(πi/2+2kπi) = e−π/2−2kπ mit k ∈ Z. Der Hauptwert ist e−π/2 ≈ 0,207879576.



Aufgabe 7: (7 Punkte)

a) Bestimmen Sie alle meromorphen Funktionen f:C → Ĉ mit f(1/n) = 0 f

�

ur alle n ∈ N !

Lösung: Eine holomorphe Funktion g:C → C mit g(1/n) = 0 f

�

ur alle n ∈ N mu�

identis
h vers
hwinden, denn die Menge der Zahlen 1/n hat einen H

�

aufungspunkt, und

zwei holomorphe Funktionen, die auf einer Menge mit H

�

aufungspunkt

�

ubereinstimmen,

stimmen auf ihrem gesamten De�nitionsberei
h

�

uberein, so da� g glei
h der Nullfunktion

sein mu�.

Nun sei f:C → Ĉ eine meromorphe Funktion mit f(1/n) = 0 f
�

ur alle n ∈ N. Die Menge der

Pole von f hat na
h De�nition einer meromorphen Funktion keinen H

�

aufungspunkt; daher

gibt es na
h dem Weierstra�s
hen Produktsatz eine holomorphe Funktion h:C → C,

die in jedem Punkt z, in dem f einen n-fa
hen Pol hat, von der Ordnung n vers
hwindet

und ansonsten keine Nullstellen hat. Die Funktion g = hf ist somit holomorph auf ganz C,

und nat

�

urli
h ist au
h g(1/n) = 0 f
�

ur alle n ∈ N. Somit vers
hwindet g identis
h. In allen

Punkten z ∈ C, in denen f keinen Pol hat, ist h(z) 6= 0, so da� dort au
h f(z) vers
hwinden
mu�. Da f als meromorphe Funktion stetig sein mu�, folgt, da� f auf ganz C vers
hwindet.

b) Finden Sie meromorphe Funktionen f, g:C → Ĉ mit der Eigens
haft

f(2n) =

n∏

k=1

(2k) f
�

ur alle n ∈ N und g(2n + 1) =

n∏

k=0

(2k+ 1) f
�

ur alle n ∈ N0 !

Lösung: F
�

ur alle n ∈ N ist

f(2n) =

n∏

k=1

(2k) =

n∏

k=1

2 ·
n∏

k=1

k = 2nn! = en·log 2Γ(n + 1) .

Somit ist

f(z) = ez/2·log 2Γ(z/2+ 1)

eine Funktion mit der gew

�

uns
hten Eigens
haft.

g(2n + 1) =

n∏

k=0

(2k+ 1) =

∏2n+1
ℓ=1 ℓ

∏n
m=1(2m)

=
(2n + 1)!

f(2n)
=

Γ(2n + 2)

f(2n)

f

�

ur n ∈ N, und au
h f

�

ur n = 0 gilt diese Glei
hung, denn f

�

ur die oben de�nierte Funktion

ist f(0) = 1. Somit k

�

onnen wir

g(z) =
Γ(z + 1)

f(z − 1)

setzen.


) Sind f und g dur
h die Bedingungen in b) eindeutig bestimmt?

Lösung: Nat
�

urli
h ni
ht; wir k

�

onnen beispielsweise in beiden F

�

allen eine Funktion ad-

dieren, die auf N0 vers
hwindet (wie sinπz) oder mit einer nirgends vers
hwindenden

Funktion multiplizieren. Eine sol
he Funktion bekommen wir, wenn wir eine beliebige

holomorphe Funktion mit der Exponentialfunktion s
ha
hteln.

d) Ist Γ(z) bes
hr
�

ankt im Streifen 0 ≤ Re z ≤ 1 ?

Lösung: Nat
�

urli
h ni
ht, denn die Γ -Funktion hat einen Pol bei z = 0.

e) Ist Γ(z) bes
hr
�

ankt im Streifen 5 ≤ Re z ≤ 7 ?

Lösung: Das folgt genauso wie die Bes
hr

�

anktheit im Streifen 1 ≤ Re z ≤ 2
�

uber die

Gau�s
he De�nition: Sei z = x+ iy mit 5 ≤ x ≤ 7. Dann ist |z| ≥ x, also
∣∣∣∣

n!nz

z(z + 1) · · · (z+ n)

∣∣∣∣ ≤
n!nx

x(x+ 1) · · · (x + n)

und damit

∣∣Γ(z)
∣∣ ≤ Γ(x). Da die Γ -Funktion f

�

ur Re z > 0 holomorph ist, ist sie si
herli
h

im kompakten Intervall [5, 7] bes
hr
�

ankt, also au
h im gesamten Streifen.


