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Modulklausur Elemente der Funktionentheorie

cooe Schreiben Sie bitte auf jedes Blatt Thren Namen! cee
cooe Die Aufgaben miissen nicht in der angegebenen Reihenfolge ceoe
cee bearbeitet werden; konzentrieren sie sich zunéchst XX
coe auf das, womit sie schnell Punkte holen kénnen! eo o0

Aufgabe 1: (10 Punkte)
Berechnen Sie die folgenden komplexen Zahlen:

3+M4 (i—1)100

i+3)(i-3) b)]_2i c) (i—1)? d)T e) Vi
Losung:
i+3)i-3)=i*?-32=-10
3+4 3+4)(1+21) —5+101 142
1—-21 12 +22 N 5 N
(1—1)2=12-2i4+i2=-2
(i—=1)1°  (=21)*° . : :
T = s = (U = () ()2 =
i=e™/2 also ist e™/* = cos TH+ising = 72 + gi die eine Quadratwurzel; die andere

ist natiirlich —¥2 — 2i.

Aufgabe 2: (8 Punkte)

Zeigen Sie: Jede komplexe Zahl z vom Betrag eins 148t sich darstellen in der Form z = w/W
mit w € C.

Losung: Eine komplexe Zahl z vom Betrag eins hat in Polarkoordinaten eine Darstellung
der Form z = e'®. Schreiben wir auch w = re'¥ in Polarkoordinaten, ist

iy
w re 20

W re— v

Mit beliebigem > 0 und } = 1 ¢ ist also w = re'¥ eine Zahl mit & =z.

Wie viele mogliche Zahlen w gibt es, wenn noch zusatzlich verlangt wird, dafl auch w den
Betrag eins haben soll?

Losung: Nun muf8 r = 1 sein, also suchen wir Zahlen w = e'¥ mit e*?% = ¢'®. Aufler
P = @/2 hat auch 7+ @/2 noch diese Eigenschaft; es gibt also die beiden Ldsungen

wy = el®/2 und w, = et e/2) = _ele/2 — _yy,,
Zeigen Sie, daf dann w/w = w? ist!
2
: woow
Losung: Wegen |w| =1ist ww=1,dh. — = — =w?.
W ww
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Aufgabe 3: (12 Punkte)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Funktionen irgendwo holomorph sind, und geben Sie
gegebenenfalls das grofftmdgliche Teilgebiet G von C an, auf dem dies der Fall ist! Unter-
suchen Sie auch, ob die jeweilige Funktion in den Punkten, in denen sie nicht holomorph
ist, meromorph ist!

f(z) = esin(e”+z%) b) f(z) = |z|? — 2(Imz)? + 2i(Re z)(Tm z) c) f(z) =2z* + (2)?

21z
&=z 207

Begriinden Sie ihre Aussagen!

Losung:

Da sowohl die Exponentialfunktion als auch der Sinus auf ganz C holomorph sind, ist
auch f auf ganz C holomorph.

Fiir z=x+1iy mit x,y € R ist

f(z) :xz—l—yz—Zyz—l—Zixy :x2—|—2ixy—y2 = (X_|_iy)2 :ZZ’

und diese Funktion ist natiirlich auf ganz C holomorph.
Hier ist fiir z =x + iy

f(z) = (x? —yz) + 2ixy + (x? —yz) —2ixy = 2(x? —yz) ceR

fiir alle z € C. Da die Funktion nicht konstant ist, kann sie nicht holomorph sein, was
man auch direkt aus den CaucHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen ablesen kann:
f(x +iy) = u(x,y) + iv(x,y) mit u(x,y) = 2(x> —y?) und v(x,y) identisch Null. Da
weder uy(x,y) = 4x noch uy(x,y) = —4y identisch verschwindet, ist keine der beiden
Gleichungen erfiillt.

Der Nenner dieser Funktion verschwindet bei z = £2i und z = ++/20171, ohne dafl dort
der Zahler verschwindet. Somit hat die Funktion dort Pole und ist nur holomorph auf C
ohne diese vier Punkte. Da sie dort Pole hat, ist sie meromorph auf ganz C, als rationale
Funktion sogar auf C.

Aufgabe 4: (8 Punkte)

D sei die Kreisscheibe mit Radius eins um den Nullpunkt, und A sei das Dreieck mit den
dritten Einheitswurzeln 1, (3 = %(—1 +1v3) und (3 = %(—1 —1/3) als Ecken. Weiter sei
f eine im Gebiet G ={z € C | } < |z| < 5} holomorphe Funktion. Dann gilt

J f(z)dz = J f(z) dz.

oD 0A

(Hinwess: Betrachten Sie die drei Dreiecksseiten jeweils einzeln, zusammen mit den da-
riiberliegenden Drittelkreisen.)

Losung: A ist ein gleichseitiges Dreieck dessen Umbkreis der Einheitskreis {z € C||z| = 1}
ist. Der Inkreis hat ebenfalls den Nullpunkt als Mittelpunkt und beriihrt die Kantenmit-
telpunkte, also beispielsweise den Punkt z = —J auf der Kante von (3 nach (3. Somit hat
er den Radius %, d.h. alle Kanten liegen vollstdndig im Gebiet G. Sind v,y und y; die
drei Integrationswege, die jeweils eine der drei Kanten im Uhrzeigersinn durchlaufen und
dann iiber einen drittel Einheitskreisbogen im Gegenuhrzeigersinn zum Ausgangspunkt

zuriickkehren, ist
3

aL f(z) dz — JA f(z)dz = ];Jk f(z) dz.

Die drei Integrale rechts verschwinden nach dem CaucHyschen Integralsatz, da die drei
Wege v ganz in G liegen und f dort holomorph ist; somit miissen die beiden Integrale
links gleich sein.
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Aufgabe 5: (15 Punkte)
D sei die Kreisscheibe mit Radius zwei um den Nullpunkt. Berechnen Sie die folgenden

Integrale:
dz 5z 2z cosz
2
- ——d
J]z] dz b)Jz—1 c)JZ_3dz d)Jzz—2z+2dz e)J 5 a4z
oD oD oD oD oD
Losung:
Auf dem Rand von D ist |z| = 2; somit ist

J |z|? dz = J4dz:O
oD oD

nach dem CaucHYschen Integralsatz.

Der Integrand hat in D genau eine Polstelle, ndmlich bei z = 1. Das Residuum dort ist
gleich eins, denn die LAURENT-Reihe um eins ist gerade 1/(z—z¢). Somit hat das Integral
nach dem Residuensatz den Wert 27ri.

Dieser Integrand ist holomorph auf der offenen Kreisscheibe mit Radius fiinf um den
Nullpunkt, die den Abschlufl von D enthdlt; daher verschwindet das Integral nach dem
CaucHyschen Integralsatz.

222242 = (z—1)?+1 verschwindet in den beiden Punkten z; = 141 und z, = 1—1; beide
liegen im Innern von D. Der Integrand hat an beiden Stellen einen Pol erster Ordnung;
wir konnen das Residuum daher nach der Limesformel berechnen:

2z i 2z (z—2z1) i 2z 224 2+ 21 )
Res;, = lim = lim = =——=1-1
(z—z1)(z—22) z—=z1 (z—21)(z—23) z—oziz2—20 21—2) 2i
und
2z i 2z - (z — z3) . 2z 2z, 2—24 .
z pr— ]_ pr— ]_ pr— pr— n pr— ] .
Resz, (z—2z1)(z—22) zl»nzlz (z—2z1)(z—22) zi»nzlz z—2z1  Zy—Z —2i i

Nach dem Residuensatz ist daher

2z . . . .
J'deZZTH,((]—1)+(]+1)):47ﬂ.
oD

Der Kosinus ist auf ganz C holomorph; dividieren wir durch z3, entsteht an der Stelle
z = 0 ein Pol dritter Ordnung. Dividieren wir die TAYLOR-Reihe des Kosinus durch z3, so
erhalten wir die LAURENT-Reihe des Integranden um den Punkt z = 0:

cosz_1 1,z 2
23 3 2z 24 720 !

das Residuum im Punkt Null ist somit gleich —%. Damit ist das Integral nach dem

Residuensatz gleich 27ri - (—%) = —7i.



Aufgabe 6: (7 Punkte)

20x
J (x2 +1)(x2 —2x +5)

— 00

Berechnen Sie dx!

Losung: z° —2z+45 = (z — 1)? + 4 verschwindet fiir z = 14 21, hat also genau wie z* + 1
keine reellen Nullstellen. Da der Nennergrad vier den Zahlergrad eins um mindestens
zwel libersteigt und der Nenner keine reellen Nullstellen hat, k6nnen wir das Integral
somit berechnen als 27ti mal der Summe der Residuen an den Polstellen mit positivem
Imagindrteil, also bei z; =1iund z; = 1+ 2i. Da der Nenner vier verschiedene Nullstellen
hat, sind alle einfach, d.h. wir haben bei z; und z, Pole erster Ordnung und kénnen die
Residuen iiber die Limesformel berechnen:

Res: 20z  lim 20z(z — 1) ~ lim 20z
V(224 1)(22 —2z2+5)  Zz5i (224 1)(22 —2z+5)  zoi(z+41)(z2 —2z+5)
_ 201 _ 10 _ 5 :1O+Si:2+i
- (—1—-2i45) 4—21 2-1 2412
und
Res: 1o 20z ~ lim 20z(z —1—21)
V(224 1)(z22 —22+5)  z—i+2i (224 1)(z2 =224+ 5)
. 202 _ 20+40i
z—1+2i (14202 +1)((1420) —(1-21)) (—2+4)-4
204400 54100 (5+10i)(4—21)  40+30i 3,
T T6-8  4+2i 42422 20 T 2¢

Die Summe der beiden Residuen ist somit —%i; Multiplikation mit 27i ergibt

oo

20x
J(%+Wﬂ—h+$

—0Q




