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Kapitel 1: Komplexe Zahlen

§1. Der Korper der komplexen Zahlen

Unter den Zahlen, mit denen wird in der Mathematik iiblicher-
weise rechnen, sind die komplexen Zahlen die jiingsten: Seit Lebe-
wesen zahlen konnen, sind sie zumindest mit hinreichend kleinen
natiirlichen Zahlen vertraut, und schon vor iiber vier Jahrtausen-
den hatten die Babylonier ein Zahlensystem, in dem sie auch mit
recht groflen natiirlichen Zahlen umgehen konnten. Da dazu auch das
Teilen gehorte, erweiterten sie die natiirlichen Zahlen zu den (positi-
ven) Bruchzahlen, wobei ihre Briiche allerdings alle den Zéhler eins
hatten, d.h. zwei Fiinftel wurden beispielsweise geschrieben werden
als Summe von einem Viertel, einem Zehntel und einem Zwanzigstel.
Sie kannten auch schon die Losungsmethode fiir quadratische Glei-
chungen, wufiten aber nicht, dal die Werte vieler Quadratwurzeln
nicht in ihrem System darstellbar waren.

Das erkannten erst eineinhalb Jahrtausende spéter die Pythagoréer;
zwei- bis dreihundert Jahre danach entwickelte EUDOXO0S in PLATONs
Akademie die Theorie der (positiven) reellen Zahlen im wesentlichen
so, wie wir sie heute noch kennen.

Negative Zahlen sind deutlich jiinger; sie kamen erst auf, als im
sechzehnten Jahrhundert Losungsformeln fiir kubische und biquad-
ratische Gleichungen gefunden wurden. Wenn man keine negativen
Zahlen und keine Null hat, miissen wir schon fiir das, was wir heute
als die quadratische Gleichung 22 +px +q = 0 bezeichnenen, zwischen
den fiinf Gleichungen

xzsz—l—q, x2+px:q, x2+q:px, x2:q und x2:px
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unterscheiden. Bei kubischen und biquadratischen Gleichungen gibt
es entsprechend mehr Fille, die damals alle separat behandelt werden
muflten. Durch die Einfiihrung negativer Zahlen gelang es CARDANO,
die Losungsansétze fiir die verschiedenen Typen kubischer Gleichun-
gen in einer einzigen Formel zusammenzufassen.

GIROLAMO CARDANO (1501-1576) war ein ita-
lienischer Mathematiker, Arzt und Naturforsch-
er. Sein Vater war Rechtsanwalt, war aber sehr
an Mathematik interessiert. Er diskutierte mit
LEONARDO DA VINCI iiber Geometrie und brach-
te auch seinem Sohn Mathematik bei. Dieser ar-
beitete zunichst als Assistent seines Vaters, be-
gann dann aber an der Universitdt Pavia und
spiter Padua ein Medizinstudium. Nach dem Tod
seines Vaters hatte er dessen Vermogen schnell
durchgebracht und hielt sich mit Gliicksspiel iiber

: 5 Wasser, wobei ihm seine guten Kenntnisse der
Wahrscheinlichkeitstheorie halfen. 1525 promovierte er in Medizin und erdffnete
eine nicht sonderlich erfolgreiche Praxis in einem kleinen Dorf nahe Padua.
1532 zog er nach Mailand, wo er bei der Piatti Stiftung eine Stelle als Mathematik-
lehrer bekam. Mehrere seiner Schiiler und Kollegen waren auch seine Patienten,

und es gelang ihm relativ schnell einen ausgezeichneten Ruf als Arzt aufzubauen.
Mathematisch beschéftigte er sich vor allem mit der Loésung von Gleichungen
dritten und vierten Grades; 1545 verdffentlichte er sein Buch Ars Magna, in
dem er die auf TARTAGLIA und CARDANOs Diener FERRARI zuriickgehenden
Losungsformeln présentierte, 1552 erhielt er einen Lehrstuhl fiir Medizin an der
Universitdt Pavia, beschéftigte sich aber weiterhin auch mit mathematischen und
naturwissenschaftlichen Fragen.

Mit dieser Formel gab es dann allerdings ein weiteres Problem: Oft
tauchten in der Losungsformel, selbst bei Gleichungen mit lauter
reellen Losungen, Quadratwurzeln negativer Zahlen auf. CARDANO
umging dieses Problem, indem er mit diesen Ausdriicken, die er
eigentlich fiir sinnlos hielt, so rechnete, als seien sie Zahlen — und
damit war er wohl der erste, der (wenn auch nur selten) mit komple-
xen Zahlen rechnete.

Er blieb auch lange Zeit der einzige, denn sein Ansatz, die Wurzeln
auch negativer Zahlen nach den gewohnten Rechenregeln zu behan-
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deln, fithrte schnell zu Widerspriichen wie etwa der Schlufolgerung

—1 1 —1 1 V=1 V1
T:I:\/;:\/;:WZ\/——T

2

— (V1) :(ﬁ)2:>—1:1.

Erst rund zwei Jahrhunderte spéter, dann aber fast gleichzeitig und
voneinander unabhingig durch mehrere Mathematiker, gelang es, das
Rechnen mit komplexen Zahlen auf eine tragfihige Grundlage zu
stellen.

Bei der Erweiterung eines Zahlbereichs wollen wir die alten Rechen-
regeln soweit wie moglich beibehalten. Eine dieser Regeln besagt, dafl
Vab = Vva - Vb ist. Falls diese Regel auch fiir negative a gelten soll,

ist fiir b > 0
Vb= Vb= V- VE:

es reicht dann also, eine einzige neue Zahl ¢ einzufithren, um alle
Wurzeln negativer Zahlen als reelle Vielfache dieser Zahl darzustellen.
Diese eine Zahl bezeichnen wir als die tmagindre Einheit 1. Wir be-
trachten sie einfach als ein Symbol, und rechnen damit nach der Regel
i =—1.

Da wir mit den neuen Zahlen auch rechnen wollen, miissen wir auch
fiir beliebige a,b € R den Ausdruck a+b: als Zahl betrachten; da diese
Art von Zahlen aus zwei Teilen zusammengesetzt sind, redet man
von komplexen Zahlen. In der Terminologie der heutigen Mathematik
konnen wir definieren

DEFINITION: Die Menge C der komplexen Zahlen ist der zweidimen-
sionale Vektorraum C = R1 & Ri mit ausgezeichneter Basis {1,i}.

Damit kénnen wir komplexe Zahlen insbesondere addieren; nach den
Regeln der Vektoraddition ist

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i.
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Eine Multiplikation, die den iiblichen Rechenregeln geniigt, muf3 nach
dem Distributivgesetz insbesondere R-linear in beiden Argumenten
sein; um die Multiplikation mit a 4 b: als Abbildung von C nach C
zu definieren, geniigt es also, die Bilder der beiden Basisvektoren 1
und ¢ anzugeben. 1 soll natiirlich das Neutralelement beziiglich der
Multiplikation sein, d.h.

(a+bi)-1=a+bi.

Um das Bild von i festzulegen, beachten wir, da i = —1 sein soll
und die iiblichen Rechenregeln weiterhin gelten sollen; dies fiihrt auf
die Definition

(a+bi)-i=—-b+ai.

Wegen der R-Linearitét fiithrt das auf die Multiplikationsabbildung

‘ { C X C — C
' ((a1 +b,1) , (ay + bQi)) > (agag — byby) + (ayby + agby )i

Damit ist C als Vektorraum iiber R definiert zusammen mit einer
Multiplikationsabbildung C x C — C. Diese ist offensichtlich kom-
mutativ, denn wenn wir in obiger Formel die Indizes vertauschen,
dandert sich nichts am Wert der rechten Seite. Um zu sehen, dafl sie
auch assoziativ ist, betrachten wir fiir ein festes ¢ = a 4+ ib € C die
Multiplikation mit ¢, also die Abbildung

C—=C
e

Z = Ccz

Nach Definition der Multiplikation ist diese Abbildung R-linear, und
offensichtlich ist u, o py; = pyy- Fir ¢,d, e € C ist daher

Iedye = Hed © te = (He © Hg) © e = fe © (f1q 0 fe) = f1. © prde = o4y

denn die Hintereinanderausfiithrung von Abbildungen ist assoziativ
und eine komplexe Zahl w ist durch die Abbildung p,, eindeutig be-
stimmt, da w = p,,(1) ist.
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Beziiglich der Basis {1,7} des R-Vektorraus C hat p, fiir ¢ = a + ib
wegen p.(1) = a+ib und u, (i) = —b+ ai die Abbildungsmatrix

a —b
(2 Y.

Thre Determinante det M, = a® 4 b* verschwindet genau dann, wenn
a und b beide verschwinden, d.h. fiir ¢ = 0. In allen anderen Féllen
ist M, invertierbar. Um zu sehen, dal es dann eine komplexe Zahl
¢! gibt derart, dal ¢! - ¢ = 1 ist, fithren wir zunéchst einige neue
Begriffe ein:

DEFINITION: a) Ist z = x + iy mit x,y € R eine komplexe Zahl, so
bezeichnen wir die reelle Zahl x = Re z als den Realteil von z und
y = Jm z als den Imaginérteil.

b) Die Zahl Z = x — iy heift die zu z konjugiert komplexe Zahl. c)
Die nichtnegative Wurzel |z| = \/2Z heiit Betrag von z.

Die Abbildung

—. {(C —C

Z = Z.
ist offensichtlich R-linear; dariiber hinaus rechnet man leicht nach,
daf sie auch mit der Multiplikation vertraglich ist, d.h.

zw=zZw Vz,weC.
Genauso einfach folgt, daf fiir z =z + iy € C
Z=2"+y° =z

ist; der Betrag einer komplexen Zahl ist also gleich der Linge des ihr
entsprechenden Vektors (Zj) € R2.
Fiir eine komplexe Zahl ¢ # 0 ist |c|, wie wir gesehen haben, eine

von Null verschiedene reelle Zahl; daher ist ¢/|c|? eine wohldefinierte
komplexe Zahl mit

C ce C cC
—Jie=—=1 wnd ¢ [—)=—=1.
(|c|2) TP e e (|c|2) EE
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Somit ist ¢ invertierbar mit

Y

Zusammenfassend haben damit bewiesen

SATz 1.1: C ist ein Korper. .

Das Zusammenspiel zwischen den komplexen Zahlen a + ib und den
Matrizen (Z _2) wird im folgenden noch gelegentlich niitzlich sein; des-
halb sei es zum Abschlufl dieses Paragraphen noch in einem weiteren

Satz zusammengefafit:

LEMMA 1.2: Die Abbildung ¢ : C — R?**?, die einer komplexen Zahl
¢ = a + 1b die Matrix M, = (Z _ab) zuordnet, ist ein Isomorphismus
von C auf den Ring aller Matrizen dieser Form, der somit auch ein
Korper ist.

Beweis: Die Bijektivitét ist trivial, es geht also nur darum, dafl ¢ ein
Homomorphismus sein muB. ¢(c;c,) ist die Matrix zur linearen Ab-
bildung z — (c¢;¢5)2, die man auch als Hintereinanderausfithrung der
Abbildungen z — ¢,z und 2z — cyz auffassen kann. Diese sind durch
die Matrizen ¢(c; ) und ¢(c,) gegeben, ihre Hintereinanderausfithrung
also durch deren Produkt. Entsprechend ist ¢(c; +¢5) = p(cq)+¢(csy),
da die Addition von ¢; und ¢, der Addition der dazugehorigen Ab-

bildungen entspricht, und diese wiederum der Matrizensumme. .

§2. Konvergenz und Stetigkeit im Komplexen

Betrachten wir als néchstes die topologischen Eigenschaften von C.
Da der Betrag einer komplexen Zahl z nichts anderes ist als die eu-
klidische Norm des Vektors z, wiederholen die folgenden Definitionen
einfach in neuer Formulierung die entsprechenden Definitionen aus der
Analysis. (Je nachdem, welche Definition Sie in der Analysis gehort
haben, miissen Sie moglicherweise noch die Aquivalenz von euklidi-
scher Norm und Maximumsnorm in R? benutzen um zu sehen, dafl
diese Definitionen nur Umformulierungen der altbekannten sind.)
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DEFINITION: @) Eine Folge (a,,),cn komplexer Zahlen konvergiert
gegen die komplexe Zahl a € C, wenn es fiir jedes (reelle) € > 0 ein
N € N gibt, so daB |a — a,,| < ¢ fiir alle n > N. Die Folge heift
konvergent, wenn sie gegen ein a € C konvergiert.
b) Eine Teilmenge U C C heiBt offen, wenn es zu jedem z € U ein
e > 0 gibt, so daf} jedes w € C mit |z — w| < ¢ ebenfalls in U liegt.
Eine Teilmenge A C C heifit abgeschlossen, falls C ~\. A offen ist.
¢) Eine Funktion f:U — C heifit stetig auf der offenen Teilmenge
U C C, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dafl fiir alle
z,we U gilt:

2z —w| <d=|f(z) = f(w)|<e.

Da die Definitionen die gleichen sind wie in der Analysis, gelten auch
die iiblichen Sitze, insbesondere beispielsweise das

KONVERGENZKRITERIUM VON CAUCHY: Die Folge komplexer Zahlen
(a,,)nen ist genau dann konvergent, wenn es fiir jedes e > 0 ein N € N
gibt, so daB |a,, — a,,| < € fiir alle n,m > N.

Der Begriff der absoluten Konvergenz hat in C eine etwas andere
Bedeutung als in R, auch wenn die Definition formal dieselbe ist:

DEFINITION: Die Reihe Z a, mit a, € C und r € Z heifit absolut

n=r

oo
konvergent, wenn die Reihe Z la,,| konvergiert.

n=r

(Im Hinblick auf spatere Anwendungen lassen wir die Summation mit
einem beliebigen ganzzahligen Index r beginnen.)

Trotzdem gilt auch hier:

oo
LEMMA 1.3: @) Falls die Reihe Z a,, absolut konvergent ist, ist sie
auch konvergent. n=r
b) Die Summe einer absolut konvergenten Reihe ist unabhéingig von
der Reihenfolge der Summanden.
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Der Beweis von a) folgt wie im reellen Fall aus dem CAUCHYschen
Konvergenzkriterium zusammen mit der Dreiecksungleichung (die
hier im Komplexen wirklich eine Eigenschaft von Dreiecken aus-
driickt): Da eine Reihe nach Definition genau dann konvergiert, wenn
die Folge der Teilsummen konvergiert, ist > - a, nach CAUCHY
genau dann absolut konvergent, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N
gibt, so daB ||a, |+ -+ |a, || < € fiir alle n > N und alle k € N.
Wegen

|an+"'+an+k|§|an|+"'+|an+k|:“an|+"‘+|a”+k|‘

ist dann auch |a,, + - -+ a,,;| < €, die Reihe konvergiert also nach
dem Konvergenzkriterium von CAUCHY.

Zum Beweis von b) sei o eine bijektive Abbildung von {n € Z | n > r}
auf sich selbst; wir miissen einsehen, dafl 37 a, = 3777 a,,

ist. Dazu betrachten wir die beiden Tellsummen S, = Zi:r a,, und
s = Zi:r Ug(ny und ein € > 0. Wegen der absoluten Konvergenz
der Reihe gibt es ein N, so daB8 7\ |a,| < &, und dazu wiederum
sei M die grofite ganze Zahl m, fiir die o(m) < N ist. Wegen der
Bijektivitdt von o ist natiirlich M > N. Weiter ist 377 /1 [a, ()]
eine Teilsumme von Y7 |an\ also ebenfalls kleiner als €. Fiir jedes
k > M besteht daher s, — s} nur aus Termen +a, mit n > N, d.h.

oo
|5, — 81| < Z la,| < e fiir jedes k > M .
n=N

Also ist lim,_, . s, = lim,_, s}, wie behauptet.
|

Als erstes Beispiel fiir die Anwendung dieses Lemmas betrachten wir

die Potenzreihe
o0 n

z
>

n=0

Diese Reihe ist fiir jedes z € C absolut konvergent, denn

oo
:Zﬂ
I
n:On

o0
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konvergiert, wie aus der reellen Analysis bekannt ist, gegen el. Also
konvergiert die Reihe fiir jedes z € C gegen eine komplexe Zahl, die
wir vorldufig mit exp(z) bezeichnen wollen.

LEMMA 1.4: Fiir alle z,w € C ist exp(z + w) = exp(z) - exp(w) .

Beweis: Da die Potenzreihen von exp(z) und exp(w) absolut kon-
vergent sind, konnen wir ausmultiplizieren und neu zusammenfassen:

exp(2) - exp(w) = ) g PR Sk > 2. K]
j=0 n=0 j+k=n

|
]2
NN
g
3
d
I
]2
S|~
i 3
A~
S
~
NQ
g
3

1(n — 97)! ]
n=0 j=0 J <n ‘]) n=0 7=0 J
= (z+w)"
= g ; =exp(z + w)
n!
n=0

Somit verhiilt sich die Funktion exp(z) auch im Komplexen genau so,
wie man es von einer Potenz erwartet; wir werden daher in Zukunft
meist wie im Reellen exp(z) = e* schreiben. Um Funktionswerte fiir
komplexe Argumente z = x + iy explizit zu berechnen, wenden wir
zunichst das Lemma an, wonach e® = e®e™ ist, und miissen dann
nur noch e’ berechnen. Da die Reihe absolut konvergiert, diirfen wir
beliebig umordnen. Insbesondere kénnen wir zuerst iiber alle Terme
mit geradem Index summieren und dann iiber alle mit ungeradem:;
dies fithrt auf

T Y 1 ¥ i
(A = =
|
n=0 " k=0 e:o 2£+1
o0 LY k o0 , Y2+l
= —1 +1 —1)"——— =cosy +isiny,
kz_o( AT ;( O Y Y

wir erhalten also die

FORMEL VON EULER: €"¥ = cos(y) + isin(y).
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Da bei den obigen Umformungen nirgends benutzt wurde, dafl y eine
reelle Zahl sein soll, gelten diese Formeln auch fiir komplexe Argu-
mente, falls wir fiir beliebige komplexe Zahlen z definieren

S ZQn . 0 . 22n+1
cos(z) = ;(—1)” )l und sin(z) = ;(_1) 2

Beide Reihen sind absolut konvergent, denn die Reihen der Betrige
haben beide die reelle Exponentialreihe als konvergente Majorante.

In der Formeln von EULER liegt iibrigens einer der Hauptgriinde
fiir die grofle Bedeutung der Funktionentheorie in der Physik und
Elektrotechnik, denn diese Formeln gestatten es, statt mit trigono-
metrischen Funktionen und deren verschachtelten Additionstheore-
men mit der Exponentialfunktion und Lemma 1.4 zu rechnen. Dabei
wird oft sogar ein eigentlich ,reelles Problem® kiinstlich komplex
gemacht, wobei dann etwa der Realteil der komplexen Losung gleich
der gesuchten reellen Losung ist, wihrend der Imaginérteil keine fiir
das Problem relevante Bedeutung hat. So wird beispielsweise in der
Optik eine Welle meist in der Form 1) = 1),e“*~%° geschrieben, obwohl
sie nur ein eindimensionales reelles Phinomen beschreiben soll.

SATZ 1.5: a) Die komplexe Exponentialfunktion z — e* bildet den
Streifen {z € C | 0 < Jmz < 2} bijektiv ab auf C \ {0}.

b) Jede komplexe Zahl z lifit sich in der Form z = re'? darstellen mit
reellen Zahlen r > 0 und ¢ € [0, 27), die fiir z # 0 eindeutig bestimmt
sind. Insbesondere ist r = |z|.

Beweis: a) Da die Exponentialfunktion keine reelle Nullstelle hat und
Sinus und Kosinus keine gemeinsame reelle Nullstelle haben, kann

e* = €”¢#(cos(Jm 2) + i sin(Jm 2))

nie Null sein; das Bild der Exponentialfunktion liegt also in C ~\ {0}.
Ist e =€, soist €7 = 1. Sei 2z — w = = + iy mit x,y € R. Dann
ist e”(cos(y) + isin(y)) = 1, also sin(y) = 0 und damit y = k7 mit
k € Z. Dann ist aber cos(y) = (—1)*; wegen e® > 0 muB k gerade
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sein und e® = 1, also x = 0. Mithin unterscheiden sich z und w nur
im Imaginérteil, und dort um ein Vielfaches von 27; im angegebenen
Streifen ist die Exponentialfunktion also injektiv. Zum Nachweis der
Surjektivitdt empfiehlt es sich, zundchst b) zu zeigen: Fiir z = 0 ist
die Behauptung trivial; fiir z # 0 ist w = 2z/|z| = u+iv eine komplexe
Zahl vom Betrag Eins, d.h. u? + v? = 1. Da der Einheitskreis in R?
durch
[0,27) = R?; @+ (cos(p),sin(p))

in eineindeutiger Weise parametrisiert wird, gibt es ein eindeutig be-
stimmtes o € [0, 27), so daB e’ = w ist; mit r = |2| ist also z = re’?.
Insbesondere ist dann z = €™ womit die Surjektivititsaussage
aus a) bewiesen wire. Aus der dortigen Injektivitdtsaussage und der
Injektivitéit der reellen Exponentialfunktion folgt schliefilich noch die
in b) behauptete Eindeutigkeit.

Damit gibt es aufler der ,kartesischen“ Darstellung z = = + iy ei-
ner komplexen Zahl auch noch die , Polarkoordinatendarstellung®
z = re'? = r(cos(p) + isin(y)), wobei ¢ als Winkel nur modulo 2
bestimmt ist, beziehungsweise, im Falle z = 0, vollig beliebig gew&hlt
werden kann.

Z Y

A

| @ ]

DEFINITION: Fiir eine komplexe Zahl z = re'® # 0 heifit p = arg z
das Argument von z.

Die Polarkoordinatendarstellung ist fiir die Addition komplexer Zah-
len schlecht geeignet; bei der Multiplikation ist sie aber deutlich ein-
facher als die kartesische Darstellung, denn

re'? . se'¥ = rgeilet¥)
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Dramatisch wird die Vereinfachung gegeniiber der kartesischen Dar-
stellung bei der Berechnung von Potenzen und vor allem Wurzeln,
denn

(rei‘p)n = pnein?

Umgekehrt ist natiirlich w = *{/Fei“o/ " eine Losung der Gleichung
w" = z = re'?, allerdings nicht die einzige: Da sich z auch in der

Form z = re*(**t257) gchreiben 148t, sind auch die Zahlen
w,, = wei(g@—i—Qkﬂr)/n — weicp/n—i—Zkﬂ/n — weicp/ncrkz

mit ¢, = e>™/™ Lésungen. ¢,, erfilllt die Gleichung (;; = 1; die Zah-
len ¢,,, be, ceey C;L_l sind also die sdmtlichen Losungen der Gleichung
w™ =1, die n-ten Einheitswurzeln. Allgemein gilt somit

LEMMA 1.6: Fiir eine komplexe Zahl z # 0 hat die Gleichung w" = z
genau n verschiedene Losungen; ist z = re'?, so sind dies die Zahlen

w, = A/re?/MTRTM fiir k=0, n—1.

Im allgemeinen ist es nur schwer moglich, die w; ohne trigonomet-
rische Funktionen in kartesischer Form darzustellen. Lediglich in ei-
nigen einfachen Fillen liefert die Elementargeometrie entsprechende
Darstellungen. Ein Beispiel dafiir ist die Gleichung w® = 27. Nach
obigem Lemma hat sie die Losungen

wk:\/_%”/G \/_Qk fir k=0,...,5.

In kartesischen Koordinaten ist (5 = cos(7/3) + isin(7/3); im Grad-
maf ist 7/3 der Winkel 60°, wir miissen also dessen Sinus und Kosinus
ausrechnen. Dazu betrachten wir in der komplexen Zahlenebene das
Dreieck mit den Eckpunkten 0,1 und (g4.

] G




Komplexe Zahlen 13

Da 1 und (4 auf dem Einheitskreis liegen, haben die Seiten von 0
bis 1 und von 0 bis (4 beide die Lénge 1; da diese Seiten einen Winkel
von sechzig Grad einschlieflen, ist das Dreieck sogar gleichseitig. Ist
also (g = u + v mit u,v € R, so ist das Lot von (4 auf die x-Achse
eine Mittelsenkrechte des Dreiecks, der Fupunkt w ist also 1/2. Da v
positiv ist und u? + v? = 1, folgt, daB v = /1 — 1/4 = v/3/2. Damit
ist (s = 3(1+14V3), also w; = wyls = 3(v/3 + 3i). Genauso lassen
sich die iibrigen w;, berechnen.

Ohne trigonometrische Funktionen lassen sich Wurzeln oft nicht in
der Form Realteil plus ¢ mal Imaginérteil schreiben; lediglich fiir
Quadratwurzeln ist das stets einfach moglich: Wenn das Quadrat von
w = u + iv gleich r = p + iq ist, muB p = u? — v? und ¢ = 2uv sein.
Wir kennen daher die Summe p und das Produkt —g? /4 der beiden
Zahlen u? und —v?. Wenn wir Summe und Produkt zweier Zahlen a
und b kennen, konnen wir diese leicht bestimmen als Losungen einer
quadratischen Qleichung, denn

(x—a)(x —b) =2~ (a+b)x+ab.

u? und —v? sind also die Losungen der quadratischen Gleichung
2 —pr—q¢*/4=0, dh

p 1 Yy
— P 2P F 2 und v= L.
Y \/2+2 pe+q und v=op



Kapitel 2: Holomorphe Funktionen

Holomorphe Funktionen sind die Funktionen, die man problemlos dif-
ferenzieren, integrieren und in Potenzreihen entwickeln kann. Wie wir
im Laufe dieses Paragraphen sehen werden, sind alle drei Eigenschaf-
ten sogar dquivalent; jetzt am Anfang soll holomorph einfach komplex
differenzierbar bedeuten. (Historisch betrachtet verlangte man von
einer holomorphen Funktion, daf§ sie sogar komplex stetig differen-
zierbar ist, aber wie wir bald sehen werden, ist das bei einer komplex
differenzierbaren Funktion automatisch der Fall.)

DEFINITION: U sei eine offene Teilmenge von C. FEine Funktion
f:U — C heifit holomorph im Punkt z € U, wenn der Grenzwert

i LG+ — 1)
h—0 h

existiert; dieser Grenzwert wird dann als die Ableitung f'(z) = j—];(z)
von f in z bezeichnet. f heifit holomorph im U, wenn es in jedem

Punkt von U holomorph ist.

Der wesentliche Unterschied zum Reellen besteht darin, daf3 A hier
eine komplexe Zahl ist, h kann also nicht nur auf der reellen Achse von
links oder rechts nach Null gehen, sondern aus beliebiger Richtung.
Dies weist schon darauf hin, dal Differenzierbarkeit im Komplexen
eine stirkere Einschriankung ist als im Reellen.

BEMERKUNG: Genau wie im Reellen kann die Forderung, dafl U offen
sein soll, abgeschwicht werden: Zur Definition des Grenzwerts reicht
es, daff jeder Punkt z € U C C Haufungspunkt von U ist; dann gibt es
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nichtkonstante Nullfolgen (h,,),,cyy derart, daf alle z+h,, in U liegen,
so dafl wir das Konvergenzverhalten dieser Folgen betrachten kénnen.

Triviale Beispiele fiir differenzierbare Funktionen sind, genau wie im
Reellen, die konstanten Funktionen (mit der Nullfunktion als Ablei-
tung) und die Identitéit z — 2z, mit der konstanten Funktion z + 1 als
Ableitung. Wie im Reellen rechnet man sofort nach, dafl auch Sum-
men und Produkte holomorpher Funktionen wieder holomorph sind
und den aus der reellen Analysis bekannten Summen- und Produk-
tregeln geniigen: Fiir zwei holomorphe Funktionen f, g: U — C ist

(f+9)z+h) = (f +9)(2)

(/ +9)(2) = Jim

—0 h
o S gl ) = f(2) — g(2)

h—0 h
v SR = f(2) gzt h)—g(z) )
= lim - + lim ; = f'(z) +4'(2)

und
, . (f9)(z+h) —(f9)(=)
(f9)'(2) = Jim :
_ i LN+ R) — f(z+ h)g(2) + f(= +h)g(2) — f(2)9(2)
h—0 h
= f(2)d'(2) + ['(2)g(2) -

Daraus folgt sofort, dafy auch alle Polynomfunktionen holomorph auf
ganz C sind und ihre ,,gewohnten“ Ableitungen haben.

Auch Beispiele nichtholomorpher Funktionen kénnen leicht angege-
ben werden: Beispielsweise kann der obige Grenzwert natiirlich nur
fiir stetige Funktionen existieren, so dafl jede unstetige Funktion
nichtholomorph ist. Stetig und trotzdem nicht holomorph ist etwa die
komplexe Konjugation, denn lim,_,, Z+Z_Z = lim;,_,, %, und dieser
Grenzwert existiert natiirlich nicht: In der Polarkoordinatendarstel-
lung h = re'® ist % = ¢ 2% und ¢ muB fiir h — 0 keinen Grenzwert
haben.
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Um eine erste notwendige Bedingung fiir die Holomorphie einer Funk-
tion zu bekommen, betrachten wir die Spezialfille, dafl h auf der
reellen bzw. komplexen Achse gegen Null geht. Sei dazu z = x + iy
und f(z) = u(z,y) + iv(x,y) mit reellen Funktionen u,v : R* — R.
Fiir ein reelles h ist dann

o S4B = )

h—0 h

i (Wt hy) —ulzyy) vt hy) - o y)
h—0 h h
ou

.0v
—@(.’B, y) + Z@(.’B, y) )
wéhrend fiir ein imaginédres h = ¢k mit k € R

o EH D)~ £(2)

h—0 h
— lim U(.ﬁE,y—Fk)—U(CC,y) +Z"U(£C,y—|—]€)—"U(£C,y)
k—0 ik ik

ou ov
- Za_y(x7y) + 8_y(x,y) .

Also miissen u und v reell differenzierbar sein und es muf} gelten:

CAUCHY-RIEMANNSCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN:

ou ov ou ov
%(w,y)—a_y(%y) und a_y(x7y)__%<x7y)

Das ist auch bereits hinreichend, es gilt also

LEMMA 2.1: Die Funktion f:U — C mit f(z+iy) = u(z,y)+iv(z,y)
ist genau dann holomorph, wenn u und v differenzierbar sind und den
CaucHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen gentigen.

Beweis: Wenn u und v differenzierbar sind, ist auch f im Sinne der
reellen Analysis differenzierbar, es gibt also eine 2 x 2-Matrix J¢(2),
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die JAcOBI-Matrix, so daf fiir jedes h = h,, +ih,, gilt

% y) ()
f(zth) = f(2)+J4(2) (Z””) +o(hl), Jy(2) = gg gg

%(.’B,y) a_y(xay)

Die CAucHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen besagen nun ge-
rade, dafl diese Matrix die spezielle Gestalt aus Lemma 1.2 hat, es
gibt also eine komplexe Zahl ¢, so dafl J;(z) Abbildungsmatrix der
Multiplikation mit ¢ ist, also die Matrix, die wir im ersten Kapitel
mit M, bezeichneten. Somit ist f(z + h) = f(2) + ch + o(|h]), und
daraus folgt sofort, daB f in z holomorph ist mit f'(z) = c.

Baron AucusTIN Louls CAucHY (1789-1857) stell-
te als erster durch die exakte Definition von Begrif-
fen wie Konvergenz und Stetigkeit die Analysis auf
ein sicheres Fundament. In insgesamt 789 Arbeiten
beschiftigte er sich u.a. auch mit komplexer Ana-
lysis, Variationsrechnung, Differentialgleichungen,
FOURIER-Analysis, Permutationsgruppen, der Di-
agonalisierung von Matrizen und der theoretischen
Mechanik. Als iiberzeugter Royalist hatte er haufig
Schwierigkeiten mit den damaligen Regierungen; er
lebte daher mehrere Jahre im Exil in Turin und
spéter in Prag, wo er (mit sehr méfiigem Erfolg)
den franzosischen Thronfolger unterrichtete.

GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (1826-
1866) war Sohn eines lutherischen Pastors und
schrieb sich 1846 auf Anraten seines Vaters an der
Universitit Gottingen fiir das Studium der Theolo-
gie ein. Schon bald wechselte an die Philosophische
Fakultét, um dort unter anderem bei GAuss Math-
ematikvorlesungen zu héren. Nach Promotion 1851
und Habilitation 1854 erhielt er dort 1857 einen
Lehrstuhl. Trotz seines frithen Todes initiierte er
grundlegende auch noch heute fundamentale Ent-
wicklungen in der Geometrie, der Zahlentheorie
und iber abelsche Funktionen. Seine Vermutung
iiber die Nullstellen der (heute als RIEMANNsch be-
zeichneten) (-Funktion ist die berithmteste offene

Vermutung der heutigen Mathematik.
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Fiir zwei Funktionen f, g, die Teilmengen von R? so nach R? abbilden,
dafl die Komposition fog definiert ist, gilt bekanntlich die Kettenregel

Jiog(2) = J;(9(2)) - Jg(2);

daher gilt auch im Komplexen die

KETTENREGEL: (fog)'(z) = f'(g9(2)) - ¢'(2).
Zusammen mit der Tatsache, dafl

1 1

hmz"“hiz_hm_il__i
h—0 h Ch=0z(z4+h) 22

fiir alle z # 0, folgt daraus, dafl auch alle rationalen Funktionen iibe-
rall dort holomorph sind, wo ihr Nenner nicht verschwindet, und daf3
auch sie die ,gewohnten* Ableitungen haben.

Als erste Anwendung der CAUCHY-RIEMANNschen Differentialglei-
chungen koénnen wir die Exponentialfunktion untersuchen: Fiir eine
komplexe Zahl z = x + iy ist

e =e"cosy+i-e’siny =u(z,y)+iv(x,y)

mit u(x,y) = e” cosy und v(z,y) = e” siny. Natiirlich ist % = u und

% = v. Die partiellen Ableitungen nach y sind

ou ov

v .
— = —¢€siny=—v=——
ox

und
ov o ou
— =e"cosy=u=—,
By 4 Er
genau wie es die CAUCHY-RIEMANNschen Differentialgleichungen ver-
langen. Damit ist die Exponentialfunktion differenzierbar, und natiir-

lich ist sie, wie im Reellen, gleich ihrer eigenen Ableitung.

Bevor wir uns weiter mit der Differenzierbarkeit befassen, empfiehlt
es sich, zunéchst die Integrierbarkeit zu betrachten.
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DEFINITION: f:U — C sei eine auf einer offenen Teilmenge U von C
definierte Funktion. Falls es dazu eine auf U holomorphe Funktion
F:U — C gibt, so da8 F'(z) = f(2) fiir alle z € U, bezeichnen wir F
als eine Stammfunktion von f.

Auch Integrale werden wie iiblich definiert: Ist zunéchst f:[a,b] — C
auf einem reellen Intervall [a, b] definiert, so soll f; f(t) dt der Limes

der Summen
n—1

Z @)t —t))

J=0

sein, sofern dieser existiert, wobei der Grenzwert iiber alle Untertei-
lungen a = t, < t; < --- < t, = b von [a,b] gebildet wird mit
n — oo und sup|t; q —t;| — 0. Da die ¢, reell sind, kann man die
obigen Summen leicht in Real- und Imaginérteile zerlegen und erhélt
die Formel

b

/bf(t)dt:/bfﬁef(t)dt+i/Jmf(t)dt.

a

Falls f eine Stammfunktion F' hat, ist auch Re F' eine Stammfunk-
tion von Re f und IJm F eine Stammfunktion von Jm f, nach dem
(reellen) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt also

auch hier fab f(t)dt = F(b) — F(a).

Normalerweise mochten wir nicht iiber reelle Intervalle integrieren
sondern entlang von Kurven in der komplexen Zahlenebene. Dazu
definieren wir

DEFINITION: a) Ein Integrationsweg ist eine stetige und stiickweise
stetig differenzierbare Abbildung ~:[a,b] — U eines reellen Intervalls
in eine offene Teilmenge U von C. Die Punktmenge |v| = ~([a,b])
heifit Tréger von . Falls y(a) = ~(b) ist, heifit v ein geschlossener
Integrationsweg oder eine geschlossene Kurve.

b) Der Integrationsweg —v zu einem Integrationsweg 7: [a, b] — C ist
der Integrationsweg [a,b] — C mit t — vy(a + b —t).
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¢) Fiir einen Integrationsweg v und eine stetige Funktion f:|y| — C
ist f7 f(2) dz der Limes der Summen

n—1

Z f(’Y(tj)) (’Y(tj+1) - ’Y(tj)) )

J=0

gebildet tiber alle Unterteilungen a =ty < t; < --- < t, = b von [a, b]
fiir n — oo und sup |t; 4 —t;[ — 0.

Die Existenz des Grenzwerts ist hier kein Problem, denn

f(’Y(%’)) (’Y(tj+1) - ’Y(tj))

= (1 — 1)
j=0 tiv1 — 1
konvergiert wegen der Stetigkeit von f und der stiickweisen Differen-
zierbarkeit von y; wir erhalten

JECLS / P ) () dt,

wobei die endlich vielen Werte, fiir die v'(¢) nicht existiert, natiirlich
vernachlissigt werden konnen. Als unmittelbare Folgerung aus dieser
Formel erhalten wir die Beziehung

/ﬂ@M:—/ﬂ@m.

LEMMA 2.2: Fine offene Teilmenge U C C ist genau dann zusam-
menhédngend, wenn es zu je zwei Punkten z,w € U einen Integrati-
onsweg 7: [a,b] — U gibt mit v(a) = z und v(b) = w.

Beweis: Sei zunédchst U zusammenhéngend. Wir wéhlen einen festen
Punkt z € U und betrachten die Menge V' aller Punkte w € U, die
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durch einen Integrationsweg mit z verbunden werden koénnen. Diese
Menge ist offen, denn jedes w € V hat in U eine e-Umgebung, deren
Punkte durch Radien mit w verbunden werden kénnen; ein Integra-
tionsweg von z nach w laft sich also bis zu jedem dieser Punkte
verlangern. Das Komplement V ~ U ist aber auch offen, denn auch
jedes w € U .V hat in U eine e-Umgebung, und wenn ein Punkt
aus dieser e-Umgebung durch einen Integrationsweg mit z verbun-
den werden kann, dann kann der Weg auch bis w fortgesetzt werden.
Da U zusammenhéngend ist, mufl also V oder U ~\. V leer sein; da V'
zumindest eine e-Umgebung von z enthélt, ist UNV = (), alsoU = V.

Wenn sich umgekehrt je zwei Punkte z,w € U durch einen Integra-
tionsweg v: [a,b] — U mit y(a) = z und v(b) = w verbinden lassen,
ist U zusammenhéngend, denn wire U = V U W mit nichtleeren of-
fenen Mengen V,W und lage z € V, aber w € W, so wére auch
vl = ([y|NV) U (Jy| " W) unzusammenhéngend, was fiir das stetige

Bild eines Intervalls natiirlich absurd ist. .

DEFINITION: Ein Gebiet G ist eine zusammenhédngende offene Teil-
menge von C.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt auch im
Komplexen, nédmlich

LEMMA 2.3: f:G — C sei stetig im Gebiet G und habe dort eine
Stammfunktion F: G — C. Dann gilt fiir jeden Integrationsweg v mit
hlcaG

/ f(2)dz = F(4(b)) - F(1(a)) -

Insbesondere héngt das Integral also nur von den Endpunkten von ~y
ab und verschwindet fiir einen geschlossenen Integrationsweg .

Zum Beweis konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl v im Innern sei-
nes Definitionsintervalls [a, b] stetig differenzierbar ist: Gegebenen-
falls zerlege man [a, b] in endlich viele Teilintervalle, fiir die das gilt.
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Dann ist Re F o~y eine Stammfunktion von (Re f o) -+, und ent-
sprechendes gilt auch fiir die Imaginérteile, also ist

b
/ f(2) dz = / F®)Y (1) dt = F(v(5)) — F(1(a)) -

Die Umkehrung dieses Lemmas gilt (im wesentlichen) auch; hier soll
uns allerdings ein Spezialfall geniigen, bei dem man eine Chance hat,
die Voraussetzung auch wirklich nachzuweisen und das Lemma dann
anzuwenden:

LEMMA 2.4: G sei ein konvexes Gebiet und f: G — C sei eine in G
stetige Funktion. Falls fiir jedes ganz in G liegende abgeschlossene
Dreieck A, dessen Rand vom Integrationsweg ~y durchlaufen wird,
das Integral f7 f(z)dz verschwindet, hat f eine Stammfunktion F
auf G.

Beweis: z, € G sei beliebig aber fest gewahlt, und fiir jedes z € G sei
¢, der Integrationsweg £,: [0, 1] — C mit £,(¢t) =tz + (1 —t)z,, dessen
Trager die Strecke von 2, nach z ist und wegen der Konvexitit von G
ganz in G liegt. Der kanonische Kandidat fiir eine Stammfunktion ist
natiirlich

FG) = [ 1) dc.
L,

Fir h € C~ {0} mit z + h € G spannen die drei Punkte z,, z und
z 4 h ein Dreieck A auf mit den Seiten |£,]|, |, ;| und der Strecke
von z nach z + h, zu der etwa der Integrationsweg ~,:[0,1] — C
mit y(t) = z + th gehort. (Man {iberlege sich, daf} die folgenden Be-
weisschritte richtig bleiben, wenn dieses Dreieck zu einer Strecke de-
generiert.) Nach Voraussetzung ist das Integral iiber den Rand des
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Dreiecks Null, also ist

Flz+h) — F(z) = / £(2) dz—/f(z)dz:/f(z)dz
£ L Yh

= [ #Gut) -nat=n- [ o).

Fiir h — 0 konvergiert das rechte Integral gegen f(z), da ~,/(t) fiir
alle t gegen z konvergiert. Somit existiert
F h)—F
Pz h) - F(:)
h—0 h

= f(2),

und F ist eine Stammfunktion. .

Wie im Reellen folgt, dafi das Kurvenintegral im wesentlichen nur

vom Tréager des Integrationswegs abhingt und von der Richtung, in
der er durchlaufen wird; es gilt also

LEMMA 2.5: 7;:[a,b] — G und vy: [¢,d] — G seien zwei Integrations-
wege im Gebiet G, fiir die es eine stiickweise differenzierbare bijektive
Funktion ¢: [¢,d] — [a,b] mit p(c) = a und ¢(d) = b gebe, so daB
Yo = 7Y, © @ ist. Dann ist fiir jede in G stetige Funktion f: G — C

/f(z)dz:/f(z)dz.

Beweis: Wie wir gerade nachgerechnet haben, ist

b
/ f(2)dz = / ()7 (t) dt
und

/ f(2)dz = / £ (1a(0)a(8) dt = / £ (2(®) )1 (o(8)) ' (2) .
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Nach der reellen Substitutionsregel, getrennt angewandt auf Real-
und Imaginirteil, folgt dafl beide Integrale gleich sind.

Nach diesem Lemma koénnen wir beispielsweise, wenn wir das wollen,

jeden Integrationsweg ~:[a, b] — G ersetzen durch einen Integrati-

onsweg auf [0, 1], zum Beispiel

(1] —=aG

v )
t—y(a+t(b—a))

und wir konnen auch leicht Integrationswege zusammensetzen: Sind
v1:la, b] = G und ~y:[c, d] = G zwei Wege mit v (b) = v5(c), so
kann der zusammengesetzte Weg beispielsweise parametrisiert werden
durch

0,1 —» G

i 7 (a+2(b—a)t) fiir t <
(i {’72(04'2(61— )t — %)) fiir ¢ >

NN~

Entsprechend lassen sich auch mehrere Integrationswege zusammen-
setzen, und umgekehrt 148t sich ein Integrationsweg problemlos auf-
teilen in mehrere Wegstiicke.

Lemma 2.5 sagt freilich nicht aus, daf§ das Integral nur von der Men-
ge v([a, b]), also dem Tréger von ~ abhéngt: Falls wir den Integra-
tionsweg riickwérts durchlaufen, dndert das Integral, wie wir schon
wissen, sein Vorzeichen, und wenn wir einen geschlossenen Integra-
tionsweg ~ mehrfach durchlaufen, erhalten wir ein Mehrfaches des
Werts, den wir beim einmaligem Durchlauf erhalten. Deshalb ist ¢ in
Lemma 2.5 als bijektiv vorausgesetzt und mufl sowohl die Interval-
lanfénge als auch die Intervallenden aufeinander abbilden. Zusammen
mit der Stetigkeit von ¢ folgt dann, dafl ¢ streng monoton wichst,
denn wiire fiir ¢; < t, nicht auch p(t;) < ¢(t,), so wire wegen der
Bijektivitdt ¢ = p(a) < p(ty) < ¢(t;). Nach dem Zwischenwertsatz
gébe es also ein ¢, € (a, t;) mit p(t;) = ¢(ty), im Widerspruch zur
Injektivitat von ¢.
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Bei Kreislinien, Rédnder von Dreiecken usw. ist eine kanonische Rich-
tung vorgegeben, der mathematisch positive Umlaufsinn oder Gegen-
uhrzeigersinn, wobei die positive reelle Achse durch Drehung um 90°
auf die positive imagindre Achse abgebildet wird. In solchen Fillen
reicht es daher, anstelle des Integrationswegs ~ nur den Kreis oder
das Dreieck anzugeben. Wir schreiben dann fiir eine Kreisscheibe D
oder ein Dreieck A einfach

[ @iz oter [ f)a,
oD on

womit das Integral iiber irgendeinen im Gegenuhrzeigersinn orien-
tierten Integrationsweg mit dem angegebenen Triger gemeint sein
soll — nach dem Lemma ist der Wert des Integrals unabhéngig davon,
welcher Integrationsweg gewahlt wird.

Damit kénnen wir zumindest fiir konvexe Gebiete den wichtigsten
Satz der Vorlesung beweisen, den CAUCHYschen Integralsatz:

SATZ 2.6: Die Funktion f: G — C sei holomorph auf dem konvexen
Gebiet G. Dann gilt fiir jede geschlossene Kurve v mit |y| C G

/f(z)dz:O.

Beweis: Nach Lemma 2.3 geniigt es zu zeigen, dafl f auf G eine
Stammfunktion hat, und nach Lemma 2.4 geniigt es dazu wiederum,
den Satz fiir den Spezialfall zu beweisen, dafl v die Randkurve eines
ganz in G liegenden abgeschlossenen Dreiecks ist. (Dieser Spezialfall
wird als Satz von GOURSAT bezeichnet.) Sei also A ein Dreieck in G,
dessen Kanten 0.B.d.A. im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen werden.
Indem wir die drei Seitenmittelpunkte von A paarweise miteinan-
der verbinden, kénnen wir A in vier kleinere Dreiecke A, ..., A,
zerlegen, und wenn wir diese wieder alle im Gegenuhrzeigersinn ori-
entieren, gehdrt jede Verbindungslinie zweier Seitenmittelpunkte zu
genau zwei A; und wird bei jedem der beiden in entgegengesetzter
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Richtung durchlaufen, wihrend die Seiten, die auf dem Rand von A
liegen, nur einmal und in der alten Orientierung durchlaufen werden:

O

°N LA

/f(z)dz: /f(z)dz—i—----l—/f(z)dz
PN N, N,

Somit ist

und damit
/f(z)dz <4 / f(z)dz| ,
[7AN OA(1)

wobei AY) ein Dreieck A ist, fiir das gilt

/f(Z)dZ < /f(z)dz fir j=1,...,4.
A A

Dieses Dreieck AV kénnen wir wieder iiber die Seitenmittelpunk-
te in vier Dreiecke zerlegen und davon eines auswéhlen, fiir das der
Betrag des Integrals maximal ist; auf diese Weise erhalten wir eine
Folge AN AR von Dreiecken, die sich auf einen Punkt zg € G
zusammenziehen und fiir die gilt

/f(z)dz <4 / f(2)dz| .
oN
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Der Satz folgt, sobald wir wissen, daf die rechte Seite dieser Gleichung
beliebig klein werden kann. Sei dazu s die Summe der Kantenldngen
von A; da wir Dreiecke immer nach Seitenmittelpunkten unterteilen,
hat dann A™) den Umfang s, = 27 "s. Auflerdem ist f holomorph
in z,, es gibt also eine stetige (sogar holomorphe) Funktion g, so dafl
in einer gewissen Umgebung von z, gilt

fzo+h) = f(z0) + h(f'(20) + g(h))

mit |g(h)| = o(|h]). Daher ist

/f(z)dz < 4" / f(z)dz
I

ON(™)

<4n / (F(0) + (2 — 20) /() dz + / (2 — 20)g(z — 2) d2] .

ONAn) o)

Der erste Summand in der Klammer verschwindet nach Lemma 2.3,
da eine lineare Funktion natiirlich eine (quadratische) Stammfunktion
hat, also ist

[ 1@z <4, max 1 z0)g(z - 20)
ON

n 2 _ _ 2, _
< 4%s, - max g(z —z)[ =57+ max |g(z—2)],

denn der Abstand zweier Punkte z, z, aus einem Dreieck kann nicht
grofler sein als dessen Umfang.

Fiir n — oo zieht sich das Dreieck A" auf den Punkt Zp zusammen,
und wegen |g(z)| = o(|z — zy|) geht damit max, ) |9(2 — 2y)| gegen

Null. Dies beendet des Beweis des Satzes. -
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Die gerade bewiesene Form des CAUCHYschen Integralsatzes ist bei
weitem noch nicht die allgemeinstmégliche; insbesondere ist die Vo-
raussetzung der Konvexitdt von G noch zu speziell. Ganz ohne Vo-
raussetzungen an G gilt der Satz allerdings nicht, wie das folgende
Beispiel zeigt:

Die Funktion f(z) = 1/(2—z) ist holomorph im Gebiet G = C~{z,}.
Wir betrachten den Integrationsweg 7: [0, 1] — C mit (t) = zy+re*™™,
geometrisch betrachtet also den Kreis um z, mit Radius r, der fiir je-

des r > 0 ganz in G liegt. Dann ist

1

1
d 27 2mit
/ & :/ uiles dt:27ri/dt:27ri7é0.
z— 2y 2o +re?mit — 2z,

2 0 0

Dieses Rechenergebnis ist wichtig genug, um fiir spéter festgehalten
zu werden als

LEMMA 2.7: Ist D eine Kreisscheibe um z, € C, so gilt unabhingig

vom Radius
dz )
= 271 .
oD % T %0

Wenn wir auf dieses Integral das Beweisverfahren des CAUCHYschen
Integralsatzes anwenden, ziehen sich die A auf den Punkt z,
zusammen, wo 1/(z — z;) unendlich grof8 wird. Somit reicht schon
die Nichtdefiniertheit in diesem einen Punkt, um den Satz falsch
werden zu lassen. Eine fiir den Rest des Kapitels und auch fiir die
gesamte Funktionentheorie interessante Kuriositét ist aber, daf3 der
Satz richtig bleibt, wenn wir die Funktion f wenigstens stetig fortset-
zen konnen in den einen Punkt (oder auch die endlich vielen Punkte),
von denen wir nicht wissen, ob sie dort holomorph ist:

SATZ 2.8: Die Funktion f:G — C sei stetig auf dem konvexen Ge-
biet G und holomorph auf G \ {z,} fiir einen festen Punkt z, € G.
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Dann gilt fiir jede geschlossene Kurve v mit |y| C G

/f(z)dz:O.

Beweis: Wie beim CAuCHYschen Integralsatz geniigt es, den Rand
eines Dreiecks zu betrachten. Falls z, auflerhalb des abgeschlossenen
Dreiecks A liegt, gibt es auch ein konvexes Gebiet, das zwar A, nicht
aber z, enthilt; der gewohnliche CAUuCHYsche Integralsatz zeigt also
die Behauptung.

Falls z, in A liegt, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf8 2, eine Ecke
von A ist, denn andernfalls kann A so in zwei oder drei Dreiecke
zerlegt werden, dafl das Integral iiber den Rand von A gleich der
Summe der Integrale iiber die Rénder dieser Dreiecke ist und jedes
dieser Dreiecke 2, hochstens als Eckpunkt enthélt:

20

20

Fiir ein Dreieck mit Ecken z,, z; und 2z, wihlen wir einen Punkt w,
auf der Seite z;z; und einen Punkt w, auf der Seite z;z,.

2
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Dies zerlegt A in drei Dreiecke:

— A, mit Ecken zy, w; und w,,

— A5 mit Ecken w;, wy, und zq,

— Ay mit Ecken wy, z; und z,. Nach dem CAUCHYschen Integral-
satz verschwinden die Integrale iiber die Rander von A, und A4, und
das iiber den Rand von A\; kann leicht abgeschétzt werden: Als steti-
ge Funktion hat |f| ein Maximum M auf der kompakten Menge A,
also ist

/f(z)dz SM(|w1—zo|—|—|w2—zo|+|w2—w1|).
oA,

Da w; und w, beliebig nahe bei z, gewéhlt werden kénnen, 148t sich
die rechte Seite beliebig klein machen, das Integral verschwindet also..

Als erste Anwendung betrachten wir eine in einem Gebiet G holomor-
phe Funktion f: G — C, eine offene Kreisscheibe D, deren Abschlufl
in G liegt, und fiir einen festen Punkt z, € D die Funktion

f(2) = f(z) .
gD —=C; 2z~ z— 2z fiir = # 2o
I'(2) fiir 2 = 2.

Da f holomorph ist, ist g auch im Punkt z; stetig, allerdings ist nicht
klar, ob g dort auch holomorph ist. Trotzdem kénnen wir den gerade
bewiesenen Satz anwenden auf ein konvexes Teilgebiet G’ von G, das
D enthilt, etwa eine offene Kreisscheibe mit geringfiigig groBerem
Radius als D, und kénnen folgern, da [}, g(z) dz verschwindet. Also
ist

1t [ [

oD  * T *o oD Z — %o

flz) dz
/aD"«’—?«’()dz_f(zo> /8DZ_ZO.

und damit
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Falls 7, der Mittelpunkt von D ist, wissen wir nach Lemma 2.7, daf}
das rechte Integral gleich ﬁ ist. Um einzusehen, dafl dies auch im
allgemeinen Fall gilt, betrachten wir 2, als eine neue Variable w und
das Integral als Funktion

viw) = [ Loas

DR —W

von w. Fiir z € |y ist der Integrand 1/(z — w) eine in D holomor-
phe Funktion von w mit Ableitung (z — w)~?; nach den iiblichen
Regeln iiber die Vertauschung von Grenzprozessen folgt genau wie
im Reellen, dal man die Differentiation nach w und die Integration
iiber z miteinander vertauschen kann; v (w) ist also eine holomorphe
Funktion von w mit Ableitung

Diesen Integranden betrachten wir nun wieder als Funktion von z.
Dann ist er die Ableitung von —1/(z — w), hat also eine Stammfunk-
tion, und damit verschwindet das Integral nach Lemma 2.3. Also ist
Y(w) eine konstante Funktion, die im Mittelpunkt von D und damit
iiberall den Wert ﬁ annimmt. Dies beweist die

CAUCHYSCHE INTEGRALFORMEL: f:G — C sei eine im Gebiet G
holomorphe Funktion, und D sei eine offene Kreisscheibe, deren Ab-
schlufl in G liegt. Dann ist fiir jeden Punkt z, € D

f(z0) L LZ) de :

2mi Z— z
oD

Diese Formel ist unter zwei Aspekten sehr interessant: Einerseits er-
laubt sie uns, den Wert der Funktion f im Punkt z, zu berechnen,
wenn wir nur die Werte von f auf einer Kreislinie kennen, fiir die z,
im Kreisinnern liegt.

Auch fiir den Aufbau der Funktionentheorie ist die CAUCHYsche Inte-
gralformel von grofler Bedeutung: Fassen wir z;, = w als neue Variable
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auf und betrachten wir z als fest, so steht im Integranden die rationale
Funktion g(w) = f(2)/(z — w). Das ist eine sehr einfache Funktion.
Sie ist in C\.{z} holomorph und dort sogar beliebig oft differenzierbar

mit
o FE) g ()
g (w) = (z — w)? d dw”( ) (z —w)ntl’

Wie im gerade beendeten Beweis kénnen wir Integration iiber z und
Differentiation nach w miteinander vertauschen und erhalten

) = - f(z)dz un (n)w_n_! f(z) dz
F(w) /8 J@dz g o ) /8

" 2mi Jop (2 —w)? 27 Jop (2 —w)n L

Da rechts eine in w holomorphe Funktion iiber z integriert wird, folgt
daB auch f’ und alle héheren Ableitungen in G holomorph sind. Somit
gilt

SATZ 2.9: Die Funktion f: G — C sei im Gebiet G holomorph. Dann
ist f in G beliebig oft differenzierbar, und alle Ableitungen sind holo-
morph. Fiir einen Punkt z, € G und eine ganz in G liegende abge-
schlossene Kreisscheibe D, in deren Innern z; liegt, ist

1) = g | g

2
oD

Auf die Betrage angewandt gibt dies die CAuCHYschen Ungleichun-
gen:

KOROLLAR: Ist D eine Kreisscheibe mit Radius r um w, so gilt fiir
jedes positive § < r und jedes z, in der Kreisscheibe mit Radius r — ¢

!
’f(”)(zo)’ < ;1:1

Insbesondere gilt fiir ein z, mit |z, — wy| < /2

n+1 |

£ (z0)] < 2
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Der Beweis ist klar: 0D hat die Lénge 277, und fiir z € 0D ist |z — 2|

mindestens 4. .

Ebenfalls aus Satz 2.9 folgt, dal Satz 2.8 gar keine echte Verallgemei-
nerung des CAUCHYschen Integralsatzes darstellt; es gilt also

LEMMA 2.10: Die Funktion f: G — C sei in G stetig und es gebe end-
lich viele Punkte z,...,z2,, so dal f auf G\ {z,...,2,} holomorph
ist. Dann ist f auf ganz G holomorph.

Beweis: Jeder der Punkte z; hat in G eine Kreisscheibe D; als Umge-
bung, die keinen weiteren Punkt z; enthélt. Somit gilt in D, nach
Satz 2.8 die CAuCHYsche Integralformel, nach Lemma 2.4 hat f dort
also eine (nach Definition holomorphe) Stammfunktion, als deren Ab-
leitung f nach Satz 2.9 ebenfalls in ganz D; holomorph ist.

Tatséchlich lassen sich die Voraussetzungen sogar noch weiter ab-
schwéchen:

RIEMANNSCHER HEBBARKEITSSATZ: G sei ein Gebiet, und es gebe
endlich viele Punkte zy,...,z,., so daf f auf G \ {z,..., 2.} holo-

morph ist. Falls f in der Umgebung jedes Punktes z; beschrénkt ist,
148t sich f fortsetzen zu einer auf ganz GG holomorphen Funktion.

Beweis: D; sei wie oben eine Kreisscheibe um z;, die keinen weiteren
Punkt z;, enthalte; dann ist die Funktion

F;:D; - C; 2z { (2= Z])f(z) f{lr 27

0 fiir z = 2
holomorph in D; \ {z;} und, wegen der Beschrénktheit von f in der
Umgebung der z;, stetig auf ganz D,. Also ist F; nach dem gera-
de bewiesenen Lemma holomorph auf ganz D;. Damit gibt es eine
holomorphe Funktion g; auf D;, so daf

Fi(2) = Fj(25) + (2 — 2)9,(2) = (2 — 2;)9;(2)
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ist. Fiir 2 # z; ist g;(2) = f(2), also setzt g; die Funktion f nach z;
holomorph fort.

Eine holomorphe Funktion ist nicht nur beliebig oft differenzierbar,
sie 148t sich sogar als Potenzreihe darstellen: Ausgangspunkt ist die
Funktion g(w) = f(z)/(z — w), die sich fiir festes z,w, € D als geo-
metrische Reihe in (w — w,) darstellen 1&8t: Die allgemeine Formel

1 o0
_ n
1—x_nz;;x

gilt auch im Komplexen, denn die Reihe auf der rechten Seite kon-
vergiert fiir |x| < 1 absolut und gleichméfig, so dal das Produkt
(1—x) Y07, 2™ auch im Komplexen so zusammengefaBt werden kann,
dafB sich auBer 2 = 1 alle Glieder wegheben. Um den wesentlichen
Teil 1/(z — w) des Integranden der CAUCHYschen Integralformel auf
diese Form zu bringen, wahlen wir einen Punkt wy im Innern von D;
dann ist

1 1 1
I z—wy, Z — Wy _ z—wy
_ zZ—w _ w—w
o z —w, 1_<1_ZZ_;L;) ! z—w(?
ol S fw—mwg )\ e~ (w—wp)”
_Z—IUO;::O(Z—WO) _nz::o(z_wo)”ﬂ.

Diese Reihe konvergiert absolut und gleichméfig, falls

w — Wy

<1 oder lw —wqy| < |z — wy|

z = w,

ist, wenn also w im Innern einer Kreisscheibe um w, mit Radius
|z — wy| liegt. Alsdann lassen sich Integration und Summation ver-
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tauschen, und wir erhalten
_ 1 [ f(z)dx / (w—wp)"
)= 27ri/ Z—w  2mi f(z nz wp)"H
oD SLRUREE

mit
_Swy) 1 / f(z)dz
n! "o (z — wy)ntt
oD

fiir alle w, die in einer ganz in D enthaltenen Kreisscheibe um w
liegen. Damit folgt

SATZ 2.11: Die Funktion f:G — C sei im Gebiet G holomorph.
Dann gilt fiir jeden Punkt z, € G und jedes z aus einer offenen
Kreisscheibe D um z,, deren Abschluf8 ganz in G liegt

N " _ w1 J(Qd
:Z{)an(z—zo) mit a,, o —%/W.
= oD

Diese Darstellung von f als Potenzreihe in (z — z,) ist eindeutig.

Beweis: Ist D eine solche Scheibe, so ist nach der CAUCHYschen In-
tegralformel
f(z)dz

27 Z—w
oD

flw) =

)

wir konnen also die obige Rechnung fiir D ausfithren und erhalten die
behauptete Potenzreihendarstellung. Die Eindeutigkeit folgt wie im
Reellen daraus, daB fiir eine Potenzreihe P(z) = 37 ja, (z — )"

die n-te Ableitung an der Stelle 2, gleich n!a,, ist.
]

Da Potenzreihenansétze bei vielen Anwendungen der Mathematik die
einzige Moglichkeit sind, ein Problem zu losen, hat die gerade be-
wiesene Eigenschaft holomorpher Funktionen einen eigenen Namen:
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DEFINITION: FEine Funktion f:G — C in einem Gebiet G ist dort
analytisch, wenn es fiir jedes z, € G eine Umgebung U C G gibt, so
daf f in U durch eine Potenzreihe in (z— z,) dargestellt werden kann.

Damit sind holomorphe Funktionen also analytisch.

An dieser Stelle lohnt sich eine erste Zusammenfassung. Zwar kennen
wir die Eigenschaften holomorpher Funktionen noch nicht so gut, wie
wir sie fiir einige Anwendungen brauchen, denn der CAUCHYsche Inte-
gralsatz ist in seiner Fassung fiir konvexe Gebiete noch viel zu speziell,
und auch die CAuCHYsche Integralformel gilt natiirlich nicht nur fiir
Kreisscheiben, sondern auch noch fiir sehr viel allgemeinere geschlos-
sene Kurven, aber ein Grundstock ist gelegt und viele wesentliche
Eigenschaften sind inzwischen aufgetaucht. Der folgende Satz zeigt,
dafl die meisten von ihnen dquivalent sind:

SATZ 2.12: Die Funktion f: G — C sei im Gebiet G C C erklért; mit
z=ux+ 1y sei f(z) =u(x,y)+ iv(z,y) die Zerlegung von f in Real-
und Imaginérteil. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) f ist holomorph in G.

b) u und v sind differenzierbare reelle Funktionen, die die CAUCHY-
Ri1EMANNschen Differentialgleichungen erfiillen.

c) f ist stetig, und fiir jedes Dreieck A\, dessen Abschluf3 in G liegt,
verschwindet [, f(z)dz.

d) Auf jedem konvexen Teilgebiet G' C G hat f eine Stammfunktion.
e) f ist stetigi, und fv f(z)dz verschwindet fiir jeden geschlossenen
Integrationsweg v: [a, b] — G’ in einem konvexen Teilgebiet G' C G.
f) f ist beliebig oft differenzierbar auf G.

g) f ist analytisch in G.

Beweis: a) und b) sind &dquivalent nach Lemma 2.1; a) = ¢) ist der uns
bereits bekannte Spezialfall des CAuCHYschen Integralsatzes, und aus
¢) folgt d) nach Lemma 2.4. d) = ¢) ist Lemma 2.3, und e¢) = ¢) ist
klar, da ein abgeschlossenes Dreieck in G immer ein offenes Dreieck in
G als Umgebung hat, und damit ein konvexes Gebiet. e¢) = f) ist im
wesentlichen Satz 2.9: Zwar wurde dort f als holomorph vorausge-
setzt, aber der Beweis beruhte ausschliellich auf dem CAUCHYschen
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Integralsatz und damit der Eigenschaft e). Aus f) folgt natiirlich a),
und daraus wiederum g) nach Satz 2.11. Da eine Potenzreihe differen-
zierbar ist, folgt daraus schliellich wieder a), womit der Satz bewiesen

ware.
| |

Im Rest dieses Paragraphen soll es um weitere Eigenschaften holo-
morpher Funktionen gehen, die zwar nicht &dquivalent zur Holomor-
phie sind, die aber trotzdem von grofiem Interesse sind. Beispielsweise
folgt aus den CAucHYschen Ungleichungen sofort der

SATZ VON LI1OUVILLE: Die Funktion f:C — C sei auf ganz C holo-
morph, und es gebe eine Konstante M; so daff |f(z)| < M fiir alle
z € C. Dann ist f konstant.

JosepH L1IOUVILLE (1809-1882) war Sohn eines Ka-
pitédns aus NAPOLEONs Armee. Er kam 1825 an
die Ecole Polytechnique, wo er unter anderem Vor-
lesungen von AMPERE hérte. 1831 wurde er As-
sistent bei AMPEREs Nachfolger MATHIEU; spéter
lehrte er unter anderem am College de France und
an der Ecole Polytechnique. Nach der 1848er Re-
volution war er (als geméBigter Republikaner) kurz
Mitglied der Nationalversammlung. Seine iiber 400
Arbeiten befassen sich unter anderem mit der Zah-
lentheorie, mit Differentialgleichungen, Differenti-
aloperatoren, Differentialgeometrie, statistischer
Mechanik und Astronomie.

Beweis: Nach Satz 2.11 kann f durch eine Potenzreihe um den Null-
punkt dargestellt werden, etwa durch f(z) = Y>>  a,z". Nach den

n=0""n

Cauchyschen Ungleichungen mit 6 = r ist fiir jedes » > 0

1) M

n! rn’

n|_

la

und diese Schranke wird fiir grofle » und n > 0 beliebig klein. Also

verschwinden alle a,, mit n > 0, und f(z) = q, fiir alle z € C.
]

Die bekannteste Anwendung davon ist der
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FUNDAMENTALSATZ DER ALGEBRA: Jedes Polynom vom Grad un-
gleich Null mit komplexen Koeffizienten hat mindestens eine komple-
xe Nullstelle.

Beweis: f sei ein nichtkonstantes Polynom mit komplexen Koeffi-
zienten, das keine komplexe Nullstelle habe. Dann ist die Funktion
g(z) = 1/f(z) auf ganz C holomorph. Sie ist auch beschrénkt, denn
da |f(2)] — oo fiir z — oo gibt es ein R € R, so dafl |f(z)| > 1 und
damit |g(z)| < 1 fiir |z2| > R, und auf dem (kompakten) Kreis um
Null mit Radius R ist g ohnehin beschréinkt. Also ist ¢ und damit f

konstant, im Widerspruch zur Voraussetzung. .

Bei den restlichen Anwendungen wird es vor allem um Folgerungen
aus der Analytizitdt gehen. Die Analytizitdt einer Funktion ist eine
sehr starke Einschrinkung, im Reellen etwa zeigt das Beispiel der
Funktion 2 +— e~ /%" mit Wert Null fiir z = 0, daf} sich selbst eine
beliebig oft differenzierbare Funktion nicht notwendigerweise durch
eine Potenzreihe darstellen 148t: Da im Nullpunkt alle Ableitungen
verschwinden, ist die TAYLOR-Reihe konstant gleich Null.

Aus der Tatsache, daf3 hier im Komplexen jede holomorphe Funk-
tion analytisch ist, lassen sich weitgehende Folgerungen ziehen, zum
Beispiel der Identitdtssatz:

SATZ 2.13: Die Funktionen f,g9:G — C seien im Gebiet G holo-
morph. Falls es eine Teilmenge M C G gibt, die in G einen Haufungs-
punkt hat, so daBl f(z) = g(z) fiir alle z € M, stimmen f und g auf
ganz G iiberein.

Beweis: Natiirlich geniigt es, den Fall ¢ = 0 zu betrachten. z_ sei
ein Héufungspunkt von M und (2;);cy sei eine Folge aus M ~\ {z},
die gegen z_, konvergiert. 0.B.d.A. kénnen wir dabei annehmen, dafl
alle z; in einer offenen Kreisscheibe D um 2, liegen, deren Abschlufl
ganz in G liegt. Wére f nicht identisch Null auf D, so gibe es in der
Potenzreihenentwicklung von f um z_, einen von Null verschiedenen
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Koeffizienten; der erste solche Koeffizient sei a,,, d.h.

f(z) = iak(z —z )% mit a, #0.
k=n

Dannist L —a f(cm2) 30 ale—z
(Z - Zoo) R

Fiir die Punkte z; ist nach Voraussetzung f(z;) = g(z;) = 0, also ist
auch f(z;)/(z; — 25,)" = 0 fiir alle j, und wegen der Stetigkeit von f
verschwindet auch

lim & = lim (an + (Z] - Zoo) i ak(zj - Zoo>k_n_1> = Qp,

j—o0 (Zj — Zoo)n j—o0 1

im Widerspruch zur Annahme. Also verschwindet f auf ganz D.

Sei G’ die Teilmenge von G, auf der f und seine simtlichen Ableitun-
gen verschwinden. Wie wir gerade gesehen haben, liegt D in G’, das
somit nicht leer ist. Auerdem ist G’ offen, denn jeder Punkt hat eine
Umgebung, in der f durch die identisch verschwindende Potenzreihe
dargestellt wird.

Fiir einen Punkt z aus dem Komplement von G’ in G gibt es min-
destens ein k£ € N, mit f(k)(z) £ 0. Wegen der Stetigkeit von f*)
ist dann auch f) (w) # 0 fiir alle w aus einer Umgebung von z, d.h.
auch G\ G’ ist offen. Da G als Gebiet zusammenhiingend ist, kann G
nicht als disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer offener Teilmengen
dargestellt werden; da G’ nicht leer ist, muB} also G~ G’ leer sein, d.h.
G’ = G und f verschwindet identisch auf ganz G.

Vor der nichsten Anwendung der Analytizitdt bendtigen wir einen
Hilfssatz:

LEMMA 2.14: f:G — C sei holomorph im Gebiet G, und D sei eine
abgeschlossene Kreisscheibe mit Mittelpunkt z,, die ganz in G liege.
Falls | f(z,)| kleiner ist als das Minimum der |f(z)| fiir z € 0D, hat f
in D eine Nullstelle.
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Beweis: Hitte f keine Nullstelle in D, so wére auch g = 1/ f zumindest
in einem D enthaltenden Teilgebiet G’ von G holomorph, und nach
Voraussetzung wire |g(z,)| grofer als das Maximum der |g(z)| fiir
z € 0D. Dies widerspricht den CAUCHYschen Ungleichungen, die fiir

0 =r und n = 0 genau das Gegenteil aussagen. .

SATZ VON DER GEBIETSTREUE: f:G — C sei holomorph im Ge-
biet G und nicht konstant. Dann ist auch f(G) wieder ein Gebiet.

Beweis: Wegen der Stetigkeit von f ist mit G auch f(G) zusam-
menhéngend, es geht also nur um die Offenheit. Dazu sei wy, = f(z)
ein Punkt aus f(G), und D sei eine offene Kreisscheibe um z;, de-
ren Abschlufl ganz in G liegt und auBer z, keinen weiteren Punkt z
enthélt mit f(z) = w,. (Eine solche Kreisscheibe existiert, denn sonst
géibe es eine gegen z, konvergierende Folge von Punkten, auf denen f
den Wert w, annimmt; f wére also konstant gleich w, nach dem Iden-
titédtssatz.) Daher ist | f(z) — wy| auf D positiv und nimmt dort ein
positives Minimum M an.

Ein fester Punkt w € C liegt genau dann in f(G), wenn die Funk-
tion f(z) —w in G eine Nullstelle hat, und das ist nach dem gerade
bewiesenen Hilfssatz jedenfalls dann der Fall, wenn gilt

|f(zg) —w| < |f(2) —w| fiir alle z € D .

Links steht |w — wy|, und die rechte Seite kann abgeschétzt werden
durch

£ (2) = w] = [f(2) = wo| = [w —wo| =2 M = |w —wyl;

es geniigt also auf jeden Fall, daf |w — wy| < M/3 ist. Also enthélt
f(G) die Kreisscheibe um w, mit Radius M/3, ist also offen.

Im Reellen gilt kein entsprechender Satz: Beispielsweise ist die Funk-
tion f(x) = 1/(x*41) auf ganz R differenzierbar und sogar analytisch,
aber das offene Intervall (—1, 1) wird auf das halboffene Intervall

(3, 1] abgebildet.
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Die wichtigsten Anwendungen dieses Satzes sind die Prinzipien vom
Maximum und von Minimum:

PriNzIP vOM MAXIMUM: Fiir eine nichtkonstante holomorphe Funk-
tion f:G — C kann |f| in keinem inneren Punkt des Gebiets G ein
lokales Maximum annehmen. Falls G beschrankt ist und f auf G ste-
tig fortgesetzt werden kann, nimmt | f| sein Maximum auf dem Rand
von G an und |f(2)| < max.coq |f(C)| fiir alle z € G .

Beweis: Fir z, € G hat wy = f(z;) in f(G) nach dem Satz von
der Gebietstreue eine offene Kreisscheibe als Umgebung, und diese
enthilt natiirlich auch Punkte, deren Betrag grofier ist als der von z.

Also kann |wg| kein lokales Maximum sein.
]

Ganz entsprechend gilt auch das

PriNzIP VOM MINIMUM: Fiir eine nichtkonstante holomorphe Funk-
tion f: G — C kann | f| in keinem inneren Punkt des Gebiets G ein von
Null verschiedenes lokales Minimum annehmen. Falls G beschrédnkt
ist und f auf G stetig fortgesetzt werden kann, hat f entweder Null-
stellen in G, oder |f| nimmt sein Minimum auf dem Rand von G an
und |f(z)| > mingcoe [f(¢)|  fiir alle z € G .

Im Reellen sind alle drei gerade bewiesenen Sétze selbst fiir analytis-
che Funktionen falsch: Der Sinus, beispielsweise, bildet das zusam-
menhéngende offene Intervall (10,10) ab auf das abgeschlossene In-
tervall [0, 1] und nimmt seine (betragsméfiigen) Maxima und Minima
in inneren Punkten von (10, 10) an.

Gerade das Prinzip vom Maximum wird im weiteren Verlauf der Vor-
lesung noch héaufiger auftauchen; im Augenblick soll uns als erste An-
wendung das Schwarzsche Lemma geniigen, wonach eine holomorphe
Funktion, die den Einheitskreis in sich selbst abbildet und den Null-
punkt festlafit, den Betrag nicht vergroflern kann:
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LEMMA 2.15: f: D — D sei eine holomorphe Funktion, die den offe-
nen Einheitskreis D in sich selbst abbildet und auch den Nullpunkt
festlafit. Dann ist | f(z)| < |z| fiir alle z € D, insbesondere also auch
£ <1 |
Ist |f(2)] = |2] fiir ein z # 0 oder |f'(0)| = 1, so ist f(z) = €'?z fiir
einen geeigneten Winkel ¢; die Abbildung ist also eine Drehung.
Beweis: f 1a8t sich in D als Potenzreihe Y a,, 2" schreiben; wegen
f(0) = 0 verschwindet a,, und da die gegebene Reihe fiir alle z € D
konvergiert, konvergiert auch die Reihe g(z) = >~ ja,. 2", d.h.
f(2) = z - g(2) mit einer holomorphen Funktion g: D — C. Da f(D)
in D liegt, ist

f)l 1

l9(2)| = ST

fiir alle z # 0 aus D. Nach dem Prinzip vom Maximum, angewandt
auf einen Kreis mit Radius » < 1 um den Nullpunkt, folgt, dal sogar
l9(2)| < L fiir jedes r < 1 mit |z| < r. Fiir r — 1 folgt, daB |g(z)| < 1
ist, also | f(2)| < |z] und |f'(0)] < 1.

Ist |f(2)] = |2| fiir ein z # 0 oder |f'(0)] = 1, so gibt es einen Punkt
von D, in dem |g(z)| = 1 ist. Da iiberall |g(z)| < 1 ist, wird also in
diesem inneren Punkt das Maximum angenommen, und das ist nur
fiir eine konstante Funktion moglich. Also ist g(z) eine Konstante vom

Betrag eins, d.h. g(z) = €'? fiir einen geeigneten Winkel .
|

Der deutsche Mathematiker KARL HERMANN AMAN-
DUS SCHWARZ (1843-1921) beschéftigte sich haupt-
sichlich mit konformen Abbildungen und mit so-
genannten Minimalflichen, d.h. Fliachen mit vorge-
gebenen Eigenschaften, deren Flicheninhalt mini-
mal ist. Im Rahmen einer entsprechenden Arbeit
fiir die WEIERSTRASS-Festschrift von 1885 (im Falle
eines durch Doppelintegrale definierten Skalarpro-
dukts) bewies er die CAUCHY-SCHWARZsche Unglei-
chung, die CAUCHY bereits 1821 fiir endlichdimensi-
onale Vektorrdume bewiesen hatte. SCHWARZ lehrte
nacheinander in Halle, Ziirich, Géttingen und Berlin.




Kapitel 3: Meromorphe Funktionen

Bereits mehrfach sind wir Funktionen wie f(z) = 1/z begegnet, die
in einem oder mehreren Punkten nicht definiert sind, da sie dort die
Form ,,1/0“ haben, und wir haben auch, etwa beim Beweis des Funda-
mentalsatzes der Algebra, fiir eine holomorphe Funktion g den Grenz-
wert lim,_,  ¢g(2) betrachtet. Intuitiv wiirde man gerne f(0) = oo und
g(o0) schreiben: In diesem Paragraphen soll es darum gehen, unter
welchen Bedingungen das moglich ist, und welche Satze auch dann
noch gelten, wenn der spezielle ,, Wert“ oo erlaubt wird.

DEFINITION: a) Die RIEMANNsche Zahlenkugel C ist die Menge
C=CuU {00} mit einem speziellen Symbol cc.

b) Eine Teilmenge U C C heifit Umgebung von z, € C C (Aj, wenn
U~ {00} eine Umgebung von z, ist; U heilt Umgebung von oo, wenn
oo € U, und wenn es ein R > 0 gibt, so daBl {z € C ’ |z| > R} in U
liegt. U heifit offen, wenn es Umgebung jedes seiner Punkte ist.

c) Eine Folge (z,), cn mit z, € C konvergiert gegen z € C, wenn es
fiir jede Umgebung U von z ein N € N gibt, so daf$ z, € U fiir alle
n < N.

d) Fiir eine offene Teilmenge U C C heifit f:U— C stetig, wenn es
fiir jedes z € U und jede Umgebung W von w = f(z) eine Umgebung
V von z gibt, so daB8 f(V) C W.

Die Umgebungen des Punktes oo sind genau die Mengen, die aufler co
auch noch das AuBere einer Kreisscheibe enthalten. Eine Folge (z,),,en
konvergiert daher genau dann gegen oo, wenn es zu jeder reellen Zahl
R > 0 ein N € N gibt, so daf§ |z,| > R fiir alle n > N. Ist bei-
spielsweise (z,,),en eine Nullfolge (mit z, # 0 fiir alle n), so gibt es
zu jedem € > 0 ein N € N, so daB |z,| < € fir alle n > N. Fiir
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ein vorgegebenes R > 0 konnen wir dies anwenden fiir e = 1/R und
erhalten, da8 |z,| < 1/R und damit |1/z,| > R fiir alle n > N. Somit
konvergiert die Folge (1/z,,) gegen oco. Da die Folge der Zahlen 1/n
eine Nullfolge ist, konvergiert insbesondere die Folge der natiirlichen
Zahlen gegen oo.

Unmittelbar aus der Definition der Stetigkeit folgt, dafl die Abbildung
L 1/z fiir z # 0,00
f:C—=C; Zl—>{oo fir z=0

0 fir z =00

auch in den beiden Punkten 0 und oo stetig ist; es liegt daher nahe,
kurz zu schreiben

1 1
— =00 und — =0.
0 00

Genauso kann man auch die Funktionen z — z4+a und z — a & z fiir
jedes feste a € C stetig fortsetzen durch die Vorschrift oo — oo, man
kann also kurz schreiben

atoo=00+a=00 fiir alle a € C.

Auch fiir z — az ist diese stetige Fortsetzung moglich, allerdings
miifite man fiir a = 0 durch oo — 0 fortsetzen, was nicht im Einklang
mit anderen Grenzwerten fiir ,,0-oco“ steht; deshalb begniigen wir uns
mit der Rechenregel

a-00=00"a=00 fir alle a € C~\ {0}.
Problemlos ist das Produkt
00+ 00 = 00,
aber fiir die Ausdriicke

oo +oo, 0-o00, s und =
00 0

lassen sich keine sinnvollen Rechenregeln erklédren, so daf§ diese Aus-
driicke verboten bleiben.
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C kann man sich auch geometrisch veranschaulichen: Legt man eine
Kugel vom Radius eins so auf die komplexe Zahlenebene C, daf} ihr
Stidpol auf dem Punkt 0 liegt und die Polarachse senkrecht auf C
steht (fiir Formelfanatiker heifit das, dafl man die Sphére

{(z,y,2) € R ’ 24y (z-1)2%=1}

betrachtet, wobei die (z,y)-Ebene mit C identifiziert wird), so kann
man jedem Punkt P der Kugeloberfliche mit Ausnahme des Nord-
pols einen eindeutig bestimmten Punkt von C zuordnen, ndmlich
den Schnittpunkt der Geraden durch P und den Nordpol mit C.
Umgekehrt schneidet auch jede Gerade durch einen Punkt von C und
den Nordpol der Kugel die Kugeloberfliche in genau einem weiteren
Punkt, so da3 man eine bijektive Abbildung der Kugeloberfliche mi-
nus des Nordpols auf C bekommt. Fiir eine Folge von Punkten der
Kugeloberflache, die gegen den Nordpol konvergieren, konvergieren
die Bildpunkte in C gegen co und umgekehrt; daher kann C als to-
pologischer Raum mit der Kugeloberfliche identifiziert werden und
heifit deshalb auch RiEMANNsche Zahlenkugel oder — besser — RIE-
MANNsche Sphire. Insbesondere folgt, dafl C als topologischer Raum
kompakt ist. Da dieses Resultat fiir das folgende noch wichtig sein
wird und ich die Topologie der Sphére nicht als bekannt voraussetzen
mochte, sei es hier noch einmal direkt bewiesen:

LemMA 3.1: C ist kompalkt.

Beweis: C = Uier U; sei eine offene Uberdeckung von (ﬁ; wir miissen
zeigen, daf} sie eine endliche Teiliiberdeckung hat. Dazu sei U, eine
Uberdeckungsmenge, die den Punkt oo enthélt; da U, offen ist,
enthélt U, dann nach Definition auch das Auflere einer abgeschlosse-
nen Kreisscheibe D. Diese ist abgeschlossen und beschrénkt, wird also
nach dem Satz von Heine-Borel durch endlich viele Mengen U, , ... U,

iiberdeckt. Somit ist C = U, WU, U---UU,; kompakt.

Holomorphie im Punkt oo kann nicht ganz so wie im letzten Para-
graphen definiert werden, denn fiir z = oo ist auch z + h = oo fiir
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jedes h € C, und auch die Existenz des Grenzwerts

L fw) = ()

wW—00 w

niitzt nichts, da der Nenner fiir w # oo immer gleich co ist, so dafl
der Grenzwert existiert und Null ist, sobald der Z&hler nur endlich
bleibt; die Funktion muf} also nicht einmal stetig sein. Damit ist eine
Definition dieser Art unbrauchbar fiir den Punkt z = oo, und wir
miifiten einen erheblich grofleren Aufwand treiben, um eine Defini-
tion zu finden, die in gleicher Weise fiir jedes z € C giiltig ist. Ein
solcher Aufwand lohnt sich nicht: Da nach dem RIEMANNschen Heb-
barkeitssatz jede stetige Funktion f:U — C mit U C C, die fiir
irgendein z, € U in U \ {z,} holomorph ist, tatséchlich in ganz U
holomorph ist, definieren wir in Analogie

DEFINITION: Eine Funktion f:U — C auf einer offenen Teilmenge
U C C heifit holomorph, wenn sie stetig und auf U \. {oo} holomorph
ist.

Als Beispiel betrachten wir die Funktion
f:(a\{()} —-C; z—1/z.

Fiir z # oo wissen wir bereits, da3 die Funktion dort holomorph ist
mit Ableitung f'(z) = —1/2%, und fiir z — oo ist

lim 1/2=0;

Z—00

die Funktion ist also stetig. Damit ist f aufler im Nullpunkt iiberall
holomorph.

Es ist kein Zufall, dafl wir einen Punkt — hier den Nullpunkt — aus-
nehmen mufiten, denn

LEMMA 3.2: Jede holomorphe Funktion f: C — C ist konstant.
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Beweis: Mit C ist auch f (@) C C kompakt, also ist f beschrinkt;
demnach ist die Einschriankung von f auf C nach dem Satz von Li-
OUVILLE konstant, und wegen der Stetigkeit von f im Punkt oco ist f

damit konstant auch ganz C. .

Damit sind holomorphe Funktionen auf C uninteressant; es liegt in
der Tat viel ndher, Funktionen C — C zu betrachten, wie etwa die
Funktion z + 1/z, und fiir diese so etwas wie Holomorphie zu de-
finieren. Da der CAUCHYsche Integralsatz nach Lemma 2.7 falsch
werden kann, wenn wir Funktionen betrachten, die im Innern ei-
nes Gebiets den Wert oo annehmen koénnen, bezeichnen wir solche
Funktionen nicht als holomorph, sondern fithren einen neuen Namen
ein: Sie sollen meromorphe Funktionen heiflen. Trotzdem sollen sie
so weit wie moglich die gleichen Eigenschaften haben wie holomor-
phe Funktionen: Beispielsweise darf es nach dem Identitétssatz fiir
nichtkonstante holomorphe Funktionen f fiir keinen Wert a € C eine
Menge M mit Haufungspunkt geben, so dal f(z) = a fiir alle z € M;
diese Eigenschaft soll per Analogie natiirlich auch fiir a = oo gel-
ten. Die konstante Funktion, die iiberall oo ist, interessiert uns nicht
besonders; wir definieren daher

DEFINITION: Die Abbildung f:U — C auf der offenen Teilmenge U
von C heifit meromorph, wenn sie stetig ist und wenn es eine Teil-
menge M C U gibt, die keinen Haufungspunkt in U hat, so daf f auf
U ~ M holomorph ist.

Eine so definierte meromorphe Funktion kann, sofern sie nicht kon-
stant ist, in der Tat auch keinen anderen Wert a € C auf einer Menge
mit Haufungspunkt in U annehmen, denn nach dem Identitétssatz
Satz 2.13 wére f sonst konstant gleich a auf U ~ M und damit als
stetige Funktion auf ganz U.

Man beachte, dafl sich nicht jede holomorphe Funktion, die in ei-
ner Umgebung eines Punktes mit Ausnahme dieses Punktes definiert
ist, als meromorphe Funktion in diesen Punkt hinein fortsetzen 1483t.
Ein einfaches Beispiel dafiir ist die Exponentialfunktion: Diese ist im
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Punkt oo nicht definiert, und es gibt auch keine stetige Fortsetzung in
diesen Punkt, denn e = e*(cosy + isiny) kann auch fiir beliebig
groflen Betrag von = + iy beliebig grofle und beliebig kleine Werte
annehmen, je nachdem ob z oder y grof§ wird. Tatséchlich kann man
sich leicht iiberlegen, dafl die Exponentialfunktion in jeder beliebigen
Umgebung von oo jeden beliebigen Wert auler 0 und oo annimmt,
und damit kann natiirlich kein Grenzwert existieren.

DEFINITION: U C C sei eine offene Menge, z, € U, und die Funktion
f:U N A{%} — C sei meromorph. Falls es keine stetige Fortsetzung
von f auf ganz U gibt, heifit z, eine wesentliche Singularitdt von f.

Demnach hat also die Exponentialfunktion im Punkt oo eine wesent-
liche Singularitéat. Es ist kein Zufall, daf sie in jeder Umgebung dieses
Punktes abgesehen von den beiden Ausnahmen 0 und oo jeden Wert
annimmt; nach einem Satz von PICARD kann eine meromorphe Funk-
tionen in einer Umgebung einer wesentlichen Singularitiat aufler oo
hochstens noch eine komplexe Zahl auslassen. Dieser Satz ist aller-
dings mit unseren bisherigen Methoden nicht zu beweisen.

Wir wollen uns stattdessen iiberlegen, wie eine meromorphe Funk-
tion f in der Umgebung eines Punktes z, mit f(z,) = oo aussieht.
Da die Menge M aller Punkte z, in denen f(z) = oo ist, keinen
Haufungspunkt in U hat, gibt es eine Umgebung V von z,, die
aufler z, keinen weiteren Punkt aus M enthélt; wegen der Stetigkeit
von f kann V so gewdhlt werden, dafl f auf V' keine Nullstelle hat.
Dann ist mit f auch

gV —=C; zw—1/f(2)
eine stetige Funktion, die auf V'~ {z,} und damit nach Lemma 2.10

auf ganz V' holomorph ist mit g(z;) = 0. Als holomorphe Funktion
ist g analytisch, hat also eine Potenzreihenentwicklung

9(z) = a,(z = =2)"
n=0
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um z,, wobei zumindest a;, = 0 ist. Sei a, der erste nichtver-
schwindende Koeflizient dieser Potenzreihe. Dann ist auch

% = Z k(2 — 29)"

holomorph in einer Umgebung von z, und nimmt dort nirgends den
Wert Null an, d.h. auch der Kehrwert dieser Funktion ist holomorph.
Fiir z # #z, ist aber

also 1iBt sich die Funktion (z — z,)* f(2) zu einer auch in z, holomor-
phen Funktion V' — C fortsetzen und lokal um z, in eine Potenzreihe

(2= 20)"f(2) = D balz = 2)"
n=0

mit

1 QA 1 [ FOd
’ / G

n oo (C—2z)"tt 2mi — z)n k1
oD

oD

entwickeln. Fiir z # 2, ist dann

) =Y eulz—z)" mit ¢, =b,,, = e % ,
0.

n=—~k

und da die Summe fiir z = z; bereits als ersten Summanden den
Term oo hat, stellt diese Reihe auch fiir z = 2z, die Funktion f dar.
Sie heifit LAURENTreihe von f.

SATZ 3.3: Die Funktion f:G — C sei im Gebiet G C C meromorph.
Dann gibt es fiir jeden Punkt z, € G ein k € Z, so daf fiir jedes z aus
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einer offenen Kreisscheibe D um z;, deren Abschlufl ganz in G liegt
und keinen Punkt z, enthilt mit f(z,) = oo, gilt

N noo _ 1 f(¢)d¢
flz) = Z a,(z—zy)" mit Uy = 5 WEC.

n=—%k
Diese Darstellung von f als Potenzreihe in (z — z,) ist eindeutig.

Beweis: Dies folgt in der Tat sofort aus obiger Rechnung zusammen
mit Satz 2.11, denn (z — z,)" f(2) ist in einer Umgebung von D holo-

morph. .

Fiir den Punkt 2, = oo wére ein solcher Satz natiirlich sinnlos, da
(z — z9)" fiir jedes z € C und jedes n > 0 gleich oo ist. Deshalb
betrachten wir fiir z;, = oo im allgemeinen die Funktion f(1/z) in der
Umgebung von Null, und dafiir kann Satz 3.3 problemlos angewandt
werden. Ein erstes Beispiel dafiir liefert die folgende

DEFINITION: Die meromorphe Funktion f:U — C habe um den
Punkt z, € C die Potenzreihenentwicklung

flz) = Z a,(z—zy)" mit a, #0.
n=~k

Dann bezeichnen wir k als die Ordnung von f im Punkt z,, in Zeichen
k = ord, f. Liegt z = oo in U, so betrachten wir in einer geeigne-
ten Umgebung der Null die Funktion g(z) = f(1/z) und definieren
ord f =ord;g.

Ist k > 0, so sagen wir, f habe in z, eine k-fache Nullstelle; ist
k = —{ < 0, so nennen wir z, eine (-fache Polstelle oder einen Pol
der Ordnung (. Fiir die konstante Funktion f = 0 setzen wir formal
ord, f = oo fiir alle z, € C.

Alternativ kann man auch sagen, die Funktion f habe in 2z, € C die
Ordnung k, wenn es eine in z, holomorphe Funktion g gibt, so dafl
in einer Umgebung von z, gilt f(z) = (z — 2)*(9(2) und g(z,) # 0.
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Im Falle z; = oo muB} es eine ein oo holomorphe Funktion g mit
g(00) # 0, so daB f(z) = 27 ¥ g(2) in einer Umgebung von oo.

Beispielsweise hat also die Funktion

z—1)(z - 3)*(z = 5)°
f(z) = ( 23(,2)(— 2)8(1&4)20)

fir z = 1 eine einfache, fiir 2z = 3 eine doppelte und fiir z = 5
eine siebenfache Nullstelle; z = 0 ist eine dreifache Polstelle, z = 2
eine achtfache, und z = 4 ist ein Pol der Ordnung zwanzig. Fiir alle
anderen Werte z = 2, € Cist ord, f = 0. Fiir 2 = oo betrachten wir
die Funktion

(1/z—1)(1/z —3)*(1/z —5)"
g<2):f<1/2): 1/23(1/2—2)8(1/2‘—4)20
o1 (1=2)(1=32)%(1—52)"
 (1-22)8(1—42)20

die fiir z = 0 eine 21-fache Nullstelle hat. Daher ist oo eine 21-fache
Nullstelle von f.

Allgemein ist offenbar ord__ f = n # oo genau dann, wenn sich f als
f = z7"g schreiben I3t mit einer in oo nicht verschwindenden und
in einer Umgebung von oo holomorphen Funktion g. Weitere leicht
verifizierbare Eigenschaften der Ordnung sind

ord, fg=ord, f+ord, g (1)
ord, g =ord, f—ord, g (2)
ord, (f +g) > min(ord,, f, ord, g). (3)

Genauer konnen wir sogar sagen, dafl in (3) das Gleichheitszeichen
gilt, sobald die Ordnungen ord, f und ord, g voneinander ver-
schieden sind; (3) mit diesem Zusatz wird gelegentlich als wltra-
metrische Dreiecksungleichung bezeichnet.
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oo
DEFINITION: a) Ist f(z) = Z a, (z — zy)" in einer Umgebung von
2y € C, so nennen wir n=—k

—1

HE) = Y an(z—2)"

n=—%k

den Hauptteil von f im Punkt z.
b) Ist f(1/z) =>.," , a,z" in einer Umgebung der Null, so nennen
wir

H(z) = Z a_,z"

n=1

den Hauptteil von f im Punkt cc.

Der Name Hauptteil ist zumindest fiir meromorphe Funktionen, die
auf ganz C definiert sind, berechtigt, denn fiir diese gilt

LEMMA 3.4: Eine meromorphe Funktion f@ — C ist durch ihre
Hauptteile bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt.

Beweis: Falls g:(a — C die gleichen Hauptteile wie f hat, ist der
Hauptteil von f — g in jedem Punkt gleich Null, f — g ist also auf
ganz C holomorph und damit nach Lemma 3.2 eine Konstante.

Allgemeiner folgt

SATZ 3.5: Jede auf ganz C meromorphe Funktion ist rational, d.h. ein
Quotient zweier Polynome.

Beweis: f:@ — C sei meromorph; dann gibt es nach Definition
hochstens endlich viele Pole, denn sonst hétten die Pole in der kom-
pakten Menge C einen Haufungspunkt, im Widerspruch zur Definiti-
on einer auf C meromorphen Funktion. Ist oo einer dieser Pole, etwa
mit ord, f = —n, so 1a8t sich f = 2"¢g schreiben mit einer ebenfalls
auf ganz C meromorphen Funktion g, die in oo holomorph ist, und
es geniigt, die Rationalitdt von g zu zeigen. Daher seien die endlich
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vielen Pole z;,...,2,. von f 0.B.d.A. alle von oo verschieden. Dann
kénnen wir die Hauptteile H; von f in den Punkten z; betrachten;

diese sind rational, also auf ganz C meromorph, und
F=f-) H,
j=1

ist sogar auf ganz C holomorph, da jedes H; auf C~ {z]} holomorph
ist und f — H; in z; holomorph ist. Daher ist F' nach Lemma 3.2
konstant, d..h. f ist abgesehen von einer additiven Konstanten gerade

die Summe der H ; und damit eine rationale Funktion.
| |

Da umgekehrt natiirlich auch jede rat1onale Funktion meromorph
auf ganz C ist, sind also die auf ganz C meromorphen Funktlonen
genau die rationalen Funktionen. Auf echten Teilmengen von C gibt
es natiirlich noch viele weitere meromorphe Funktionen, insbesonde-
re zum Beispiel die vielen holomorphen Funktionen auf C, die wir
aus Polynomen und Exponentialfunktionen konstruieren kénnen. Der
Tangens ist ein Beispiel einer auf ganz C meromorphen, aber nicht
holomorphen Funktion, und im weiteren Verlauf der Vorlesung wer-
den wir noch zahlreiche weitere solche Beispiele kennenlernen.

Der CAucHYsche Integralsatz gilt natiirlich nicht fiir meromorphe
Funktionen; wie wir in Lemma 2.7 gesehen haben, ist er schon fiir
f(z) = 1/z falsch. Tatséchlich ist das aber im wesentlichen schon die
einzige Ausnahme, denn es gilt:

LEMMA 3.6: Die Funktion f:G — C sei meromorph im Gebiet G,
und D sei eine offene Kreisscheibe, deren Abschlufl ganz in G liege
und mit der moglichen Ausnahme eines Punktes z, € D keinen Pol
von f enthalte. Weiter sei
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die LAURENTreihe von f um z,. Dann ist

/ f(z)dz = 2mia_; .
oD

Beweis: H(z) sei der Hauptteil von f(z) in z,; dann gibt es eine
in einer Umgebung von D holomorphe Funktion g, so da f(z) =
H(z) + g(z). Nach dem CaAucHyschen Integralsatz verschwindet das
Integral iiber g(z) entlang eines Kreises, d.h.

8! f(z)dz :EZ H(@M:éa_n/(z_dﬁ:%m_l

oD

nach Lemma 2.7, denn fiir n # 1 hat 1/(z — 2;)" eine in einer Umge-
bung von 9D holomorphe Stammfunktion, so dafl das Integral nach

Lemma 2.3 verschwindet. .

DEFINITION: Der Koeffizient a_; hei8t das Residuum von f im
Punkt 2, in Zeichen: a_; = Res, f.

Das gerade bewiesene Lemma 148t sich verallgemeinern zum

RESIDUENSATZ: Die Funktion f: G — C sei meromorph im Gebiet G,
und D sei eine offene Kreisscheibe, deren Abschlufl ganz in G liege
und auf deren Rand kein Pol von f liege. Dann ist

/ f(2)dz = 2mi Z Res, f.
oD

zeD

Beweis: Gadbe es in D unendlich viele Polstellen von f, so miifiten die
Pole in der abgeschlossenen Kreisscheibe D C G einen Hiufungspunkt
haben, was nach Definition einer meromorphen Funktion ausgeschlos-
sen ist. Daher gibt es hochstens endlich viele Polstellen 24, ..., z,. Die
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Hauptteile in diesen Polstellen seien H, (%), ..., H,(z). Diese sind auf
ganz C meromorph; daher ist

9(2) = f(2) = Hi(2) —--- = H,(2)

in einer Umgebung von D holomorph. Somit ist nach dem gerade
bewiesenen Lemma

/ f(z)dz = i / H.(z)dz = 27riiReszj f=2mi Z Res, f,
oD j=t

=1 oD zeD

wie behauptet. .

Der Residuensatz hat zahlreiche Anwendungen in der Funktionen-
theorie. Als erstes Beispiel dafiir, wie sich andere Konzepte durch
Residuen ausdriicken lassen, betrachten wir zu einer meromorphen

Funktion f:G — C die ebenfalls auf G meromorphe Funktion f’/f.
Fiir z; € G und k = ord, f ist dann

F(2) =) an(z—20)" = ay(z — 2)"g(2)
n>k

mit einer in z, holomorphen Funktion ¢ mit g(z,) = 1. Entsprechend
1st

fl(2) = na,(z = z)" = kay,(z — 2)* " 'h(2)

n>k
mit einer in 2z, holomorphen Funktion h mit h(z,) = 1, und

F1(2) _ kap(z—2)h(z) k()
f&) T az-a)heE) oz 9(2)

mit h(zy)/g(zy) = 1. Also ist

f/

eSZO 7

Ri =k=ord, f.

Damit folgt aus dem Residuensatz
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SATZ 3.7: Die Funktion f: G — C sei meromorph im Gebiet G und

D sei eine offene Kreisscheibe, deren Abschlufi ganz in G liege und
deren Rand keine Nullstellen oder Pole von f enthalte. Dann ist

f'(z) :
dz = 2mt ord, f .
IR

Allgemeiner kénnen wir anstelle der Nullstellen auch die a-Stellen
einer Funktion zdhlen:

DEFINITION: Die meromorphe Funktion f:G — C nimmt den Wert
a € C im Punkt z, € G mit Vielfachheit k > 1 an, wenn die Ordnung
ord, (f —a) = k ist. Sie nimmt den Punkt oo mit Vielfachheit k an,
wenn z, ein k-facher Pol ist. Sie nimmt a € C in der Menge M C
C mit Vielfachheit n an, falls es in M endlich viele Punkte z; gibt
mit f(z;) = a, und die Summe der Vielfachheiten, mit denen a dort
angenommen wird, gleich n ist.

SATZ 3.8: f: C — C sei auf ganz C meromorph und nicht konstant.
Dann nimmt f jeden Wert a € C mit gleicher Vielfachheit an.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dafl jeder Wert a € C mit der gleichen
Vielfachheit angenommen wird wie co. Da f und f — a den Wert oo
mit gleicher Vielfachheit annehmen, reicht es sogar, daf} jedes f die
Werte 0 und oo mit gleicher Vielfachheit annimmt, dafl also

Zordzf:()

ze@

ist. Dabei konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl oo weder Pol noch
Nullstelle von f ist, denn ansonsten kénnen wir f = z*g schreiben
mit einer Funktion g, die diese Voraussetzung erfiillt, und da der
Faktor z* sowohl die Null als auch oo mit Vielfachheit & annimmt,
geniigt es, die Behauptung fiir g zu beweisen.
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Dazu sei D, = {z € C | |2| < r} der Kreis mit Radius 7 um den Null-
punkt. Dann gibt es eine reelle Zahl R, so dafl D,. fiir jedes » > R die
sdmtlichen Nullstellen und Polstellen von f enthélt, denn Polstellen
von f diirfen nach Definition einer meromorphen Funktion keinen
H&aufungspunkt in C haben, und die Nullstellen diirfen es nicht, da f
sonst konstant wire. Wegen der Kompaktheit von C gibt es also nur
endlich viele Nullstellen und Polstellen, und wir kénnen R gleich dem
Betrag der grofiten setzen.

Damit ist fiir jedes r > R

e,
Zordzf—/ f(z)d’

zea oD,.

und wir miissen zeigen, daf} dieses Integral verschwindet. Nach der
Substitutionsregel ist fiir h(z) = f'(2)/f(z)

/h(z)dz: / h(%) d%:—/ h(;/z)dz.

oD, 8D, oD,

Da h nach Voraussetzung in oo holomorph ist, 148t sich
()5
z "
n=0

in einer gewissen Umgebung der Null, die fiir hinreichend grofles r
auch D, enthilt, in eine Potenzreihe entwickeln, und in

hMl/z) < a,
22 :Zozn—l—Q

hat jeder der Summanden eine Stammfunktion, also verschwindet das
Integral iiber 0D, s fiir jeden Term und damit fiir die gesamte Funk-

tion. .
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DEFINITION: Die gemeinsame Vielfachheit n, mit der f: C—C jedes
a € C annimmt, heifit Grad von f.

Als erstes Beispiel betrachten wir ein Polynom, das im algebraischen
Sinne den Grad n habe, d.h. f(z) = a,2" + -+ ay mit a,, # 0. Da

:__|_..._|_a0:
z AL AL

f(l) a, Ay + Q124+ ayz"

im Nullpunkt eine n-fache Polstelle hat, hat f in oo einen n-fachen
Pol und ist sonst iiberall endlich, der gerade definierte Grad ist also
gleich dem iiblichen Grad n.

Als zweites Beispiel betrachten wir den Quotienten f(z) = P(z)/Q(2)
zweier teilerfremder Polynome P und @), also eine rationale Funktion.
Dann ist

ord, f=ord, P —ord, Q= —degP +degQ = deg@ — deg P.

Falls deg@ > deg P, hat f also in oo eine (deg(@ — deg P)-fache
Nullstelle, aulerdem nimmt P, und damit f, wie wir beim ersten
Beispiel gesehen haben den Wert Null auf C mit Vielfachheit deg P
an, insgesamt nimmt f auf C die Null also mit Vielfachheit deg @) an.

Fiir deg @ < deg P, hat f in oo eine (deg P — deg @Q)-fache Nullstelle,
auflerdem nimmt @ die Null in C mit Vielfachheit deg @ an, d.h. co
wird von f auf C mit Vielfachheit deg @ angenommen und damit
auf C mit Vielfachheit deg P. Somit gilt:

LEMMA 3.9: Der Grad einer rationalen Funktion f(z) = P(2)/Q(z)
mit teilerfremden Polynomen P und @) ist

deg f = max(deg P,deg Q) .

Die Niitzlichkeit des Residuensatzes steht und féllt damit, dafl wir die
auf der rechten Seite auftretenden Residuen gut berechnen kénnen.
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Das Residuum einer meromorphen Funktion f an einer Stelle z, ist
der Koeffizient von (2 — z,)"" in der LAURENT-Entwicklung von f
und als solcher zumindest im Prinzip berechenbar. Fiir die Funktion

sin z 1 23 20 _3 21 z

etwa ist Res, f = %. Fiir die rationalen Funktionen, die wir als Haupt-
anwendung im Auge haben, ist diese Vorgehensweise aber im allge-
meinen recht aufwendig. Hier ist oft eine teilweise Partialbruchzer-
legung giinstiger, aber im Falle eines Pols erster Ordnung geht alles
noch viel einfacher:

In diesem Fall hat die LAURENT-Entwicklung die Form

a_q

f(Z>: -|-CLO-I-Cll(z—zo)-I—aQ(z—;;O)Q_|_...7

Z_ZO

also ist
Res, f=a_; = lim (2 — z)f(2).

Z—r 20

Dies funktioniert natiirlich nur fiir Pole erster Ordnung, denn fiir
Pole hoherer Ordnung divergiert der rechtsstehende Grenzwert gegen
unendlich.

Grundsétzlich kénnen wir das Verfahren allerdings auch fiir Pole
hoherer Ordnung einsetzen, jedoch miissen wir dann zuné&chst aller
anderen Koeffizienten a_, mit negativem £k berechnen.

Der erste dieser Koeflizienten ist im Falle eines Pols n-ter Ord-
nung a_,,; das gleiche Argument wie oben fiihrt sofort auf die Glei-
chung

a_, = li_>m (z—20)"f(2).

Die Funktion f(2)—a_,,/(z—2,)" ist eine meromorphe Funktion, die
bei z, héchstens einen Pol der Ordnung n—1 hat und deren LAURENT-

Koeffizienten abgesehen von a_,, mit denen von f {ibereinstimmen.
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Somit ist

a_(p gy = lim (2 — z)""? (f(z) - a;n)

i EEEAT
: n—1 a_n
e N

Die Funktion f(z) —a_,/(z — 20)" — a_(,_1)/(z — %)% hat in z,
hochstens einen Pol (n — 2)-ter Ordnung, also kénnen wir mit ei-
ner entsprechenden Formel a_, ) berechnen, und so weiter, bis wir
bei a_; angekommen sind.

Betrachten wir als erstes Beispiel fiir die Berechnung von Integralen
iiber den Residuensatz eine Kreisscheibe D mit Radius zwei um den
Nullpunkt und das Integral

5
z°+1
/Z4_1dz.

oD

Der Nenner hat die vier Nullstellen £1 und =+, die allesamt im Innern
von D liegen; z = —1 ist allerdings auch Nullstelle des Zahlers. Wegen

2241 = (241 (2" =22 +22—24+1) und =1 = (z+1) (22 -2 +2-1)

ist

22 +1 . A2+
im = lim
o124 -1 2551 23 —2242-1

B G i G S T

a (=1)? = (=12 +(-1) -1 47

Pole gibt es also nur fiir +1 und 4. Diese Pole haben allesamt Ord-
nung eins, da es sich um einfache Nullstellen des Nenners handelt.
Also ist

2° P
R = e = (2 +( 1)(J; 1—)(1>(z21)+ 1)
2’ +1 2 1

G2+ 2.2 2




Meromorphe Funktionen 61

Genauso bestimmt man

5
22 +1
Res; f = li
Sl = I G
e T S
(2 -D(i+4)  —4i 4
und
—i)° +1 1—i —1—i
Res_; f = (=) + = ! = v

()2 =1)(=i—14) (=2)-(=2d) 4

Die Summe der drei Residuen ist Null, also verschwindet nach dem
Residuensatz auch das Integral.

Man beachte, dal wir dieses Ergebnis nicht ohne weiteres iiber eine
Stammfunktion bekommen hétten, denn die Stammfunktion

22

) + %log(z —-1)— ilog(z2 +1)— %arctanz
ist gleich an mehreren Stellen des Integrationswegs unstetig: An der
Stelle z = —2 {iberquert das Argument von log(z — 1) die negative
reelle Achse, und fiir z = 42i das von log(z? +1). Auch 18t sich der
Arkustangens nicht als holomorphe Funktion auf ganz C definieren
und sorgt so fiir zusétzliche Probleme.

Auf den ersten Blick erstaunlich, gerade fiir Anwendungen in der Elek-
trotechnik aber wichtig ist die Tatsache, daf} sich auch eine ganze
Reihe von bestimmten Integrale im Reellen am einfachsten iiber den
Residuensatz berechnen lassen. Dabei handelt es sich in erster Linie
um uneigentliche Integrale der Form

/Oof(w)dx,
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deren Integrand f sich zu einer auf C meromorphen Funktion f(z)
fortsetzen 148t. Die fiir uns wichtigsten Beispiele sind rationale Funk-
tionen, also Funktionen, die sich als Quotient zweier Polynome schrei-
ben lassen, und bei denen ist diese Bedingung trivialerweise erfiillt.

Komplex betrachtet ist der Integrationsweg hier die gesamte reelle
Achse, und die ist natiirlich alles andere als eine geschlossene Kurve,
auf die wir den Residuensatz anwenden koénnten.

Wir kénnen uns aber zunéchst einmal beschréinken auf das Integral
von —R bis R fiir irgendeine positive reelle Zahl R, und die Strecke
von —R bis R durch einen Halbkreisbogen durch die komplexe obere
Halbebene zum Rand eines Halbkreises und damit einer geschlosse-
nen Kurve ergénzen. Da wir nicht wissen, wie man komplexe Inte-
grale berechnet, deren Integrand auf dem Integrationsweg nicht iiber-
all definiert ist, miissen wir annehmen, dafl der Integrand f keine
Polstellen auf der reellen Achse hat, und wir miissen R so wéhlen,
dafl keine der Polstellen in der oberen Halbebene Betrag R hat. Das
ist kein Problem, denn da die Polstellen einer meromorphen Funk-
tion keinen Haufungspunkt haben diirfen, gibt es im abgeschlossenen
Halbkreis mit Radius R+ 1 hochstens endlich viele Pole; wir kénnen R
daher notigenfalls einfach durch einen etwas gréofleren Wert ersetzten.

Wir betrachten nun fiir R > 1 einen Integrationsweg 7y, der zusam-
mengesetzt ist aus dem eigentlich interessierenden reellen Integrati-
onsweg

[-R,R] — C
PR st

von —R bis R und einem Halbkreis

[0,7] - C
Kp: ‘
R t — Re"

in der oberen Halbebenen von C, der von R im Gegenuhrzeigersinn
nach —R fiihrt.
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—-R PR R

Beides zusammen bildet eine geschlossene Kurve «p, die einen Halb-
kreis berandet. Wir wollen uns kurz iiberlegen, dafl wir auch hier das
Integral ausdriicken koénnen als 272 mal der Summe der Residuen des
Integranden Innern des Halbkreises. Die Vorgehensweise ist die glei-
che wie beim Residuensatz: Da auch eine Halbkreisscheibe kompakt
ist, gibt es hochstens endlich viele Punkte, in denen f nicht holomorph
ist, und wir kénnen f schreiben als Summe der Hauptteile in diesen
Punkten und einer holomorphen Funktion. Das Integral iiber die holo-
morphe Funktion verschwindet wegen der Konvexitéit von Halbkreisen
nach dem CAUCHYschen Integralsatz, das iiber einen Term der Form
a/(z — zy)™ mit n > 2, weil es dann eine auf dem ganzen Integra-
tionsweg holomorphe Stammfunktion gibt; bleiben also wieder nur
die Integrale iiber Terme der Form a/(z — z,), und so ein Integral
ist gleich 277 - a = 2mi - Res, f. Wir haben das zwar bislang nur
fiir das Integral ldngs eines ganzen Kreises bewiesen, aber es ist klar,
dafl das auch fiir den Halbkreis gilt: Das Integral iiber den gesamten
Kreis ist gleich der Summe der Integrale iiber den Halbkreis und sein
Spiegelbild an der reellen Achse, wobei die Orientierung so sei, daf3 der
Durchmesser von beiden Integrationswegen in verschiedenen Richtun-
gen durchlaufen wird. Da a/(z — 2;) in einer Umgebung des unteren
Halbkreises holomorph ist, verschwindet das untere Integral nach dem
CAvucHYschen Integralsatz, das obere ist also gleich dem Integral iiber
den gesamten Kreisrand.

Leider ist in diesem Integral aber auch das Integral {iber k enthal-
ten, das uns nicht im geringsten interessiert. Der Ansatz ist daher nur
niitzlich, wenn wir dieses Integral irgendwie in den Griff bekommen
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konnen. Am einfachsten gelingt dies, wenn es fiir R — oo einfach
verschwindet. Bei rationalen Funktionen ist das genau dann der Fall,
wenn der Zéhlergrad um mindestens zwei kleiner ist als der Nenner-
grad:

LEMMA 3.10: a) P(2) = a,2" + a,_12"" " + - +iay2® + a2 + aq
und Q(z) = b, 2™ +b,, 2™ 4 -+ by2® + bz + by seien zwei
Polynome mit a,, # 0, b,, # 0 und m > n + 2. Dann ist fiir kp wie

P

oben lim (2) dz = 0.
R—o0 Q(Z)

KR

P(x)
Q(x)

b) Falls @) keine reellen Nullstellen hat, ist / dx gleich 2mi mal

P(z)
Q(2)

der Summe der Residuen von an den Polstellen mit positivem

Imaginérteil.

Beweis: Nach Definition eines komplexen Kurvenintegrals ist

P(z) . _ [PRM
/ Q(Z>dz_0/ Qe e

a, R"HefmtDt g RPLe™ 44 g R%e? 4 agRe

= Z/ memeimt + bm_lRm—lei(m—l)t + 4 blReit + bO
0

us

dt .

Der Integrand rechts geht fiir R — oo iiberall gegen Null, da der
Grad n + 1 des Zé&hlers kleiner ist als der Grad m des Nenners. Da
der Nenner nur endlich viele Nullstellen hat, liegen genau die mit
positivem Imaginérteil fiir hinreichend grofie R im Innern eines jeden

Halbkreises mit Radius R um Null in der oberen Halbebene. -

Daraus ergibt sich folgendes Kochrezept fiir die Berechnung von In-

tegralen der Form
P
/ (z) .
J Q)
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mit Polynomen P und Q:
1. Man iiberpriife, ob der Grad des Z&hlers P um mindestens zwei
kleiner ist als der des Nenners (); andernfalls ist das Verfahren
nicht anwendbar.

2. Man iiberpriife, ob der Nenner () auch reelle Nullstellen hat;
falls ja, ist das Verfahren nicht anwendbar.

3. Falls beide Tests erfolgreich durchlaufen wurden, ist

oop(x) = ; 7t Res P<Z)
l Q) ¥ = 2 2B, 50

wobei zy,...,%z,. die Nullstellen mit positivem Imagindrteil
von Q(z) sind.

Man beachte, dafl die Nullstellen von () mit negativem Imaginérteil
keine Rolle spielen.

Betrachten wir etwa als erstes Beispiel das Integral

oo

2
——dzx.
/x2+2x—1—5 o

— 0o

Der Zéhler ist konstant, hat also Grad null, und der Nenner hat
Grad zwei; die erforderliche Graddifferenz von mindestens zwei ist
also vorhanden. Als néchstes miissen wir die Nullstellen des Nenners
bestimmen:

420 +5=0<= (z+1)?+4=0<=02=—-1+2i.

Keine dieser Nullstellen ist reell, und nur —1 + 2¢ hat positiven Ima-
gindrteil. Somit ist

oo

2 2
————dr =2mi R e
/ 22 4+2zx+5 o RO 142 2242245

— 0o
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(Daf3 hier statt x ein z steht hat rein kosmetische Griinde: Wenn es
um komplexe Funktionen geht, bezeichnet man die Variable einfach
gewohnheitsméfig mit z.)

Da die beiden Nullstellen des Nenners einfach sind, haben auch die
Pole nur die Ordnung eins; daher 148t sich das gesuchte Residuum
einfach bestimmen als

2 o 2(z—(—1+20))
———— = lim
2242245  zo-1+2i 2242245

) 2(z — (=1 + 2i))
= lim - .

z——142i (z —(—1+ 22)) (Z —(-1- 22))
2 2 2 1

etz — (—1—2i)  —1+2—(—1—2) 4 %

Res_j

oo

S /
mit 1 .

— 0

(Da wir ein reelles Integral haben, war von vornherein klar, dafl das
Ergebnis trotz des Umwegs {iber komplexe Zahlen einen reellen Wert
haben muf; diese Plausibilitédtskontrolle kann gegebenenfalls Rechen-
fehler aufdecken.)

Als etwas komplizierteres Beispiel betrachten wir

oo

/ dx
A +1

— 0

Natiirlich kénnen wir via Partialbruchzerlegung eine Stammfunktion
des Integranden finden, allerdings miissen wir dafiir doch einiges ar-
beiten, und das Ergebnis

V2 2P+ V2x+1

F(x) = —1In
(@) 8 22 —V2x+1

2 2
+ % arctan(v2x + 1) + % arctan(v2z — 1)

ist alles andere als angenehm.
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Um auch dieses Integral iiber den Residuenkalkiil ausrechnen zu
konnen, setzen wir den Integranden fort zu einer komplexen Funk-
tion f(z) = 1/(z* + 1); diese ist holomorph in allen Punkten z € C,
in denen der Nenner z* + 1 nicht verschwindet.

Nach der dritten binomischen Formel ist (z* +1)(z* — 1) = (2® — 1),
also z* +1 = (2® —1)/(2* — 1). Die Nullstellen des Polynoms 2" — 1
sind die n-ten Einheitswurzeln; wie wir aus Kapitel 1 wissen gibt es
genau n davon, ndmlich

1= 60 erTl”L/’I’L, e4k7m/n, . e(n—l)-27m/n )

Y

Auf dem Einheitskreis sind sie die Eckpunkte eines regelméfiigen n-
Ecks, was die folgende Zeichnung fiir den Fall n = 8 illustriert:

e67r7,/8 — e37r7,/4 _ =144

6871'1/8 — ™ — 1 0 _ e167'r/8 -1

61071'1/8 — 6571'1/4 — —1—i

e147ri/8 —
V2

6127r1/4 — 637r1/2 —
Ist m ein Teiler von n, so ist jede m-te Einheitswurzel erst recht
eine m-ten Einheitswurzeln; wir bezeichnen eine n-te Einheitswurzel
als primitiv, wenn es keinen echten Teiler m von n gibt, fiir den sie
bereits m-te Einheitswurzel ist.
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Eine achte Einheitswurzel ist offenbar genau dann primitiv, wenn sie
nicht gleichzeitig vierte Einheitswurzel ist; die Nullstellen von z* + 1
sind also genau die primitiven achten Einheitswurzeln

und

eTl"L/4, 637'('7,/4, 657”/4 677”/4 ,

wi/4 3ni/4

von denen allerdings nur e und e positiven Imaginérteil

haben. Nach dem Residuensatz ist daher

oo

d
/ A i 1 = 2m (Resem-/z; f + Reseiiwi/zl f) .

— 00

Die Residuen lassen sich, da alle Nullstellen einfach sind, wie oben
bestimmen; beispielsweise ist

wi/4
Zz— €
T - l e E—
Resgrisa f zélel}rli/z; A1
. z—e™i/4
= lim . . ‘ .
s emi/4 (Z _ e7TZ/4)(Z + 671'1/4)(2 _ 637”/4)(2 + 637”/4)
1
2emi/4(emi/4 — 3mi/4)(emi/4 1 ¢3mi/e)
1
2emi/4(emi/2 — 2¢3i/2)

1 e~/ 12— /2i)

 2emi/A (i — (—i))) 4i 4i

= §<_1_i)7

und genauso kénnte man auch

2
Resem-/4 f = %(1 - Z)
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berechnen. Einfacher geht es allerdings zumindest in diesem Fall mit
der Regel von DE L’HOSPITAL: Danach ist

. 5 — 671'1/4
Res risa f = lim

z—eTi/4 24 +1

1 1 L _3risa

im — = M
ssemi/a 423 4e3Ti/4 4

und

. 5 — 837”/4
ReSegwi/zl f = lim

zoesmi/a 24 41

= lim i = 1, — 16—97”'/4 _ le—wi/zl.
s—vedmi/4 423 4e97mi/4 4 4

Somit ist

e—37m/4 + e—Tl"L/4

4

Res xisa f + Res sriza f =

Nach den EULERschen Formeln 148t sich das noch vereinfachen zu

e—37ri/4_|_e—7ri/4 rij2 e—ﬂ'i/4 +e7ri/4 e—ﬂ'i/Q T
=e . = - COS —
4 4 2 4
PoV2_ V2
2 2 4
Damit ist also
o0
d , 2
/ o j_ s 27m'(Res emhf 4 Res, sri/a f) = W% )

Gelegentlich 148t sich ein reelles Integral auch iiber eine direkte Sub-
stitution in ein komplexes Integral iiber eine geschlossene Kurve
iiberfithren, beispielsweise kann ein Integral von 0 bis 27 iiber einen
Ausdruck in sint und cost manchmal direkt als komplexes Integral
iiber eine Kreislinie interpretiert und dann nach dem Residuensatz
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ausgerechnet werden; wie man solche Substitutionen findet, ist wie
iiblich Erfahrungssache, auch wenn es dazu einige Faustregeln gibt.

Als ein Beispiel dazu betrachten wir das Integral

das zum Beispiel bei der Untersuchung der Konvergenz von FOURIER-
Reihen eine wichtige Rolle spielt. Es hat auch sonst viele Anwen-
dungen, denn der Integrand, die sogenannte sinc-Funktion, ist die
FoOURIER-Transformierte eines Rechteckimpulses.

sin z

Da wir auf einem Kreis um den Nullpunkt fiir immer gréfer

z
werdenden Radius nicht abschitzen konnen, hat es keinen Sinn, das
Integral iiber einen Halbkreis zu berechnen — ganz abgesehen davon,
daB es wegen der Holomorphie des Integranden ohnehin verschwindet.

Wie sich zeigen wird, kommen wir ans Ziel, wenn wir das etwas all-

gemeinere Integral
w X
e
/ —dx
x
— o0

betrachten. Dazu definieren wir, der Philosophie dieses Abschnitts
entsprechend, ein komplexes Kurvenintegral iiber e** /z. Da der In-
tegrand an der Stelle z = 0 eine Polstelle hat, kénnen wir allerdings
nicht einfach auf der reellen Achse von —R nach R integrieren, son-
dern miissen den Nullpunkt auf einem kleinen Halbkreisbogen 35 vom
Radius 6 umfahren. Diese Umleitung wird im Uhrzeigersinn durch-
laufen. Von R aus gehen wir auf einem Halbkreisbogen kp im Gegen-
uhrzeigersinn zu —R und haben somit einen geschlossenen Integrati-
onsweg:
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7\
~R 3§ PR R

Da der Integrand auflerhalb des Nullpunkts holomorph ist, verschin-
det das Integral {iber den gesamten Bogen nach dem CAUCHYschen
Integralsatz, d.h.

-5 . . R . .
/ e—dz+/e—dz+/e—dz+/e—dz:0.
z z ya z
—R 55 1 KR

Fiir z = x + iy hat € = e e Betrag e Y. Damit ist
. T . it T it
et® ezRe ) ezRe )
—dz| = — - jRe" dt| < / | . iRe"
/ z / Ret - Ret
KR 0 0
™
0

Um die rechte Seite weiter abzuschétzen, wahlen wir ein n > 0 und
schreiben

T n T™—" T
/B—Rsint dt = /e—Rsint dt + / B—Rsint dt + / B—Rsint dt .
0 0 n ™"

Im ersten und im drittem Integral schéitzen wir den Integranden ab
durch eins und erhalten somit 7 als obere Schranke fiir das Integral;
beim mittleren Integral ist der Integrand hochstens gleich e~ 57,
Wiéhlen wir nun fiir ein € > 0 den Winkel n so, dafl n < %5 ist,
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und wihlen wir dazu den Radius R so groB, daB e 5" < ¢ /37 ist,
erhalten wir die Abschéitzung

/e—dz <+ (m—2m) e B8N < ¢
z

KRR

Somit verschwindet auch hier das Integral lings kp fiir R — oo.

Lassen wir in der obigen Summe von vier Integralen R gegen oo gehen,
erhalten wir somit die Gleichung

-5 . . oo
/ e—dz+/e—dz—|—/e—dzzo
z z z
— o0 ﬁg 5
oder

-0 1z ooiz 1z 1z
e e e e
/ —dz+/—dz:—/—dz:/—dz,
z z z z
— 00 ) Bs as

wobei a5 den riickwirts, also im Gegenuhrzeigersinn durchlaufenen
Halbkreisbogen (s bezeichnets, d.h. den Integrationsweg

[0, 1] = C
T .
0 t— de't

In der Summenentwicklung

RE 0k k-1
z Z k!
o oy k=0

ist das rechtsstehende Integral fiir £k =0

0o .k
_ 4 k-1
dz = E H/z dz

k=0 """

K s

/z_l dz = /a5(t)_1 -als(t) dt = /5_16_” -ide™ dt:/idt:m'
0 0

as 0
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unabhéngig von d; im Falle k # 0 verschwindet

w1, (=0)F—d"
/z dz = T —

as

fiir gerade k und ist gleich —26% /k fiir ungerade k. Somit ist

i 00 2£+1
/—dz—I—/—dZ—m—QZ 20+ 1)

{= 0

(=0%)"
2’52 Q+rDI20+1)

Die rechts stehende Summe hat die Exponentialreihe fiir e als

konvergente Majorante, konvergiert also fiir alle § € R. Speziell fiir
die Imaginérteile folgt

—0 0o

sin siny > (—52)¢
/ p d‘”/ z dm_”‘%;(zum(%ﬂy

— 00 )

Da B2 cine gerade Funktion ist, sind die beiden Integrale auf der lin-

ken Selte gleich; wegen der Konvergenz der rechten Seite folgt damit

insbesondere, daf beide existieren. Im Gegensatz zu e'*/z hat %

an der Stelle Null keine Polstelle, denn bekanntlich ist lir% % =
T—

Daher ist Sl% eine auf ganz R stetige Funktion, so daf§ das Integral

von —¢ bis § iiber diese Funktion existiert. Somit existiert auch

m . _6 . 6 . m .
sin z sin z sin z sin x
dx = dx + dx + dx .
T T T T
—00 —o0 - é

Fiir 6 — 0 geht das mittlere Integral gegen Null und die Summe der
beiden dufleren gegen m, also ist

o0

sinx
der=m.
T

— 00




Kapitel 4: Die Geometrie der komplexen Zahlenebene

§1. Integration iiber Ketten und Zykeln

Nachdem wir uns wir uns anhand einiger weniger Beispiele davon
iiberzeugt haben, daf3 der zunéchst etwas technisch aussehende Re-
siduenbegriff auch Anwendungen auf scheinbar nicht mit Residuen
zusammenhingende Fragen hat, wollen wir seine Voraussetzungen et-
was abmildern. Wir wollen, beispielsweise, nicht nur die Nullstellen
einer Funktion in einer Kreisscheibe zéhlen, sondern auch die in ei-
nem beliebigen Gebiet und auch in vielen spéateren Anwendungen wird
es wesentlich sein, daf§ wir Integrationswege moglichst frei wihlen
konnen. Es wére zwar nicht sonderlich schwer, den Residuensatz so
wie den CAUCHYschen Integralsatz fiir den Rand eines beliebigen kon-
vexen Gebiets zu beweisen; fiir viele Félle sind aber auch konvexe
Gebiete noch zu speziell, etwa dann, wenn es darum geht, einzelne
Punkte oder Kreisscheiben zu vermeiden. Deshalb werden wir hier be-
liebige Integrationswege zulassen und damit auch den CAUCHYschen
Integralsatz verallgemeinern.

Tatséchlich werden wir nicht nur beliebige Integrationswege zulassen,
sondern auch den Begriff des Integrationswegs durch einen allgemeine-
ren ersetzen. Wenn beispielsweise eine meromorphe Funktion in einem
Gebiet drei Polstellen hat, so erwarten wir, dafy das Integral {iber den
Rand des Gebiets gleich der Summe der Residuen in den drei Polen
ist, also gleich dem Integral iiber drei Kreislinien, deren Mittelpunkte
die Polstellen sind. Ein solches Integral iiber drei Kreislinien, iiber
einen unzusammenhingenden Integrationsweg also, ist bislang noch
nicht definiert. Auflerdem erwarten wir, daf} ein Integrationsweg, der
sich mehrfach um eine Polstelle windet, auf das gleiche Integral fiihrt
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wie das mehrfache Durchlaufen einer Kreislinie um diesen Punkt; auch
solches mehrfaches Durchlaufen haben wir bislang noch nicht betrach-
tet. Der neue Begriff, der beides ermoglicht, ist der Begriff der Kette:

DEFINITION: a) Eine Kette ist eine endliche formale Linearkombi-
nation I' = Z;Zl n;vy; von Integrationswegen vy, mit ganzzahligen
Koeffizienten n;. Der Tréger |I'| von I' ist die Vereinigung aller |v],
tiir die n; # 0 ist.

b) Fiir eine in der offenen Menge U meromorphe Funktion f und eine
Kette T' = 7% n;y; mit [T| C U so, daB f keinen Pol auf |I'| hat,

ist
/f(z)dz;fz:n]/f(z)dz
r =y

c) Zwei Ketten T und I heifien homolog in der offenen Menge U, wenn
IT| und |T’| in U liegen und fiir jede in U holomorphe Funktion f gilt

/f(z)dz:/f(z)dz

I' heifit nullhomolog, wenn dieses Integral fiir jede in U holomorphe
Funktion verschwindet.

d) Eine Kette I" = Z§:1 n;v; heiBt Zyklus, wenn die formale Summe
> i=11j(A; — E;) verschwindet, wobei A; und E; den Anfangs- und
Endpunkt des Integrationswegs v; bezeichnen.

Einige Horer werden wahrscheinlich aus der Topologie eine andere De-
finition von Homologie kennen; die allgemeinste Form des CAUCHY-
schen Integralsatzes sagt gerade, dafl diese Definitionen (bezogen auf
das Holomorphiegebiet der betrachteten Funktionen) &quivalent ist
zur obigen. Um dieses Resultat (in etwas abgeschwiichter Form) zu
beweisen, werden wir nun die Abhéngigkeit eines Integrals von der
Kette, iiber die integriert wird, etwas genauer untersuchen. Praktisch
aus der Definition folgt
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LEMMA 4.1: Die Funktion f sei in der offenen Menge U meromorph,
und 7: [a,b] — U sei ein Integrationsweg, so daf f keine Pole auf ||
habe. Weiter sei a = ag < a; < --- < a, = b eine Unterteilung des
Intervalls [a, b], der Integrationsweg 7; sei die Einschrdnkung von vy
auf das Intervall [a;_y,a;], und ' sei die Summe der ;. Dann ist

/f(z) d,z:/f(z) iz

In den Féllen, in denen wir eine Kette als Integrationsweg im {iblichen
Sinne auffassen konnen, ist also auch das Integral das iibliche. Aufler-
dem folgt sofort aus der Kettenregel, dal das Integral iiber die Kette
—~ gerade das Integral {iber den riickwéarts durchlaufenen Integrati-
onsweg

v ila, b = U; t—vy(a+b—t)

ist. Schliellich lassen sich die Zykeln auf geschlossene Integrationswe-
ge zuriickfiihren nach

LEMMA 4.2: Jeder Zyklus, dessen Tréiger in der offenen Menge U
liegt, ist dort homolog zu einer Summe von geschlossenen Integra-
tionswegen, die den gleichen Tréger hat.

Beweis: T' = 22:1 n;7; sei ein Zyklus mit Triger in U. Wie wir gerade
gesehen habe, kénnen wir durch Umdrehen einiger Integrationswege
erreichen, daf alle n; > 0 sind. Indem wir dann noch jedes n;y;
durch die n -fache Summe von 7; mit sich selbst ersetzen, kdnnen
wir 0.B.d.A. annehmen, daf alle n; = 1 sind. Wir beweisen die Be-
hauptung durch Induktion nach r. Fiir r = 1 muf} v; den gleichen
Anfangs- und Endpunkt haben, ist also selbst ein geschlossener Inte-
grationsweg. Fiir r > 1 ist entweder ~; bereits ein geschlossener Inte-
grationsweg; dann folgt die Behauptung, da I' — 7; dann als Zyklus
mit kleinerem r nach Induktionsvoraussetzung eine Linearkombina-
tion von geschlossenen Integrationswegen ist. Oder aber v, ist nicht
geschlossen. Dann gibt es nach Definition eines Zyklus ein v, dessen
Anfangspunkt A, gleich dem Endpunkt E; von <, ist. Da, wieder
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nach der Kettenregel, ein Integrationsweg 7;: [aj, bj] — U homolog
ist zu [a; + 5,0, + 5] = U; t— 7;(t — s), konnen wir erreichen, dafi
0.B.d.A. by = q;, ist, y; und 7, lassen sich also im Sinne des vorigen
Lemmas zusammensetzen zu einem einzigen Integrationsweg . Damit

ist I' homolog zu
,
F/ =7 + Z ’Y] )
gt

und diese Summe hat nur » — 1 Summanden, ist also nach Induk-
tionsvoraussetzung homolog zu einer Summe von geschlossenen Inte-

grationswegen.
]

Der Residuensatz legt die Vermutung nahe, dafl ein Zyklus jedenfalls
dann nicht nullhomolog ist, wenn er um einen Pol erster Ordnung
herumlauft. Im folgenden wird es vor allem darum gehen, wie man
dieses ,,um einen Punkt herumlaufen“ exakt definieren kann.

Beginnen wir mit Winkeln: Zwischen zwei komplexen Zahlen z und w
ldst sich der Winkel w, (z,w) mit Zentrum z,, der Winkel zwischen
den Strecken von z; nach z und von 2, nach w also, wie folgt berech-
nen: Ist

Zz—zy =19 und w — zy =192,

SO 1st
W,y (2, 0) = 9y — @1 + 2k,

wobei k € Z so gewdhlt sei, daBl —7 < w, (z,w) < 7 ist.

Fiir einen Integrationsweg ~v:[a,b] — C und einen Punkt z, ¢ |v|
wéhlen wir nun eine Unterteilung

a=ay<a; <---<a,=b,
des Intervalls [a, b], so daB es fiir jedes jedes j zwischen 1 und r eine

Gerade ¢; durch z, gibt, so daf y([a;_;,a,;]) ganz auf einer Seite
von £; liegt (wobei wir Punkte auf ¢, selbst zulassen kénnen). Eine
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solche Unterteilung gibt es: Jeder Punkt von |y| hat natiirlich eine
Umgebung, die ganz auf einer Seite einer Geraden durch z, liegt, und
die Umgebungen zu allen dieser Punkte bilden eine Uberdeckung der
kompakten Menge |v|. Somit gibt es eine endliche Teiliiberdeckung,
0.B.d.A. durch zusammenhéngende Mengen, und deren Urbilder sind
die Teilintervalle (a;_;,a;). Da ein Teilstiick von ||, das ganz auf ei-
ner Seite einer Geraden durch z; liegt, sicherlich nicht um 2, herum-
laufen kann, koénnen wir den gesamten Umlaufwinkel von v um z,
definieren durch

Wzo(’Y) = szo (’Y(%-l)a’Y(%)) .

Offenbar unterscheidet sich w, (v) von w, (v(a),v(b)) nur durch ein
ganzzahliges Vielfaches von 27, insbesondere ist w, (7) fiir einen ge-
schlossenen Integrationsweg selbst ein ganzzahliges Vielfaches von 2.

DEFINITION: Die Umlaufzahl eines geschlossenen Integrationswegs
um einen Punkt z, ¢ || ist

W, (7) .

nly, z0) = 2

Fiir einen Zyklus I' = vy, + - -+ + v, ist entsprechend

1 r
n(r7 ZO) = % szo (7]) .
j=1

Da zwei verschiedene Zerlegungen von [a,b] stets eine gemeinsame
Verfeinerung haben, wire es recht einfach, die Unabhéngigkeit dieser
Definition von der Zerlegung einzusehen; wir bekommen sie aber
ohnehin gratis als Korollar zu folgendem

LEMMA 4.3: Fiir jeden Zyklus I' und jeden Punkt z, € C ~ |I'| ist

n(T, z) = i/ dz

2mi ) 2z — 2z
r
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Beweis: Es geniigt natiirlich, dies fiir einen geschlossenen Integrati-
onsweg 7: [a, b] — C zu beweisen. Dazu sei

a=ay<a; <---<a,=0>b

eine Unterteilung von [a, b] wie in der Definition der Umlaufzahl, und

7, sei die Einschrénkung von v auf [a;_;,a;]. Dann ist
/ dz / ~'(t) dt
T %0 () =2
Yi aj—1

Wir schreiben 7(t) — z, in Polarkoordinaten als r(t)e*?), wobei r(t)
eine stetige stiickweise differenzierbare Funktionen ist und auch ¢ als
eine solche gewihlt werden kann. Dann ist

V(1) = 7 (0D +ir()g (Heie

und
ORI
TOEETO R
also
dz ki r'(t) . ki ,
fZ—Zo —a/l ) dt + a/1 O'(t)dt
= logr(a;) —logr(a;_1) + i(@(%) - ‘P(%‘—ﬂ)
~ log r(a,) ~logr(a; 1) + iw., (7).
Insgesamt erhalten wir, da r(ay) = r(a) = r(b) = r(a,) ist

/Z—ZO_Z/Z—ZO

- Z(logr(aj) —logr(a; 1)) + 3wy (7))

= logr(ar) - lOgT(CLO) + wzo (7) = wzo (7) .

Damit ist der Satz bewiesen.
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KOROLLAR: Die Umlaufzahl n(T', z,) ist als Funktion von z, stetig
auf C \ |I'| und damit insbesondere konstant auf jeder Zusammen-
hangskomponente von C ~ |T'|.

Der Beweis ist klar: Da der Integrand im Lemma 4.3 stetig von z,
abhéngt, gilt das gleiche auch fiir das Integral. Wir haben also eine
stetige Funktion von C ~\ |I'| nach C, die nur ganzzahlige Werte an-
nimmt. Da das Bild einer zusammenhéngenden Menge unter einer ste-
tigen Abbildung zusammenhéngend ist, kann das Bild einer Zusam-
menhangskomponente von C \ |I'| daher nur aus einem Punkt beste-

hen, die Umlaufzahl ist dort also konstant. .

Mittels der Umlaufzahl kénnen wir die CAUCHYsche Integralformel
auf Zykeln verallgemeinern:

SATZ 4.4: f:U — C sei eine holomorphe Funktion und I' sei ein
Zyklus mit |I'| C U derart, daB die Umlaufzahl n(T', z,) fiir jeden
Punkt z; ¢ U verschwindet. Fiir jeden Punkt z, € U ~\ |I'| ist dann

R e et
I
und
n(T, 20) f®)(2,) = 2%” / (2= 21 _fiz;kﬂ dz .

Beweis: Nach Lemma 4.3 ist

f(Z())/ dz _ b f(20) ds .

2mi z — 2z 27mF z — 7

(T 29) f(29) =

1 M dz folgt da-

Die zu beweisende Formel n (T, zy) f(2,) = 5
) z— 2z

r
her, wenn wir zeigen konnen, dafl die Differenz der beiden rechten
Seiten Null ist, daf also

R
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fir alle 2z, € U ~\ |I'| verschwindet. Nach Lemma 3.2 folgt dies bei-
spielsweise dann, wenn wir wissen, daf3 sich h fortsetzen lafit zu einer
auf ganz C holomorphen Funktion mit h(co) = 0, denn da h nach
Lemma 3.2 konstant sein muf}, verschwindet es dann insbesondere
auch in z;.

Zum Nachweis der Holomorphie von h auf U betrachten wir, &hnlich
wie bei der Herleitung der CAUCHYschen Integralformel, die Funktion

fz) = fw)
g(z,w) = po— fir z #w
f'(2) fiir z = w

auf U x U. In der Umgebung eines Punktes (zy,w,) € U x U mit
2y # Wy ist g trivialerweise stetig. Fiir einen Punkt der Form (2, z,) €
U x U betrachten wir eine Folge (z,,,w,,) in U x U, die gegen (2, %)
konvergiert, und miissen zeigen, dafl die Folge der Zahlen ¢(z,,,w,,)
gegen f'(z,) konvergiert. Dazu betrachten wir getrennt die beiden

Teilfolgen aus allen (z,,w,,) mit z, = w, und mit z, # w,, also
0.B.d.A. die beiden Fille

no

1. Fall: 2, = w, fir alle n. Dann ist ¢(z,,z2,) = f'(z,), und diese
Folge konverglert wegen der Stetigkeit (sogar Holomorphie) von f

gegen f(29) = g(29; 29)-

2. Fall: z, # w,, fir alle n. Ist dann ¢, die Verbindungsstrecke von
z,, nach w,,, so ist fiir jedes n

19(2 w,) = 9(20, 20)|

Fa) = Flw) e |1 A
= | o= Tt _ i) - 2 /f(OdC '(20)
< /|f Feolde < sup £10) - £z,

da der Integrationsweg ¢, gerade die Lénge |z, — w,| hat. Wegen
der Stetigkeit von f’ gibt es aber zu jedem € > 0 ein § > 0, so dafl
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11 (C) — f'(29)| < € sobald [¢ — zy| < § ist. Zu diesem §, und damit
zu g, gibt es dann wegen der Konvergenz der (z,,,w,,) gegen (zg, 2y)
ein Ny(e), so dafl fiir n > N,(e) sowohl z, als auch w,, in der J-
Umgebung von (zy, ) liegen, und damit liegt dort auch die ganze
Strecke /,,. Zu jedem ¢ > 0 gibt es daher ein N,(¢), so daB

l9(z,, w,) — g(29,29)| < e fiir alle n > Ny(e),
die Folge der g(z,,,w, ) konvergiert also gegen f’(2).

Damit haben wir die Stetigkeit von g(w, z) in U x U nachgewiesen,
und daraus folgt unmittelbar die Stetigkeit von

auf U. Nach Satz 2.12 ¢), angewandt auf die Zusammenhangskompo-
nenten von U, ist h sogar holomorph in U, wenn fiir jedes Dreieck A,
dessen AbschluB ganz in U liegt, |, an M(w) dw verschwindet. Dieses
Verschwinden folgt aber sofort aus dem Satz von FUBBINI, denn

/h(w)dw: / (r/g(z,w)dz dw:/ /g(z,w)dw dz
o0A

[o7AN r OA

verschwindet, da g(z, w) fiir jedes feste z € U eine holomorphe Funk-
tion von w ist (auch fir w = z nach dem RIEMANNschen Heb-
barkeitssatz), so daf§ das innere Integral nach dem CAUCHYschen In-
tegralsatz verschwindet.

Um h zu einer auf ganz C holomorphen Funktion zu machen, miissen
wir die Voraussetzung ins Spiel bringen, wonach die die Umlaufzahl
von I' beziiglich eines jeden Punktes von C \ U verschwindet, C ist
also die Vereinigung von U mit der Menge

UO:{ZGC}n(F,z):O}.

Wegen der Stetigkeit der Umlaufzahl ist U, eine Vereinigung von
Zusammenhangskomponenten von C ~ |I'|, insbesondere also offen.
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Firw e UNU, ist

Z—w Z—w
r r
denn F(w) J
/Z—wde:f(w)/Z—Zw =-n(l2z)=0.
r r

Daher kénnen wir h zu einer auf ganz C holomorphen Funktion fort-
setzen, wenn wir definieren

h(w) = / /(z) dz fir allew e C\U,
def zZ— W
r
denn dieses Integral ist auf ganz U, eine holomorphe Funktion von w

und stimmt auf U N U, mit dem bisherigen h iiberein.

Um h schliellich auf ganz C fortzusetzen, miissen wir nur zeigen, dafl
ein Grenzwert fiir z — oo existiert; wie bereits angekiindigt, wollen
wir sogar zeigen, dafl dieser Grenzwert verschwindet, was dann den
Satz beweist.

Da U, eine Umgebung von oo ist, reicht es natiirlich, den Grenzwert
fiir eine Folge von Zahlen aus U, zu betrachten. Dort definieren wir
die Funktion
0:Uy—R; w~— min |z —w|,
z€|T|

die den Abstand zwischen w und T' angibt. Da |I'| kompakt, also
beschrinkt ist, geht 6(w) gegen oo fiir w — oo. Mit L = Lénge von I'
ist aber auf U,

ol =| [T 0 < B i) = £
Ih(w)| F s —w P S ) R = 505

mit einer von w unabhéngigen Konstanten C. Also ist lim h(w) = 0,

und damit ist der Satz bewiesen. e .
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Mit diesem Satz konnen wir zeigen, dafl der hier definierte Homolo-
giebegriff auch geometrisch definiert werden kann:

SATZ 4.5: Zwei Zykeln T' und T" sind genau dann homolog in der
offenen Menge U, wenn fiir jeden Punkt z; ¢ U die Umlaufzahlen
n(T, z;) und n(T", z;) iibereinstimmen. Insbesondere ist I genau dann
nullhomolog, wenn n(I', z;) = 0 fiir alle z; ¢ U.

Beweis: Fiir z; # U ist die Funktion z +— 1/(z — z;) in U holomorph;
falls I' und I homolog in U sind, ist also nach Lemma 4.3 und der
Definition von Homologie

1 d 1 d
n(l',z) = —/ - ‘= n(I’, zy) -

2 ) z—2; 2mi ) z— 2
r I/

Sind umgekehrt I' und I zwei Zykeln mit der Eigenschaft, daf
n(T,2z) = n(l',2) fiir alle 2y € C~ U, so ist n(I' = T",2;) = 0
fiir diese Punkte; wir kénnen also den gerade bewiesenen Satz 4.4
anwenden. Fiir ein z, € U \ |’ — I"| und eine auf U holomorphe
Funktion f ist auch F(z) = (2 — 2;) f(2) holomorph auf U und somit

(T — T, ) Flzg) = ~— / £z

2mi z— zO " 2mi
-1 r—r

Wegen F(z,) = 0 verschwindet daher das letzte Integral, d.h.

/f dz—/f yiz= [ f)ds

r—1v

die Integrale iiber I und I'" stimmen also iiberein. Damit sind I" und I"/

homolog im Sinne der Definition am Beginn dieses Kapitels. .

Niitzlich ist dieser Satz natiirlich erst dann, wenn wir leicht nachpriif-
bare Kriterien dafiir haben, wann ein Zyklus nullhomolog ist. Damit
wird sich fast der gesamte Rest dieses Paragraphen beschiftigen; zu-
vor mochte ich aber noch kurz den Residuensatz fiir nullhomologe
Zykeln beweisen:
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SATZ 4.6: Die Funktion f:U — C sei meromorph auf U C C, und T’
sei ein beziiglich U nullhomologer Zyklus, so dafi f keine Pole auf |I'|
habe. Dann ist

/f(z) dz = 2mi Z n(T', z) Res, f .
r

zeU

Beweis: Zunéchst miissen wir zeigen, dafl die Summe auf der rechten
Seite endlich ist. Nach Lemma 4.3 ist

1 d¢ L 1
r = — d¢ < —
' 2) 2m‘/<—z S I
N

wobei L die Lange von I' bezeichnet. Fiir hinreichend grofie z ist die
rechte Seite — wegen der Beschrénktheit von I' — kleiner als eins, also
ist n(I',z) = 0 fiir |2| > R mit einer geeigneten Schranke R. Somit
kann ein z € U hochstens dann einen Beitrag zur rechten Seite liefern,
wenn

zeD={z€eC|z| <R}.

Angenommen, es gébe unendlich viele z € U, fiir die n(T', z) Res, f
von Null verschieden ist. Dann hitten diese in der kompakten Men-
ge D einen Haufungspunkt z,. Dieser wire gleichzeitig ein Haufungs-
punkt der Menge der Pole von f, da nur dort ein nichtverschwindendes
Residuum auftreten kann; nach Definition einer meromorphen Funk-
tion konnte z, also nicht in U liegen. Da I" nullhomolog ist, wére dann
aber nach Satz 4.5 n(T', z,) = 0, und wegen der Stetigkeit der Um-
laufzahl (Korollar zu Lemma 4.3) miiite n(I', z) dann auch in einer
Umgebung von z, verschwinden, was fiir einen Haufungspunkt von
Punkten mit nichtverschwindender Umlaufzahl absurd ist.

Also ist der Satz sinnvoll formuliert, und der Rest des Beweises geht
fast wie beim gewohnlichen Residuensatz:

21, ..., 2, seien die endlich vielen Punkte in U, fiir die n(T’, z;) Res, f
nicht verschwindet, und M sei die Menge der restlichen Pole von f.
Weiter sei H; der Hauptteil von f in z; und g = f — 377, H;. Dann
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ist g holomorph in U~ M, und da n(T', z) = 0 fiir alle z € M, folgt aus
Satz 4.5, dafl I nicht nur in U, sondern auch in U ~. M nullhomolog
ist, das Integral [ g(z)dz verschwindet also. Damit ist

[1@re= [mee,

Jj=1 T

und da alle Summanden des Hauptteils aufler dem mit (z— zj)_l eine
Stammfunktion in C haben, folgt die Behauptung aus Lemma 4.3. .

Da fiir eine meromorphe Funktion f

f/
Res,, 7 =ord, f
ist, folgt sofort eine Verallgemeinerung von Satz 3.7, das sogenannte
Argumentprinzip

SATZ 4.7: Die Funktion f:U — C sei meromorph auf U C C, und T’
sei ein beziiglich U nullhomologer Zyklus, so daf3 f keine Pole oder
Nulistellen auf |I'| habe. Dann ist

f’(z) = 2m n(l', z) or
F/f(z)dz—2 ze;] (T, z) ord, f .

Im Rest dieses Paragraphen wollen wir die Gebiete untersuchen, in
denen jeder Zyklus nullhomolog ist, in denen wir also beispielsweise
den CAaucCHYschen Integralsatz genauso einfach formulieren kénnen
wie fiir konvexe Gebiete. Wie in diesem Paragraphen {iiblich, gehen
wir dabei wieder riickwirts vor und geben diesen Gebieten zunéchst
einen Namen:

DEFINITION: Ein Gebiet G heifit einfach zusammenhéngend, wenn
jeder Zyklus T' mit |T'| C G in G nullhomolog ist.
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Man beachte, da} diese Definition nur fiir Gebiete gilt; wir wollen
keine einfach zusammenhingenden offenen Mengen, die nicht einmal
zusammenhingend sind.

Als erstes Beispiel zeigt uns der CAUCHYsche Integralsatz, dafl jedes
konvexe Gebiet einfach zusammenhéngend ist, und Lemma 2.7 zeigt
uns, dafl eine Kreisscheibe ohne Mittelpunkt nicht einfach zusam-
menhéngend ist. Solche ,, Locher* wie der fehlende Mittelpunkt einer
Kreisscheibe sind, wie wir gleich sehen werden, die einzigen Obstruk-
tionen gegen den einfachen Zusammenhang eines Gebiets. Um den
Begriff des ,,Lochs* prézise zu machen, definieren wir zunéchst

DEFINITION: Eine Zusammenhangskomponente von M C C ist eine
maximale zusammenhéingende Teilmenge von M # ().

Fiir ein Gebiet G C C, das anschaulich betrachtet ein ,,Loch“ hat, ist
dieses Loch sicherlich eine Zusammenhangskomponente von C \ G}
da G offen ist, also C . G abgeschlossen, ist diese Komponente
ebenfalls abgeschlossen (denn ihr Abschluss ist immer noch zusam-
menhéngend), und da wir uns unter einem Loch etwas beschrinktes
vorstellen, ist sie auch beschrankt, also kompakt. Die Aussage, dafl
ein Gebiet genau dann einfach zusammenhéngend ist, wenn es keine
Locher hat, 148t sich also prézise fassen als

SATZ 4.8: Ein Gebiet G C C ist genau dann einfach zusammenhén-
gend, wenn C \ G keine kompakte Zusammenhangskomponente mit
abgeschlossenem Komplement hat.

Beweis: Zu jedem Zyklus I' gibt es eine kompakte Kreisscheibe D
die |I'| enthélt, und fir z, # D ist n(I',z,) = 0. Ist also G nicht
einfach zusammenhéngend, so dafl es einen Zyklus I' gibt, der nicht
nullhomolog ist, so gibt es erstens nach Satz 4.5 zusammen mit dem
Korollar zu Lemma 4.3 eine Zusammenhangskomponente von C \ G,
auf der n(I', z;,) # 0 ist, und zweitens mufl diese Komponente in D
liegen, ist also beschrinkt und damit kompakt.
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Hat umgekehrt C\ G eine kompakte Zusammenhangskomponente A,
so erwarten wir, dafl es einen Zyklus I' in G gibt, so daf§ |T'| um A
herumléuft; genau ein solches I' soll nun konstruiert werden.

Falls A die einzige Zusammenhangskomponente von C ~\ G ist, also
C N~ G = A, konnen wir fiir I' einfach den Rand einer Kreisscheibe
nehmen, die A ganz enthélt; fiir jeden Punkt a € A ist dann (mit der
iiblichen Orientierung von I' im Gegenuhrzeigersinn) n(I',a) = 1, also
ist I' nicht nullhomolog und G nicht einfach zusammenhéngend.

Falls C \. G noch weitere Komponenten hat, sei
§ =min{|z —w|| 2 € C\ (GUA), we A}

der Abstand zwischen A und den restlichen Komponenten; dieses Mi-
nimum existiert, da A kompakt ist und es natiirlich ausreicht, wenn
wir nur solche z € C \ (G U A) betrachten, die in einer festen Kreis-
scheibe liegen, die A und mindestens einen weiteren Punkt von C\ G
enthélt; die Menge dieser z ist ebenfalls kompakt. Wir wéhlen einen
festen Punkt a € A und iiberziehen ganz C mit einem Quadratgitter
der Maschenweite ¢/2, fiir das a ein innerer Punkt eines Quadrats
in diesem Gitter ist. Mit ,,Quadrat® soll dabei hier und im folgenden
immer ein abgeschlossenes Quadrat gemeint sein.
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Fiir jedes Quadrat ¢ bezeichnen wir mit dq den im Gegenuhrzeiger-
sinn orientierten Rand von ¢, aufgefaf3t als Summe von vier Integra-
tionswegen, den Seiten. Wir betrachten die Menge @) aller Quadrate g
mit ¢ N A # () und definieren

F;fZ@q.

q€eQ

Dieser Zyklus hat folgende Eigenschaften:

e ['ist als Summe von Zykeln 9q selbst ein Zyklus.

e |I'|NA = (), denn jede Seite eines Quadrats ¢;, die einen Punkt
mit A gemeinsam hat, ist gleichzeitig Seite eines Nachbar-
quadrats ¢,, das damit ebenfalls in @ liegt, und sie wird in
0q; und 0q, entgegengesetzt orientiert (siche Pfeile in der obi-
gen Abbildung), so da8 sie sich in d¢; + dg, und somit auch
in I weghebt.

e |[I'| C G, denn wir wissen schon, daf§ |I'| mit A leeren Durch-
schnitt hat, und jede andere Zusammenhangskomponente von
C \ G hat mindestens den Abstand ¢ von A, es kann also kein
Quadrat mit Kantenlénge §/2 geben, das sowohl mit A als auch
mit einer anderen Komponente von C \ G Punkte gemeinsam
hat.

e n(I';a) = 1, denn es gibt genau ein Quadrat ¢, € @, das a
enthilt und fiir das somit n(9q,,a) = 1 ist; fiir jedes andere
Quadrat ¢ ist n(dq,a) = 0, da es eine Gerade ¢ durch a gibt,
so daf3 ganz q auf einer Seite von ¢ liegt. Also ist

n(T,a) = Zn(aq,a) =n(0qy,a) =1.

Damit haben wir einen Zyklus I' gefunden mit |I'| C G, der nicht
nullhomolog in G ist, G ist also nicht einfach zusammenhéngend.



Anhang: Der Jordansche Kurvensatz

In diesem Anhang soll einerseits die in §3 entwickelte Funktionen-
theorie auf die Topologie der Ebene angewandt werden, andererseits
soll aber auch diese Topologie angewandt werden, um zu einer ge-
ometrischeren Version des CAUCHYschen Integralsatzes zu kommen.
Das zentrale Thema dabei ist der JORDANsche Kurvensatz, wonach
das Komplement einer Jordankurve in der Ebenen genau zwei Zusam-
menhangskomponenten hat. Eine Jordankurve ist dabei einfach eine
geschlossene doppelpunktfreie Kurve, formal also

DEFINITION: Eine JORDANkurve ist eine auf [a,b) injektive stetige
Abbildung ~: [a,b] — C mit vy(a) = (b).

Wie auch bei Integrationswegen bezeichnen wir mit || das Bild von ~.
Fiir dieses gilt

JORDANSCHER KURVENSATZ: Fiir jede Jordankurve v hat C ~ |y
genau zwei Zusammenhangskomponenten Z; und Z,. Eine davon ist
unbeschréinkt, die andere beschréankt, und |v| ist der gemeinsame
Rand von beiden.

Genauer kann man noch zeigen

SATZ VON SCHONFLIESS: Die beschriankte Komponente Z von C\ ||
ist homdéomorph zur offenen Einheitskreisscheibe D, d.h. es gibt ste-
tige Abbildungen ¢:Z — D und v¢: D — Z, so dafl ¢ o) =id, und
Yo p =id, ist.
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Beide Sétze verlangen in dieser Allgemeinheit ziemlich umfangre-
iche Beweise; man denke nur daran, dafl eine JORDANkurve durchaus
auch eine fraktale Kurve mit HAUSDORFF-Dimension zwei sein kann!
AuBerdem ist — so sehr das auch der Anschauung widersprechen mag —
das dreidimensionale Analogon des Satzes von SCHONFLIESS falsch —
ein Hinweis darauf, daf§ der Satz auch im Zweidimensionalen nicht
ganz trivial ist. Verhéiltnisméfig elementare Beweise beider Sétze, die
auch ohne groflere Topologiekenntnisse lesbar sind, findet man etwa
bei

E. Moise: Geometric Topology in Dimensions 2 and 3, Springer,
Graduate texts 47, 1977.

J. DIEUDONNE: Grundziige der modernen Analysis, Vieweg, 1971

gibt in Kapitel 9’ einen funktionentheoretischen Beweis des JOR-
DANschen Kurvensatzes.

Hier soll uns der erheblich einfacher zu beweisende Fall geniigen, daf3
gleichzeitig Integrationsweg, also stiickweise stetig differenzierbar ist,
und auch dafiir betrachten wir nur den JORDANschen Kurvensatz, der
dann besagt

SATZ: Der Integrationsweg 7: [a,b] — C sei eine Jordankurve. Dann
hat C\ || genau zwei Zusammenhangskomponenten Z, und Z,. Eine
davon ist unbeschrénkt, die andere beschrankt, und || ist der gemein-
same Rand von beiden.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dafl C \ |y| mindestens zwei Zusam-
menhangskomponenten hat, dann dafl es hochstens zwei Zusammen-
hangskomponenten geben kann und daf |y| Rand einer jeden Kom-
ponenten ist.

1. Teil: Es gibt mindestens zwei Zusammenhangskomponen-
ten

Dazu verwenden wir die Stetigkeit der Umlaufzahl: Wir wissen, daf}
C \ || eine unbeschrénkte Zusammenhangskomponente hat, auf der
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n(7, z) verschwindet. Falls es auch einen Punkt 2’ € C \ || gibt, fiir
den n(v, 2’) # 0 ist, muB es auch mindestens eine weitere Zusammen-
hangskomponente geben.

1. Schritt — Wahl einiger spezieller Punkte: Da |vy| kompakt ist, gibt
es zwei reelle Intervalle [a,, a,] und [by,bsy], so dal = genau dann Re-
alteil eines Punkts ~y() ist, wenn a; < z < a, ist und y genau dann
Imaginérteil eines Punkts (¢) ist, wenn b; < y < by ist. Da v eine
geschlossene Jordankurve ist, miissen beide Intervalle mehr als einen
Punkt enthalten. Fiir eine reelle Zahl a < a; und einen inneren Punkt
b von [by, by] sei nun wy = a + ib; auBerdem seien Punkte w; und w,
auf |y| so gewéhlt, daBB b; < Jmw; < b < Jmw, < b, ist und dafl
die Strecken wyw; und wyw, beide keinen weiteren Punkt von ||
enthalten.

by ——
w2 i
T
b 2
Wy
wq
Y2

b, +

| |

| |

ay )

wy, und w, zerlegen « (nach geeigneter Umparametrisierung) in zwei
Kurvenstiicke v; und y,, die beide von w; nach w, laufen und von
denen eines in der gleichen Richtung wie v und das andere in entge-
gengesetzter Richtung orientiert ist. Wir wéihlen die Numerierung so,
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dafl derjenige Punkt z, € |y| mit Imaginérteil b, der den groBten Re-
alteil hat, auf |7y,| liegt; indem wir v nétigenfalls durch —+ ersetzen,
kéonnen wir 0.B.d.A. annehmen, dal v = v, — 7; ist. Analog sei z,
derjenige Punkt z, € |y| mit Imaginérteil b, der den kleinsten Realteil
hat. Weiter sei o; fiir j = 1,2 der Integrationsweg bestehend aus der
Strecke wyw;, dem Integrationsweg v;, und der Strecke wywy; dann
ist auch 0y — 0y = 1.

2. Schritt — Fir alle z € |y,| ~ {wy,wsy} ist n(oq,z) = 0: Nach Kon-
struktion schneiden sich |y,| und |oy| nur in w; und wy; daher liegen
alle z € |v5| ~ {w;,w,} in der gleichen Zusammenhangskomponente
von C \ |oq], und es geniigt, die Behauptung fiir einen dieser Punk-
te zu beweisen, etwa fiir z,. Dieser Punkt liegt aber in der gleichen
Zusammenhangskomponente wie die Punkte o + ¢b mit o > a5, und
fiir diese hat o, nach Definition Umlaufzahl Null.

3. Schritt — Fir alle z € |y,| ~ {wy,wy} ist n(oy,2) = 1: Auch ||
und |o,| schneiden sich nur in w; und w,, also geniigt es auch hier wie-
der, die Behauptung fiir einen geeigneten dieser Punkte zu beweisen.
Betrachten wir den Punkt z;. Falls er nicht in |y,| l4ge, wére nach
dem vorigen Schritt n(oy, z;) = 0; andererseits ldge z; in derselben
Zusammenhangskomponente von C \ |o;| wie alle Punkte z = o + ib
mit ¢ < a < Rez;. Fir a < a; folgt aber sofort aus der Definition
der Umlaufzahl, da n(oy, z) = n(oy, 2) = 1 ist (betrachte die Paral-
lele zur imaginédren Achse durch z), ein Widerspruch. Also liegt z,
und damit ganz |7y, | in der gleichen Zusammenhangskomponente von
C \ |oy| wie die gerade betrachteten Punkte z, d.h. n(o,, z;) = 1.

4. Schritt — Es gibt einen Punkt 2’ € C~ || mit n(v, 2’) # 0: Analog
zur Wahl von z; und z, wihlen wir zwei Punkte z5 und z, mit folgen-
den Eigenschaften: Unter allen Punkten auf |y, | mit Imaginérteil b ist
z3 derjenige mit dem grofiten Realteil, und unter allen Punkten auf
75| mit Imaginérteil b und Realteil grofler JRe z5 ist z, derjenige mit
dem kleinsten Realteil. Fiir einen inneren Punkt 2z’ der Verbindungs-
strecke zwischen z; und z, ist dann zunéchst nach der Konstruktion
im ersten Schritt

n(7,2") = n(og,2") = nloy, 2).
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Aulerdem liegt 2z’ in der gleichen Zusammenhangskomponente von
C \ |oy| wie z,, da die Strecke von 2’ nach z, keinen Punkt mit |y, |
gemeinsam hat und somit ganz in C\ |0, | verlduft; genauso folgt, dafl
2" in der gleichen Zusammenhangskomponente von C \ |oy| wie zg
liegt; also ist nach dem zweiten und dritten Schritt

n(y,#') = (0, 25) = n(oy,24) =1 = 0 =0.

Damit ist der erste Teil bewiesen. Man kann sich iibrigens leicht
iiberlegen, dafl dieser erste Teil des Beweises fast genauso auch fiir
fiir beliebige Jordankurven funktioniert; siche dazu Aufgabe 3 auf
dem 9. Ubungsblatt.

2. Teil: |vy| ist gemeinsamer Rand der héchsten zwei Zusam-
menhangskomponenten

Der wesentliche Teil des Beweises besteht darin zu zeigen, dafl |7y| der
Rand einer jeden Zusammenhangskomponente ist und dafl es lokal
nur zwei Zusammenhangskomponenten gibt.

1. Schritt — Fiir jede Zusammenhangskomponente Z von C X |v| ist
0Z C |vy|: Klar, denn wire 2z, € 0Z kein Punkt von |v|, so lage
eine ganze Umgebung von z, in C \ |y|, im Widerspruch dazu, daf
2o Randpunkt einer Zusammenhangskomponenten dieser Menge sein
soll.

2. Schritt — Jeder Punkt z, € |y| hat eine Umgebung U, fir die
U N || genau zwei Zusammenhangskomponenten U, und U, hat;
deren gemeinsamer Rand ist |y|: Sel z; = 7(t;). Dann gibt es ein
abgeschlossenes Intervall [¢,,t,], das t, als inneren Punkt enthilt,
so daB |y(t) — v(ty)| zu beiden Seiten von ¢, monoton ansteigt mit
|t —ty|. Durch eventuelle Verkleinerung des Intervalls [¢;,¢,] 1a8t sich
erreichen, dafi |y(t;) — v(ty)| = |v(ts) — v(ty)| ist, d.h. der Bogen
v([ty,t5]) durchquert eine gewisse Kreisscheibe D um z, gerade ein-
mal von Rand zu Rand. Nach dem tiiblichen Kompaktheitsschluf3 gibt
es dazu ein § > 0, so daB jedes 7(t) mit ¢ ¢ (¢;,?5) mindestens den
Abstand 6 von z, hat; falls § kleiner ist als der Radius von D, er-
setzen wir D durch die Kreisscheibe um z, mit Radius 6. Damit
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schneidet D nun nur noch den betrachteten Bogen von 7, denn wegen
obiger Monotonieeigenschaft auf [t,,t,] kann der Teilbogen zu diesem
Intervall nicht in die verkleinerte Kreisscheibe zuriickkommen. Sei
(t3,t,) = v (D) das Parameterintervall zur neuen Kreisscheibe.

Fiir das weitere betrachten wir zunéchst den Fall, da$8 -y in ¢, differen-
zierbar ist mit v/(¢,) # 0. Dann sei etwa Re~'(t,) # 0; andernfalls
konnen wir die folgenden Argumente genau fiir den Imaginérteil an-
wenden. Die Abbildung ¢ — PRe~(t) ist dann differenzierbar in einer
Umgebung von ¢, und ihre Ableitung in ¢, verschwindet nicht; nach
dem Satz iiber die Umkehrfunktion gibt es also ein offenes Intervall I,
das Revy(t,) enthilt, auf dem PRey eine Umkehrfunktion h hat. Auf
dem Streifen der komplexen Ebene, auf dem der Realteil in I liegt,
definieren wir die Funktion ¢(z) = h(Rez) + iImz — i Jm~y(h(2)).
Fiir ¢t € h(I) ist dann ¢(y(t)) = ¢, und ¢ ist in einer Umgebung von
v(t,) eine bijektive stetige Abbildung mit stetiger Umkehrabbildung.
Verkleinert man die Kreisscheibe noch einmal, so dafl sie in dieser
Umgebung liegt, so wird sie abgebildet auf eine offene Menge U und
|v|N D wir auf eine Strecke auf der reellen Achse abgebildet, zerlegt U
also in zwei Teile, deren gemeinsamer Rand sie ist.

Der Fall, daf} v in ¢, differenzierbar ist, aber Ableitung Null hat, kann
natiirlich vorkommen: Beispielsweise konnte v in einem ganzen Teil-
intervall konstant sein, oder eine Gerade kénnte parametrisiert sein
durch die Funktion v(t) = at® fiir ein geeignetes a € C ~ {0}. In
beiden Féllen ist klar, dafl man die gleiche geometrische Kurve |v]|
auch so parametrisieren kann, dafl die Ableitung fiir die betreffenden
Kurvenpunkte nicht verschwindet, und das gilt auch allgemein: Die

¢
Bogenliinge s(t) = [|y/(¢)| dt ist eine differenzierbare und schwach
0

monotone Funktion auf dem Definitionsintervall von v. Indem man
alle Teilintervalle, auf denen s (und damit -y) konstant ist zu Punkten
zusammenzieht, erhélt man eine neue Funktion v* mit |y*| = |v], so
daB s(t) zu einer monotonen Funktion wird, wenn man von v* ausgeht
statt von v. Diese monotone Funktion hat eine stiickweise differenzier-
bare Umkehrfunktion, so daf§ |y| auch durch die Bogenlénge s stetig
und stiickweise differenzierbar parametrisiert werden kann. In dieser
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Parametrisierung s — 7(s) ist aber stets 7'(s) # 0, denn wenn x
und y Real- und Imaginérteil von 5 bezeichnen, ist ds® = dz? + dy?.
Also kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daff 7/(t) # 0 wo immer die
Ableitung existiert.

Falls schliellich «y in ¢, nicht differenzierbar ist, so existieren doch der
linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert der Ableitung. Falls die
beiden nicht entgegengesetzt gleich sind, lassen sich in einer gewissen
Kreisscheibe um z, die Sektoren zwischen den Halbtangenten der bei-
den Zweige von 7 so mit Funktionen der Art z, 4 7e’? > z, + re'®?
facherformig stauchen bzw. dehnen, dafl die beiden Halbtangenten
zusammen eine Gerade ergeben; durch einen Homéomorphismus ei-
ner Kreisscheibe um z, 148t sich dieser Fall also auf den eines in %,
differenzierbaren ~ zuriickfithren. Auch wenn die beiden Ableitungen
entgegengesetzt gleich sind, kann man so verfahren, nur mufl man
jetzt Funktionen der Art z, + re'® — 2z, + re! /" fiir r # 0 und
Zg ++ %y verwenden.

3. Schritt — Fir jede Zusammenhangskomponente Z von C X |vy| ist
|| = 0Z: Dazu geniigt es zu zeigen, dafl 9Z relativ offen in |v| ist,
dafl es also zu jedem Punkt 2z, € 0Z eine Umgebung U gibt, so daf
auch U N |y| in 07 liegt. Da 0Z abgeschlossen ist und |y| zusam-
menhéngend, impliziert dies die Behauptung. Sei also z, € 0Z ge-
geben, und sei U die Umgebung aus dem vorigen Schritt. Eine der
beiden Komponenten U; und U, muf nichtleeren Durchschnitt mit Z
haben; 0.B.d.A. sei das U;. Dann liegt U; ganz in Z, da U; zusam-
menhéngend ist und || nicht trifft; also ist

UnlylcoU, ~Z cC oz,
wie behauptet.

4. Schritt — C\ || hat hichstens zwei Zusammenhangskomponenten:
Nach dem vorigen Schritt hat jede Komponente Z den Rand |v|. Fiir
2y € v wihle man eine Umgebung U wie im zweiten Schritt; genau wie
im dritten Schritt mufl dann jedes Z eine der lokalen Komponenten

U, und U, enthalten, es gibt also hochstens zwei Komponenten.
]
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DEFINITION: Ist der Integrationsweg y eine JORDANkurve, so be-
zeichnen wir die beschrinkte Zusammenhangskomponente von C\ ||
als Innengebiet von v und die unbeschrinkte als Auflengebiet.

BEMERKUNGEN ZUM BEWEIS: 1.) Wie wir im vierten Schritt des er-
sten Beweisteils ausgerechnet haben, ist im Innengebiet von v die Um-
laufzahl n(y, z) = +1; die dortige Rechnung ergab zwar +1, aber da
wir im ersten Schritt méglicherweise die Orientierung von ~ verdndert
haben, kann dies fiir die urspriingliche Orientierung auch —1 be-
deuten. Gelegentlich nennt man ein Gebiet positiv berandet, falls die
Umlaufzahl der Randkurve positiv ist, und negativ berandet, falls sie
negativ ist. Fiir das Auflengebiet ist die Umlaufzahl natiirlich gleich
Null.

2.) Der erste Beweisteil funktioniert tatséichlich nicht nur fiir Inte-
grationswege, sondern fiir beliebige JORDANkurven: In der Definition
der Umlaufzahl haben wir nirgends auf die stiickweise Differenzier-
barkeit von v Bezug genommen, so dafl wir auch bei beliebigen JOR-
DANkurven von Umlaufzahlen sprechen kénnen, und ansonsten haben
wir im ersten Beweisteil nur noch benutzt, dafl die Umlaufzahl stetig
vom umlaufenen Punkt abhéngt. Dies wurde im Korollar zu Lem-
ma 4.3 bewiesen, und Lemma 4.3 liefle sich fiir eine Kurve ~, die
kein Integrationsweg ist, nicht einmal formulieren. Wir kénnen aber
das Parameterintervall [a,b] von v so in Teilintervalle [a;_;,
terteilen, dal y([a;_4, a;]) ganz in einer Kreisscheibe liegt, die einen
festen Punkt z, € C \ |y| und eine gewisse Umgebung davon nicht
trifft, und wenn wir einen neuen Integrationsweg 7: [a, b] — C dadurch
definieren, dafl 7 auf [aj_l,aj] die Verbindungsstrecke von 7y(a;_;)
und 7(a;) ist, haben v und 7 in einer Umgebung von z, gleiche Um-
laufzahlen und 7 ist ein Integrationsweg. Also ist mit n(vy, z) auch
n(7, z) stetig in einer Umgebung von z,, wir haben also bewiesen,
dafl C \ |v| fiir jede JORDANkurve mindestens zwei Komponenten
hat.

a;] un-

Als vorlaufig letzte Version des CAUCHYschen Integralsatzes kénnen
wir mit Hilfe des JORDANschen Kurvensatzes formulieren:

SATZ: Der Integrationsweg ~y:[a,b] — C sei eine JORDANkurve und
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die Funktion f sei in einer Umgebung von |y| holomorph. Falls sich f
fortsetzen 1afit zu einer im Innengebiet von v holomorphen Funktion,

ist
/f(z) dz=0.

Beweis: f 148t sich fortsetzen zu einer Funktion, die in einem Ge-
biet G holomorph ist, das sowohl das Innengebiet von  als auch eine
Umgebung von v enthélt. Das Komplement von G liegt im Auflenge-
biet von v, und dort ist iiberall n(vy, z;) = 0. Also ist 7 nullhomolog
in GG, und der Satz folgt aus Satz 4.5.

Fiir Studenten, die einen der in der Topologie {iblichen Homologiebe-
griffe kennen, folgt nun auch leicht, daf§ die hier definierte Homologie
von Integrationswegen mit der dort definierten iibereinstimmt: Dazu
mufl man sich nur iiberlegen, daf} fiir einen im Sinne der Topologie
im Gebiet G nullhomologen Zyklus das Integral iiber jede in G holo-
morphe Funktion verschwindet. Im Sinne der Topologie ist aber ein
Zyklus genau dann nullhomolog, wenn er ein Rand ist, und das be-
deutet, dafl auch das Innengebiet jeder JORDAN-Teilkurve des Zyklus
in G liegt, also verschwindet das Integral.



Kapitel 5: Einige spezielle Funktionen

In diesem Kapitel sollen einige wichtige spezielle Funktionen behan-
delt werden. Hauptthema ist die EULERsche Gammafunktion, die in
vielen Anwendungen innerhalb wie auflerhalb der Mathematik eine
grofle Rolle spielt. Beginnen mdochte ich aber zunichst mit einigen
elementaren Funktionen:

Aus dem ersten Kapitel kennen wir bereits die Exponentialfunktion;
nach Satz 1.5 bildet sie den Streifen {z € C | 0 < Jmz < 27} bijektiv
ab auf C ~\ {0}, wobei die reelle Achse auf die positive reelle Achse
abgebildet wird, und Punkte mit Imaginérteil nahe bei 277 auf Punkte
nahe der positiven reellen Achse; die Umkehrfunktion kann also auf
der positiven reellen Achse nicht stetig sein.

Trotzdem ist natiirlich moglich, einen Logarithmus zu definieren, der

in der Umgebung der positiven reellen Achse stetig ist: Da 2™ = ¢?

ist, bildet die Exponentialfunktion jeden Streifen
{zeC|a<Imz< B} oder {z€C|a<Imz<p}

mit reellen Zahlen o und 8 = a+ 27 bijektiv ab auf C~\ {0}, und auch
die Einschrankungen auf diese Streifen haben Umkehrfunktionen, die
iiberall stetig sind auler auf der Menge der Punkte re'®.

DEFINITION: FEin Halbstrahl ist eine Teilmenge von C der Form
{z € C|z=re mitr>0}
zu einem festen o € R.

Damit folgt sofort aus Satz 1.5:
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LEMMA 5.1: Auf jedem Gebiet G C C, zu dem es einen Halbstrahl h
gibt, so dal G N h = (), gibt es stetige Funktionen L: G — C, so daf3
e = 2 fiir alle z € G. Sind L, und L, zwei solche Funktionen, so
unterscheiden sich L,(z) und Ly(z) fiir jedes z € G héchstens um ein
Vieltaches von 2w, und falls G = C ~\. h das gesamte Komplement

eines Halbstrahls ist, hdngt dieses Vielfache nicht von z ab. .

DEFINITION: FEine stetige Funktion L: G — C auf einem Gebiet G, fiir
die e"?) = 7 ist fiir alle z € G, heifit ein Zweig des Logarithmus. Der
Hauptwert des Logarithmus ist jede Funktion Log: C \. {0} — C, die
jedem z # 0 jenes w € C mit e” = z zuordnet, fiir das —m < Jmw < 7w
ist.

Damit existiert also insbesondere auf jedem Komplement eines Halb-
strahls ein Zweig des Logarithmus; wie man leicht zeigen kann, exi-
stiert sogar auf jedem einfach zusammenhéngenden Gebiet, das den
Nullpunkt nicht enthélt, ein Zweig. Der Hauptwert des Logarith-
mus definiert einen Zweig auf dem Komplement der negativen reellen
Achse; auf dieser Achse ist er nicht stetig.

Mit dem Logarithmus kénnen wir, genauso wie in der reellen Analysis,
beliebige Potenzen definieren:

DEFINITION: L: G — C sei ein Zweig des Logarithmus und a € G.
Dann heit f:C — C; z — e"(9* ein Zweig der Funktion z — a”.

Man beachte, dafl man fiir verschiedene Zweige von L im allgemeinen
verschiedene Funktionen f erhilt; dies gilt selbst dann, wenn a = e
ist, denn fiir fast alle z € C ist 2™ # 0.

Das soll uns fiir die elementaren Funktionen vorldufig geniigen; néch-
stes Ziel ist die Konstruktion von Funktionen aus ihren Nullstellen
und Polen. Beginnen wir mit den Funktionen, die weder Nullstellen
noch Pole haben:
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LEMMA 5.2: Genau dann hat die holomorphe Funktion f:C — C
keine Nullstellen in C, wenn es eine holomorphe Funktion g:C — C

gibt, so daB f(z) = €9 fiir alle z € C.

Beweis: Ist f(z) = e9*), so hat f nach Satz 1.5 keine Nullstellen
in C. Hat umgekehrt f keine Nullstellen in C, so ist die Idee natiirlich,
dal man fiir ¢ den Logarithmus von f nimmt. Leider existiert aber
auf C \ {0} kein Zweig des Logarithmus, wir miissen also etwas
umsténdlicher argumentieren:

Da f in C keine Nullstellen hat, ist dort auch 1/f holomorph, also
auch f'/f; um den Nullpunkt habe diese Funktion die Potenzreihen-

entwicklung
f'(2) - j
= a2 .
ERPo

Diese Reihe konvergiert nach Satz 2.11 in jeder Kreisscheibe um den
Nullpunkt, deren Abschlufl ganz in C enthalten ist, also in jeder Kreis-
scheibe, und damit in ganz C. In jedem Teilgebiet, in dem ein Zweig L
des Logarithmus existiert, ist

f'(z) _dL(f(2))
f(2) dz "’

also ist L(f(z)) eine Stammfunktion von f’(z)/f(z). Eine globale sol-
che Stammfunktion kann durch gliedweise Integration der Potenzreihe
gewonnen werden: Sei b, irgendein Logarithmus von f(0) und

o
c. .
z2)=2"b —1—5 1 It
9() 0 j:0j+1

Auch diese Reihe konvergiert in ganz C absolut, denn mit f'/f ist
auch die Funktion z + by + z - f'(2)/f(z) in ganz C holomorph, und
deren Potenzreihenentwicklung liefert eine konvergente Majorante fiir
die Reihe der Absolutbetrige zu g. Es ist nun fast klar, dal f(z) =
e9(?) ist; beweisen lafit sich das am einfachsten dadurch, dafl wir die
Ableitung (f' — fg')e™? von f/e? betrachten: Diese verschwindet, da
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g eine Stammfunktion von f’/f ist, also ist f(z) = ce9*) mit einer
Konstanten ¢ € C. Fiir z = 0 ist g(z) = b, und e® = £(0), also ist

¢ = 1 und das Lemma ist bewiesen. .

Damit kennen wir auch die allgemeinste in ganz C holomorphe Funk-
tion mit Nullstellen z,,..., 2z, der Ordnungen n,,...,n,, ndmlich

T

f@) ==z e

j=1

mit einer beliebigen auf ganz C holomorphen Funktion g. Wenn f
allerdings unendlich viele Nullstellen haben soll, konnen wir es nicht
mehr so einfach konstruieren; in diesem Fall miissen wir mit unendli-
chen Produkten arbeiten und dafiir sorgen, dafl diese auch existieren.

DEFINITION: (z;);¢n sei eine Folge komplexer Zahlen. Wir sagen, dal3
das Produkt .

1=

§=0

eigentlich konvergiert, wenn es ein r € N gibt, so daf z; # 0 firn > r,
und wenn der Grenzwert

n
lim H 2
n—oo J
j=r+1

existiert und von Null verschieden ist. In diesem Fall setzen wir

n

o0
2. =2, +--2. - lim Zi.
7=0 j=r+1

Damit ist also beispielsweise das Produkt der natiirlichen Zahlen ein-
schliefflich Null nicht konvergent, obwohl jedes Teilprodukt Null ist
und damit die Folge der Teilprodukte konvergiert. Genauso ist auch
das Produkt der Zahlen 277 nicht eigentlich konvergent, denn fiir je-
des r ist das verbleibende unendliche Teilprodukt gleich Null. Der
Vorteil dieser Definition ist, dafl wie im endlichen gilt:
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Ein (eigentlich konvergentes) Produkt ist genau dann Null, wenn min-
destens einer seiner Faktoren Null ist.

Fiir ein eigentlich konvergentes Produkt miissen offensichtlich die Fak-
toren gegen eins konvergieren, es ist daher gelegentlich niitzlich, es in
der Form
oo
[T+ (%)

Jj=1

zu schreiben. Dafiir gilt

LEMMA 5.3: Das Produkt (x), in dem alle Faktoren ungleich Null
seien, ist genau dann eigentlich konvergent, wenn die Reihe

Z Log(1 + u;)
j=1

konvergiert, wobei Log den Hauptwert des Logarithmus bezeichnet.

Beweis: Da die Exponentialfunktion auf ganz C stetig ist, impliziert
die Konvergenz der Summe die des Produkts. Umgekehrt konvergiere
das Produkt (x) eigentlich gegen die komplexe Zahl p # 0, und p,, sei
das n-te Teilprodukt. Da der Quotient p,,/p gegen eins konvergiert,
konvergiert dann die Folge der Log(p,,/p) gegen Null, denn Log ist
stetig in einer Umgebung von 1. Sei

S, = ZLog(l +u;) .
j=1

Dann gibt es ganze Zahlen k,,, so daf}

Log(pn/p> =8, — Lng + anﬂ-i

ist, also

Log(pn+1/p> - Log(pn/p) = 8n—|—1 - Sn + 2(kn—|—1 - kn>7m. .

Dabei ist s,,, —s,, = Log(14wu,,,); da 1+u,, . fiir groBe n nahe bei 1
liegt, liegt der Logarithmus nahe bei Null, hat also insbesondere einen
Imaginérteil kleiner 7. Also mufl die Folge der k,, stationdr werden

und die Folge der s,, konvergiert, wie behauptet.
|
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DEFINITION: Das Produkt (x) heifit absolut konvergent, wenn die
Summe der Log(1 + u;) absolut konvergiert.

Auf den ersten Blick mag diese Definition etwas seltsam erscheinen, da
man eher erwarten wiirde, dafl ein Produkt dann absolut konvergent
sein soll, wenn das Produkt der Betrége seiner Faktoren eigentlich
konvergent ist; dieser Begriff ist aber vollig nutzlos, da er schwécher
wére als der der eigentlichen Konvergenz: Beispielsweise ist zwar das
Produkt der Zahlen (—1)7 nicht eigentlich konvergent, aber das Pro-
dukt der Absolutbetréige konvergiert natiirlich eigentlich gegen 1.

KOROLLAR 5.4: Das Produkt (x) ist genau dann absolut konvergent,
wenn die Reihe ) u; absolut konvergent ist.

Beweis: Da die u; eine Nullfolge bilden, gibt es eine natiirliche Zahl n,
so daf3

|Uj|

fiir alle 7 > n.

Nach diesen Vorbereitungen iiber unendliche Produkte konnen wir
uns an die Konstruktion von Funktionen mit vorgegebenen Nullstellen
machen; Ziel ist

WEIERSTRASSSCHER PRODUKTSATZ: (2;),cy Sei eine Folge von Null
verschiedener komplexer Zahlen ohne Haufungspunkt, (n;) ;cy sei eine
Folge natiirlicher Zahlen, und n, € NU {0}. Dann gibt es eine holo-
morphe Funktion f:C — C mit ord, f = n; undord, f = ny, die fiir
kein z ¢ {0, 24, 24, . . .} verschwindet.

Beweis: Zunidchst geniigt es natiirlich, wenn wir den Fall n, = 0
betrachten, denn ist f;, eine Losung fiir diesen Spezialfall, so ist 2"° f,
eine Losung des allgemeinen Falls.

Die Grundidee des Beweises besteht darin, dafl wir ein Produkt von
Faktoren f;(z) konstruieren, so daf8 f;(z) genau in z; und genau von
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der Ordnung n; verschwindet. Die Wahl f,(z) = (2 — 2,)" scheidet
aus, da das Produkt dieser Funktionen fiir unendlich viele Faktoren
nicht auf ganz C konvergent sein kann. Auch die etwas bessere Wahl
fi(z) = (1 —z/2;)™ fiihrt nur dann zu einem konvergenten Produkt,
wenn die Summe der n;/z; absolut konvergent ist. Daher miissen wir
f; allgemeiner ansetzen; wegen Lemma 5.2 kann dies nur dadurch
geschehen, dafl wir mit einer Exponentialfunktion multiplizieren, also
etwa

<

j

fi(2) = [(1 - i) 5+ WE) ++ %(Zij)’%]”j |

wobei die k; so gewéhlt seien, dafl

fiir alle z € C absolut konvergiert. Eine mogliche Wahl solcher Expo-
nenten k; ist etwa k; = n; + j: Fiir jedes 2z € C gibt es einen Index
n(z), so daB |z/z;| < 5 fiir j > n(z). Alsdann ist

o) k;j+1 ] nj+j 0 nj+j
z 1 " 1
S u(Z) <X w(y) <X (3

j=n(z) J j=n(z) j=n(z)
o 1 j 1 n(z)—1
- (3)-(5)
j=n(z)

die Reihe (%) konvergiert also absolut. Der WEIERSTRASSsche Pro-
duktsatz folgt nun aus

SATZ 5.5: z; und n,; seien wie im WEIERSTRASSschen Produktsatz
definiert. Dann l&8t sich jede holomorphe Funktion f:C — C mit
ord, f = n; und ordy f = ny, die fiir kein z ¢ {0, 2y, 2,,...} ver-
schwindet, in der Form

o0 z 1(z\2 ... 1z ks
f(z):ZHOH[<1_i) e(z_j)+2(zj) + +kj (zj) '69(2)

j=1
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schreiben, wobei (k;),cy eine beliebige Folge natiirlicher Zahlen mit
(x) und g: C — C eine geeignete holomorphe Funktion bezeichnet.

Zum Beweis bezeichnen wir die Faktoren wieder wie oben mit f;; nach
Lemma 5.3 miissen wir fiir die punktweise Konvergenz des Produkts
zeigen, daf

Z}fj(z)_l}

fiir jedes z € C konvergiert. Beginnen wir mit Abschétzungen fiir die
einzelnen Faktoren.

Um die Uniibersichtlichkeit der auftretenden Ausdriicke in Grenzen
zu halten, betrachten wir eine neue komplexe Variable u, fiir die spéter
die Quotienten z/ z; fiir hinreichend grofies j eingesetzt werden. Fiir
lu| <1 ist

denn der Hauptwert des Logarithmus ist insbesondere in der Halb-
ebene PRewu > 0 holomorph, also als Potenzreihe darstellbar, und da
die angegebene Potenzreihendarstellung im Intervall (0, 1) gilt, ist sie
die eindeutig bestimmte Potenzreihenentwicklung von Log(1—w) im
Einheitskreis. Also ist dort

uw?oud
_u ————————
l—u=e¢e 2 3
und
2 o
U+ —+- +k‘—
(1—u)-e J
_iﬂ u+—2+ -|-ﬁ —Uijrl-l-
= e j:lj e k] =€ k.7+1
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Fiir die Betrage folgt, dafl

. ». o NIRRE Rt .\
u —_— ... —n, ..
J
(I —wue 2 K —1l=le kj+1 —1
kj—|—1 ) o
L I
<e Fitl —1<e =0 1
Juf i

n.
—e P 1—ul _q

. 1. 2 u|Fi 1
Fiir |u| < 5 ist das ™7 —1, und da man sofort aus der Poten-

zreihenentwicklungen der linken und der rechten Seite abliest, dafl
e’ — 1 < zxe® fiir jedes positive z, ist

k; kj
e2n;lul o 1< 2nj‘u|kj+162nj|u| 2 :

Wir beweisen nun die Konvergenz von

Z}fj('z)—l\

fir alle z mit |z2| < R, wobei R eine beliebige aber feste reelle Zahl
sei. Dazu sei ein Index m so gewéhlt, dafl

kj+1
<

R

Zj

1

R
< — und n;

Zj

1
3 fiir alle j > m.

Dann ist nach obiger Rechnung

Zj

kj+1 kj+1
£,(2) ~1] < 2n, Al
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Fiir j > m ist der Exponent nach Voraussetzung kleiner als 1, also ist

kj—|—1

kj—|—1

|f(z) — 1] < 2n; :

J

Zj

Damit ist
kj+1

DI =1 <6 ny
j=m j=m

zZ
Zj

wobei die rechte Seite nach Wahl der k; konvergent ist, und damit
auch die linke. Dies beweist die punktweise Konvergenz des Produkts
der f;; da der Index m nur von R abhéngt, folgt sogar die gleichméBige
Konvergenz in jeder abgeschlossenen Kreisscheibe um den Nullpunkt,
und damit in jeder kompakten Teilmenge von C.

Damit folgt schlieflich auch die Holomorphie der Grenzfunktion aus
dem SATZ VON WEIERSTRASS:

SATZ 5.6: Die Funktionen f;: G — C seien holomorph im Gebiet G,
und fiir jedes z € G existiere der Grenzwert

£2) = lim £,2).

Falls die Folge der f; auf jedem kompakten Teilgebiet von G gleich-
maBig konvergiert, ist auch die Grenzfunktion f: G — C holomorph,
und die Folge der Funktionen f;n):G — C der n-ten Ableitungen
konvergiert fiir jedes n > 0 auf jeder kompakten Teilmenge von G
gleichmiiBlig gegen f, d.h. Grenzwertbildung und Ableitung kénnen
vertauscht werden.

Beweis: Wie wir aus der Analysis wissen (sollten), ist der Grenzwert
einer gleichméfig konvergenten Folge stetiger Funktionen wieder ste-
tig; da jeder Punkt von G in G eine kompakte Umgebung hat, ist f
also stetig in G.

Zum Nachweis der Holomorphie verwenden wir Satz 2.12 ¢): Danach
mufl gezeigt werden, daf fiir jedes Dreieck A\, dessen Abschlufl ganz



Einige spezielle Funktionen 109

in G liegt,

/ f(z)dz=0
YN

ist. Da A C G kompakt ist, konvergieren die f;(2) auf OA gleichmifig
gegen f, also ist

j—o0
ON

/f(z)dz: lim [ f;(2)dz=0,
o0A

da die f; holomorph sind.

Genauso konvergiert fiir jedes n > 0 und jedes z, € G auch

f](z)

(2 = zp)" !

gleichméfig auf dem Rand einer jeden offenen Kreisscheibe D, deren
Abschlufl ganz in G liegt, also ist nach dem CAUCHYschen Integralsatz

I (z0) = 2mi / (z — zy)"H! dz = jll}IEO (z — zy) 1 dz
oD oD

= lim £ (z),

j—o0

wobei die Konvergenz nach den iiblichen Abschétzungen gleichmafig
auf jeder ganz in D liegenden abgeschlossenen Kreisscheibe ist. Da
jede kompakte Teilmenge von G durch endlich viele Kreisscheiben
iiberdeckt werden kann, ist die Konvergenz gleichméfig auf jeder kom-
pakten Teilmenge von G.

Damit ist der Satz von WEIERSTRASS bewiesen, also auch Satz 5.5

und damit auch der WEIERSTRASSsche Produktsatz. .

Als Korollar zum WEIERSTRASSschen Produktsatz folgt
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KOROLLAR 5.7: Jede auf ganz C meromorphe Funktion a8t sich als
Quotient zweier holomorpher Funktionen schreiben.

Beweis: Die Funktion f: C — C sei auf ganz C meromorph; ihre Pole
seien zy, 25, . . ., und die jeweiligen Polordnungen seien ny,n,, ..., d.h.
ordzj J = —n;. Dann gibt es nach dem WEIERSTRASSschen Produk-
tsatz eine holomorphe Funktion h:C — C mit ord, f = n;, fir die
Produktfunktion g = fh ist also

ordzj g= ordzj f +ordzj h=-n;4+n;=0,

und damit ist g eine holomorphe Funktion mit f = g/h.

Die Hauptanwendungen des WEIERSTRASSschen Produktsatzes liegen
in der Konstruktion von Funktionen mit vorgegebenen Nullstellen.
Am einfachsten ist der Fall, da} Nullstellen z;, z,,... und Nullstel-
lenordnungen n,,n,,... so vorgegeben sind, daf Ej n;/z; konver-
giert; in diesem Fall gilt die Bedingung (*) an die Exponenten k;
schon fiir identisch verschwindende k;, und jede holomorphe Funk-
tion mit der vorgegebenen Nullstellenverteilung 148t sich als

£ = ] (1 _ Zi)

schreiben. Leider gibt es aber praktisch keine interessanten Beispiele
mit dieser Eigenschaft.

Betrachten wir statt dessen holomorphe Funktionen, deren Nullstellen
genau die ganzen Zahlen sind, wobei jede dieser Nullstellen die Ord-
nung eins habe; also sei etwa

Jt1

20=0 und =z, = 2.
0 J {—% fiir gerades j

fiir ungerades j

und n; = 1 fiir alle n. Hier kénnen wir wegen der Divergenz der
harmonischen Reihe nicht alle k; = 0 setzen. Da aber

S(2) )

Jj=1
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fiir jedes z absolut konvergiert, kénnen wir

() = 269 f[l (1 _ %) (2)

schreiben. Da in diesem Produkt mit jedem z; auch —z; vorkommt,

konnen wir diese beiden Terme zusammenfassen und erhalten wegen

z Z z _Z z 2
(-2)eF(o2) 1 (2)
Zj Zj i

die einfachere Darstellung

F(2) = 269 lj (1 = (§)Q> ,

deren Konvergenz wir ganz ohne WEIERSTRASSschen Produktsatz
auch direkt aus Korollar 5.4 hitten ablesen koénnen.

Wir kennen mindestens eine holomorphe Funktion, deren Nullstellen
genau die ganzen Zahlen sind und alle Multiplizitdt ein haben,
nédmlich die Funktion sinmz. Nach dem WEIERSTRASSschen Produk-
tsatz gibt es dazu eine holomorphe Funktion g: C — C, so daf3

[e’e) 2
sinTz = zed(®) 1— <f) .

Die Funktion g kann beispielsweise mit dem folgenden Trick von
WIELANDT bestimmt werden: Bildet man auf beiden Seiten der Glei-
chung die logarithmische Ableitung

dlog f  df
dz _E/f’

und beachtet man, daf die Leibniz-Regel (uv)" = v'v + uv’ fiir loga-
rithmische Ableitungen zu

(uwv)’

e | =,

/

v

_|__

uv v
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wird, und entsprechend auch fiir beliebig viele Faktoren, so folgt, dafl

TCOSTZ 1
sin mz +Z<Z—j z—l—j)

ist. Eine weitere Ableitung nach z liefert

oder

g"(2) erfiillt die Funktionalgleichung
9"(2) + 9" (= + 3) = 49" (22),

denn erstens ist

2 2 w2 w2 w2
sin® 7z * sin®m(z+ 1) sin®mz * cos?mz  sinwzcos?
4
sin? 27z’

da sin 2z = 2sin z cos z, und zweitens ist

_Z G- _Z (z+3-4)?
= 4 = 4
= 22— 25) J_Zoo (22 — (25 — 1))
= 1
- 4j;m (22 —j)?

Da mit g auch ¢”(z) eine holomorphe Funktion ist, kénnen wir die
Maxima M, My und M; von |¢g”(z)| auf den abgeschlossenen Kreis-
scheiben um Null mit Radien 1,% und 2 betrachten; natiirlich ist
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M, < M, < M;. Andererseits ist aber wegen der gerade bewiesenen
Funktionalgleichung 4M; < M, + M,, also 4Ms < M, + M, < 2M,
und damit ist M3 = 0. Nach dem Identitéitssatz verschwindet g” auf
ganz C, die erste Ableitung ¢’ von ¢ ist also konstant. Durch logarith-
mische Ableitung der Ausgangsgleichung haben wir oben nachgerech-
net, dafl

p mcosmz 1 > 1 1
g = *
=1

sin z z—3 z-+7
_mcosTz 1 i 2z
~ sinwz z 4 22— 42
7j=1
ist, also ist g'(—z) = —¢’(z) eine ungerade konstante Funktion, d.h.

die Nullfunktion. Also ist sogar g konstant. Wenn wir in

. o'} 2
SINTz g 1_ (%
z € H J

J=1

z gegen Null gehen lassen, geht die linke Seite nach de I’'Hopital nach m
und die rechte nach 9%, also folgt

o) 2
SATZ 5.8: sinnwz = WZH (1 — (E) ) .
J

J=1

Als néchstes Beispiel versuchen wir, die Funktion

N —- N
n— nl

zu einer meromorphen Funktion I7:C — C fortzusetzen, die fiir alle
z € C die Bedingung I1(z + 1) = (2 + 1)1I(2) erfiillt. (Die Funktion
kann nicht holomorph sein, denn 1 = I7(0) = 0 - II(—1), so dafl —1
und damit auch jede andere negative ganze Zahl eine Polstelle sein
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muf}.) GAUSS machte dazu den folgenden Ansatz: Fiir zwei natiirliche
Zahlen z,n € N ist

21 (2+n)!
! (Z+1) ..... (Z+n)
_n'(n+1) ..... (n+2z) nln? (1_|_ 1) ..... (1_1_%)
(z4+1)----- (z+mn) (z+1) - (z + n)
n!n® 1 .
=, (zF1)--- (z+n)(1+ﬁ) """ (1+2)
. nln*
:n11_>IIolo (Z-|—1> ,,,,, (Z+’I’L>,

denn die Anzahl z der Faktoren ist konstant und jeder einzelne geht
gegen eins. Der letzte Ausdruck ist aber fiir jedes z € C mit Ausnahme
der negativen ganzen Zahlen definiert, wenn wir wie iiblich n® =
eo8(M)= getzen. Dies legt die Definition

II(z) = nll_glo (z4+1)---- (z+n)

nahe, wobei dieser Grenzwert fiir negative ganze Zahlen oo sein soll.

Um zu zeigen, dafl dieser Grenzwert existiert und eine meromorphe
Funktion definiert, kénnten wir die gleichméflige Konvergenz auf C
minus den negativen ganzen Zahlen nachweisen und dann Satz 5.6
anwenden. Einfacher ist es aber, den bereits bekannten WEIER-
STRASSschen Produktsatz zu verwenden: Wenn sich die Funktion I7
so verhélt, wie wir es erwarten, ist 1/11(z) holomorph in ganz C und
hat einfache Nullstellen in den negativen ganzen Zahlen. Satz 5.5 sagt
uns, wie wir solche Funktionen konstruieren kénnen: Da

[e3e] 5 2 [e’e] 1
() =X
j=1 J j:1]
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fiir jedes z € C absolut konvergiert, ist

- z\ —2 - 2 _Zi%
G(z) = (1+—,)8 i = lim H<1+_~)6 j=1
n—oo
1

DG X

n—o00 n!

eine auf ganz C holomorphe Funktion. Das gleiche gilt jedenfalls dann
auch fiir

1 — lim (Z+1>"'(Z+n)e—zLog(n)
(z) n—oo n!
n 1 n 1
s Lz > =—Logn
o GADam) TTET <j:13 )
n— oo n! ’
wenn

. 1
fy_nli}ngo 25 — Logn
j=1
existiert, denn dann ist mit G auch 1/11(z) = G(z)e?’* auf ganz C
holomorph und

ist meromorph mit einfachen Polen bei den negativen ganzen Zahlen.

n

Sei also v,, = >_;_; 1/j — Log n. Dann ist einerseits

j=1 { j=2 21
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die Folge ist also monoton fallend; andererseits ist

i R 1
z
=> (== = ~ >0
Tn p ] / > + n

J

fiir alle n. Also existiert der Grenzwert und ist endlich; néherungs-
weise ist

v~ 0,57721 56649 01532 86060 65120 90082 40243 10421 59.. .. .

11 erfiillt auch die verlangte Funktionalgleichung, denn

n!nz—H
II(z+1) = lim
n—oo (z+42)----- (z+14+n)
n!n® n
—(z41) 1 :
(z+ )n1—>nc}o(z—i—1) ~~~~~ (z+n) z+1+n
n!n? 1
= 1)1
(z+ )nl—>nolo(2,’+1> ----- (z+n) 1+ 2t
=(z+1)1I(2).

Trotz dieser schonen Eigenschaften findet man aber die Funktion I7
heute nur noch in wenigen Lehrbiichern, denn EULER hat das Interpo-
lationsproblem fiir n — n! auf andere Weise gelost und kam dabei zu
einer Funktion I'(z), von der sich zeigte, daf I'(z) = II(z — 1) ist. Im
Laufe der Jahre haben verschiedene Modestrémungen in der Mathe-
matik mal die eine, mal die andere Funktion populédrer werden lassen;
derzeit ist die EULERsche Gammafunktion modern, und angesichts
der vielen Tabellen, Bibliotheksunterprogramme, Lehrbiicher, ... in
denen sie dargestellt ist, wird sie es wohl auch fiir die nichste Zeit
bleiben. Wir definieren also

11
DEFINITION: I'(2) =II(z — 1) = = lim
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und erhalten sofort aus den Eigenschaften von II, da3 ' auf ganz C
meromorph ist mit Polen in 0 und den negativen ganzen Zahlen;
auferdem ist

[(z+1)=2I(z) fiirallezeC.

Die Funktion I'(1—2) hat damit Pole genau in den natiirlichen Zahlen,
und I'(z)I"(1 — z) hat Pole genau in den sémtlichen ganzen Zahlen; ihr
Kehrwert hat also Nullstellen genau in den sdmtlichen ganzen Zahlen.
Solche Funktionen haben wir gerade etwas weiter oben behandelt, und
in der Tat ist

1
L'(z)I'(1 - 2)
— Iim 2(z+1)----- (Z+n)-li (1—2)----- (n+1-2)
n—oo n!n? n—00 n!nl—2
2 G2 =2%) - (n 41— 2)
= lim
n—o0 (nh)2-n
n 2 .
z n+1—=z sinmwz
= i 1-2). _ ,
Jim 2 [ ( jz) n =
j=1
Also folgt
s
LEMMA 5.9: T(2)I'(1 — 2) = —= .
sinmwz

Daraus folgt insbesondere, dafl I'(z) nie Null werden kann, und speziell
fiir 2 = 1 folgt I'(3) = /7 denn sin(7r/2) = 1, und von der Definition
her ist klar, dafl I'($) nicht negativ sein kann.

Wegen Lemma 5.9 (oder auch wegen der Darstellung von G(z) iiber
den WEIERSTRASSschen Produktsatz) sind alle Pole von I' einfach.
Deshalb 148t sich das Residuum an der Stelle z = —n fiir ein n € N,
nach der Formel

Res_, I'(z) = lim (z+n)I'(2)

-
Z——n
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berechnen. Durch mehrfache Anwendung der Funktionalgleichung er-
halten wir

P DE+D T+ Tetntl)
RS e P e e
also
o I'(z+n+1)
Res_, I'(z) = Zl_lfﬁln 2(z+1)---(z+n—1)
(1) _ =t

(- =1) (D«

SATZ 5.10: Die I'-Funktion ist auf ganz C meromorph; in den nicht-
negativen ganzen Zahlen —n hat sie einfache Pole mit Residuum

(—1)"/nl.

Offensichtlich ist die I'-Funktion nicht die einzige meromorphe Funk-
tion f, fiir die f(n) = (n—1)! ist fur alle natiirlichen Zahlen n; fiir jede
holomorphe Funktion ¢ ist I'(z) + ¢g(2) sin7z eine weitere. Trotzdem
1a8t sich I' unter all diesen Funktionen auszeichnen. Eine wesentliche
Eigenschaft dazu ist

LEMMA 5.11: T'(2) ist im Streifen 1 < Re z < 2 beschréinkt.

Beweis: Sei z = x + iy mit 1 <z < 2. Dann ist |z| > z, also

z €T

nln nln

2(z4+1)---(z+n) = z(x+1)---(x+n)

und damit |T'(z)| < T'(z). Da die I'-Funktion fiir %e z > 0 holomorph
ist, ist sie sicherlich im kompakten Intervall [1,2] beschréinkt, also

auch im gesamten Streifen.
|
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SATZ 5.12: Die Funktion f:G — C sei meromorph im Gebiet G,
das den Streifen 1 < PRez < 2 enthalte; im Streifen selbst sei sie

holomorph und beschriankt, und wo immer beide Seiten definiert sind
sei f(z+ 1) = zf(2). Dann ist f(z) = f(1)I'(2) fiir alle z € G.

Beweis: Die Funktion z +— (2 —1) f(z—1) ist in einer gewissen Umge-
bung des Streifens 2 < Pe z < 3 definiert und holomorph; fiir z € G
stimmt sie mit f(z) {iberein. Damit lassen sich die beiden Funktionen
,zusammenkleben®, die Funktion f kann also analytisch fortgeset-
zt werden in ein Gebiet, das auch noch den Streifen 2 < Rez < 3
enthélt, indem man fiir alle Punkte, in denen f noch nicht erklért
ist, den Funktionswert (z — 1)f(z — 1) nimmt. Auf genau die glei-
che Weise 1483t sich f sukzessive weiter fortsetzen auf jeden Streifen
n <MRez < (n+1), also auf die gesamte Halbebene fRez > 1. Durch
die Vorschrift

fz+1) B f(z+n+1)

f<2):7:“._z(z—l—l)~-~(z—i—n)

kann f weiter fortgesetzt werden auf die Halbebene Rez > —n,
wobei dann allerdings bei den nichtpositiven ganzen Zahlen Pole
entstehen. Insgesamt kann f also zu einer auf ganz C meromorphen
Funktion fortgesetzt werden mit Polen in den nichtpositiven ganzen
Zahlen. Die gleiche Rechnung, die zu Satz 5.10 fiihrte, gibt hier die
Formel

="

n!

Res_,, f = f(),

die Funktion
9(2) = f(z) = F(LT(2)
ef
hat also keine Pole mehr und ist somit in ganz C holomorph. Wir
miissen zeigen, daf} sie identisch verschwindet. Da sie im Punkt z = 1
verschwindet, geniigt es, ihre Beschranktheit zu zeigen, denn dann ist
sie nach dem Satz von LIOUVILLE konstant.

Zunichst ist g im Streifen 1 < fRe 2z < 2 beschrénkt, denn f ist dort
nach Voraussetzung beschréankt und I" nach Lemma 5.11. Damit ist
g auch im Streifen 0 < fRez < 1 beschriankt, denn im (kompakten)
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Rechteck, in dem zusétzlich | IJm z| < 1 ist, ist jede holomorphe Funk-
tion beschriankt, und fiir | Jmz| > 1 ist

g+ 1| _ lg(z+1)
z | Jmz|

9()| < \ < lg(z+1)

beschrankt, da 1 <fRe(z+ 1) < 2. Da mit z auch (1 — z) im Streifen
0 <fRez <1 liegt, ist dort auch die Funktion

s(z) = g(2)g(1 - 2)

dot 7
beschrankt.

Mit f erfiillt auch g die Funktionalgleichung der I'-Funktion, denn

9(z+1) = fz+1) = f(WT(z + 1) = 2f(2) = f(1)2T'(2) = 29(2)
und deshalb ist
s(z+1) = g(z+1)g(=2) = 29(2) - g(—2)
=—9(2) - (=2)g9(=2) = —g(2)9(1 — 2) = —s(2) ;

der Betrag von s ist also periodisch mit Periode eins und damit auf
ganz C beschréinkt. Nach dem Satz von LIOUVILLE ist s also eine
konstante Funktion; da mit g(1) auch s(1) verschwindet, ist sie iden-
tisch Null. Dann muf} aber auch ¢ identisch verschwinden, denn sonst
hétten g(z) und g(1 — z) beide diskrete Nullstellenmengen, und damit
auch s. -

Als wichtigste Anwendung koénnen wir zeigen, dafl die EULERsche

Definition
o

/e_ttz_l dt fir Rez >0
0

FEuler (Z> cif

mit der GAUSSschen {ibereinstimmt. Dazu miissen wir uns zunéchst
iiberlegen, dafl das uneigentliche Integral aus dieser Definition iiber-
haupt existiert. Dazu schreiben wir

[e%s) 1 [e%s)

/e‘ttz_ldt: /e‘ttz_ldzH— /e‘ttz_ldt

0 0 1
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und betrachten die beiden Integrale einzeln. Das erste hat fiir Re z > 1
einen stetigen Integranden, existiert also; fiir 0 < PRe z < 1 beachten
wir zunéchst. daf3 fiir alle reellen x,y und ¢ > 0 gilt

| = |7 Y| = ¢ [¢Y] =t e o8| = 7

fiir 0 < ¢t < 1 ist daher

—tpz—1] _ | © _ yz—1| _ 4Rez—1
‘6 t* ‘ o tz—1| — |¢l-= o ‘tz ‘ =17 )
wobei a = PRez — 1 zwischen -1 und 0 liegt. Die Stammfunktion

%71 /(a — 1) von t* existiert somit sowohl fiir ¢ = 0 als auch fiir ¢ = 1,
so dafl das Integral iiber t* eine konvergente Majorante ist und damit
auch das Integral iiber e *¢*~! von 0 bis 1 sogar absolut konvergiert.

Auch das zweite Integral ist unproblematisch, denn da die reelle Ex-
ponentialfunktion schneller wéchst als jede Potenz, kann der Betrag
des Integranden leicht abgeschéitzt werden durch ein Vielfaches bei-
spielsweise von 1/t*, und

/dt_—l
2t
1

konvergiert. Damit existiert die Funktion I, (z) fiir alle z mit
MRe z > 0, und aus dem obigen Lemma folgt

=1

o]
1

KOROLLAR 5.13: Fiir alle z mit Re z > 0 ist [, (2) = T'(2).

Beweis: Im Streifen 1 < PRez < 2 ist der Integrand von Iy, eine
holomorphe Funktion von z, und der Betrag des Integrals ist durch
Iuter (Re 2) beschriankt; indem man die beiden Integrale von 0 bis 1
und von 1 bis co getrennt betrachtet, sieht man leicht, dafl dieses
Integral konvergiert. Also ist I, in einer Umgebung des Streifens
holomorph und im Streifen beschrinkt.

oo

FEuler(Z + 1) = /e_ttz dt
0
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kann wegen

L W L
durch partielle Integration berechnet werden zu
0 0o o0
/e_ttz dt = —e "t*| +z / e = 2T 0, (2)
0 0 0

Nach dem gerade bewiesenen Satz ist I}, also ein konstantes Viel-
faches von I'; tatséichlich sind beide sogar gleich, denn

o0 oo

FEuler(:l) = /e_tto dt = /6_t dt = —e™t

0 0

oo

=¥ =1.

0

Fiir viele Anwendungen der Gammafunktion, etwa in Kombinatorik
und Statistik, ist es wichtig, ihre Funktionswerte fiir grole Argumente
effizient berechnen zu kénnen. Dies ist sowohl in der GAUSSschen wie
in der EULERschen Darstellung ein Problem; wir brauchen also einen
neuen Ansatz.

Ausgangspunkt dazu ist die zweite logarithmische Ableitung von I':
Aus der Darstellung

berechnen wir zunachst

d 1 1 1
—logT'(2) = — ———E S
dz ogI'(2) v z p (Z-I—j j) ’

und damit
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Aus dieser Formel kénnen wir eine Bezichung fiir I'(2z) ableiten,
die LEGENDREsche Verdoppelungsformel: Da sowohl I'(2z) also auch
I'(2)T(z + 1) keine Nullstellen haben und einfache Pole genau an den
Stellen z = —n/2 mit n € Ny, gibt es eine holomorphe Funktion g(z),
so daf

T'(2)T(z + %) = e99)1(22)

ist. Nach der gerade hergeleiteten Beziehung fiir die zweite logarith-
mische Ableitung folgt, daf3

— 1 - 1 d?
i ——— = —logI'(2
Z(Z+j)2+z(z+j—|—1)2 dz2 ogI'(22),

=0 =0 2
also
[ee) 1 . o0
— =g"(2) +4
;0 (2 + 34)° ; (22 +j)°
1 4

Damit ist ¢”’(2) = 0, denn = —

) (z+34)?  (22+7)
Somit ist g(z) = az+0b eine lineare Funktion; die Koeffizienten a und b
konnen durch Einsetzen zweier spezieller Werte bestimmt werden:
Fiir z = £ erhalten wir /7 = e¥/?+0 und fiir z = 1 ist Lym=eth,
Logarithmieren fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem fiir ¢ und b
mit Losungen a = —log2? und b = %logw + log 2; das Endergebnis
ist also die

LEGENDRESCHE VERDOPPELUNGSFORMEL:

VaL(22) = 227D (2)T(2 + 3) .

Diese Formel zeigt zumindest, dafl die Gammafunktion sehr schnell
wéchst; um genau zu sehen, wie schnell, integrieren wir die Formel fiir
die zweite logarithmische Abbildung wieder, und zwar dadurch, dafl
wir die rechte Seite als Integral iiber eine Hilfsvariable ¢ auffassen und
dann die Integrationen iiber z und iiber ¢ miteinander vertauschen:
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Man iiberzeugt sich leicht, da te® die Stammfunktion

et (at — 1)

a?

hat; fiir Rez > 0 und j € N ist also

/te—(Z“l‘j)t dt = e_(z+j)t (_(Z +j)t T 1) _
(z+7)? (z+7)?

0

Summation iiber j ergibt

Z S logI'(2 /Zt —ERDE g = /te_ZtZ(e_t ’
=0

0
00

e [

0 0

Ersetzen wir schliellich noch z durch (z + 1), so folgt die etwas
tibersichtlichere Formel

d? te *t
logT’ 1 dt
d2 8 (z+1)= / et —1

0

fiir alle z mit Rez > —1.

Zur Integration dieser Formel nach z verwenden wir mehrfach die
folgende

BEMERKUNG: Die Funktion f:R-, — R sei stetig und beschréinkt.
Dann existiert das Integral

o0

/ e *Lf(t) dt

0
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fiir jedes z mit Rez > 0, und falls lim,_,, f(t)/t existiert, hat die so
definierte Funktion von z die Stammifunktion

oo_e—zt
Z flt)dt.
/=

Beweis: Es reicht natiirlich, die Existenz des Integrals fiir positive
reelle Werte von z nachzuweisen, und fiir diese ist das eine einfache
Ubungsaufgabe in Analysis. Falls f(t)/t stetig nach 0 fortgesetzt wer-
den kann, zeigt die gleiche Argumentation fiir die Funktion f(t)/t
auch die Existenz des zweiten Integrals, und wegen

/e_Zt dz = —e *t Jt

folgt auch der Rest der Behauptung.

Zur Integration der Formel

(e e)
2 te—zt

d
0

miissen wir die Funktion f(¢) = t/(e’ — 1) betrachten. Leider geht
f(t)/t fiir t — 0 gegen Unendlich, die Bemerkung ist also nicht direkt
anwendbar. Nun ist aber

s _ =zt o
/e_tht: ¢ = —,
z z
0 0
also -
d? 1 Lt
@logF(z—l—l)—;:/e (et—l_l) dt,
0
und fiir .
t —e" +t+1
f(t): — 1=
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folgt durch zweimalige Anwendung der Regel von de I’Hopital, dafl
t

m —~ = lim =]lim — = lim = ——
t—0 ¢t t—0 tel —t t—0tet +et —1  t—0 tet + 2et 2

—&+t+1_r —e' +1 . =€ 1

existiert; also ist

1 1
— | dt+C;.
1—et+t) T4

o0
% logl'(z+ 1) —log z = /e_Zt (
0
Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C setzen wir rechts und
links fiir z eine natiirliche Zahl n ein und lassen diese gegen unendlich
gehen. Das Integral rechts geht gegen Null, da die Klammer, wie ge-
rade ausgerechnet, fiir ¢t — 0 gegen % geht und fiir ¢ — oo gegen 0, so
daf sie fiir alle ¢t im Integrationsbereich beschrankt bleibt, wahrend
der Vorfaktor e™™ gleichmiflig gegen Null konvergiert. Also ist C,
gleich dem Grenzwert der linken Seite. Wie wir oben ausgerechnet
haben, ist

also

d 1 1 1
® logT(n+1)—logn = —y — S (—— <) -1
708 (n+1)—logn R j:l(n+ . ) ogn

"1
L S
=17

und dies geht nach Definition der EULERschen Konstanten v gegen
Null. Somit verschwindet C, und wir haben

oo

d L 1 1
ElogF(Z—l—l)—logz:/e <m+¥> dt .
0

Auch diese Formel mufl integriert werden. Wieder kénnen wir die
Bemerkung nicht direkt anwenden, denn f(t), die Klammer, hat ja
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fiir t — 0 den Grenzwert % Daher modifizieren wir die Formel wieder,
diesmal zu

d 1 1 1 1
® ogT(z4+1)—logz — — = [ e L
dz % (z41) ~log= 2z /6 (1—et+t 2) ’

und erhalten, nachdem wir uns von der Existenz des Grenzwerts von
f(t)/t fiir t — 0 iiberzeugt haben,

oo

1 . 1 1 1\ dt
IOgF(2+1)_Z(IOg2_1)_§Ing = /6 t <1 Y + r 5) ?‘1‘02 .
0

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten lassen wir auch hier wie-
der den Realteil von z gegen oo gehen (die Ganzzahligkeit von z bringt
hier keinen Vorteil); wieder geht das Integral auf der rechten Seite
gegen Null, d.h.

Cy= lim logT(z+1)—2(logz—1)— 3logz

Re z—00

= lim logT(z+1)— (z2+ 3)logz + 2.

Re z—00

Exponentiation fiihrt zu

Re z—r00

= lim T(2z+1)-(2z)"%+3) .2

Re z—00

denn mit z bekommt auch 2z beliebig groflen Realteil. Nach der Ver-
doppelungsformel von LEGENDRE ist

2z—1 2z

Nz I(2)(z+35) = Jr

[(2z+41) = 22'(22) = 22- T(z+3)(z+1),
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also
—(22+l)
Cs = %eligooF(z + 1)z + ) VT 22
= plim (TG ) Ce) (T + e =)~ H)
1

—C,-C,-e"3 .05 — ‘
3 8¢ ¢ \ 2T v 2T

Somit ist Cy = v27 und C, = 1 log(27), das Ergebnis ist also

SATZ 5.14: logI'(z + 1)

il 1 1 1)\ dt
1 1 —zt
:(2+§)logz—z+§log2ﬁ+/e (et—l_z+§)7'

0
n

Tatséchlich haben wir gerade etwas mehr bewiesen, ndmlich dafl

lim (logD'(z+1) — (24 1)logz + z) = log V2

Re z—o0

gleichméfig in Jm 2, also ist

1
lim (T'(z + 1)2_(Z+§)ez) =27

Re z— 00

oder .
lim (F(z)z_(z_i)ez) =V2r.

Re z—00

Damit ist asymptotisch fiir grofle Realteile von z
1

[(z)=V2mz" 2e 7

das ist die bekannte STIRLINGsche Formel. Nach Satz 5.14 kann diese
Formel leicht beliebig verfeinert werden; man mufl nur das dortige
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Integral in eine Potenzreihe entwickeln, wozu — wegen der Irregular-
itéit der Potenzreihenentwicklung von 1/(e’ — 1) — im allgemeinen die

sogenannten BERNOULLIzahlen B,, eingefiihrt werden:

2j—1

1 1 1 & .. B,
- _ = -1 7j—1 J
-1 - 2 +;< IR

Ich mochte hierauf nicht weiter eingehen.

Statt dessen mochte ich im Rest dieses Kapitels auf eine weitere in
vielen Teilen der Mathematik und deren Anwendungen wichtige Funk-
tion eingehen, die RIEMANNsche Zetafunktion

(=) =2

Zunachst mufl die Frage der Konvergenz gekléart werden. Fiir reelles
z>11ist

n
- dt 1 1
7 <1 ~ =1 1— ——
- 1

konvergent, fiir z > 2z, > 1 sogar gleichmé&fig in z. Fiir komplexes z
ist |1/n*| = 1/nmu, die Reihe ((Re z) ist also eine Majorante von
|C(2)], so dafl auch ((z) fiir SRez > 1 konvergiert, fiir Rez > 2z, > 1
sogar gleichméfig. Nach dem Satz von WEIERSTRASS, Satz 5.6, ist
((z) also holomorph in der Halbebenen Rez > 1.

Fiir z = 1 fiithrt die Definition von ¢ auf die harmonische Reihe,
die bekanntlich divergent ist; falls ( also iiber das Gebiet Rez > 1
hinaus fortgesetzt werden kann, dann nur als meromorphe Funktion
mit einem Pol bei z = 1. Eine solche Fortsetzung liefert uns die gerade
behandelte Gammafunktion: In der EULERschen Darstellung ist

o0

I'(z) = /tz_le_t dt

0
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fiir Re z > 0; die Substitution t + jt ergibt

oo oo
I'(z) = /jz—ltz—le—jtjdt:jz/tz—le—jt dt
0 0
also
j T (2) = /tz_le_jt dt
0

und — nach Summation iiber 7 mittels Summenformel fiir geometri-
sche Reihen — damit fiir Rez > 1

tZ—l

C(Z)F(Z):Z/tz_le_jtdt:/tz_lze_jtdt:/ T dt.
i=10 0 j=1 g7

Fir Rez > 1 ist also

> z—1 o : > z—1
C(z) = 1 /t dt:F<1 z)smw,z/ t gt
0

et — 1 T et —1 7
0

wobei das zweite Gleichheitszeichen aus Lemma 5.9 folgt. Das Inte-
gral in dieser Darstellung ist leider auch nur fiir SRez > 1 definiert,
denn ansonsten gibt es Probleme mit der Konvergenz des Integrals an
seiner unteren Grenze. Dieses untere Grenze Null kénnen wir dadurch
umgehen, dafl wir einen komplizierteren Integrationsweg wéhlen, der
den Nullpunkt vermeidet: Wir ersetzen den reellen Integrationspa-
rameter ¢t durch einen komplexen Parameter u und betrachten

2

iiber folgenden Integrationsweg ~v: Wir gehen aus von einer kleinen
positiven reellen Zahl € und einer groflen positiven reellen Zahl N;
dann soll v starten am Punkt N + e, von dort aus parallel zur reellen
Achse zum Punkt € +ie gehen; dieser Teil des Integrationsweg sei v, .
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Sodann soll v auf dem Dreiviertelkreis mit Radius r = | + ig| = ev/2
um den Nullpunkt weitergehen zum Punkt e — ie; dieser Teil des
Integrationswegs sei 7,. Der letzte Teil 5 schlielich geht von € — e
aus parallel zur reellen Achse zum Punkt N — ie:

e
=

Da wir im Zé&hler des Integranden —u statt u geschrieben haben, ist
dieser auf v stetig, denn Log(—wu) wird nur fiir die v auf der positiven
reellen Achse unstetig, und die haben wir vermieden. Daher existiert
das Integral fiir alle z € C, und da die Exponentialfunktion im Nen-
ner schneller wéchst als die Potenz im Zéahler, ist auch die Existenz
eines Grenzwerts fiir N — oo kein Problem. Dieser Grenzwert ist un-
abhéingig von €, solange dieses kleiner als 27 bleibt, denn wenn wir
— zunéchst fiir ein festes endliches N — den entsprechenden Integrati-
onsweg mit § < ¢ betrachten, ist der Integrand zwischen diesen beiden
Integrationswegen holomorph, die Differenz der beiden Integrale ist
also nach dem CAUCHYschen Integralsatz einfach die Summe der bei-
den Integrale von N +1%d nach N +ic und von N —ie nach N —id, und
die gehen gegen Null fiir N — oo. Daher existiert auch der Grenzwert
des Integrals fiir N — co und € — 0. Bei diesem Grenziibergang geht
das Integral iiber v, natiirlich gegen Null. Auf v, hat Log(—u) einen
Imaginérteil nahe bei —m, auf 5 entsprechend nahe bei 7. Daher ist

_oN\z—1 Log(—u)(z—1)
lim (—v) du = lim c - - du
e—0 e — 1 e—0 e — 1
71 Y1
Ne(Log t—mi)(z—1)
= — dt
/ et —1

0
Ntz—le—ﬂi(z—l)
. / A
et — 1
0
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und entsprechend

(_ z—1 eLog(—u)(z—l)
lim du=1lm [ ———— du
e—0 et — 1 e—0 et — 1
V3 V3
Ne(Log t+mi)(z—1)
= dt
/ et —1
0
Ntz—leﬂ'i(z—l)
e,
et —1
0
Da
emEml o7zl — 9isinw(z — 1) = —2isinnz
ist, folgt
_\2—1 z—1
lim % du = —2isinwz / dt .
N oo et —1 ; et —1
e—0

Das Integral rechts aber haben wir oben gerade ausgerechnet als
((2)T'(2), also ist

A}in ﬁ du = —2isinmz ((2)I'(2)
oo

e—0
_ o T —2mi

mg(z)l“(z) = m((z’) :

und damit folgt

SATZ 5.15: Flr alle z mit SRe z > 1 ist

Q(z):—M lim %du.

274 N—ooo ev —1
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KOROLLAR 5.16: Die (-Funktion kann fortgesetzt werden zu einer
auf ganz C meromorphen Funktion. Ihr einziger Pol ist an der Stelle
z = 1; er ist einfach und hat das Residuum 1.

Beweis: Die Fortsetzbarkeit auf ganz C ist klar, denn das Integral war
ja gerade so gewdhlt, daf} es eine auf ganz C holomorphe Funktion ist.
Insbesondere kann ¢(z) hochstens dort Pole haben, wo I'(1—z) welche
hat, also in den natiirlichen Zahlen. Nun wissen wir aber schon aus
der urspriinglichen Darstellung der Zetafunktion, dafl sie fiir alle z
mit PRez > 1 holomorph ist, fiir n > 2 muf also der Pol von I'(1 — 2)
durch eine Nullstelle des Integrals kompensiert werden. Fiir z = 1

wird das Integral zu
/ du
ev —1°

~

Dieser Integrand ist holomorph aufler fiir v = 0; da der Integrations-
weg (abgesehen von einem kleinen Stiickchen zwischen N +ie, dessen
Beitrag fiir N — oo gegen Null strebt) geschlossen ist und im Ge-
genuhrzeigersinn um den Nullpunkt herumgeht, ist der Wert dieses
Integrals fiir N — oo nach dem Residuensatz gleich 27i Res; —1; da
die TAYLORreihe von e — 1 mit u beginnt, ist dieses Residuum gleich
eins, also strebt das Integral gegen 27i. Da die Gammafunktion im
Nullpunkt einen Pol mit Residuum eins hat, hat also auch ((z) die
gleiche Eigenschaft.

Als nachstes wollen wir uns den Nullstellen der Zetafunktion zuwen-
den. Fiir Rez > 1 gibt es keine nach

SATZ 5.17: Fiir alle z mit Rez > 1 ist

(=T a-pro".

p prim

Beweis: Nach Korollar 5.4 ist der Kehrwert des Produkts und damit
auch dieses selbst eigentlich konvergent, wenn die Reihe > p~~* iiber
alle Primzahlen absolut konvergent ist. Da sogar die entsprechende
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Reihe iiber alle natiirlichen Zahlen fiir PRe z > 1 absolut konvergiert,
ist diese Bedingung erfiillt. Zum Beweis der Formel betrachten wir
zunéchst das Produkt

o0

(=27) = ¢(z) = 275¢(:) =) 5" =D @) =Y

j=1 j ungerade

Entsprechend fithrt die Multiplikation mit jedem anderen Faktor
(1 —p~*) dazu, daB alle Summanden mit durch p teilbarem j aus der
Summe eliminiert werden, wobei die Wirkungen der einzelnen Fak-
toren wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung voneinander
unabhéngig sind. Fiir die ersten n Primzahlen p,,...,p, ist also

<) - T[a=p?)

j=1

gleich der Summe iiber alle k7, fiir die £ durch keine der Primzahlen
Dy, - - ., P, teilbar ist. Das erste solche k ist immer die eins, das néchste
dann p,, ;. Letztere Zahl wird mit wachsendem n immer gréfier; da
die Summe iiber alle 7~ fiir Re z > 1 konvergiert, mufl die Summe der
hinteren Terme gegen Null gehen, also strebt die Summe fiir n — oo
gegen eins, d.h.

(o) L a-»o =1,

p prim

womit die Behauptung bewiesen wire.

Wir haben hier stillschweigend vorausgesetzt, dafl es unendlich viele
Primzahlen gibt; allerdings hétten wir das aber auch mit dieser Me-
thode beweisen konnen, denn wenn es nur endlich viele gébe, wére
((z) nach obigem Beweis ein endliches Produkt und wire daher in den
Punkt z = 1 fortsetzbar mit einem endlichen Grenzwert. Tatséchlich
zeigt die Betrachtung der Zetafunktion sogar noch mehr als die blofle
Endlichkeit, denn die Divergenz der Produktdarstellung fiir z = 1
zeigt, dafl die Summe der 1/p divergieren muf}; da die Summe der n®
fiir jedes reelle s > 1 konvergiert, liegen die Primzahlen also dichter als
die Zahlen n®, insbesondere also dichter als etwa die Quadratzahlen.
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In der analytischen Zahlentheorie werden solche Argumente héufig
benutzt um die Unendlichkeit von Mengen zu zeigen; beispielsweise
liegt dem Dirichletschen Satz iiber die Primzahlen in arithmetischen
Folgen ein dhnlicher Schluf3 zugrunde.

Doch zuriick zu den Nullstellen der Zetafunktion! Die Produkten-
twicklung zeigt, daf§ ¢ fiir ez > 1 nicht verschwinden kann; fiir
PRez < 0 bekommen wir ebenfalls eine vollstindige Ubersicht iiber
alle Nullstellen durch die FUNKTIONALGLEICHUNG

SATZ 5.18: Fiir alle z € C ist

C(z) = 2°m* Lsin % M'1—-2)¢C(1—=2).

Zum Beweis betrachten wir wieder den gleichen Integrationsweg v wie
bei der Fortsetzung von ( auf die gesamte Zahlenebene, ausgehend
vom Punkt N + ie, wobei nun N = 2n + 1 eine ungerade ganze Zahl
sei. Zusitzlich betrachten wir auch noch jenen Integrationsweg +/, der
von N + ie aus zunéchst parallel zur imagindren Achse nach N +iN
geht, dann parallel zur reellen Achse zu —N +¢N, wieder parallel zur
imagindren Achse zu —N —i N, parallel zur reellen Achse zu —N +iN,
und weiter parallel zur imagindren Achse nach N — ie. Dann ist der
Zyklus 7' —~ homolog zu einem geschlossenen Integrationsweg v” mit
gleichem Tréger, in dessen Inneren die Funktion

(~u)?

e —1

meromorph von u abhéingt. Sie hat einfache Pole in den Punk-
ten u = 2kmi. Die Funktion 1/(e* — 1) hat dort Residuum eins,
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(—u)*~1/(e" — 1) also Residuum (F2k7i)* .

o4y
® 2 v
,_y/
S No5
e 27y
e 4y
Nach dem Residuensatz ist
1 <_U’)z_1 - Nz—1 Nz—1
N k=1
::j{:(?kﬁ)z_l((—@)z_l<+-@)Z_1)
k=1

S |l

(2]{,‘7T)Z_1 (e(Tri/Q)(z—l) + e—(ﬂi/Q)(z—l))

>
I

3 =

=23 " (2km)* ! cos g(z —1) =2 (2kn)* sin %’Z ,
k=1 k=1
d.h.

. (_u)z_l _ oz_z—1 - Tz
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_.\2—1
Fir n — oo geht / %du gegen Null, denn der Nenner
et —

’

v
geht schneller gegen Null als der Zahler und die Lénge des Integra-

tionswegs, und
(—u)*? —2mi
/ ev —1 du = INQ! —z)C(Z)’
i

d.h. falls Rez < 0 ist, gilt

—(1—=2)
1

m((z) = nh_}n;() 2°1* L sin % l; = 2°7* " tsin %C(l —2).
Damit ist der Satz fiir alle z mit 9Rez < 0 bewiesen. Da die linke wie
auch die rechte Seite in C \ {1} definierte holomorphe Funktionen
sind, miissen sie nach dem Identitdtssatz auch dort iibereinstimmen,

also wegen der Stetigkeit beider Seiten auf ganz C. .

Damit kennen wir auch die Nullstellen mit negativem Realteil von
((z): Da ((1— z) fiir diese Argumente wegen der Produktentwicklung
nicht verschwinden kann und I'(1 — z) im betrachteten Bereich we-
der Nullstellen noch Pole hat, sind die dortigen Nullstellen von ((z)
genau die von sin %7, also die negativen geraden Zahlen. Diese Null-
stellen heiflen triviale Nullstellen der Zetafunktion. Die nichttrivialen
Nullstellen liegen somit alle im Streifen

0<Rez<1;

soweit sie numerisch bekannt sind, haben sie sogar alle Realteil %,
genau wie es RIEMANN schon vor hundert Jahren vermutet hatte:

RIEMANNSCHE VERMUTUNG: Jede nichttriviale Nullstelle der Zeta-
funktion hat Realteil %

Die Vermutung ist bis heute offen; das CLAY Mathematics Instutite
in Cambridge, Massachusetts, hat sie zu einem seiner sieben Millen-
niumprobleme gewahlt, fiir deren Losung es jeweils einen Preis von
einer Million Dollar ausgesetzt hat.



