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11. Übungsblatt Elliptische Kurven

Aufgabe 1: (6 Punkte)

Bestimmen Sie f

�

ur jede der folgenden Zahlen n alle endli
hen abels
hen Gruppen der Ord-

nung n und s
hreiben Sie diese jeweils als Produkt m

�

ogli
hst weniger zyklis
her Gruppen!

a) n = 12 b) n = 30 
) n = 64

Lösung:

a) 12 = 22 · 3; somit ist jede abels
he Gruppe der Ordnung zw

�

olf das Produkt einer Gruppe

der Ordnung vier und einer der Ordnung drei. Die einzige Gruppe der Ordnung drei ist

Z/3; Ordnung vier hat au�er der zyklis
hen Gruppe Z/4 no
h Z/2× Z/2, die sogenannte
Kleins
he Vierergruppe. Es gibt daher die beiden Gruppen

Z/4× Z/3 ∼= Z/12 und Z/2× Z/2× Z/3 ∼= Z/6× Z/2 .

b) 30 = 2 · 3 · 5 ist ein Produkt dreier Primzahlen. Zu jedem der drei Faktoren gibt es nur

die zyklis
he Gruppe der entspre
henden Ordnung; daher ist Z/2×Z/3×Z/5 ∼= Z/30 die
einzige abels
he Gruppe der Ordnung drei�ig.


) 64 = 26; somit ist jede abels
he Gruppe der Ordnung 64 Produkt von Gruppen der

Ordnung 2i, wobei die Summe der Exponenten se
hs sein mu�. Dies f

�

uhrt auf die Gruppen

Z/64, Z/32× Z/2, Z/16× Z/4, Z/8× Z/8,
Z/16× Z/2× Z/2, Z/8× Z/4× Z/2, Z/4× Z/4× Z/4,

Z/8× Z/2× Z/2× Z/2, Z/4× Z/4× Z/2× Z/2,
Z/4× Z/2× Z/2× Z/2× Z/2, Z/2× Z/2× Z/2× Z/2× Z/2× Z/2

Aufgabe 2: (8 Punkte)

a) Zeigen Sie, da� eine abels
he Gruppe der Ordnung n zu jedem Teiler m von n mindestens

eine Untergruppe der Ordnung m hat!

Lösung: F

�

ur eine zyklis
he Gruppe ist das klar: Wird die Gruppe erzeugt von einem

Element P, so erzeugt f

�

ur jeden Teiler m|n das Element

n

m
P eine Untergruppe der Ord-

nung m.

Eine beliebige abels
he Gruppe der Ordnung n l

�

a�t si
h na
h dem Struktursatz s
hreiben

als ein Produkt Z/n1 × · · · × Z/nr, wobei das Produkt der ni glei
h n ist. Zu jedem

Teiler m|n gibt es Teiler mi|ni mit Produkt m, und jede der Gruppen Z/ni hat eine

Untergruppe Gi der Ordnung mi. Das Produkt der Gi ist dann eine Untergruppe der

Ordnung m.



b) Finden Sie ein Beispiel, bei dem es mehrere sol
he Untergruppen gibt!

Lösung: In Z/4 × Z/4 sind Z/4 × {0} und Z/2 × Z/2 Untergruppen der Ordnung vier.

Die eine ist zyklis
h, die andere ni
ht.


) Zeigen Sie, da� eine zyklis
he Gruppe der Ordnung n zu jedem Teiler m von n genau

eine Untergruppe der Ordnung m hat!

Lösung: Die Gruppe sei erzeugt von P. Wir wollen uns zun

�

a
hst

�

uberlegen, da� au
h

jede ihrer Untergruppen zyklis
h ist: Die Untergruppe sei erzeugt von den Elementen

n1P, . . . , nrP. Da si
h der ggT g der KoeÆzienten n1, . . . , nr na
h dem erweiterten Eu-

klidis
hen Algorithmus als Linearkombination g = a1n1+ · · ·+arnr s
hreiben l

�

a�t, liegt

au
h

gP = a1(n1P) + · · · + ar(nrP)

in der Untergruppe, und da jedes der Erzeugenden ein Vielfa
hes von gP ist, mu� die

Untergruppe glei
h der von gP erzeugten zyklis
hen Gruppe sein.

Zu einer Untergruppe der Ordnung m k

�

onnen wir daher eine nat

�

urli
he Zahl a �nden

derart, da� sie von aP erzeugt wird. Zu a und m gibt es ganze Zahlen c und d derart, da�

g = ggT(a,m) = ca + dm ist. Da P die Ordnung m hat, liegt

gP = c(aP) + d(mP) = c(aP)

in der Untergruppe, und da g ein Teiler von a ist, erzeugt au
h gP die gesamte Un-

tergruppe. Jede Untergruppe der Ordnung m kann also au
h erzeugt werden von einem

Element gP, wobei g ein Teiler von n ist. Die von gP erzeugte Untergruppe hat die Ord-

nung n/g; somit ist g = n/m der einzige Teiler von n, f
�

ur den gP eine Untergruppe der

Ordnung m erzeugt.

d) Eine nat

�

urli
he Zahl n hei�t quadratfrei, wenn in ihrer Primzerlegung keine Primzahl in

einer h

�

oheren als der ersten Potenz auftritt. Zeigen Sie, da� in diesem Fall alle abels
hen

Gruppen der Ordnung n zueinander isomorph sind!

Lösung: Ist n = p1 · · ·pr das Produkt der paarweise vers
hiedenen Primzahlen p1, . . . , pr,

so ist die Gruppe isomorph zu einem Produkt aus r Faktoren, deren Ordnung p1, . . . , pr

sind. Da es zu einer Primzahlordnung nur die zyklis
he Gruppe gibt, ist also

G ∼= Z/p1 × · · · × Z/pr ,

was na
h dem 
hinesis
hen Restesatz au
h isomorph ist zu Z/n.

Aufgabe 3: (2 Punkte)

Γ sei das Gitter Z+Zi der Gau�s
hen Zahlen. Finden Sie eine doppeltperiodis
he Funk-

tion mit Periodengitter Γ , die genau in den Punkten n+mi und n+ 1

3
+mi mit n,m ∈ Z

unendli
h wird!

Lösung: ℘ sei die Weierstra�s
he ℘-Funktion zum Gitter Γ . Dann wird ℘(z) genau
in den Punkten von Γ , also den Punkten der Form n +mi mit n,m ∈ Z unendli
h. Die

Funktion ℘(z− 1

3
) wird genau dann unendli
h, wenn z− 1

3
in Γ liegt, also f

�

ur Punkte der

Form n+ 1

3
+mi mit n,m ∈ Z. Somit hat beispielsweise die Funktion f(z) = ℘(z)+℘(z− 1

3
)

die gew

�

uns
hte Eigens
haft.



Aufgabe 4: (4 Punkte)

Man sagt, eine Funktion f:C → C∪ {∞} habe im Punkt z0 ∈ C einen Pol n-ter Ordnung,
wenn sie in einer Umgebung von z0 eine Potenzreihendarstellung der Form

f(z) = H(f) +

∞∑

k=0

akz
k

mit H(f) =
a−n

(z− z0)n
+ · · · +

a−1

z− z0
und a−n 6= 0

hat; die Funktion H(f) hei�t der Hauptteil von f im Punkt z0.

a) f:C → C ∪ {∞ sei eine doppeltperiodis
he Funktion zum Gitter Γ , deren Eins
hr

�

ankung

auf C r Γ eine komplex di�erenzierbare Funktion C r Γ → C sei, und die im Nullpunkt

den Hauptteil 1/z2 habe. Zeigen Sie, da� f bis auf eine additive Konstante glei
h der

Weierstra�s
hen ℘-Funktion ist!

Lösung: Da au
h die Weierstra�s
he ℘-Funktion den Hauptteil 1/z2 hat, l

�

a�t si
h die

Di�erenz f(z) − ℘ um jeden Punkt von C dur
h eine Taylor-Reihe darstellen, ist also

analytis
h und damit komplex di�erenzierbar. Als doppeltperiodis
he stetige Funktion ist

sie bes
hr

�

ankt auf ganz C, als na
h Liouville konstant.

b) Was k

�

onnen Sie

�

uber f sagen, wenn der Hauptteil im Nullpunkt stattdessen glei
h 1/zn

ist?

Lösung: Im Falle n = 1 ohne entspre
hende Kenntnisse der Funktionentheorie ni
hts; sei
also n ≥ 2.

℘(z) ist die Summe aus 1/z2 und einer analytis
hen Funktion. Die r-te Ableitung von 1/z2

ist (r+1)!(−1)r/zr+2
, die einer analytis
hen Funktion ist nat

�

urli
h wieder analytis
h. Der

Hauptteil von ℘(n−2)(z) ist somit (n − 1)!(−1)n/zn, und

(−1)n

(n − 1)!
℘(r)

hat den Hauptteil 1/zn. Wie in a) folgt, da� f bis auf eine additive Konstante glei
h dieser

Funktion sein mu�.


) Finden Sie zwei doppeltperiodis
he Funktionen mit einem Pol dritter bzw. vierter Ordnung

im Nullpunkt, die kein skalares Vielfa
hes der Funktion ℘(z) oder einer ihrer Ableitungen
sind!

Lösung: Da gibt es viele M

�

ogli
hkeiten. Beispielsweise hat ℘(z) + ℘′(z) einen Pol der

Ordnung drei im Nullpunkt und ℘(z)2 einen der Ordnung vier.


