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7. Übungsblatt Elliptische Kurven

Aufgabe 1: (8 Punkte)

k sei ein K

�

orper mit von von zwei und drei vers
hiedener Charakteristik.

a) Zeigen Sie: Zwei elliptis
he Kurven

y2z = x3 + axz2 + bz3 und y2z = x3 + a′xz2 + b′z3

haben genau dann die glei
he j-Invariante, wenn entweder b und b′
beide vers
hwinden

oder aber wenn gilt

a3

b2
=

a′3

b2
.

Lösung: Wenn b vers
hwindet, ist

j = 4 · 123 ·
a3

4a3 + 27b2
= 123 ,

und wegen

4a3 + 27b2 =
4 · 123 · a3

j

ist f

�

ur j = 123 die Diskriminante 4a3 + 27b2 = 4a3
, so da� b vers
hwinden mu�. Somit

ist das Vers
hwinden von b
�

aquivalent zu j = 123.

a vers
hwindet o�ensi
htli
h genau dann, wenn j vers
hwindet.

Falls a und b beide ni
ht vers
hwinden, ist

j = 4 · 123
a3

4a3 + 27b2
= 4 · 123

1

4+ 27
b2

a3

dur
h a3/b2
eindeutig bestimmt, und ist j weder Null no
h 123, ist au
h

a3

b2
=

27

4

j

123 − j

dur
h j eindeutig bestimmt. Die beiden elliptis
he Kurven haben somit genau dann die

glei
he j-Invariante, wenn entweder b = b′ = 0 ist oder a3/b2 = a′3/b′2
.

b) Wel
hen Wert hat a3/b2
, wenn die Glei
hung keine elliptis
he Kurve de�niert?

Lösung: Dann vers
hwindet die Diskriminante ∆ = 4a3 + 27b2
, d.h. a3/b2 = −27/4.




) Zeigen Sie, da� es f

�

ur jedes j ∈ k eine elliptis
he Kurve mit diesem Wert als j-Invariante
gibt! (Hinweis: Da k ni
ht als algebrais
h abges
hlossen vorausgesetzt ist, k

�

onnen

Sie ni
ht erwarten, da� Wurzeln existieren. Versu
hen Sie stattdessen, zun

�

a
hst

eine Kurve mit einem vorgegebenen Wert von a3/b2
zu �nden.)

Lösung: Wenn a3/b2
glei
h einem vorgegebenen Wert λ ∈ k sein soll, mu� a3 = λb2

sein. O�ensi
htli
h ist a = b = λ eine M

�

ogli
hkeit, das zu errei
hen; f

�

ur λ 6= 0 k
�

onnen wir

also die Kurve

y2z = x3 + λxz2 + λz3

nehmen, die f

�

ur λ 6= −27/4 na
h b) eine elliptis
he Kurve de�niert. Na
h a) ist die

Behaptung somit f

�

ur f

�

ur alle j 6= 0, 123 gezeigt. F

�

ur j = 0 k

�

onnen wir f

�

ur beliebiges b 6= 0
die Kurve y2z = x3 + bz3 betra
hten, f

�

ur j = 123 die Kurve y2z = x3 + axz2 f

�

ur ein

beliebiges a 6= 0.

d) Zeigen Sie, da� jede elliptis
he Kurve

�

uber Q eine Weierstra�-Glei
hung

y2z = x3 + axz2 + bz3

mit ganzen Zahlen a und b hat!

Lösung: Sie hat auf jeden Fall eine sol
he Glei
hung mit a, b ∈ Q. Ersetzen wir f

�

ur eine

rationale Zahl λ 6= 0 die Glei
hung dur
h y2z = x3 + λ4axz2 + λ6bz3, so entsteht eine

Kurve, die dur
h eine Koordinatentransformation in die gegebene

�

ubergeht, und nat

�

urli
h

k

�

onnen wir eine ganze Zahl λ �nden mit der Eigens
haft, da� λ4a und λ6b beide ganzzahlig

sind.

Aufgabe 2: (6 Punkte)

a) Wel
he Glei
hung hat die Hesses
he Kurve zu einer elliptis
hen Kurve in Weierstra�-

Normalform?

Lösung: F
�

ur f = Y2Z− (X3 + aXZ2 + bZ3) ist

∂f

∂X
= −3X2 − aZ2,

∂f

∂Y
= 2YZ und

∂f

∂Z
= Y2 − 2aXZ− 3bZ2

,

die zweiten partiellen Ableitungen sind also

∂2f

∂X2
= −6X ,

∂2f

∂X∂Y
=

∂2f

∂Y∂X
= 0 ,

∂2f

∂X∂Z
=

∂2f

∂Z∂X
= −2aZ ,

∂2f

∂Y2
= 2Z ,

∂2f

∂Y∂Z
=

∂2f

∂Z∂Y
= 2Y und

∂2f

∂Z2
= −2aX− 6bZ ,

und die Hesses
he Determinante ist

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−6X 0 −2aZ

0 2Z 2Y

−2aZ 2Y −2aX− 6bZ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −6X ·

∣

∣

∣

∣

2Z 2Y

2Y −2aX − 6bZ

∣

∣

∣

∣

− 2aZ ·

∣

∣

∣

∣

0 −2aZ

2Z 2Y

∣

∣

∣

∣

= 72bXZ2 + 24aX2Z+ 24XY2 − 8a2Z3
.

Die Glei
hung der Hesses
hen ist also 72bxz2 + 24ax2z+ 24xy2 − 8a2z3 = 0 .



b) Bestimmen Sie eine Weierstra�-Normalform dieser Kurve!

Lösung: Falls a vers
hwindet, wird das Polynom zu 72bXZ2 + 24XY2
, ist also dur
h X

teilbar, so da� die Hesses
he die Gerade x = 0 als Komponente hat. Damit ist sie ni
ht

irreduzibel und kann keine Weierstra�-Normalform haben. Wir m

�

ussen daher im fol-

genden annehmen, da� a 6= 0 ist.

Dividieren wir die Glei
hung dur
h a
ht und vertaus
hen wir die Variablen X und Z,
erhalten wir die Glei
hung

3y2z = a2x3 − 9bx2z− 3axz2 ,

die s
hon ein bi�
hen an eine Weierstra�-Glei
hung erinnert.

Als erstes wollen wir den x2z-Term eliminieren dur
h kubis
he Elimination. Dazu s
hrei-

ben wir die re
hte Seite als

a2

(

x3 −
9b

a2
x2z−

3

a
xz2

)

und ersetzen X dur
h die neue Variable

U = X−
3b

a2

ein. Einsetzen von x = u+ 3b/a2
in die re
hte Seite f

�

uhrt auf die neue re
hte Seite

a2u3 −

(

3a +
27b2

a2

)

uz2 −

(

54b3

a4
+

9b

a

)

z3 .

Dividieren wir no
h alles dur
h drei, erhalten wir f

�

ur die Hesses
he Kurve in den neuen

Koordinaten die Glei
hung

y2z =
a2

3
u3 −

a3 + 9b2

a2
uz2 −

(

18b3

a4
+

3b

a

)

z3 .

Hier st

�

ort nur no
h der Faktor vor u3
, und den k

�

onnen wir mit dem glei
hen Tri
k

eliminieren wie bei der Herleitung der Weierstra�s
hen Normalform: Wir ersetzen U
und Y dur
h die neuen Variablen

V =
a2

3
U und W =

a2

3
Y ;

Z behalten wir bei. Im neuen Koordinatensystem haben wir dann die Glei
hung

(

3w

a2

)2

z =
a2

3

(

3v

a2

)3

−
a3 + 9b2

a2

(

3v

a2

)

z2 −

(

18b3

a4
+

3b

a

)

z3 .

Ausmultipliziert wird das zu

9

a4
w2z =

9

a4
v3 −

3a3 + 27b2

a4
vz2 −

(

18b3

a4
+

3b

a

)

z3 .

Nun m

�

ussen wir nur no
h alles mit a4/9 multiplizieren und erhalten die Weierstra�-

Glei
hung

w2z = v3 −
a3 + 9b2

3
vz2 −

(

2b3 + ba3

3

)

z3 .



Aufgabe 3: (6 Punkte)

a) Zeigen Sie, da� die Punkte P = (0 : −1 : 1), Q = (−1 : 0 : 1) und O = (1 : −1 : 0)
Wendepunkte der Kurve x3 + y3 + z3 + λxyz = 0 sind!

Lösung: In Aufgabe drei des f

�

unften

�

Ubungsblatts haben wir na
hgere
hnet, da� die

Hesses
he Kurve f

�

ur λ 6= 0 die Glei
hung

x3 + y3 + z3 −
63 + λ3

6λ2
xyz = 0

hat; f

�

ur λ = 0 erhielten wir 63xyz = 0. Die Punkte P,Q und O liegen in beiden F

�

allen auf

der Hesses
hen und nat

�

urli
h au
h auf der Kurve selbst, sind also Wendepunkte.

b) Nehmen Sie O als Neutralelement, und bestimmen Sie die Summe P +Q !

Lösung: Die Gerade dur
h P und Q hat die Glei
hung x + y + z = 0; da au
hO diese

Glei
hung erf

�

ullt, ist das der dritte S
hnittpunkt, und da wir O als Neutralelement gew

�

ahlt

haben, ist O = −O. Somit ist P +Q = O.


) Was ist 2P ?

Lösung: Da P ein Wendepunkt ist, s
hneidet die Tangente an P mit Vielfa
hheit drei,

der dritte S
hnittpunkt ist also P selbst. Somit ist 2P = −P, und da na
h b) P +Q = O
ist, folgt 2P = Q.


