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7. Übungsblatt Elliptische Kurven

Aufgabe 1: (8 Punkte)

k sei ein K

�

orper mit von von zwei und drei vers
hiedener Charakteristik.

a) Zeigen Sie: Zwei elliptis
he Kurven

y2z = x3 + axz2 + bz3 und y2z = x3 + a′xz2 + b′z3

haben genau dann die glei
he j-Invariante, wenn entweder b und b′
beide vers
hwinden

oder aber wenn gilt

a3

b2
=

a′3

b2
.

b) Wel
hen Wert hat a3/b2
, wenn die Glei
hung keine elliptis
he Kurve de�niert?


) Zeigen Sie, da� es f

�

ur jedes j ∈ k eine elliptis
he Kurve mit diesem Wert als j-Invariante
gibt! (Hinweis: Da k ni
ht als algebrais
h abges
hlossen vorausgesetzt ist, k

�

onnen

Sie ni
ht erwarten, da� Wurzeln existieren. Versu
hen Sie stattdessen, zun

�

a
hst

eine Kurve mit einem vorgegebenen Wert von a3/b2
zu �nden.)

d) Zeigen Sie, da� jede elliptis
he Kurve

�

uber Q eine Weierstra�-Glei
hung

y2z = x3 + axz2 + bz3

mit ganzen Zahlen a und b hat!

Aufgabe 2: (6 Punkte)

a) Wel
he Glei
hung hat die Hesses
he Kurve zu einer elliptis
hen Kurve in Weierstra�-

Normalform?

b) Bestimmen Sie eine Weierstra�-Normalform dieser Kurve!

Aufgabe 3: (6 Punkte)

a) Zeigen Sie, da� die Punkte P = (0 : −1 : 1), Q = (−1 : 0 : 1) und O = (1 : −1 : 0)
Wendepunkte der Kurve x3 + y3 + z3 + λxyz = 0 sind!

b) Nehmen Sie O als Neutralelement, und bestimmen Sie die Summe P +Q !


) Was ist 2P ?

Abgabe bis zum Freitag, dem 24. April 2020, um 12.00 Uhr


