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6. Übungsblatt Elliptische Kurven

Aufgabe 1: (6 Punkte)

Wel
he der folgenden Glei
hungen de�nieren in der projektiven Ebene

�

uber dem jeweils

angegebenen K

�

orper eine elliptis
he Kurve?

a) x3 + y3 + z3 = 0
�

uber Q

Lösung: Das Polynom X3 + Y3 + Z3
ist irreduzibel, denn wenn wir beispielsweise Y

und Z auf den Wert eins setzen, erhalten wir das

�

uber Q irreduzible Polynom X3 + 2.
Die partiellen Ableitungen na
h X, Y und Z sind 3X2

, 3Y2
und 3Z2

; sie vers
hwinden nur

dann simultan, wenn x = y = z = 0 ist, und das de�niert keinen Punkt der projektiven

Ebenen, ges
hweige denn der Kurve. Somit gibt es keine singul

�

aren Punkte. Es gibt aber

Punkte mit Koordinaten in Q, beispielsweise (1,−1, 0). Somit de�niert diese Glei
hung

eine elliptis
he Kurve.

b) x3 − z3 + xy2 + x2z− xz2 − y2z = 0
�

uber R

Lösung: Diese Glei
hung ist ziemli
h symmetris
h in x und z; setzen wir x = z, heben si
h
je zwei der se
hs Terme gegenseitig weg. Somit ist die Kurve ni
ht irreduzibel, sondern

enth

�

alt die Gerade x = z. Damit ist sie keine elliptis
he Kurve.


) y2 = x(x2 + x+ 1)
�

uber R

Lösung: Das Polynom Y2 − X(X2 + X + 1) kann keinen Faktor haben, der ein Polynom

nur in X ist; falls es reduzibel ist, m

�

ussen die Faktoren also von der Form Y − Polynom

in X sein. Da es keinen in Y linearen Term gibt, m

�

u�te es genauer ein Produkt der Form

(

Y + f(X)
)(

Y − f(X)
)

= Y2 − f(X)2 sein, aber das kubis
he Polynom X(X2 + X + 1) ist
nat

�

urli
h kein Quadrat. Somit ist das Polynom irreduzibel.

Die partielle Ableitung na
h Y ist 2Y, vers
hwindet also nur, wenn y = 0 ist. F

�

ur einen

Kurvenpunkt (x, y) mit y = 0 mu� x eine Nullstelle des Polynome X(X2+X+ 1) sein. Die
partielle Ableitung na
h X ist bis aufs Vorzei
hen glei
h der Ableitung dieses Polynoms

in X, und vers
hwindet in keiner der Nullstellen, da alle drei einfa
h sind. Bleiben no
h die

unendli
hfernen Punkte, die wir trotz der in aÆner Form gegebenen Glei
hung nat

�

urli
h

trotzdem betra
hten m

�

ussen. Die projektive Glei
hung ist y2z = x(x2+xz+z2), f
�

ur z = 0
mu� also x3 und damit au
h x vers
hwinden, so da� (0 : 1 : 0) der einzige unendli
hferne
Punkt ist. Die partielle Ableitung des homogenisierten Polynoms na
h Z ist Y2

, und

vers
hwindet daher ni
ht in diesem Punkt. Somit sind alle Kurvenpunkte ni
htsingul

�

ar.

Als Punkt mit Koordinaten in R haben wir zum Beispiel den unendli
hfernen Punkt, aber

au
h (0 : 0 : 1) und viele andere. Also ist die Kurve elliptis
h.



d) 3x3 + 4y3 + 6z3 = 0
�

uber Q

Lösung: Hier gibt es keinen Punkt mit Koordinaten aus Q: W
�

are (x : y : z) ein sol
her

Punkt, k

�

onnten wir o.B.d.A. annehmen, da� x, y, z zueinander teilerfremde ganze Zahlen

sind. Da 3x3 = −4y3 + 6z3 ist, m

�

u�te x = 2x′ eine gerade Zahl sein. Einsetzen zeigt, da�

dann 6z3 = −24x′3 + 4y3
ist, also m

�

u�te au
h z = 2z′ gerade sein. Damit ist s
hlie�li
h

4y3 = −24x′3 − 48z′3; da die re
hte Seite dur
h a
ht teilbar ist, m

�

u�te also au
h y gerade

sein, im Widerspru
h zur vorausgesetzten Teilerfremdheit. Damit de�niert diese Glei
hung

keine elliptis
he Kurve.

e) xyz+ xy2 + yz2 = 0
�

uber C

Lösung: Hier k
�

onnen wir y ausklammern, die Kurve enth

�

alt also die Gerade y = 0 und

ist somit ni
ht irreduzibel, also au
h keine elliptis
he Kurve.

f) y2z = x3 + 2x2 + x
�

uber R

Lösung: Auf der re
hten Seite k

�

onnen wir x ausklammern und erhalten die Glei
hung

y2z = x(x2 + 2x + 1) = x(x+ 1)2 .

Das Polynom auf der re
hten Seite hat also x = −1 als doppelte Nullstelle, und im Punkt

(−1 : 0 : 1) vers
hwinden alle drei partiellen Ableitungen. Also gibt es einen singul

�

aren

Punkt, und die Kurve ist ni
ht elliptis
h.

Aufgabe 2: (6 Punkte)

a) Finden Sie alle Punkte auf der Kurve x3 + y3 + z3 = 0 in P2(F7) !

Lösung: In F7 ist 03 = 0, 13 = 1, 23 = 1, 33 = 6, 43 = 1, 53 = 6 und 63 = 6; dritte
Potenzen sind also nur die drei Elemente 0, 1 und 6. Die Summe von dreier dieser Zahlen

vers
hwindet somit genau dann, wenn entweder alle glei
h Null sind oder aber jeder genau

einmal vorkommt. Dritte Potenz Null hat nur die Null, und es gibt keinen Punkt mit drei

Koordinaten Null. In den anderen F

�

allen mu� eine der Koordinaten Null sein, eine zweite

entweder 1 oder 2 oder 4, und die dritte 3, 5 oder 6. Dies ergibt die Punkte

(0 : 1 : 3), (0 : 1 : 5), (0 : 1 : 6),
(0 : 2 : 3), (0 : 2 : 5), (0 : 2 : 6),
(0 : 4 : 3), (0 : 4 : 5), (0 : 4 : 6)

und deren s

�

amtli
he Permutationen.

W

�

aren die neun angegebenen Punkte alle vers
hieden, h

�

atte die Kurve mindestens neun

S
hnittpunkte mit der Geraden x = 0, was na
h B�ezout nur dann m

�

ogli
h ist, wenn diese

Gerade eine Komponente ist. Das ist nat

�

urli
h ni
ht der Fall, denn X3 + Y3 +Z3
ist ni
ht

dur
h X teilbar. Also m

�

ussen jeweils drei dieser Punkte glei
h sein, und in der Tat ist

(0 : 1 : 3) = (0 : 2 : 6) = (0 : 4 : 3), (0 : 1 : 5) = (0 : 2 : 3) = (0 : 4 : 6)
und (0 : 1 : 6) = (0 : 2 : 5) = (0 : 4 : 3) .

Da es se
hs Permutationen der drei Positionen gibt und nie zwei Koordinaten

�

uberein-

stimmen, gibt es also a
htzehn vers
hiedene Punkte, die wir zum Beispiel in der Form

(0 : 1 : 3), (0 : 1 : 5) und (0 : 1 : 6) und allen Permutationen davon darstellen k

�

onnen.



b) Finden Sie alle Punkte auf der Kurve y2z = x3 + z3 in P2(F5) !

Lösung: Der einzige Punkt mit z = 0 ist (0 : 1 : 0); f
�

ur die

�

ubrigen Punkte k

�

onnen wir

mit der aÆnen Glei
hung y2 = x3+1 re
hnen. Quadrate in F5 sind 02 = 0, 12 = 1, 22 = 4,
32 = 4 und 42 = 1, also 0, 1 und 4. F

�

ur x = 0 ist x3 + 1 = 1 ein Quadrat; dies f

�

uhrt auf

die beiden Punkte (0, 1) und (0, 4). F
�

ur x = 1 ist x3 + 1 = 2 kein Quadrat, also gibt es

keine Punkte mit x-Koordinate eins. F

�

ur x = 2 ist x3 + 1 = 4 ein Quadrat; wir erhalten

die beiden Punkte (2, 2) und (2, 3). F
�

ur x = 3 ist x3 + 1 = 3 kein Quadrat, f

�

ur x = 4 ist

x3 + 1 = 0 ein Quadrat, und wir erhalten den Punkt (4, 0). Die Kurve besteht also aus

dem Punkt O sowie den aÆnen Punkten (0, 1), (0, 4), (2, 2), (2, 3) und (4, 0). Insgesamt
gibt es damit se
hs Punkte.


) Finden Sie alle Punkte auf der Kurve x3 + y3 + z3 = 0 in P2(Q) !

Lösung: Jeder Punkt in P2(Q) kann au
h dur
h ganzzahlige homogene Koordinaten

dargestellt werden; es rei
ht also, na
h ganzen Zahlen x, y, z zu su
hen, f

�

ur die x3+y3+z3

vers
hwindet. F

�

ur diese ist au
h x3+y3 = (−z)3, und na
h der Fermats
hen Vermutung,

die f

�

ur Exponent drei s
hon lange vor Wiles bewiesen wurde, hat diese Glei
hung keine

L

�

osung, f

�

ur die ni
ht mindestens eine der drei Zahlen x, y, z vers
hwindet. Somit sind

(1 : −1 : 0), (1 : 0 : −1) und (0 : 1 : −1) die einzigen Punkte.

Aufgabe 3: (5 Punkte)

Finden Sie eine Weierstra�s
he Normalform f

�

ur die Kurve x3+y3+az3 = 0 mit a 6= 0
in P2(Q) !

Hinweis: Finden Sie zun

�

a
hst einen Punkt auf der Kurve und transformieren Sie das

Koordinatensystem so, da� dieser zum Punkt (0 : 1 : 0) wird!

Lösung: O�ensi
htli
h liegt f

�

ur jedes a ∈ Q×
der Punkt (1 : −1 : 0) auf der Kurve. Die

Transformation (x, y, z) 7→
(

1

2
(x + y), 1

2
(x − y), z

)

bildet (1 : −1 : 0) auf (0 : 1 : 0) ab; in

den neuen Variablen U = 1

2
(X + Y) und V = 1

2
(X− Y) ist X = U + V und Y = U − V ; die

neue Kurvenglei
hung wird also zu

(u+ v)3 + (u− v)3 + az3 = 2u3 + 6uv2 + az3 = 0 oder 6uv2 = −2u3 − az3 .

Wenn wir U als das neue Z nehmen, Z als das neue X und V als das neue Y, ist das s
hon
re
ht nahe an einer Weierstra�-Glei
hung:

6y2z = −ax3 − 2z3 oder

−6

a
y2z = x3 +

2

a
z3 .

Ersetzen wir jetzt no
h Z dur
h Z′ = −(6/a)Z, d.h. Z = −(a/6)Z′
, erhalten wir die

Weierstra�-Glei
hung

Y2Z′ = X3 −
2

a
·
a3

63
Z′3 = X3 −

a2

3 · 62
Z′3

.

(Es gibt au
h andere Transformationen, die auf etwas andere Weierstra�-Glei
hungen

f

�

uhren k

�

onnen.)



Aufgabe 4: (3 Punkte)

Untersu
hen Sie f

�

ur die folgenden rationalen Abbildungen der projektiven Ebene auf si
h

selbst, wo sie de�niert sind und wo sie injektiv sind!

a) (x : y : z) 7→ (x : x : z)

Lösung: (x : x : z) ist f
�

ur x = z = 0 kein Punkt der projektiven Ebene; daher ist die

Abbildung im Punkt (0 : 1 : 0) ni
ht de�niert. Sie ist nirgends injektiv, den (x : y : z) ist
f

�

ur jedes y aus dem Grundk

�

orper ein Urbild von (x : x : z).

b) (x : y : z) 7→ (x2z : xy2
: yz2)

Lösung: Falls zwei der Koordinaten vers
hwinden, sind alle drei Komponenten des Bild-

punkts Null, d.h. in den Punkten (0 : 0 : 1), (0 : 1 : 0) und (1 : 0 : 0) ist die Abbildung

ni
ht de�niert.

Falls keine der drei Koordinaten vers
hwindet, ist

(x2z : xy2
: y2z) =

(

x2z

xyz
:

xy2

xyz
:

yz2

xyz

)

=

(

x

y
:

y

z
:

z

x

)

;

setzt man irgendeine der Koordinaten, zum Beispiel x willk

�

urli
h auf eins, lassen si
h y
und z

�

uber die Verh

�

altnisse x/y und z/x eindeutig bere
hnen. F

�

ur Punkte mit xyz 6= 0
ist die Abbildung also injektiv.

Bleiben no
h die Punkte, in denen genau eine der Koordinaten vers
hwindet. Im Falle

x = 0 ist der Bildpunkt (0 : 0 : yz2) = (0 : 0 : 1), d.h. die ganze Gerade x = 0 wird auf den

Punkt (0 : 0 : 1) abgebildet. Entspre
hend geht die Gerade y = 0 auf den Punkt (1 : 0 : 0)
und z = 0 auf (0 : 1 : 0).


) Wie sehen die beiden Abbildungen aus, wenn man sie auf die aÆne (x, y)-Ebene ein-

s
hr

�

ankt?

Lösung: Dort k
�

onnen wir z = 1 setzen; dann wird der Bildpunkt bei der ersten Abbildung

zu (x : x : 1), d.h. wir haben einfa
h die Projektion (x, y) 7→ (x, x) in y-Ri
htung auf die

Winkelhalbierende des ersten Quadranten.

Bei der zweiten Abbildung wird der Bildpunkt zu (x2 : xy2
: y2); in der aÆnen Ebene

also zu

(

x2

y2
, x

)

.

Bei dieser Eins
hr

�

ankung der Bildmenge ist die Abbildung nur no
h f

�

ur y 6= 0 de�niert.


