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5. Ubungsblatt Elliptische Kurven

Aufgabe 1: (4 Punkte)

Wie viele Punkte (in allgemeiner Lage) braucht man, um eine Kurve vom Grad d durch
diese Punkte eindeutig festzulegen?

Losung: Ein Polynom vom Grad d in drei Verdnderlichen hat (1) Koeffizienten. Die
Forderung, daf ein gegebener Punkt in der Nullstellenmenge des Polynoms liegen soll, ist

eine homogene lineare Gleichung in diesen Koeffizienten. Mit (d;rz) — 1 Punkten hat man

also (“1?) — 1 homogene Gleichungen in (%}?) Variablen; falls die Punkte in allgemei-

ner Lage beziiglich Kurven vom Grad d sind, hat die Matrix des Gleichungssystems den
maximal mdglichen Rang (d;rz) — 1, so daf} der Losungsraum eindimensional ist. Seine
von Null verschiedenen Elemente haben als Nullstellenmenge alle die gleiche Kurve vom

Grad d.

Welche Dimension hat das lineare System aller Kurven vom Grad d mit dem Nullpunkt
als r-fachem Punkt firr=d—1,r=dund r=d+ 17

Loésung: Wie aus der Vorlesung bekannt, stellt die Bedingung, dafl ein gegebener Punkt
mindestens die Vielfachheit r haben soll, %r(r + 1) linear unabhingige Bedingungen an
die Koeffizienten der Kurvengleichung. Das lineare System aller Kurven vom Grad d hat

die Dimension (d;rz) — 1, also ist die gesuchte Dimension gleich

<d+2>_]_r(r+1) d(d+3)—1(r+1)

2 2 2 ’

falls diese Zahl nicht negativ ist, und sonst gibt es keine entsprechenden Kurven.

Firr=d—1 ist das
d(d—|—3)—d(d—1)_4_d_2d
2 2 T

firr=4d
d(d+3)—d(d+1) _Z_d_d
2 2

und fiir r = d + 1 schliefllich ist
dd+3)—(d+1)(d+2) -2

:—:—1,

2 2

es gibt also keine solchen Kurven.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

E und E’ seien zwei kubische Kurven, die sich in genau neun Punkten schneiden. Zeigen
Sie: Wenn sechs dieser Punkte auf einer (nicht notwendigerweise irreduziblen) Quadrik
liegen, liegen die restlichen drei auf einer Geraden.

Losung: Falls die Quadrik irreduzibel ist, folgt dies aus dem Satz der Vorlesung, wonach
fiir zwei Kurven vom Grad d mit d? Schnittpunkten, von denen de auf einer irreduziblen
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Kurve vom Grad e liegen, die restlichen Schnittpunkte auf einer Kurve vom Grad d — e
liegen.

Ist die Quadrik reduzibel, so ist sie die Vereinigung zweier Geraden. Auf jeder dieser
Geraden konnen hochstens drei der Schnittpunkte liegen, denn sonst wire die Gerade
nach dem Satz von BEzZOUT eine gemeinsame Komponente der beiden Kurven, es gibe also
mehr als neun Schnittpunkte. Somit liegen auf jeder Geraden genau drei Schnittpunkte.

Wir konnen dann den zitierten Satz anwenden auf eine der beiden Geraden, denn Gera-
den sind irreduzible Kurven. Wir wissen daher, dafl die iibrigen sechs Schnittpunkte auf
einer Quadrik liegen. Drei davon liegen auch auf der anderen Geraden, d.h. diese hat min-
destens drei Schnittpunkte mit der Quadrik und mufl daher eine Komponente sein, d.h.
die Quadrik ist Vereinigung dieser Geraden mit einer zweiten. Auf dieser miissen dann die
noch fehlenden drei Schnittpunkte liegen.

Aufgabe 3: (4 Punkte)
Zeigen Sie, dafl die HeEssEsche zur Kurve

V(X + Y +Z° +AXYZ) C P*(k) mit Aek
fiir A # 0 wieder eine Kurve von dieser Form ist!

Lésung: Zur Berechnung der HEsSEschen Determinanten brauchen wir zunéchst die zwei-
ten partiellen Ableitungen von F = X3+ Y3 +Z3 +AXYZ. Leiten wir zweimal nach derselben
Variablen ab, verschwindet die Ableitung von XYZ, leiten wir nach zwei verschiedenen
Variablen ab, so verschwinden die Ableitungen der dritten Potenzen. Die Determinante
ist somit

6X AZ AY
AZ 6Y AX|=63XYZ + A3XYZ +A3YZX — 602 X3 — 602 Z3 — 60\2Y3 .
AY AX 6Z

Die Hessesche ist somit die Nullstellenmenge von

6> + A3

X3+vY34+23—
e By

XYZ.

Was ist die HEssEsche im Fall A =07

Losung: In diesem Fall verschwinden alle gemischten partiellen Ableitungen, die Deter-
minante ist also gleich 63XYZ, und die HESSESCHE ist die Vereinigung der drei Koordi-
natenachsen der projektiven Ebenen.

Aufgabe 4: (8 Punkte)
Bestimmen Sie alle Wendepunkte der Kurve V(YZZ —(X3+23 )) c P?(C)!

Loésung: Die Wendepunkte sind die Schnittpunkte mit der Hesseschen; da alle Koeffi-
zienten der Kurvengleichung plus oder minus eins sind, k6nnen wir die unabhingig vom
Korper berechnen.

Wir brauchen die zweiten partiellen Ableitungen von Y2Z — X3 — Y3, erhalten also die
Determinante

—-6X 0 O
0 272 2Y|=-6X '
0 2y 0

22 2

_ _ 2 2\ 2 2
v _62'_ 6X(—12Z% — 4Y2) = 24X(Y? +372%).
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Die HEussesche zerféllt also in eine Gerade und eine Quadrik.

Wir wollen ihre Schnittpunkte mit der Kurve berechnen.

Fiir einen Schnittpunkt (x : y : z) auf der Geraden V(X) gilt y?z = z3, d.h. entweder ist
z = 0 oder y2 = z2. Der einzige Punkt mit z = 0 auf der Kurve ist (0 : 0 : 1), und mit
x =0, y?> = z? gibt es die beiden Punkte (1:1:0) und (1:—1:0).

Fiir die Schnittpunkte mit der Quadrik y? + 3z = 0 koénnen wir affin rechnen, denn der
einzige unendlich ferne Punkt (0 : 1: 0) der kubischen Kurve liegt nicht auf dieser Quadrik.
Wir beschrinken uns daher auf die affine (x,y)-Ebene, wo die Kurvengleichung zu y? =
x3 + 1 wird, und die der Quadrik zu y2 = —3. Setzen wir dies ein in die Kurvengleichung,
erhalten wir die Gleichung x> = —4.

Ab hier setzen wir voraus, dal es in dieser Teilaufgabe um den Koérper der komplexen
Zahlen geht. Dort hat die Gleichung y?> = —3 die beiden Lésungen y = 4+/—3, und
x> = —4 hat drei komplexe Losungen. Somit gibt es insgesamt neun Wendepunkte.

Bestimmen Sie alle Wendepunkte der Kurve V(Y2Z — (X3 +Y3)) C P#(Fs) !

Losung: Hier wird die Gleichung y?> = —3 zu y> = 2. In F5 ist 12 = 42 = 1 und
22 = 3% = 4, es gibt also keine Losung dieser Gleichung. Somit gibt es hier nur drei
Wendepunkte.

Bestimmen Sie alle Wendepunkte der Kurve V(Y2Z — (X3 +Y3)) C P?(Fq4)!

Losung: Hier wird y? = —3 zur Gleichung y? = 8. In Fqq ist 12 =102 =1, 22 = 92 = 4,
32 =82=9,4> =7% =5, 52 = 62 = 3; somit gibt es auch hier keine Losung.



