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5. Übungsblatt Elliptische Kurven

Aufgabe 1: (4 Punkte)

a) Wie viele Punkte (in allgemeiner Lage) brau
ht man, um eine Kurve vom Grad d dur
h

diese Punkte eindeutig festzulegen?

Lösung: Ein Polynom vom Grad d in drei Ver

�

anderli
hen hat

(

d+2

2

)

KoeÆzienten. Die

Forderung, da� ein gegebener Punkt in der Nullstellenmenge des Polynoms liegen soll, ist

eine homogene lineare Glei
hung in diesen KoeÆzienten. Mit

(

d+2

2

)

− 1 Punkten hat man

also

(

d+2

2

)

− 1 homogene Glei
hungen in

(

d+2

1

)

Variablen; falls die Punkte in allgemei-

ner Lage bez

�

ugli
h Kurven vom Grad d sind, hat die Matrix des Glei
hungssystems den

maximal m

�

ogli
hen Rang

(

d+2

2

)

− 1, so da� der L

�

osungsraum eindimensional ist. Seine

von Null vers
hiedenen Elemente haben als Nullstellenmenge alle die glei
he Kurve vom

Grad d.

b) Wel
he Dimension hat das lineare System aller Kurven vom Grad d mit dem Nullpunkt

als r-fa
hem Punkt f

�

ur r = d− 1, r = d und r = d + 1?

Lösung: Wie aus der Vorlesung bekannt, stellt die Bedingung, da� ein gegebener Punkt

mindestens die Vielfa
hheit r haben soll,

1

2
r(r + 1) linear unabh

�

angige Bedingungen an

die KoeÆzienten der Kurvenglei
hung. Das lineare System aller Kurven vom Grad d hat

die Dimension

(

d+2

2

)

− 1, also ist die gesu
hte Dimension glei
h

(

d+ 2

2

)

− 1−
r(r + 1)

2
=

d(d+ 3) − r(r + 1)

2
,

falls diese Zahl ni
ht negativ ist, und sonst gibt es keine entspre
henden Kurven.

F

�

ur r = d− 1 ist das

d(d+ 3) − d(d− 1)

2
=

4d

2
= 2d ,

f

�

ur r = d
d(d + 3) − d(d + 1)

2
=

2d

2
= d ,

und f

�

ur r = d+ 1 s
hlie�li
h ist

d(d+ 3) − (d + 1)(d + 2)

2
=

−2

2
= −1 ,

es gibt also keine sol
hen Kurven.

Aufgabe 2: (4 Punkte)

E und E′
seien zwei kubis
he Kurven, die si
h in genau neun Punkten s
hneiden. Zeigen

Sie: Wenn se
hs dieser Punkte auf einer (ni
ht notwendigerweise irreduziblen) Quadrik

liegen, liegen die restli
hen drei auf einer Geraden.

Lösung: Falls die Quadrik irreduzibel ist, folgt dies aus dem Satz der Vorlesung, wona
h

f

�

ur zwei Kurven vom Grad d mit d2
S
hnittpunkten, von denen de auf einer irreduziblen



Kurve vom Grad e liegen, die restli
hen S
hnittpunkte auf einer Kurve vom Grad d − e

liegen.

Ist die Quadrik reduzibel, so ist sie die Vereinigung zweier Geraden. Auf jeder dieser

Geraden k

�

onnen h

�

o
hstens drei der S
hnittpunkte liegen, denn sonst w

�

are die Gerade

na
h dem Satz von B

�

ezout eine gemeinsame Komponente der beiden Kurven, es g

�

abe also

mehr als neun S
hnittpunkte. Somit liegen auf jeder Geraden genau drei S
hnittpunkte.

Wir k

�

onnen dann den zitierten Satz anwenden auf eine der beiden Geraden, denn Gera-

den sind irreduzible Kurven. Wir wissen daher, da� die

�

ubrigen se
hs S
hnittpunkte auf

einer Quadrik liegen. Drei davon liegen au
h auf der anderen Geraden, d.h. diese hat min-

destens drei S
hnittpunkte mit der Quadrik und mu� daher eine Komponente sein, d.h.

die Quadrik ist Vereinigung dieser Geraden mit einer zweiten. Auf dieser m

�

ussen dann die

no
h fehlenden drei S
hnittpunkte liegen.

Aufgabe 3: (4 Punkte)

a) Zeigen Sie, da� die Hesses
he zur Kurve

V(X3 + Y3 + Z3 + λXYZ) ⊂ P
2(k) mit λ ∈ k

f

�

ur λ 6= 0 wieder eine Kurve von dieser Form ist!

Lösung: Zur Bere
hnung der Hesses
hen Determinanten brau
hen wir zun

�

a
hst die zwei-

ten partiellen Ableitungen von F = X3+Y3+Z3+λXYZ. Leiten wir zweimal na
h derselben

Variablen ab, vers
hwindet die Ableitung von XYZ, leiten wir na
h zwei vers
hiedenen

Variablen ab, so vers
hwinden die Ableitungen der dritten Potenzen. Die Determinante

ist somit

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6X λZ λY

λZ 6Y λX

λY λX 6Z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 63XYZ+ λ3XYZ+ λ3YZX− 6λ2X3 − 6λ2Z3 − 6λ2Y3
.

Die Hesses
he ist somit die Nullstellenmenge von

X3 + Y3 + Z3 −
63 + λ3

6λ2
XYZ .

b) Was ist die Hesses
he im Fall λ = 0 ?

Lösung: In diesem Fall vers
hwinden alle gemis
hten partiellen Ableitungen, die Deter-

minante ist also glei
h 63XYZ, und die Hesses
he ist die Vereinigung der drei Koordi-

natena
hsen der projektiven Ebenen.

Aufgabe 4: (8 Punkte)

a) Bestimmen Sie alle Wendepunkte der Kurve V
(

Y2Z− (X3 + Z3)
)

⊂ P
2(C) !

Lösung: Die Wendepunkte sind die S
hnittpunkte mit der Hesses
hen; da alle KoeÆ-

zienten der Kurvenglei
hung plus oder minus eins sind, k

�

onnen wir die unabh

�

angig vom

K

�

orper bere
hnen.

Wir brau
hen die zweiten partiellen Ableitungen von Y2Z − X3 − Y3
, erhalten also die

Determinante

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−6X 0 0

0 2Z 2Y

0 2Y 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −6X

∣

∣

∣

∣

2Z 2Y

2Y −6Z

∣

∣

∣

∣

= −6X(−12Z2 − 4Y2) = 24X(Y2 + 3Z2) .



Die Hesses
he zerf

�

allt also in eine Gerade und eine Quadrik.

Wir wollen ihre S
hnittpunkte mit der Kurve bere
hnen.

F

�

ur einen S
hnittpunkt (x : y : z) auf der Geraden V(X) gilt y2z = z3, d.h. entweder ist

z = 0 oder y2 = z2. Der einzige Punkt mit z = 0 auf der Kurve ist (0 : 0 : 1), und mit

x = 0, y2 = z2 gibt es die beiden Punkte (1 : 1 : 0) und (1 : −1 : 0).

F

�

ur die S
hnittpunkte mit der Quadrik y2 + 3z2 = 0 k

�

onnen wir aÆn re
hnen, denn der

einzige unendli
h ferne Punkt (0 : 1 : 0) der kubis
hen Kurve liegt ni
ht auf dieser Quadrik.

Wir bes
hr

�

anken uns daher auf die aÆne (x, y)-Ebene, wo die Kurvenglei
hung zu y2 =

x3+ 1 wird, und die der Quadrik zu y2 = −3. Setzen wir dies ein in die Kurvenglei
hung,

erhalten wir die Glei
hung x3 = −4.

Ab hier setzen wir voraus, da� es in dieser Teilaufgabe um den K

�

orper der komplexen

Zahlen geht. Dort hat die Glei
hung y2 = −3 die beiden L

�

osungen y = ±
√
−3, und

x3 = −4 hat drei komplexe L

�

osungen. Somit gibt es insgesamt neun Wendepunkte.

b) Bestimmen Sie alle Wendepunkte der Kurve V
(

Y2Z− (X3 + Y3)
)

⊂ P
2(F5) !

Lösung: Hier wird die Glei
hung y2 = −3 zu y2 = 2. In F5 ist 12 = 42 = 1 und

22 = 32 = 4, es gibt also keine L

�

osung dieser Glei
hung. Somit gibt es hier nur drei

Wendepunkte.


) Bestimmen Sie alle Wendepunkte der Kurve V
(

Y2Z− (X3 + Y3)
)

⊂ P
2(F11) !

Lösung: Hier wird y2 = −3 zur Glei
hung y2 = 8. In F11 ist 12 = 102 = 1, 22 = 92 = 4,

32 = 82 = 9, 42 = 72 = 5, 52 = 62 = 3; somit gibt es au
h hier keine L

�

osung.


