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4. Übungsblatt Elliptische Kurven

Aufgabe 1: (6 Punkte)

Die Kurve C ⊂ P
2(k) sei gegeben dur
h die Glei
hung

(x2 + y2)2 − 2a2(x2 − y2)z2 = 0

mit einem Parameter a ∈ k, k algebrais
h abges
hlossener K

�

orper.

a) Bestimmen Sie die S
hnittpunkte von C mit der Geraden z = 0 !

Lösung: Setzen wir in der Kurvenglei
hung z = 0, so bleibt (x2 + y2)2 = 0
�

ubrig, also

x2 + y2 = (x + iy)(x − iy) = 0, wobei i ∈ k eine Nullstelle des Polynoms X2 + 1 ist. Die

beiden S
hnittpunkte sind daher (1 : i : 0) und (i : 1 : 0).

b) In wel
hen Punkten hat C eine Tangente der Form x = λz, in wel
hen eine der Form

y = λz ?

Lösung: In der aÆnen Ebene z 6= 1 ist die Kurve gegeben dur
h die Glei
hung

f(x, y) = (x2 + y2)2 − 2a2(x2 − y2) = 0 ,

und die gesu
hten Tangenten haben die Glei
hung x = λ bzw. y = λ, sind also parallel zur

y- bzw. x-A
hse, so da� dort die partielle Ableitung von f na
h y bzw. x vers
hwinden

mu�.

∂f

∂x
= 4x(x2 + y2) − 4a2x = 4x(x2 + y2 − 4a2)

vers
hwindet, wenn entweder x vers
hwindet oder x2 + y2 = a2
ist.

f(0, y) = y4 + 2a2y2 = y2(y2 + 2a2) ;

die Kurvenpunkte mit x-Koordinate Null sind also (0, 0) und (0,±i
√
2).

Setzen wir x2 + y2 = a2
in die Kurvenglei
hung ein, erhalten wir

a4 − 2a2(x2 − y2) = a4 − 2a2(2x2 − a2) = a2(a2 − 4x2 + 2a2) = a2(3a2 − 4x2) = 0 ;

es gibt also die beiden L

�

osungen x = ±
√
3
2
a. Wegen x2 + y2 = a2

ist dann y = ±1
2
a, wir

haben also die vier Punkte (±
√
3
2
a,±1

2
a).

Bei der partiellen Ableitung na
h y geht die Diskussion weitgehend analog: Jetzt mu�

entweder y = 0 sein, was auf die Punkte (0, 0) und (0,±
√
2) f

�

uhrt, oder x2 +y2 +a2 = 0.

Setzen wir x2 + y2 = −a2
in die Kurvenglei
hung ein, erhalten wir

a4 − 2a2(x2 − y2) = a4 − 2a2(2x2 + a2) = a2(a2 − 4x2 − 2a2) = −a2(a2 + 4x2) = 0 .

Jetzt gibt es die beiden L

�

osungen x = ± i
2
a. Wegen x2 + y2 = a2

ist dann y = ± i
√
3

2
a,

wir haben also die vier Punkte (± i
2
a,± i

√
3

2
a).


) Bestimmen Sie die Tangente(n) an C im Punkt (0 : 0 : 1) !



Lösung: Wir wissen bereits, da� es dort sowohl eine waagre
hte als au
h eine senkre
hte

Tangente gibt, was nat

�

urli
h nur die x- und die y-A
hse sein kann. Falls es no
h weitere

g

�

abe, m

�

uste der Punkt mindestens Vielfa
hheit drei haben; da

∂2f

∂x2
= 12x2 + 4y2 − 4a2

dort den Wert −4a2 6= 0 hat, ist dies ni
ht der Fall.

Aufgabe 2: (8 Punkte)

a) Wel
he Glei
hung(en) mu� das KoeÆzientenpaar

(

(a1 : b1 : c1), (a2 : b2 : c2)
)

∈ P
2(k)× P

2(k)

erf

�

ullen, damit das lineare Glei
hungssystem

a1x+ b1y+ c1z = 0 und a2x+ b2y+ c2z = 0

einen zweidimensionalen L

�

osungsraum hat?

Lösung: Der L
�

osungsraum ist genau dann zweidimensional, wenn die beiden Glei
hungen

proportional zueinander sind, d.h. wenn a1 : a2 = b1 : b2 = c1 : c2 ist. Dies l

�

a�t si
h

dur
h die drei Polynomglei
hungen

a1b2 = a2b1, a1c2 = a2c1 und b1c2 = b2c1 .

b) Zeigen Sie, da� si
h P
2(k) × P

2(k) einbetten l

�

a�t in P
8(k), indem das Punktepaar aus

(a1 : a2 : a3) und (b1 : b2 : b3) abgebildet wird auf den Punkt mit Koordinaten cij = aibj

f

�

ur i, j = 1, 2, 3 !

Lösung: Wir betra
hten also die Abbildung

{
P
2(k)× P

2(k) → P
8(k)

(

(a1 : a2 : a3), (b1 : b2 : b3)
)

7→ (c11 : c12 : c13 : c21 : c22 : c23 : c31 : c32 : c33)

mit cij = aibj. Sie ist wohlde�niert, d.h. es kann ni
ht passieren, da� alle cij vers
hwin-

den, denn es gibt stets mindestens ein ai 6= 0 und mindestens ein bj 6= 0. Werden die

Koordinaten von (a1 : a2 : a3) oder (b1 : b2 : b3) mit einer Konstanten multipliziert,

werden au
h alle cij damit multipliziert, so da� si
h der Bildpunkt ni
ht

�

andert.

Als n

�

a
hstes m

�

ussen wir zeigen, da� die Abbildung injektiv ist. Sei also (c11 : c12 : c13 :

c21 : c22 : c23 : c31 : c32 : c33) Bild der beiden Punktepaare

(

(a1 : a2 : a3), (b1 : b2 : b3)
)

und

(

(a′
1 : a′

2 : a′
3), (b

′
1 : b′

2 : b′
3)
)

. Wie wir uns bereits

�

uberlegt haben, mu� mindestens

ein cij von Null vers
hieden sein; f

�

ur dessen Indizes i, j kann dann keine der vier Zahlen

ai, a
′
i, bj und b′

j vers
hwinden. Wir k

�

onnen daher, ohne die Punkte zu ver

�

andern, die

Koordinaten so normieren, da� ai = a′
i = bj = b′

j = 1 ist; damit wird au
h cij = 1. F
�

ur

ein beliebiges ℓ ∈ {1, 2, 3} ist dann chj glei
h ahbj = ah, aber au
h glei
h a′hb′
j = a′

h, d.h.

ah = a′
h. Genauso ist cih = bh = b′

h, d.h. die beiden Punktepaare stimmen

�

uberein.


) Wel
he Polynome vers
hwinden auf dem Bild dieser Einbettung?

Lösung: Wegen der De�nition cij = aibj ist

cijchℓ = aibjahbℓ = aibℓahbj = ciℓchj ,

d.h. alle Polynome cijchℓ − ciℓchj vers
hwinden auf dem Bild.



d) Wel
he weiteren Polynome vers
hwinden in den Bildern jener Punkte, die die Bedingung

aus a) erf

�

ullen?

Lösung: Umges
hrieben auf die neuen Koordinaten (a1 : a2 : a3) und (b1 : b2 : b3)

erf

�

ullen diese die drei Polynomglei
hungen

a1b2 = a2b1, a1b3 = a3b1 und a2b3 = a3b2 ,

d.h. im Bild ist c12 = c21, c13 = c31 und c23 = c32.

Aufgabe 3: (2 Punkte)

Wel
he Glei
hung(en) m

�

ussen die Koordinaten dreier Punkte aus P
2
erf

�

ullen, wenn die

drei Punkte bez

�

ugli
h Geraden ni
ht in allgemeiner Lage sind?

Lösung: Wenn die drei Punkte Pi = (xi : yi : zi) bez�ugli
h Geraden ni
ht in allgemeiner

Lage sind, hei�t das, da� sie auf einer Geraden liegen, d.h. die drei Tripel (xi, yi, zi) sind

linear abh

�

angig. Das ist genau dann der Fall, wenn die Determinante

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

vers
hwindet.

Aufgabe 4: (4 Punkte)

Ld sei das lineare System aller Kurven vom Grad d ≥ 1 in P
2(k). Zeigen Sie, da� es im

projektiven Raum Ld endli
h viele Hyper


�

a
hen (d.h. Nullstellenmengen eines homogenen

Polynoms in den Koordinaten) gibt, so da� jeder Divisor D ∈ Ld, der ni
ht die Form

D = C hat mit einer irreduziblen Kurve C vom Grad d, auf mindestens einer dieser dieser

Hyper


�

a
hen liegt!

Lösung: Wir identi�zieren Ld mit dem projektiven Raum zum Vektorraum der Koef-

�zientenvektoren homogener Polynome d-ten Grades in drei Ver

�

anderli
hen. Falls der

Divisor zu einem sol
hen Polynom F ni
ht glei
h einer irreduziblen Kurve ist, ist F als

Produkt zweier Polynome positiven Grades darstellbar, d.h. es gibt homogene Polynome

G1, G2 mit Graden d1, d2 ≥ 1 und d1 + d2 = d, so da� F = G1G2 ist. Die Polynom-

multiplikation l

�

a�t si
h interpretieren als eine Abbildung Ld1
× Ld2

→ Ld; falls F keine

irreduzible Kurve de�niert, liegt der zugeh

�

orige Punkt von Ld also im Bild einer sol
hen

Abbildung.

Wie wir wissen, hat Ld die Dimension

(

d+ 2

2

)

− 1 =
(d+ 1)(d + 2)

2
− 1 =

(

d2 + 3d

2

)

.

Da (d1 + d2)
2 > d2

1 + d2
2 f

�

ur d1, d2 ≥ 1, ist die Summe der Dimensionen von Ld1
und

Ld2
e
ht kleiner als die Dimension von Ld; das Bild obiger Abbildung mu� daher in einer

Hyper


�

a
he liegen. W

�

ahlen wir zu jedem Paar (d1, d2) mit d1, d2 ≥ 1 und d1 + d2 = d

eine sol
he Hyper


�

a
he, erhalten wir endli
h viele Hyper


�

a
hen, f

�

ur die die zu beweisende

Behauptung gilt.


