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4. Übungsblatt Elliptische Kurven

Aufgabe 1: (6 Punkte)

Die Kurve C ⊂ P
2(k) sei gegeben dur
h die Glei
hung

(x2 + y2)2 − 2a2(x2 − y2)z2 = 0

mit einem Parameter a ∈ k, k algebrais
h abges
hlossener K

�

orper.

a) Bestimmen Sie die S
hnittpunkte von C mit der Geraden z = 0 !

b) In wel
hen Punkten hat C eine Tangente der Form x = λz, in wel
hen eine der Form

y = λz ?


) Bestimmen Sie die Tangente(n) an C im Punkt (0 : 0 : 1) !

Aufgabe 2: (8 Punkte)

a) Wel
he Glei
hung(en) mu� das KoeÆzientenpaar

(

(a1 : b1 : c1), (a2 : b2 : c2)
)

∈ P
2(k)× P

2(k)

erf

�

ullen, damit das lineare Glei
hungssystem

a1x+ b1y+ c1z = 0 und a2x+ b2y+ c2z = 0

einen zweidimensionalen L

�

osungsraum hat?

b) Zeigen Sie, da� si
h P
2(k) × P

2(k) einbetten l

�

a�t in P
8(k), indem das Punktepaar aus

(a1 : a2 : a3) und (b1 : b2 : b3) abgebildet wird auf den Punkt mit Koordinaten cij = aibj

f

�

ur i, j = 1, 2, 3 !


) Wel
he Polynome vers
hwinden auf dem Bild dieser Einbettung?

d) Wel
he weiteren Polynome vers
hwinden in den Bildern jener Punkte, die die Bedingung

aus a) erf

�

ullen?

Aufgabe 3: (2 Punkte)

Wel
he Glei
hung(en) m

�

ussen die Koordinaten dreier Punkte aus P
2
erf

�

ullen, wenn die

drei Punkte bez

�

ugli
h Geraden ni
ht in allgemeiner Lage sind?

Aufgabe 4: (4 Punkte)

Ld sei das lineare System aller Kurven vom Grad d ≥ 1 in P
2(k). Zeigen Sie, da� es im

projektiven Raum Ld endli
h viele Hyper


�

a
hen (d.h. Nullstellenmengen eines homogenen

Polynoms in den Koordinaten) gibt, so da� jeder Divisor D ∈ Ld, der ni
ht die Form

D = C hat mit einer irreduziblen Kurve C vom Grad d, auf mindestens einer dieser dieser

Hyper


�

a
hen liegt!

Abgabe bis zum Freitag, dem 19. M

�

arz 2020, um 12.00 Uhr


